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Capitulo 1

Introduccion

La temaética de este proyecto se centra en el ambito de la robética, la automatica
y el control, seleccionando un sistema fisico clasico, en el cual se trata de resolver
la problematica de estabilizaciéon mediante estrategias de control implementadas

sobre una plataforma fisica.

Esta tesis propone el uso no soélo de un control clasico sobre el sistema, sino de
una combinacién de diferentes herramientas que permitan la estabilizacién de
un péndulo, en particular se concentra en introducir el célculo fraccional al area
de control mediante controladores tipo PID, a fin de unir las mejoras de ambas

disciplinas.

1.1. Motivacion

Desde muchas décadas atras hasta la actualidad, el desarrollo de técnicas de con-
trol para sistemas mecanicos es uno de los campos de investigacion mas atractivos
en la ingenieria, esto debido a que su desarrollo ha permitido crear maquinas au-
tomaticas con un fuerte impacto en diferentes areas. No obstante, las soluciones
a problemas existentes no se han agotado ni problemas nuevos han dejado de

surgir, por ello la necesidad de desarrollar nuevas técnicas de control sigue siendo
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una tarea vigente.

En esta tesis se aplica la teoria de control a sistemas mecanicos subactuados,
caracterizados fundamentalmente por tener menos entradas de control que gra-
dos de libertad. Especificamente, se trabajé con un péndulo invertido sobre carro
desarrollado por Quanser, el cual se encuentra dentro de una subclase de sistemas
subactuados como lo es el péndulo con disco inercial, el péndulo esférico invertido

y el péndulo con masa radialmente movil.

El péndulo invertido sobre carro es un sistema que constituye un caso concreto
de sistema fisico en el que se ponen de manifiesto importantes problemas, lo que
ha hecho de él un banco de pruebas para sistemas de control. El interés en el
estudio de este tipo de sistema radica en que su modelo matematico presenta una
formulaciéon basada en ecuaciones diferenciales no lineales. El modelo resultan-
te, es atractivo para el diseno de controladores debido a que es un sistema con
bastante informacién para el disenador, y sus ecuaciones tienen similitud con las
ecuaciones de sistemas fisicos reales. Por tanto, su estudio sirve como una primera

aproximacion a los problemas que plantean sistemas de mayor complejidad.

Es importante comentar que estos sistemas tienen un rango de controlabilidad
restringido a una pequena vecindad alrededor del punto de equilibrio inestable
[Sira-Ramirez et al.], ademads, la mayoria de estos sistemas pierden la controlabi-
lidad en ciertas regiones del espacio de trabajo y no son robustos en presencia de
fuerzas externas. Lo anterior motiva la necesidad de desarrollar nuevas técnicas de
control aplicadas a sistemas subactuados, en especial a los sistemas tipo péndulo
invertido, que son uno de los problemas clasicos de sistemas subactuados, ya que

el péndulo no recibe directamente ninguna senal de control debido a que toda
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la accién es aplicada al carro, convirtiéndose en un modelo de referencia para

evaluar una amplia gama de métodos de control.

1.2. Objetivo

Esta tesis tiene como objetivo analizar, disenar e implementar controladores frac-
cionales para un sistema mecéanico subactuado con punto de equilibrio inestable.
Para lo cual se emplearan controladores lineales tipo PID anexandoles los funda-
mentos del cdlculo fraccional, implementando dichos controladores en una plata-
forma fisica, particularmente, a un péndulo invertido. De esta manera se pretende

observar ventajas y desventajas que ofrecen estas técnicas de control.

1.3. Justificacion

De forma general, se puede afirmar que la teoria de control de sistemas tiene su
proposito en idear un algoritmo matematico que le confiera a la planta a controlar
ciertas caracteristicas para que el conjunto, planta-controlador, se comporte de

una determinada manera segin los parametros de diseno.

El control del péndulo invertido presenta una enorme variedad de problemas que
han hecho de él uno de los sistemas concretos para el ensayo de leyes de control
mas analizados en estos dltimos tiempos. Béasicamente, se presentan dos proble-
mas: el problema de la estabilidad local en torno a la posicién de equilibrio y el
problema de levantar el péndulo desde su posicién de reposo hasta la posicién en
la que se mantiene en la vertical superior. Este tltimo problema se le conoce, por

su denominacién inglesa, como Swing Up (balanceo).
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El primer problema, el de la estabilizacion local, puede resolverse satisfactoria-
mente mediante la linealizacién en torno a la posicién de equilibrio. Existen nume-
rosas leyes de control que permiten resolver el problema de estabilizacion, dando
resultados satisfactorios, pero en los ultimos anos, controladores fraccionales han
tenido gran auge, resultando atractivos ya que permiten la derivacion e integra-

cién de una funcion usando cualquier orden: racional, real o imaginario.

En la actualidad podemos encontrar numerosos casos de estudio donde el uso de
controladores fraccionales permiten ampliar las posibles acciones de control, de
tal forma que el disenador dispone de un abanico mas amplio de posibilidades
donde elegir para su diseno. Asi pues, muchas metodologias de control han sido
generalizadas usando el cédlculo fraccional, sirviendo éste como base para definir

las ecuaciones dinamicas que rigen el comportamiento de los controladores.

Por lo tanto, el objetivo fundamental de esta tesis es el de implementar diferentes
controladores fraccionales a un sistema linealizado, es decir, se tomara una apro-
ximacion del modelo no lineal del péndulo invertido sobre carro para obtener el
controlador fraccional. De esta manera, se extendera la metodologia del calculo
fraccional en el drea de control y asi generalizar su formulacion, de tal forma que

se unifiquen las ventajas de ambas disciplinas.

Por otro lado, en el problema del Swing Up es necesario considerar todo el espa-
cio de estados, de modo que el problema no puede abordarse con una perspectiva
local. Este problema es por su propia naturaleza no lineal y se desenvuelve en una
amplia regién del espacio, por tanto, no admite una reduccién local y hay que
abordarlo con toda la problemética inherente a su globalidad y a su no linealidad.

El objetivo de implementar un control capaz de resolver el problema de Swing
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Up, es meramente ilustrativo, ya que no se realizaran grandes aportaciones a este

tipo de control.

1.4. Planteamiento del problema

En los modelos de los sistemas es necesario tener conocimiento de las posiciones
y velocidades. Sin embargo, en el sistema fisico utilizado para este trabajo solo es
posible medir posiciones, de manera que se tendrd que aplicar una solucién para
poder obtener las velocidades necesarias a partir de las posiciones ya medidas,

esto con el propdsito de no incorporar sensores de velocidad.

Ademas, en este trabajo se aborda el problema de estabilizacion del sistema
péndulo invertido, el cual consiste en estabilizar el sistema alrededor de uno de
sus puntos de equilibrio. Para resolver el problema, se establece una metodologia

a seguir como se muestra a continuacion:

1. Estudio y obtencién del modelo matematico del sistema mecanico.

2. Analisis de las caracteristicas dinamicas del modelo obtenido.

3. Diseno de los algoritmos de controladores fraccionales.

4. Simulacion de los algoritmos de controladores fraccionales.

5. Evaluaciones experimentales de las estrategias de control tomando como

referencia los resultados de las simulaciones.

Una de las restricciones fisicas que presenta el prototipo y que debe de ser
considerada en el diseno de los controladores, radica en la posicién del carro, la

cual hace que el carro no pueda desplazarse a mas de £30 cm.
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1.5. Estructura de la tesis

Este trabajo consta de 6 capitulos. En este primer capitulo, se ofrece una expo-

sicion de los motivos y objetivos del trabajo.

En el capitulo 2, se presentan formalmente los fundamentos teéricos necesarios
para el desarrollo del trabajo. En este capitulo se dan definiciones importantes
para la comprension del texto subsiguiente. El capitulo 3 se describe al sistema
de estudio y se lleva a cabo el modelado del péndulo invertido y el modelo del

actuador, asi como observaciones necesarias para el diseno de los controladores.

Ya que estos controladores sélo operan en regiones cercanas al punto de equilibrio,
es necesario realizar una maniobra de control que permita llegar a zonas cercanas
al punto de equilibrio, por lo que, en el capitulo 4, se muestra esta maniobra

denominada Swing Up.

El capitulo 5 muestra, de manera general, los antecedentes histéricos del calculo
fraccional. Ademas, se dan los criterios para desarrollar los controladores fraccio-

nales a fin de estabilizar el péndulo en su punto de equilibrio inestable.

Finalmente, en el capitulo 6 se analizan los resultados experimentales y simulacio-
nes de capitulos anteriores, se muestran conclusiones del trabajo de investigacion

y se exponen algunas posibles lineas de investigacion posteriores a esta tesis.




Capitulo 2

Conceptos basicos

El primer paso para el diseno de un controlador capaz de mantener estable al
péndulo invertido, es encontrar un modelo del sistema, es decir, una represen-
tacion de las caracteristicas y propiedades del mismo. Se pretende obtener un
modelo matematico que refleje el comportamiento del sistema para su simulacion
y experimentacion, es decir, un conjunto de ecuaciones matematicas que relacio-

nen una serie de variables con las caracteristicas fisicas del sistema.

Una de las claves a la hora de implementar un control eficiente de cualquier sis-
tema, es partir de un modelo que refleje fielmente el comportamiento del sistema
real. Sin embargo, elaborar un modelo exacto es muy complicado y la mayoria de
las veces imposible. Por tanto, se busca establecer un equilibrio entre las compli-
caciones que conlleva elaborar el modelo, con las ventajas que proporciona dicho

modelo a la hora de su estudio.

Es por ello que en este capitulo, se presentan las herramientas matematicas nece-
sarias para obtener el modelo matematico de sistemas, en particular se pretende
obtener el modelo de un péndulo invertido sobre carro. Ademads, se presenta una
forma de linealizar modelos no lineales, es decir, se obtiene una aproximacion

lineal de un sistema no lineal, ya que, para el sistema de estudio resulta ser un
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sistema no lineal.

Finalmente, se define la estabilidad de los sistemas, ya que es una caracteristica
muy importante a la hora de disenar controladores, ademas de presentar métodos
de analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio de los sistemas no lineales

mediante el estudio del comportamiento de los estados del sistema modelado.

2.1. Modelo de sistemas mediante Euler-Lagrange

El modelo mateméatico de un sistema dindmico es un conjunto de ecuaciones que
representan su dinamica, de forma que sea posible su anélisis y diseno. La es-
tructura de un modelo matematico no es tnico para un sistema determinado,
sino que pueden existir diversos modelos para éste. Asi, un modelo puede ser mas
conveniente que otro dependiendo el fin que tenga. Existen diversas formas de
obtener el modelo matematico de un péndulo invertido sobre carro pero en esta

tesis se determinara el modelado mediante el método de Euler-Lagrange.

El procedimiento de Euler-Lagrange, [Kelly and Santibanez, Tarenzio], es un
método alternativo al de Newton-Euler, el cual se basa en el balance de las fuerzas
que actian sobre un cuerpo. El principio del modelado mediante Euler-Lagrange
esta en obtener las ecuaciones de energia del sistema, y mediante derivadas par-
ciales, describir el comportamiento de aquél en un arreglo de matrices, las cuales

se relacionan con las diferentes coordenadas del sistema.

Un planteamiento basico al realizar el modelado de sistemas, es la descripcion de
los sistemas mediante coordenadas generalizadas, denominadas como un conjunto

cualquiera de pardametros {¢;, t = 1,2,...,n}, que permiten especificar, de manera
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tinica, la configuracién de un sistema de i grados de libertad!, generalmente se

consideran distancias, angulos o cantidades que las relacionen.

------ > X

Figura 2.1: Ejemplo de coordenadas y grados de libertad en un péndulo invertido.

Se requiere escoger adecuadamente un conjunto de coordenadas generalizadas pa-
ra describir el sistema. Para el caso de los sistemas mecanicos, las coordenadas
q se refiere a posiciones, por lo que ¢ son las velocidades generalizadas y § las

aceleraciones correspondientes.

Para empezar el procedimiento del método de Euler-Lagrange, se desarrollan las
ecuaciones que describen la energia potencial de cada articulacién. La energia
potencial total de un sistema de n articulaciones es la suma de las energias de

cada articulacién, y esta descrita como:

n

V=> . (2.1)

=1

La obtencién de la energia cinética del sistema es un requisito para el procedi-

1Se llama grados de libertad de un sistema, al niimero de maneras independientes en que

aquél puede moverse.
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miento de Euler-Lagrange, la cual, andlogamente a la energia potencial, se calcula
para cada articulacion, siendo la energia cinética total la suma de la energia in-
dividual de cada articulacion. La energia de una articulacion se puede expresar

Ccomao:

(2.2)

Por lo que la energia cinética total del sistema es la suma de la energia individual

de cada articulacién.
K=> k. (2.3)
i=1

Observe que la energia cinética expresada por la Ec. (2.2), estd en funcién de
la velocidad de las articulaciones del sistema. Ademds, considere que la energia
cinética total debera ser siempre una cantidad escalar positiva ya que no existen

masas negativas.

Si todas las fuerzas son conservativas, entonces el sistema dindmico puede repre-
sentarse mediante el lagrangiano L. Las Ecs. (2.1) y (2.3) se usan para calcular
el Lagrangiano, el cual se define como la diferencia entre la energia cinética y la

energia potencial del sistema.
L=K-V. (2.4)

El Lagrangiano proporciona un medio para obtener las derivadas de las ecuaciones
del sistema con respecto a las variables del mismo. La Ec. (2.5) proporciona las

ecuaciones diferenciales de movimiento del sistema.

d (OL oL 0P
dt <3Cii)  dg * o4; T (2:5)
donde:

P = Potencia disipada total del sistema.

7 = Vector de torque aplicado al sistema.

10
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q; = Vector de coordenadas generalizadas asociadas a posiciones.
¢; = Vector de coordenadas generalizadas asociadas a velocidades.

Una forma de representar las ecuaciones diferenciales en arreglos vectoriales es:

M(q)i+ C(q,4)q + D(4) + G(q) + K(q) = Fe , (2.6)

donde:

q = Vector de coordenadas generalizadas.
M (q) = Matriz de inercias del sistema, de nxn (n son los grados de libertad).

C

q,q¢) = Matriz de Coriolis, contiene los efectos de coriolis y términos rotacionales.

(9,
(¢) = Vector de disipacién del sistema.
(@)

Q T

Vector de fuerzas gravitacionales.

q

=

q) = Vector de fuerzas de almacenamiento en resortes.

F, = Fuerzas externas por coordenadas ¢;.

Agrupadas las ecuaciones de movimiento como muestra la Ec. (2.6), es conve-
niente representar al sistema en variables de estado, dichas variables de estado
tendran relacion directa con las posiciones, velocidades y aceleraciones que tengan
las coordenadas asociadas a los grados de libertad del sistema, entendidas como
aquellas variables o coordenadas del sistema donde puede moverse, o aquellas

para describir completamente el estado del sistema.

2.2. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

La teoria de estabilidad de Lyapunov es una poderosa herramienta matematica
para el andalisis de estabilidad de sistemas. Su importancia radica en que, a di-
ferencia de otras, por ejemplo la teoria de estabilidad de Nyquist, esta se aplica
tanto para sistemas lineales como para sistemas no lineales. Fue desarrollada por

el matematico ruso Aleksandr M. Lyapunov en el ano de 1892.
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2. CONCEPTOS BASICOS

La idea principal del analisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov es el ana-
lizar las ecuaciones diferenciales y predecir su comportamiento en torno de los
puntos de equilibrio sin resolver las ecuaciones diferenciales. En este sentido, la
estabilidad en el sentido de Lyapunov se refiere al comportamiento de la senal de

salida, en torno de un punto de equilibrio.

En el contexto de espacio de estados de un sistema invariante en el tiempo, el
concepto de punto de equilibrio es importante y se define como un punto z = X,
en el espacio de estados del sistema, que tiene la propiedad de que sin importar
cuando se inicie el movimiento del sistema cerca de la vecindad del punto X4,
el sistema permanecera ahi para todo tiempo futuro, a menos que una fuerza
externa sea aplicada. Un punto de equilibrio puede ser aislado, es decir, no existe
otro punto de equilibrio en su vecindad, o puede ser un conjunto de puntos de

equilibrio contiguos.

Formalmente se tiene la siguiente definicién [Khalil and Grizzle]:
Un punto x = X4 en el espacio de estados, se dice que es un punto de equilibrio
del sistema & = f(t), si tiene la propiedad de que, si el sistema empieza en X.,,

éste permanecerd en X, para todo tiempo futuro.

Los puntos de equilibrio para un conjunto de entradas constantes, U = U,,, deben
cumplir con: £ =0, ¢ = Qg = ¢ = 0 = ¢ = 0, es decir, las derivadas en el punto

de equilibrio son nulas.

Una definicion formal de la estabilidad en el sentido de Lyapunov se tiene al

considerar el sistema modelado mediante ecuaciones Euler-Lagrange:

M(q)i+ C(q,4)¢+ D(¢) + G(q) + K(q) =U .

12



2.2 Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Ademas, los estados considerados del sistema son: z = 1 (resultando un
q
estado de n x 1), y el modelo en variables de estado resultante es:
: q
M=q)[U = G(q) = D(¢) — C(g,)q ]

La estabilidad de los puntos de equilibrio resultantes se pueden analizar por medio

de diferentes métodos. Sin embargo, en esta tesis se describiran sélo dos de ellos:

e Método indirecto de Lyapunov (Linealizacién).

e Por funciones candidatas de Lyapunov.

El método indirecto de Lyapunov puede determinarse mediante la linealizacion
en torno del punto de equilibrio del sistema. Este método establece lo siguiente

[Khalil and Grizzle] :

* El sistema sera asintéticamente estable en el sentido de Lyapunov si la matriz

of
A= 2
ox

)
T=Xeq

contiene valores caracteristicos tales que R, {\;(A)} <0, coni=1,...,n.

* Inestable en el sentido de Lyapunov si al menos un valor caracteristico cumple

que R, {\;(A)} > 0 para algun i.

Este método unicamente describe las condiciones para estabilidad asintética e
inestabilidad. Sin embargo, si R, {\;(A)} = 0 para algun i, entonces el teorema

no permite concluir sobre la estabilidad del punto de equilibrio X, y es necesario
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2. CONCEPTOS BASICOS

analizar mediante funciones candidatas de Lyapunov, conocido como el método

directo de Lyapunov.

También es posible analizar la estabilidad mediante el método directo de Lyapu-
nov, por ejemplo en las ecuaciones de energia del sistema. Un concepto importante
para comprender la estabilidad por medio de funciones candidatas radica en la

definicién de las mismas, [Khalil and Grizzle] tiene las siguientes definiciones.

Funcion definida positiva: Una funcién V(z) se dice que es positiva definida si
V(0) =0y V(z) > 0 Vz # 0. Si las condiciones anteriores se satisfacen para

V(z) > 0 con x # 0, entonces se dice que es semidefinida positiva.

Funcion definida negativa: Una funcién V(z), se dice que es definida negativa si
—V (z) es definida positiva. Si la condicién anterior se cumple con —V(x) siendo

semidefinida positiva, entonces V() es semidefinida negativa.

Si se logra demostrar que la derivada V(z) de la funcién candidata de Lyapunov

es cero, se determinard que el sistema es asintoticamente estable.

Por funciones candidatas de Lyapunov requerimos que, por simplicidad, los térmi-
nos D(G) v K(q), de la Ec. (2.6), sean lineales, es decir, expresables mediante

matrices en la forma:
dll d12 e dln kll k12 e kln
D@)=1| : = ... = |4, Kl@g=| : =+ .. = |q.
dnl dn2 T dnn knl an T knn

Asi como el término de gravedad sea nulo, es decir, G(q) = 0 y que Q., = 0 sea

un punto de equilibrio para el sistema con U, = 0.
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2.3 Linealizacion

2.3. Linealizacion

La mayoria de los sistemas tienen una estructura no lineal, mientras que algunas
técnicas de control plantean el andlisis y diseno de controladores del tipo lineal,
es decir, leyes de control lineales para regular sistemas de naturaleza eminente-
mente no lineal. Una alternativa es linealizar los sistemas para facilitar el diseno
de controladores, esto se logra aproximando el comportamiento del sistema no
lineal con un modelo lineal. Esta aproximacion se realiza en torno a un punto de

equilibrio u operacion.

Mediante una expresién en series de Taylor [Sira-Ramirez et al.] se obtendrd un

modelo aproximado del sistema no lineal.

Consideremos el siguiente conjunto de ecuaciones que representan un sistema no

lineal:

y(t) = h(z(t)) - (2.7)

cuyos puntos de operacion son constantes y estan dados por (Ueq, KXegs qu).

Mediante series de Taylor, se expande al sistema en torno al punto de operacion

T = Xe¢q ¥ u = Uy, resultando:

of of
flx,u) = f(Xeg, Uey) + == + = + T.0.S.
( q q) ox (Xea Uec) ou (XeasUeq)
oh oh
Mz, u) = h(Xeg, Ueg) + - + T.0.S.
0r{(x, v Ol (Xepieg)
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2. CONCEPTOS BASICOS

con:

f1(fB1,"'

fn(wh e

y Ty Uy - 0

y Ty Uty

Las matrices del sistema linealizado en torno al punto de equilibrio se obtiene a

partir de los jacobianos:

of
A=2L
or
oh
C=

Finalmente, se considera que x —

(XEQ7U€¢1)

(XebeEQ)

aft
oz

fn
Ox1

oh
Ox1

oh
oz

aproximar al sistema como:

donde:

T=z— Xeg,

of1

Oxn

Ofn
Oxp

ohy
Oxn

Ohy,
OTn

_9f
 Ou

(XEQ7U€¢1)

_on
- Ou

(XetDUE(I)

7= A7+ Bu,

7=CT+ Du,

U= u— Ug,

y:y_ifeqv

T=1.

of

ouy

fn
ou1

ohy
ou1

ohy
ouq

9h

Oum

Ofn

Oum

Oh1

Oum

Ohp
Oum

g € un valor pequeno, con lo que se puede

(2.8)

Es importante mencionar que esta aproximacién no tiene validez universal, tini-

camente es valida para una region cercana al punto de equilibrio respecto al cual
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2.3 Linealizacion

se linealiza, por lo que su aplicacion estd indicada para aquellos sistemas cuyas

senales sufren pequenas variaciones alrededor de sus valores de equilibrio.

Este método de linealizacién es valido en tanto que las perturbaciones que afectan
al comportamiento del sistema no lineal, operando en equilibrio, sean pequenas,

relativas a los valores de equilibrio de las variables del sistema.
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Capitulo 3

Péndulo mvertido sobre carro

En este capitulo se presenta el modelo matematico del sistema necesario para
describir el péndulo invertido sobre carro en forma de ecuaciones diferenciales.
Dado que el objetivo de esta tesis es que el péndulo se mantenga cercano a uno
de sus puntos de operacion, es necesario linealizar el sistema alrededor de ese mis-
mo punto de operacion, para que posteriormente se desarrollen controladores que
estabilicen al péndulo. Si el sistema no es controlado, el péndulo tendera a diri-
girse hacia su posicién de reposo (punto de operacién estable), por consecuencia,
el control es necesario para mantenerlo cerca del punto de operacion inestable,
mds atun, una vez controlado el sistema, se deben aplicar fuerzas externas (per-

turbaciones acotadas) y el controlador debe ser capaz de estabilizar al péndulo.

Una observacién importante a tener en cuenta, es que la senial de entrada al
sistema real es voltaje, por tanto es necesario transformar la fuerza que se aplica
al carro en términos de voltaje, por lo cual se presenta el modelo del sistema
electromecanico de traccion, donde se obtiene una relacion voltaje-fuerza para el

carro.
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3. PENDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

3.1. Descripcion del sistema

El péndulo invertido sobre carro es un mecanismo que consta de un riel sobre el
cual se puede deslizar un carro, sobre el que esta montado un péndulo que puede
girar libremente. El sistema esta instrumentado, de tal forma que se puede medir
el angulo del péndulo con respecto a la vertical asi como la posicién del carro,
mediante decodificadores (encoders). A través de un motor y un pinén conectados

al carro, se puede hacer que éste se deslice sobre un riel acotado.

Algunas de las aplicaciones del péndulo invertido sobre carro en la vida cotidiana,
se da desde el control de estabilidad de gruas, hasta la construccion de vehiculos

para el desplazamiento de humanos, mejor conocido como Segway.

oo

Figura 3.1: Segway es un vehiculo de transporte ligero de dos llantas, en el cual,

el usuario debe inclinarse hacia la direcciéon que desee tomar.

El sistema fisico, con el cual se trabajé a lo largo de esta tesis, es un prototipo
desarrollado por Quanser denominado Inverted Pendulum System, Figura 3.2.
Unicamente cuenta con un actuador (motor) y dos sensores (encoders) que se

encargan de medir la posicién traslacional y la posicién angular. Dicho sistema
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3.1 Descripcion del sistema

posee una gran calidad y fiabilidad de motores y encoders, lo que permite tener

mejores resultados al momento de realizar pruebas experimentales.

Figura 3.2: Péndulo invertido sobre carro

Ademas del sistema fisico, para este trabajo son necesarios un sistema de compu-
to que se encarga del control, una tarjeta de adquisiciéon que sirve para la lectura
y escritura de datos, y un amplificador de potencia encargado de suministrar el

voltaje de control adecuado al motor.

Los cuadros 3.1 y 3.2 presentan los diferentes parametros que describen al péndu-

lo, carro y al motor de corriente directa (CD), proporcionados por el fabricante.
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3. PENDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

Simbolo Descripcion Valor Unidades
my Masa del péndulo 0.230 kg
me Masa del carro 0.57 kg
v Momento de inercia del péndulo 7.8838e3 kgm?
Ly Longitud del péndulo al centro de gravedad 0.3302 m
b, Coeficiente de friccién viscosa del péndulo 0.0024 | Nms/rad
be Coeficiente de friccién viscosa del carro 4.3 Ns/m

g Constante de gravedad 9.81 m/ s
Tabla 3.1: Pardmetros del sistema péndulo-carro.

Simbolo Descripcion Valor | Unidades
ky Constante de relacién de engranes | 3.71 N/A
ke Constante de torque del motor | 0.00767 | Nm/A
ko Constante contra-electromotriz | 0.00767 | V' s/rad
Mg Eficiencia de engranaje 1 100 %
. Eficiencia del motor 1 100 %
Tmp Didametro del pinén del motor 0.00635
R, Resistencia de armadura 2.6

Tabla 3.2: Parametros del motor de CD.

Para medir la posicion lineal del carro y la posicién angular del péndulo, el sis-

tema cuenta con dos encoders 6pticos, los cuales se configuraron en cuadratura,

de manera que la resoluciéon sea mucho mayor. Para el caso del péndulo, el en-

coder tiene una resolucién de 0.0015 [rad/pulso]

0.0879 [grados/pulso], con

lo cual es posible percibir cambios en el angulo de 0.0879 grados. En el caso

del carro, cuenta con un encoder cuya resolucién es de 2.2749¢~° [m/pulso]
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3.1 Descripcion del sistema

0.0022749 [cm/pulso], permitiendo medir cambios de hasta 0.0022749 [cm].

Es necesario tener conocimiento de las velocidades del carro y del péndulo. Sin
embargo, el sistema fisico utilizado para esta tesis no cuenta con sensores de velo-
cidad. Una posible solucion para este problema es derivar las senales de posicion,
las cuales se obtienen de los decodificadores. Sin embargo, al derivar la posicién
el ruido de medicién se amplificara significativamente, teniendo como resultado
senales de velocidades ruidosas y poco precisas. Para evitar este inconveniente, se
optd por aplicar un filtro de segundo orden a las posiciones medidas. La funcion
de transferencia del filtro esta dada por:
w? s
§2 4 28wes + w?

2
ws s

fo= §2 4+ 28wes + w2’

fo=

Los filtros se comportan como filtros pasa bandas, de modo que solo actian para
las frecuencias cercanas a la frecuencia de corte, asegurando que la senal obtenida
sea muy parecida a la velocidad real tanto del péndulo como del carro. La frecuen-
cia de corte de los filtros es vital debido a que, si se incrementara demasiado, la
senal sufriria un atraso que afectaria las lecturas, mientras que al decrementarse,
podria dejar de eliminar el ruido necesario. Por lo tanto, es importante elegir una
frecuencia de corte que elimine el suficiente ruido sin atrasar demasiado la senal.
Experimentalmente se obtuvieron los valores para el filtro, resultando: w. = 207

y € = 0.7071.

Las Figuras 3.3 y 3.4, muestran las mediciones de las posiciones del carro y péndu-

lo, asi como sus respectivas velocidades obtenidas mediante el filtro de segundo
7

orden. Al sistema se le aplicé una senial u(t) = 2sin((;2)t) v; la sefial sinusoidal
se usa con la finalidad de obtener senales suaves en las velocidades y la frecuencia

es para observar, de manera mas clara, el comportamiento de las senales.
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3. PENDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

2 1 ] 1 1 1 I 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t[s]

Voltaje de control[ V] Velocidad del carro[ m/s] Posicion del carro[ cm ]

Figura 3.3: Resultado de la medicién de posicion y velocidad para el carro.

1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t[s]

Voltaje de control [V] Velocidad angular [rad/s] Angulo del péndulo [rad]

Figura 3.4: Resultado de la medicion de posicién y velocidad para el péndulo.

Una vez que se obtuvieron las mediciones de posicion y velocidad, es posible
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3.2 Modelo del péndulo invertido sobre carro

obtener el vector de estados x, el cual proporcionara informacion de las mediciones

obtenidas del sistema.

T Posicion del carro
v Velocidad del carro

Angulo del péndulo

w Velocidad angular del péndulo

El carro estd hecho de aluminio, accionado por un motor de corriente continua
y equipado con una caja de engranajes planetarios. El carro puede deslizarse a
lo largo de un eje de acero mediante rodamientos lineales. Es conducido a través
de un mecanismo de pinén y cremallera con el fin de evitar deslizamientos y
otros efectos indeseables. Esto, por lo tanto, garantiza una tracciéon constante y

continua.

3.2. Modelo del péndulo invertido sobre carro

Las variables que definen la condicion del sistema en todo momento son la po-
sicion del carro, x., y el angulo del péndulo, 6, respecto a la vertical. En esta
seccién, se encontrara el conjunto de ecuaciones diferenciales que describen el
comportamiento de estas variables para una fuerza Fc, aplicada al carro. Las
ecuaciones diferenciales se obtienen a partir del andlisis de todas las energias del
sistema como lo muestra el método de Euler-Lagrange, y basdandonos en el esque-

ma de la Figura 3.5, se procedera a obtener dichas energias.
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3. PENDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

A Yo

A4

Figura 3.5: Diagrama del péndulo invertido sobre carro

donde:
m. = Masa del carro.
m, = Masa del péndulo.
z. = Posicion del carro.
0= Angulo del péndulo respecto a la vertical.
F, = Fuerza aplicada al carro.
I, = Longitud del péndulo al centro de gravedad.
Jp = Momento de inercia del péndulo.

b. = Friccién viscosa del carro.

b, = Friccién viscosa del péndulo.

La energia cinética total del sistema esta dada por la suma de la energia cinética

del carro (K.) més la energfa cinética del péndulo (K,).

K=K +K,. (3.1)
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3.2 Modelo del péndulo invertido sobre carro

Por un lado, la energia cinética del carro esta dada por:

(3.2)

Mientras que la energia cinética del péndulo, esta relacionada con su velocidad

lineal y velocidad angular:

1 1
K, = §mpvz - §Jpw2 : (3.3)

Es necesario descomponer la velocidad del péndulo ’UIZ, tanto en su velocidad res-

pecto al eje x, v2, como su velocidad respecto al eje y, U;.

vl =i+l (3.4)

Para calcular las velocidades en ambos ejes, es preciso obtener la posicion del
péndulo en el eje x y en el eje y. En la Figura 3.5 se observa que ambas posiciones

estan dadas por:

xp, = —l,sin(0) + =, , (3.5)
Yp = 1, cos(6 .) (3.6)

Una vez obtenidas las posiciones, sélo es cuestion de derivar las Ecs. (3.5) y (3.6)

respecto al tiempo para obtener las velocidades correspondientes.
Uy = —lwcos(0) + v, , (3.7)
vy = —lwsin(h) . (3.8)

Por lo tanto la energia cinética total del sistema estd descrita por:

1 1 1
K= §mcvz + §mpvg + Emplsz + §Jpw2 — myl,v.w cos(f) . (3.9)
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3. PENDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

La energia potencial del sistema esta regida tan sélo por la posicion del péndulo
en el eje y.

V' =myl,g cos(d) . (3.10)

Ya calculadas las energias potencial y cinética del sistema, es posible hallar el

lagrangiano L para obtener las ecuaciones diferenciales del sistema.

L=K-V.

La potencia que disipara el sistema esta relacionada con las viscosidades tanto

del péndulo como del carro (pinén del motor).
1 1
P = §ch(2:+ Ebpwz .

Las ecuaciones son obtenidas mediante el Lagrangiano, Ec. (2.5). Para este siste-

ma se tendran dos ecuaciones diferenciales ya que se tienen dos grados de libertad,
uno es la posicion del carro a lo largo del riel y el segundo es el angulo que forma

el péndulo respecto a la vertical.

El procedimiento para obtener las ecuaciones se encuentra en el apéndice A,

resultando:
(me +my) Ve — myl, cos(0)i + myl, sin(0)w? + bov. = F, | (3.11)

(Jp + mpl2) & — myly, cos(0)6. — gmyl, sin(f) + byw =0 . (3.12)

Realizando un cambio entre las variables de estados y las coordenadas generali-

zadas:
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3.3 Modelo del motor de corriente directa (CD)

[ T ] [ 1 | [ Posicion del carro ]
ve | q1 B Velocidad del carro
0 B g2 B Angulo del péndulo

W I G2 | I Velocidad angular del péndulo

Las Ecs. (3.11) y (3.12) se reescriben como:
(me +my) ¢ — mply cos(ga) g + myl, 5in(g2)Go” + bedi = F, (3.13)

(Jp + mpl2) G2 — myl, cos(g2) Gy — gmyl, sin(ga) + byga = 0 (3.14)

Ya que el sistema no cuenta con resortes, la Ec. (2.6) tomara la siguiente forma.
M(q)i+ C(q,d)q + D(d) + G(q) = F. (3.15)

Por tanto, el sistema del péndulo invertido sobre carro descrito por las Ecs. (3.13)

y (3.14) puede ser representado de forma matricial de la forma de la Ec. (3.15).

me+m,  —myl,cos(q) | . 0 mpl,sin(g2)ga | . be 0 | .
+ q+ q
—mpl, cos(qz) T, + myl2 0 0 0 b,
0 F.
+ =
—gmyly sin(gz) ] | 0

3.3. Modelo del motor de corriente directa (CD)

El péndulo invertido utiliza un servomotor de CD que esta acoplado a un pinon,
el cual se puede desplazar por un riel variando el voltaje de armadura. La fuerza
F. generada por el motor de CD a través del pinén del motor esta definida como:

_ NgkgTm

F, : (3.16)

Tmp
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3. PENDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

donde:
ng = Eficiencia de engranaje.

kg = Relacién de engranaje.

Tm = Torque generado por el motor.
Tmp = Radio del pinén de la flecha del motor.
Para determinar F,. en términos del voltaje del motor es necesario analizar el

circuito equivalente del motor de CD. En la Figura 3.6 se ilustra el esquema del

motor de CD.
Rm L”’
] >
" wm ? z-m
toa oy
Vm eb = km mm I\ M l_j:
J}H
Figura 3.6: Circuito eléctrico del motor de CD.
donde:

R,,, = Resistencia de armadura.

L., = Inductancia.
k., = Constante contra-electromotriz.

ey = Voltaje contra-electromotriz.
Aplicando Ley de voltajes de Kirchoft’s, que establece que la suma de los voltajes
en un circuito en lazo cerrado es igual a cero, tenemos que:

Vm(t) - lem(t) - Lm]m<t> - eb(t) =0.
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3.3 Modelo del motor de corriente directa (CD)

El voltaje contra-electromotriz depende de la velocidad angular del eje y de la

constante electromotriz del motor.

ep(t) = kpm wp(t) .

Ademas es posible relacionar la velocidad angular del eje del motor con la velo-
cidad lineal del carro:

wn (1) = . (3.17)

Dado que la inductancia del motor L,, es muy pequena se considera despreciable,
por tanto la corriente del motor puede ser descrita como:
Vin(t) = Ky wi (1)

Ln(t) = A . (3.18)

Agregando la constante de torque del motor, k;, se puede relacionar la corriente

del motor con el torque generado por el motor. Donde 7, es el torque del motor

y Nm es la eficiencia del motor.

Tm(t) - nmkt]m(t) . (319)

Reuniendo las ecuaciones eléctricas y mecanicas se obtiene una ecuacién de mo-
vimiento para la fuerza aplicada al sistema. Sustituyendo las Ecs. (3.18) y (3.19)

en la Ec. (3.16), se tiene que:

gk [Vin() = o ()]

F.
Rm Tmp

(3.20)

Lo que permite definir la fuerza aplicada al carro en funcion de la velocidad lineal

del carro mediante la sustitucién de la Ec. (3.17) en la Ec. (3.20).

Rm Tmp
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3. PENDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

_ NgNmk gk [Vin(E)mp — kgkimve(t)]
Ry, ’

F. (3.21)

Las ecuaciones que describen el comportamiento del sistema completo (péndulo
invertido y motor de CD) se han obtenido convirtiendo las variables rotacionales
del motor (w, 7,,,) a variables traslacionales del carro (x.,u). Para ello, obtenidas
las ecuaciones de movimiento del modelo del péndulo invertido sobre carro, Ecs.
(3.13) y (3.14), se sustituye la fuerza aplicada al carro, Ec. (3.21), para reescribir

el modelo del sistema en términos del voltaje aplicado al motor de CD.

(mc + mp) QI_mplp COS(QQ)Q?""%QI_’_mpr Sln(qQ)q22+bc(h - Mvm )
Rmrmp Rmrmp
(3.22)
(Jp + mpl2) o — mypl, cos(q2)Gi — gmyl, sin(ge) + bygz = 0 . (3.23)

Estas ecuaciones también pueden ser escritas en forma matricial de la forma:

M(q)§+C(q,4)q+ D(q) +G(q) =U . (3.24)

3.4. Puntos de equilibrio

De las ecuaciones dindmicas del sistema, Ecs. (3.13) y (3.14), es posible obtener
los puntos de equilibrio, ya que, de acuerdo con [Khalil and Grizzle], las deriva-
das en el punto de equilibrio son cero. Para el sistema del péndulo invertido, esto
significa que las velocidades y aceleraciones, en ese punto, son nulas; ademas de
que no existe una fuerza externa al sistema (dicho de otra forma, el voltaje del

motor tiende a cero).
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3.4 Puntos de equilibrio

Al hacer cero las velocidades y aceleraciones del sistema, las ecuaciones de la
dindmica del sistema tendran la forma:

0 0 0 0
(me + mp)g{‘— myl, cos(qg)gg+ myl, sin(qz)g'{{—i— ch{: F. (3.25)

0 0 0
(Jp +myl2) g{— myl, COS(QQ)/Q{— gmyl,sin(ge) + bpg'{: 0 (3.26)

Se puede ver claramente que, en la Ec. (3.25), la fuerza aplicada al sistema en un
punto de equilibrio es cero ya que sélo depende de velocidades y aceleraciones.
Por otro lado, para que la igualdad de la Ec. (3.26) se cumpla, el valor del dngulo
del péndulo, ¢y, deberd de tomar los valores de go = nm con (n =0, 1,2...). Estos
resultados indican que el sistema cuenta con dos puntos de equilibrio. El primer
punto de equilibrio se encuentra cuando n es impar (n = 1,3,5,...), esto quiere
decir que el péndulo se encontrard en su vertical inferior (posicién de reposo)
sin ninguna velocidad angular. El segundo punto de equilibrio se encuentra en
la vertical superior sin ninguna velocidad angular, esto se da cuando n es par

(n=0,2,4,..).

El punto de equilibrio no depende de la posicién del carro, es decir, el carro puede
permanecer en cualquier punto sobre el riel y el péndulo seguird estando en su
posicién inestable, por lo tanto se puede elegir cualquier posicién dentro de la
longitud del riel. Para esta tesis, el carro debera de permanecer en Om.

Por lo tanto, los estados en el primer punto de equilibrio estan dados por:

Xieg = {O[m] 0[m/s] +m|rad O[md/s]} : (3.27)

Y los estados en el segundo punto de equilibrio son:

Xoeqg = {O[m] 0[m/s] 0[rad] O[md/s]} : (3.28)
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3. PENDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

Graficamente se pueden observar los dos puntos de equilibrio del sistema en la

Figura 3.7.

..........................................................

6=4n

Figura 3.7: Puntos de equilibrio del péndulo invertido.

3.5. Linealizacién del péndulo invertido sobre

carro

Obtenidas las ecuaciones de movimiento del sistema en forma matricial, es ne-

cesario pasarlas a variables de estado, para ello se considera que los estados del

sistema son: ~ _

Te
0 q

T = - = — )
v q
w
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3.5 Linealizacion del péndulo invertido sobre carro

Derivando z y sustituyendo en la Ec. (3.24), se obtienen las funciones en variables

de estado mediante:

fl ('1'7 u)
i’ . q . q o fg(ﬂf, U)
q M~Yq)[U - G(q) — D(¢q) — C(q,4)q ] fa(z, u)
L f4(l’,U) ]
(3.29)
El modelo en variables de estado tiene la forma:
= Ar + Bu ,
y=Cz+ Du . (3.30)

Por tanto, las matrices A, B,C'y D se obtienen a partir de la Ec. (3.29) y de

los jacobianos descritos en las secciones anteriores. Ademas, por ser un sistema
sub-actuado, el péndulo invertido sélo es posible controlarlo en las posiciones de

equilibrio estable o inestable, quedando:

0 1 0 0
0 — K1 (mpl? + Jp) g(lymy)? B bplpmy
A— mempl2 + (mp +me)dy  mempl2 + (my +me)dp,  mempl2 + (my +me)J)
0 0 0 1
_ Kimyply gmplp(me + myp) _ bp(me + myp)
I mempls + (mp+me)Jy  mempl2 + (mp +me)dp, — mempl2 + (my +me)Jp

NgNmKtkm k:g
R,,r2 ’

mmp

con: K1 =b.+
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3. PENDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

0
ngnmkgkm(mplg +J,)
B RoyTmp(memyl2 + (my, +me)Jp) 7 C = 1000 D=

0 0 010
NgNmkgkimply,
| Rurmp(mempl2 + (my, +me)J,) |

Sustituyendo los parametros del sistema de las tablas 3.1 y 3.2, se obtienen las

matrices en espacio de estados.

0 1 0 0 0
0 —15.8866 2.2643 —0.0073 2.2772
A — 9 B - 9
0 0 0 1 0
0 —36.6045 27.8204 —0.0896 5.2470
1 000 0
C = : D= . (3.31)
0010 0

3.5.1. Estabilidad

Si se considera al péndulo separado del carro, el péndulo tiene dos puntos de
equilibrio: uno estable (vertical inferior) y otro inestable (vertical superior). El
objetivo del control es cambiar la dindamica del sistema para que en la posicion
vertical superior, se tenga un punto de equilibrio estable. En otras palabras, el
objetivo es encontrar la fuerza que se le aplica al carro para que el péndulo no se

caiga, incluso si se le perturba con una fuerza externa.

36



3.5 Linealizacion del péndulo invertido sobre carro

Haciendo uso del método indirecto de Lyapunov, mostrado en la seccién 2.2,
se hallara la estabilidad del sistema para los dos puntos de equilibrio. Linea-
lizando el sistema al rededor del punto de equilibrio dado por la Ec. (3.28),
los valores propios de la matriz A de la Ec. (3.31), estan dados por: A\(A) =
{0, —16.2577, —4.5611, 4.8426}, con lo cual se determina que el sistema es ines-
table ya que posee un valor propio positivo, esto es, que al recibir cualquier
perturbacién (por minima que sea) el péndulo tendera a alejarse del punto. Pa-
ra el caso del punto de equilibrio de la Ec. (3.27), se linealiza el sistema al-
rededor de dicho punto y los valores propios de la matriz resultante A son:
A(A) = {0, —15.5947, —0.1908 + 4.7948 i, —0.1908 — 4.7948 i}, como en las so-
luciones aparece un valor nulo, no es posible llegar a una conclusiéon sobre la
estabilidad de este punto de equilibrio a partir de este método y es necesario
analizar mediante el método indirecto de Lyapunov, resultando que el punto de
equilibrio es estable, esto es debido a que, al recibir cualquier perturbacion, el

péndulo después de cierto tiempo tendera al mismo lugar.

3.5.2. Controlabilidad

La controlabilidad es una caracteristica de un sistema, generalmente representado
por un modelo en variables de estado, que indica si la evolucién de uno o varias
de sus dindmicas (estados) pueden ser modificadas por las entradas del sistema

(control).

Se dice que el sistema descrito mediante variables de estado, Ec. (3.30), es de
estado controlable en t = t,, si es posible construir una senal de control sin res-
tricciones que transfiera un estado inicial a cualquier estado final en un intervalo
de tiempo finito ¢y <t < t;. Si todos los estados son controlables, se dice que el

sistema es de estado completamente controlable.
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3. PENDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

La matriz de controlabilidad para un sistema lineal e invariante en el tiempo en

forma general es representada mediante [Ogatal:
Co = [ B AB A*B --- A"'B ] : (3.32)

Para el sistema estudiado, se conoce que cuenta con 4 estados, por lo tanto n = 4,

asi que la matriz esta dada por:
C,=|B 4B A*B A°B|.

Aplicando los valores de las matrices A y B, de la Ec. (3.31), se obtiene:

0 2 —36 588

2 —36 538 —9539
C, = . (3.33)
0 5 —84 1479

5 —84 1479 23982

El rango de la matriz C, es completo, por lo tanto se dice que el sistema es

completamente controlable.

3.5.3. Observabilidad

La observabilidad es una caracteristica estructural complementaria de una repre-
sentacion de estado de un sistema, o del sistema en si mismo, que nos indica
la capacidad de poder estimar los valores histéricos de un estado partiendo del

conocimiento de las variables de salida y entrada del sistema.

Se dice que el sistema es completamente observable si el estado x(t) se deter-
mina a partir de la observacién de la salida y(¢) durante un intervalo de tiempo

finito, tyg < t < t;. Por tanto, el sistema es completamente observable si todas las
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3.5 Linealizacion del péndulo invertido sobre carro

transiciones del estado afectan eventualmente a todos los elementos del vector de
salida. La nocién de observabilidad es crucial para los sistemas donde es imposi-
ble medir la totalidad del vector de estados y en consecuencia se requiere de la

estimacion de este a partir de las variables de salida.

La determinacion de la observabilidad depende de las matrices A y C' de un
sistema lineal e invariante en el tiempo representado en variables de estado. El

sistema es observable si y solo si la matriz de observabilidad O, tiene rango n.

T
Oy=|c ca car ... oA | (3.34)
Aplicando los valores de las matrices A y C obtenidos en la Ec. (3.31), se obtiene:

0
1
0

o = O O
- o O O

0
—15.886 2.264 —0.007
—36.604 27.82 —0.089
252.651 —36.17  2.38

584.801 —85.37 28.09

(3.35)

o O O O o o o =

El rango de la matriz Oy, es 4, por lo tanto se dice que el sistema es completamente
observable. De este modo, para el sistema de estudio, se podran observar o estimar
las velocidades (angular y lineal) sin necesidad de agregar sensores que midan
dichas velocidades ya que tales mediciones se pueden estimar a partir de las

posiciones del carro y del péndulo por medio de los decodificadores.
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Capitulo 4

Levantamiento del péndulo invertido

(Swing Up)

Dado que las variables de estado en modelos matematicos linealizados sélo pue-
den realizar acciones de control en regiones muy cercanas al punto de equilibrio,
serd necesario realizar una maniobra de control que permita llegar a zonas muy
cercanas al punto de equilibrio inestable. Con este fin es necesario definir una
funcién que permita la regulacién de energia en el sistema, hasta alcanzar un

valor energético deseado y que se define a partir de los requerimientos de control.

El diseno de controladores por regulacién de energia para un péndulo invertido
fue presentado por Astrom y Furuta en 1996, en el cual se mostré como idea
fundamental la necesidad de incrementar la energia del sistema hasta alcanzar un
nivel suficiente, que permita llevar la planta a una region muy cercana al punto de
equilibrio, y alli realizar la conmutacion de las técnicas de control para efectuar

la estabilizacién del sistema [[washiro et al.].

Considerando el modelo simplificado del péndulo, como se muestra en la Figura
4.1, donde no se toma en cuenta la fuerza aplicada al péndulo y se desprecia la

friccién existente en el punto de pivote, es posible estudiar el control de energia
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4. LEVANTAMIENTO DEL PENDULO INVERTIDO (SWING UP)

Figura 4.1: Diagrama de cuerpo libre del péndulo.

del péndulo sin incluir la posicion y velocidad angular del eje sobre el que se
encuentra el carro, en consecuencia, permite obtener un modelo simplificado de

segundo orden.

La dinamica del modelo simplificado puede definirse en términos de la aceleracion,

u, en el punto de pivote como:

1 1
Jp W + 5 mpY L, sin(f) = 5 Mpgu cos(f) . (4.1)

De la Figura 4.1, se obtendrd la energia potencial, E,, y la energia cinética, E.,
del péndulo.

1
E, = §MngP<1 - COS(9>) )

1
E.= §Jpw2.

La energia potencial es cero (E, = 0), cuando el péndulo estd es su posicién de

reposo (6 = 0) y su energfa potencial maxima sera de E, = M, g L, cuando el
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péndulo esté en la vertical superior (§ = +7). La suma de la energia potencial y

la energia cinética del péndulo esta dada por:

1 1
E:§%W+§ngﬁ—aﬂﬂy (4.2)
Para llevar el péndulo a la posicion vertical superior, es estrictamente necesario
llevar la energia a su valor correspondiente en dicho punto, es decir, el valor de

y w deberan de ser cero.

Para realizar el disefio de la técnica de control es necesario conocer la influencia
de la senal de control en la energia del sistema. Por lo tanto, al derivar con
respecto del tiempo la Ec. (4.2) se obtiene la Ec. (4.3) a partir de la manipulacién

algebraica de la Ec. (4.1).

. 1
E=w (J,,w + 5 M,gL, sin(Q)) = M, ul,w cos(f) . (4.3)
De la Ec. (4.1) se observa que la controlabilidad se pierde cuando w = 0 y cuando

60— +1

5>, como ocurre cuando la velocidad cambia de direccién o se encuentra

pasando por la posicién horizontal.

Mediante la aplicacién de la teoria desarrollada por el matematico y fisico Alek-

1 es posible encontrar una sefal de control que permita llevar

sandr Lyapunov
la funcién correspondiente a la posicion del péndulo a una regién de operacion

deseada [Astrom and Furuta).

u=Fk(E — Ep) sign (w cos(d)) . (4.4)

donde: la funcién sign(z) representa la direccién que debe ser implementada para

llevar la funcién de energia al valor deseado y k es un parametro de disenio y FEj

! Alexander Lyapunov (1857-1918) matematico ruso cuyos trabajos dieron origen al estudio

de estabilidad mediante un enfoque tedrico.
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4. LEVANTAMIENTO DEL PENDULO INVERTIDO (SWING UP)

es la energia de referencia a la cual se desea llegar.

Debido a que la entrada real aplicada al sistema es una senal de voltaje, es nece-
sario encontrar una relacién entre la senal de control u (aceleracién tangencial)
y el voltaje aplicado al motor de CD en funcion de la senal de alimentacién. La
aceleracién en la base del péndulo (pivote), es proporcional a la fuerza aplicada

por el carro, la cual puede ser expresada mediante:
F.=m.u . (4.5)

Igualando la Ec. (4.5) con la Ec. (3.21), y despejando V,,, se obtendra el voltaje
aplicado al motor en funcion de wu.

MRy kgkm,

Vi =
NgMmk gk T'mp

Ve - (4.6)

Sustituyendo la Ec. (4.4) en la Ec. (4.6), se obtiene la sefial de control aplicada

al sistema.

meR,r
Vm:w<kE—E 3inwcos€)+
Dotk ( 0) sign ( )

kg

Tmp

Ve (4.7)

La energia de referencia a la cual se desea llevar el sistema, se encuentra cuando

el péndulo estd en la vertical superior y se puede obtener de: Ey = 2m,l,g.

En la Figura 4.2, se muestra el resultado de la implantacién del control, en donde
se aprecia la evolucion del dangulo del péndulo, también se observa que el tiempo
en el que el péndulo esta cerca del punto de operacién es, aproximadamente, 21

segundos.

Una vez que el angulo del péndulo esta cerca del punto de operacién, es necesario

estabilizarlo, de manera que se tendra que realizar una conmutacion con uno de
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Angulo del péndulo [°]

t[s]

Voltaje de control [ V]
T

T

t[s]

Figura 4.2: Resultados de la implantacién del control Swing Up.

los controladores para estabilizar al péndulo descritos en el capitulo 5 . El angu-

lo propuesto para dicha conmutacion estara entre +5 grados respecto a la vertical.

La Figura 4.3 muestra la implantacién del control de levantamiento asi como uno
de los controladores para estabilizar el péndulo, descrito en la seccién siguiente.
Se puede notar que aproximadamente a los 22 segundos, el angulo se encuentra
cerca del punto de equilibrio, entrando en accion el controlador que estabiliza al

sistema.
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4. LEVANTAMIENTO DEL PENDULO INVERTIDO (SWING UP)

E
B,
o T T T T T
8 0
3
T 20
o . 4
o
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2 40 1 1 1 1
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Figura 4.3: Resultados del control Swing Up.
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Capitulo 5

Control Fraccional

En esta seccién se pretende justificar de forma simple el uso de los operadores
fraccionales en los sistemas de control, por lo cual es 1til recordar algunas cues-

tiones.

El propésito de los sistemas de control es hallar un dispositivo, fisico o matemati-
co, que haga que cierto sistema cumpla unas especificaciones de funcionamiento
dentro de una estructura con realimentacion. A dicho dispositivo se le denomina
controlador y al sistema inicial sobre el que opera planta o proceso. Las salidas
de la planta son las magnitudes o variables medibles cuyo valor o evolucion se
pretende regular, mientras que se denominan entradas a las magnitudes o va-
riables sobre las que podemos actuar para conseguir el funcionamiento deseado.
Otras variables pueden influir en el sistema de control produciendo desviaciones
en los parametros de la planta y por tanto en las salidas, o en los valores medidos.
Estas son denominadas perturbaciones y ruidos. El objetivo del controlador es
que las salidas se mantengan dentro de las especificaciones a pesar de los ruidos

y perturbaciones.

El control fraccional propone el uso de operadores y sistemas fraccionales como

controladores. Como ejemplo de ello, y por tratar en esta tesis solo los aspectos
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5. CONTROL FRACCIONAL

fundamentales, en las secciones siguientes se hablard de las definiciones bésicas
y de los controladores Proporcional Integral Fraccionario (FOPI) y Proporcional

Integral y Derivativo Fraccional (FOPID).

5.1. Calculo fraccional: definiciones basicas

El céalculo fraccional es una herramienta matematica que permite la derivacién e
integracién de funciones con 6rdenes no enteros. Esta teoria generaliza la nocion
de derivada D“ a aquellos casos en los cuales el orden de diferenciacién, «, pre-
senta un orden negativo, irracional o incluso imaginario, permitiendo calculos del

tipo derivada de orden 0.5 de una funcion.

El origen del céalculo fraccional se remonta a 1675, cuando Leibniz introduce
el concepto de derivada de orden a de una funcion. Posteriormente en 1695,
L’Hopital publica los primeros resultados en una carta a Leibniz, en la cual
L’Hopital plantea la idea del posible significado de la derivada de orden «. Desde
entonces, el calculo fraccional ha llamado la atencién de muchos matemaéticos fa-
mosos, como Euler, Laplace, Fourier, Liouvielle, Riemann y Laurent. Pero no fue
hasta 1884 que la teoria de operadores fraccionales logré tal nivel en su desarrollo.
Para entonces la teoria se ha ampliado para incluir a los operadores D, donde «
podria ser racional o irracional, positivo o negativo, real o complejo. El nombre
calculo fraccional es algo inapropiado, una mejor descripcion podria ser la deri-
vada y la integral de orden arbitrario. Sin embargo, se cumplira con la tradicion

y en esta tesis se referird a esta teoria como calculo fraccional [Caponetto et al.].

Cabe destacar, que los operadores derivada e integral fraccional deben de satis-

facer las mismas condiciones que en el caso entero, es decir, cuando se derive o
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5.1 Célculo fraccional: definiciones basicas

integre con orden entero usando las definiciones de los operadores fraccionales,
debe de obtenerse el mismo resultado que cuando se realizan estas operaciones

usando la metodologia clasica.

En el dominio del tiempo, los operadores derivada e integral fraccionaria vienen
definidos por la operacién de convolucion, por lo que son especialmente ttiles pa-

ra describir fenémenos de memoria tales como la difusion, la viscoelasticidad, etc.

A continuacion se presentan las definiciones mas usuales de los operadores frac-

cionales [Das].

5.1.1. Integral y derivada fraccional de Riemann-Liouville

De acuerdo con la concepcién de Riemann-Liouville, la nocién de integral fraccio-
nal de orden «, .(«) > 0, es una consecuencia natural de la férmula atribuida a
Cauchy, que reduce el célculo de la primitiva correspondiente a la integraciéon de
multiplicidad n de una funcién f(¢) a una integracién simple de tipo convolucién.

La férmula de Cauchy puede expresarse como:

1

) =5y / (t — 7y f(r)dr |

T>c,n € 7. (5.1)

donde Z* es el conjunto de nimeros enteros positivos. De una forma natural, se
puede extender la validez de la Ec. (5.1), de valores de indice enteros positivos
a valores reales positivos utilizando la funcién Gamma. Teniendo en cuenta que

(n — 1)! = I'(n), e introduciendo el nimero real positivo «, se define la integral
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fraccionaria de orden v € R como:
1270 = g [ =7 s
. = o) /. T T)dT |
T>c,a € RT. (5.2)

A partir de la definicién de integral de orden fraccional, Ec. (5.2), se define la
derivada de orden o (o > 0) de f, teniendo en cuenta que esta definicién coincida
con el caso donde « es un numero natural y que ademas, se conserven algunas
propiedades clésicas de la derivada. La derivada fraccional D™ con n € Z* al
operador derivada de orden n, e introduciendo el entero positivo m tal que m—1 <
a < m, se obtiene la definicion de Riemann-Liouville para la derivada fraccionaria

de orden o € RT:

donde a y t son los limites del operador y I'(m — «) es la funcién Gamma.

Algunas propiedades de la derivada de Riemann-Liouville [Podlubny]| son:

1. Linealidad: Sean X y p constantes reales y a > 0. Si existen las derivadas

D*f v D%g, entonces:
D*(A\f+ pg) = AD*f + uD% .

2. Si f € L([a,b]), entonces D*(I*f) = f.

3.Sin € Nyac R, entonces D"D®f = D" f. Ademés, si f*)(a) = 0

para todo k =1,2,...,n — 1, entonces

Dn(Daf) _ Dn+af — Da(an) )
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La derivada de orden fraccional de Riemann-Liouville, involucra ciertas dificulta-
des cuando ésta se usa en problemas fisicos, las cuales estan relacionadas con las

siguientes caracteristicas:

% La derivada fraccional de Riemann-Liouville de una constante es distinta

de cero.

x Esta derivada tiene una singularidad en su limite inferior, por lo tanto,
lim,_,, D¢ = oo, excepto cuando f(k)(a) = 0. Esto es un inconveniente

cuando se tienen problemas de condicién inicial.

5.1.1.1. Funcién Gamma

La funcién Gamma fue introducida por primera vez por el matematico suizo
Leonhard Euler (1707 — 1783), con el objetivo de generalizar la funcién facto-
rial a valores no enteros. Esta funcién pertenece a una categoria de funciones
especiales, ya que muchos problemas en diversas ramas de la fisica, ingenieria y
estadistica se pueden reescribir en términos de esta funcién, como las integra-
les exponenciales, series hipergeométricas, la funcién Zeta de Riemann, sélo por

mencionar algunas.

En la definicién de Riemann-Liouville la funcién I'(n) es aplicada, siendo una
extensién de la funcion factorial para nimeros reales positivos n y esta definida

de la siguiente forma.
o0
[(n) = / e “u" tdu (5.4)
0
donde n es un numero complejo con parte real positiva. La integral converge,

excepto para nimeros enteros negativos y el cero.
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Una propiedad importante de la funcién Gamma, es:
Fn)=n-1)I'(n—-1). (5.5)
De la cual se obtiene la funcion Gamma para un ntimero entero positivo

I(n)=(n—-1)". (5.6)

5.1.2. Derivada fraccional de Caputo

El modelo matematico de ciertos problemas hace necesario considerar ecuacio-
nes diferenciales con derivadas de orden fraccional junto a condiciones iniciales.
Sin embargo, la definicién de Riemann-Liouville no es suficiente para dar salida
a esta necesidad pues, en este caso las condiciones iniciales correspondientes no
tienen una interpretacion fisica. Para resolver este problema, en 1969 el fisico ma-
tematico italiano Michele Caputo dio una nueva definicién de derivada de orden
fraccional, tal definicion permite plantear problemas que permitan interpretar
fisicamente las condiciones iniciales, es decir, los valores iniciales vienen dados

por derivadas de orden entero.

Caputo definio la derivada fraccional de una funcion f, con derivada n absoluta-
mente integrable, « € Ry m € Z, como:

t ) (r
oD f(t) = ! )/(f )4 (5.7)

I'a—n t— )t

donde: (n — 1) < a < n,y f™ es una derivada ordinaria.

Se puede notar que la definicion de la derivada de orden fraccional propuesta por
Caputo es mas restrictiva que la de Riemann-Liuoville, ya que en el primer caso,

la funcién debe ser derivable, lo que no requiere la segunda definicién.
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5.1 Célculo fraccional: definiciones bésicas

Una diferencia entre la derivada fraccional de Riemann-Liouville y la de Caputo
radica en que, para el primer caso, la derivada de una constante es diferente de
cero, mientras que la derivada de una constante de acuerdo a la definicion de

Caputo es cero, lo que coincide con la derivada de orden entero.

5.1.3. Derivada de Grinwald-Létnikov

La motivacién que lleva a considerar esta definicion es el hecho de que para fun-
ciones que tienen m+ 1 derivadas continuas, para ¢t > 0, coinciden las definiciones
de Grinwald-Létnikov y de Riemann-Liouville de derivada de orden fraccional
a, m —1 < a < m. Esto permite aproximar la derivada de Riemann-Liouville

mediante una aproximacién de la derivada de Griinwald-Létnikov [Podlubny].

Anton Karl Griinwald (1838-1920) y Aleksey Vasilievich Letnikov (1837-1888),
proponen la definicion de la derivada fraccionaria, partiendo de la definicion bésica

de la derivada de orden entero, esto es:

ft+n) - ft)

f’(t):}lg% .
" .t h) = f(t . f(t+2h) —2f(t—h)+ f(t
pt0) = i HEL BT iy SO0 - 2P0 O

['(n—1)
I(m+1)I'(n—m+1)’
para valores no enteros de n y a. Por lo tanto, la derivada fraccional esta dada

Esto puede ser sustituido por la funcién Gamma de forma:
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por:

SN (. I(n—1)
DPf(t) =1m — ) (-1) F(m+1>F(n_m+1)f(t—mh). (5.8)

La derivada de Griinwald-Létnikov solo esta definida para 6rdenes de derivacion

reales.

En [Podlubny] se demuestra que los operadores diferenciales de Riemann-Liouville
y Griinwald-Létnikov dan los mismos resultados para idénticos limites inferiores
y ordenes de integracion reales o > 0. Cabe preguntarse cual utilizar ante un
problema concreto. En la literatura relacionada con la resolucién de ecuacio-
nes diferenciales fraccionales se utiliza preferentemente la definicién de Riemann-
Liouville para la formulacion de problemas, y luego, a la hora de obtener la
solucion numérica, se pasa a la definicion de Griinwald-Létnikov, muy apropiada

para ser implementada en célculos numéricos de tipo iterativo.

5.2. Acciones basicas de control

Existen multiples formas de accién de control, cuyo tipo depende de la forma de
la ley de control. Sin embargo, existen algunos tipos bésicos de accién de control

que se usan comunmente en procesos industriales, estos tipos son:
= Accién de control proporcional.
= Accién de control integral.
= Accion de control derivativa.

A continuacién se muestran los efectos de dichas acciones y, para el caso integral

y derivativo, como varian dependiendo su orden fraccional.
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5.2 Acciones basicas de control

La accion de control proporcional tiene relacion directa con el error entre la sali-
da y la referencia y produce una respuesta rapida y estable. Es esencialmente un

amplificador de ganancia.

El principal efecto de la accién de integracion es hacer méas lenta la respuesta
del sistema, disminuye la estabilidad relativa, e integra el error para minimizar el
error en estado estacionario del sistema ante entradas para las que antes tenia un
error finito. Para el caso de que se tenga un orden de integracion fraccional, es de-
cir a € (0, 1), la seleccién del valor « se traduce en una determinada ponderacién
de los efectos mencionados. Las Figuras 5.1 y 5.2 muestran el comportamiento de

esta accion para distintos valores de integraciéon a.

o=l
!’,
7L - 4
1,
.
'f’,
6 e 4
a=0.8
-
5k ym e e e e - s’ =
L
K
4l /” -
I’,’
3 ’,” a=0.5
mmmmm—————— e
.
2t L2 4
4
1 /T o= O 2 ]
f”
%

{[s]

Figura 5.1: Efectos de la accion integral sobre una senal de tren de pulsos segiin

el orden de integracién.
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25

20~

15

10

t[s]

Figura 5.2: Efectos de la accién integral sobre una senal rampa segin el orden de

integracién.

Por otro lado, la accién derivativa aumenta la estabilidad del sistema y tiende a
resaltar los efectos de ruido a altas frecuencias. En el dominio del tiempo esto se
puede ver principalmente por una disminucién en la oscilacién como en el tiempo
de establecimiento. De la misma manera que en la accion integral, se observa que
estos efectos pueden ser ponderados mediante la eleccion del orden de la derivada,

Figuras 5.3 y 5.4.
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5.2 Acciones basicas de control

10

Figura 5.3: Efectos de la accién derivativa sobre una senal trapezoidal segun el

orden derivativo.
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o=1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Figura 5.4: Efectos de la accién derivativa sobre una senal rampa segun el orden

de derivacion.
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En la practica, los controles integral y derivativo no se pueden usar solos, por lo
tanto, se suelen usar en combinacién con otros, obteniendo las siguientes acciones

de control posibles.

» Accién de control proporcional més derivativa (PD).
= Accién de control proporcional més integral (PI).

» Accién de control proporcional méas integral, més derivativa (PID).

5.3. Aplicacion del calculo fraccional al control
de sistemas

Es importante darse cuenta que hay una amplia gama de problemas de control y,
en consecuencia, también la necesidad de una amplia gama de técnicas de diseno.
Actualmente existen muchos métodos de sintonizaciéon disponibles, sin embargo,

existen problemas que quedan por resolver debido a su compleja resolucion.

En todo el mundo una gran cantidad de sistemas de control son operados por
controladores industriales PID (Proporcional, Integral y Derivativo). Durante las
ultimas décadas, numerosos métodos han sido desarrollados para el ajuste de los
parametros de los controladores P, PI, y PID. Algunos de estos métodos se basan
en la caracterizacion de la respuesta dindamica de la planta, para ser controlada
mediante el uso de un modelo dindmico. Es interesante notar que, a pesar de que
la mayoria de estas técnicas de sintonizacién proporcionan resultados satisfacto-
rios, el conjunto de todos los parametros en el modelado sigue siendo desconocido

para los controladores PID.
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5.3 Aplicacion del calculo fraccional al control de sistemas

Comenzando con una sintesis de las caracteristicas del controlador PID, para lo

cual consideremos el algoritmo tedrico elemental:

u(t) = K(e(t) + Ti /0 e(r)dr + Tdd‘;i”) , (5.9)

cuyas variables se muestran en al lazo de control de la Figura 5.5.

y(t)
—

u(t)

Figura 5.5: Diagrama de bloque de un controlador PID.

y(t) es la variable controlada, r(t) es la variable de referencia, u(t) es la senal de

control y e(t) = r(t) — y(t) es el error actuante.

La senal de control resulta entonces igual a la suma de tres términos: el término
P (proporcional al error), el término I (proporcional a la integral del error) y el
término D (proporcional a la derivada del error). Los pardmetros del controlador
son la ganancia proporcional K, el tiempo de integracion 7; y el tiempo de deri-

vacién 1.

El controlador PID dado por la Ec. (5.9), pueden ser representado por la funcién

de transferencia, Ec. (5.10), en donde los pardmetros pueden ser relacionados a

través de:
K
kp:Ka klzia kd:KTdy
k;
C(S):K<1+ ‘ +8Td) :k’p—i‘g"—de. (510)
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5. CONTROL FRACCIONAL

Tener una pequena mejora en el funcionamiento de los controladores PID podria
tener un impacto relevante, asi pues, estas mejoras pueden ser obtenidas median-
te el uso de controladores PID fraccionales, PI*D*. En esta seccién se propone
la aplicacion de controladores PID de orden fraccional como una alternativa a re-
solver algunos de los problemas de control que pueden surgir cuando se trata de
aplicaciones industriales. Por un lado, se propone un nuevo método para el diseno
de controladores de orden fraccional, y mas concretamente, para la sintonizacién

de un controlador PI“D* general.

La senal de control que define la accién de control PID de orden fraccional es:
u(t) = K, x(t) + K; [*2(t) + Ky D* x(t) | (5.11)

donde £, es la ganancia de la accién proporcional, k; es la ganancia de la accién
derivativa y k; es la ganancia de la accion integral, I* es un integrador fraccional

de orden o y D* es una derivada fraccional de orden \.

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién anterior con condiciones
iniciales nulas, se obtiene la funcién de transferencia del controlador fraccional,

que puede expresarse de la forma:
K; A
C(s) =K, + — + Kys™ . (5.12)
SOL

donde A y « son los ordenes fraccionarios de las partes integral y derivativa del
controlador, respectivamente. La Figura 5.6 muestra el diagrama de bloques de

un controlador fraccional PID.
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#(s) u(s) y(s)
- -

Figura 5.6: Diagrama de bloque de un controlador PI*D*.

Dado que este tipo de controlador tiene un méximo de cinco especificaciones de
diseno que pueden satisfacer al sistema controlado (k,, ki, k4, A y @), dos més
que en el caso de un controlador PID clasico donde A = 1y a = 1, las espe-
cificaciones son mas interesantes en cuanto a rendimiento y robustez, se refiere
ya que el objetivo es tener un sistema controlado robusto a las perturbaciones
y ruido de alta frecuencia. Todas estas limitaciones se tendréan en cuenta en la
técnica de sintonizacion con el fin de tomar ventaja en la introduccién de érdenes

fraccionales.

Este capitulo se centra en el desarrollo de controladores fraccionales, teniendo
como objetivo el determinar el conjunto de parametros del controlador para el cual
el sistema a lazo cerrado sea estable. Los controladores fraccionales propuestos
son: PI*D?, el cual engloba las tres acciones de control con ordenes fraccionales
en su parte derivada e integral, el P/ descrito por una parte proporcional y una
parte integral fraccional, y por ultimo una variacién del control PI*D* llamado

I1*-PD*.

5.3.1. Estabilidad en modelos de orden fraccional

De una manera general, el estudio de la estabilidad de los sistemas de orden frac-
cional puede llevarse a cabo mediante el estudio de las soluciones de las ecuaciones

diferenciales que los caracterizan. Una forma alternativa es localizar los polos del
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sistema en el plano complejo.

De acuerdo con el teorema de estabilidad definido en [Caponetto et al.], los puntos

de equilibrio son asintéticamente estables si todos los valores propios de la matriz

jacobiana A = % evaluada en el punto de equilibrio, satisface la condicion:

arg(eig(A))’ = larg(\) >ag, i=1,2,...n (5.13)
2
_ . //%%///%’/ |

Figura 5.7: Regiones de estabilidad para: (a) a =1, (b)0<a <1, (c) 1 <a<?2

Para el caso de que o = 1, se cumple la condicién de estabilidad clésica, en donde
los polos del sistema deberan encontrarse en el semiplano izquierdo del plano
complejo para que el sistema sea estable; en el caso de que « esté comprendida
entre 0 y 1, la regién de estabilidad aumenta al semiplano derecho, es decir, el
rango de estabilidad aumenta consiguiendo que la ubicacién de la parte real de
los polos no esté restringida a ser negativos. Por otro lado, si a es mayor a 1, la
region de estabilidad disminuye, reduciendo el rango en el cual los polos pueden

encontrarse para que el sistema sea estable.
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5.3.2. Control fraccional PI

El control fraccional PI, (FOPI, Fraccional Order Proportional Integration) ofre-
ce una realimentacién de estados del tipo proporcional-integral, donde se toman
en cuenta valores fraccionales para la parte integral. Esto permite dar dos solu-
ciones al mismo tiempo, la primera es eliminar el error en estado estacionario y
la segunda es introducir el célculo fraccional usando un integrador fraccional que

permita cumplir cierto mejoramiento.

En esta seccion se desarrollara un medio para determinar las ganancias propor-
cional e integral para esta ley de control, por ende, se utilizara el método de
asignacion de polos con un polinomio a lazo cerrado. Este método ofrece un es-
quema muy simple para lograr la realimentacién de estados FOPI. El polinomio
caracteristico deseado en lazo cerrado se compone de dos polinomios: el primer
polinomio es de orden entero y permite agregar los (n — 1) polos deseados, el
segundo polinomio tendra un orden fraccional establecido por el polinomio en

lazo cerrado.

Después de resolver los aspectos tedricos, se implantara esta ley de control fraccio-
nal al sistema fisico del péndulo invertido sobre carro. Estas pruebas experimen-
tales validan practicamente el resultado teérico. Ademas, demuestran la robustez
frente a perturbaciones (fuerzas externas), asi como los cambios en los parametros

del sistema controlado.

5.3.2.1. Diseno de control

Como ya se menciond, el método que se utilizard para obtener la ley de control de

un FOPI, es mediante la realimentacién de variables de estado por asignacién de
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polos en lazo cerrado, este método consiste en igualar el polinomio caracteristico
del sistema a un polinomio deseado, y entonces encontrar el valor de las ganancias

de realimentacién. Para ello consideremos el sistema descrito por:

&t =Ax+ Bu, x(0)=ux,

y =Cx + Du , (5.14)

donde x € R"™ es el vector de estados, u € R es la entrada de control, y € R es la

salida y A, B, C, D son las matrices del sistema.

De la Figura 5.8, se obtiene la ley de control:
u(t) = ky x(t) + ki 1% x(t) , (5.15)

donde k, y k; son vectores de ganancias disenados, e /¢ es un integrador fraccional

t
) »( Planta y(v

x(t)

de orden «.

Figura 5.8: Diagrama de control realimentado FOPI.

Aplicando la transformada de Laplace a la Ec. (5.15) tenemos:
1
u(s) = kyx(s) + ki — z(s) . (5.16)
SO&

Tomando en cuenta que el sistema de estudio posee cuatro estados (n = 4), se

procede a transformar el sistema descrito por la Ec. (3.31), a su forma canénica
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controlable, resultando:

Ad(s) = : B.= (5.17)

o
(@]
—
(@]
_ o O O

—Qp —ai; —a —as

Los coeficientes ag, a1, as y az pertenecen al polinomio caracteristico del sistema;
también es posible encontrar dicho polinomio mediante el determinante de (s —

A). Para el caso del péndulo invertido, el determinante estaria dado por:
det(sI — A) =s*+azs® +ays® +a;s+ag . (5.18)

Cerrando el lazo con la ley de control (5.15) resulta:

in

1
Au(s) = sI — A. — Bo k,, — B ki, — = ,
80(

Zo <1 Zg S+ 23

donde:
— g _ - — B
20 = Qo k’pl sa s 21 ay k?p2 s s
- k kig o L ki4
<2 = a2 — p3_8_av 23 = az — p4—s—a.

Desarrollando el determinante de A, (s) se obtiene:

Au(s) = s+ <CL3 —kp, — ﬂ) s® + (ag — kp, — —3) s% + (al — kyp, — —2> s

80{
ki
+ (ao—km—s—;> .
Que puede ser escrito de la siguiente forma:
s* Aa(s) = s"T + (ag — ky,) s°7° — ki, s® + (ag — kp3) s°72 = kiys® + (a1 — kp,) s

— k’i28 + (CLO — k?pl)Sa — kil .
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El polinomio caracteristico del modelo en espacio de estados en lazo cerrado se

calcula como det(Ay(s)) = 0, y viene dado por:

Ay(s) = s” (54 + (as — kp,) 8° + (a2 — kp,) s° + (a1 — ky,) s+ (a0 — kpl))

— ki483 — l{?i382 — ]{ZiQS — kil >
(5.19)

el cual puede ser escrito como:
Ay(s) = s Ay, (s) — ki, Agy(s) . (5.20)

siendo Ay, ($) v Ag,(s) dos polinomios enteros de orden n 'y n—1 respectivamente,

donde:

Ay, (s) = s* + (a5 — kp,) $° + (a2 — kp,) s+ (a1 — ky,) s+ (a0 — ky, ) , (5.21)

Aclz (S) = ki483 + k’i382 + kiQS + ki1 . (522)

El valor de las ganancias k,,_ v k;, , pueden ser calculadas de la siguiente manera.
Primero se requiere que ag — k1 = 0, por lo tanto: ag = k,1. De esta manera, la

Ec. (5.21) puede ser escrita como:
ACh(S) =S ACh (S) ) (523)

donde:
Aay(s) = 8" + (a5 — kp,) 8+ (a2 — kp,) s+ (a1 — ky,) - (5.24)

Por lo tanto, el polinomio caracteristico de la Ec. (5.19), toma la forma:

Ay(s) = gt Acll(s) — ki, Ay, (s) . (5.25)
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Au,(s) v Ag,(s) ahora son dos polinomios del mismo orden, n — 1, y sus res-
pectivos coeficientes k,, v k;,, finalmente, se calculan a partir de igualarse a un
polinomio entero de orden n — 1, esto con el fin de permitir elegir los n — 1 polos

del polinomio caracteristico en lazo cerrado de A, (s).

Acll(s) = Au,(s) = Ad(s) )
El polinomio de diseno en lazo cerrado estd dado por Ay(s). Este a su vez consta
de dos polinomios; el primero de ellos es un polinomio entero con los n — 1 polos
enteros, y el segundo polinomio es de valor fraccional (s*** +p;). De esta manera
se puede elegir un polo dominante, py, para imponer la dinamica de la respuesta
a lazo cerrado, y el valor fraccional (0 < a < 1), se selecciona para imponer el

sobre paso en la respuesta del sistema.

Ag(s) = (s*T +pp) (8° + Bos® + Bis + Bo) - (5.26)

Igualando los coeficientes (a; — k,,) de la Ec. (5.24) con los coeficientes ; del
polinomio fraccional de la Ec. (5.26), es posible hallar los valores de las ganancias

ky, de la siguiente manera:

a3—l€p4=52 = kp4=a3—52,

Qo — kpg = 51 = kpg =dag — Bl s (5 27)
al_kpzzﬁo = kpzza’l_ﬁ()?
kpl = Qg -

Para el calculo de los valores de k;,, se procede a igualar los coeficientes k;, de la

Ec. (5.22) con los coeficientes §; del polinomio entero de la Ec. (5.26), resultando:

ki, = —py ; ki, = —pgfa ; ki, = —pibh ; ki, = —psBo -
(5.28)
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De esta forma, la asignacion de polos a lazo cerrado en la base original se consigue

mediante:

kp:[ao (a1 — Bo) (a2 — f1) (a3—ﬁ2)}T>

ki = [ —psBo —psB1 —psP2 —Ds }T' (5.29)

Por lo tanto las ganancias del controlador k, se obtienen a partir del polinomio
de diseno y el polinomio caracteristico del sistema, mientras que las ganancias
k;, vienen dadas por un polinomio de disefio y un polo dominante!, para la parte
fraccionaria. Ademés, es necesario calcular una matriz de transformacién T para

obtener las ganancias en el sistema original, [Ogata).

Para el disefio del polinomio, Ec. (5.26), es importante resaltar que el polo domi-
nante es el mas cercano al eje imaginario y debe de tener una distancia entre los
polos restantes, de al menos 5 veces [Nise and Romo] el valor de la parte real del
polo dominante. Ademas, una condicién necesaria y suficiente para la colocacion
arbitraria de los polos es que el sistema sea de estado completamente controlable.
De esta manera, se parte de los siguientes polos deseados de diseno: py = —2.5,
p1 = —19, po = —14 y p3 = —15, para obtener los coeficientes 3;, dando como

resultado el siguiente polinomio.
Ag(s) = (s* +2.5)(s” + 48 5% + 761 s + 3990) . (5.30)

Una vez obtenidos los polinomios caracteristicos, tanto del sistema como de di-
seno, se necesita determinar la matriz de transformacion y, dado que el modelo es

completamente controlable, es posible hallarla a fin de que transforme el sistema

os polos dominantes son aquellos que hacen una aportacién importante a la respuesta

transitoria y son los mas cercanos al eje imaginario.
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original a su forma canodnica controlable. La manera de hallar dicha matriz para
el sistema del péndulo invertido sobre carro se muestra a continuacién:

!/

T = Ql (QA)/ (QAZ)/ (QAS)/ ] , (531)
donde @, estd ligada a la matriz de controlabilidad C, y a un vector unitario e.
Q=eC;*'. (5.32)

Al sustituir valores, se obtiene la siguiente matriz de transformacion:

—0.0194 —6.2583¢ — 05 0.0084 2.7161e — 05
0 —0.0194 6.1394¢ — 04 0.0084
T = . (5.33)
0 3.4694¢ — 17 0.1905 —1.2468¢ — 17
0  —8.3266c — 16 —4.7878¢ — 16 0.1905

por lo tanto, es posible hallar las ganancias k, y k; que requiere la ley de control
fraccional, sustituyendo los coeficientes de las Ecs. (5.18) y (5.30) en la Ec. (5.29)

se obtiene:

kp=| 0 497164 —114.9866 —32.9127 | .

k;

(03 008 15 05 ] . (5.34)

El rango del valor fraccional considerado en esta tesis, estd comprendido entre
0 < a < 1, debido a que, con estos valores se puede extender la regiéon de
estabilidad, Figura 5.7. El valor fraccional inicial propuesto es de 0.5, esto con
el fin de tener un valor medio en el rango de operacion, es decir, no se desea
integrar por completo la senal de error (« cercano a 1), ni se pretende anular
por completo la integracién de la senal de error (« cercano a 0). En secciones
siguientes, se realizaran simulaciones donde se observara la respuesta del sistema

para distintos valores de a.
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5.3.2.2. Estabilidad en lazo cerrado

Una vez disenado el controlador FOPI, se procede a obtener la estabilidad del
sistema al aplicarle este tipo de controlador, de modo que se pueda garantizar la

implementacion del controlador en el sistema fisico.

En la seccién 5.3.1, se definié la estabilidad para sistemas fraccionales, en donde
los puntos de equilibrio son asintéticamente estables si todos los valores propios
del sistema a lazo cerrado satisfacen la Ec. (5.13). Para obtener los valores propios
es necesario calcular las soluciones de la Ec. (5.30), y enseguida obtener su ar-
gumento para satisfacer el teorema de estabilidad. Dichas soluciones estan dadas

por:

s1 = —21.15079 + 5.93721 ¢ , s3 = —8.33889 4+ 1.61977 7 ,

s9 = —21.15079 — 5.93721 ¢ , 54 = —8.33889 — 1.61977 ¢ .
Calculando el argumento de las soluciones:

arg(s1) = 2.867927 , arg(ss) = 2.94974 |

arg(sq) = —2.867927 , arg(sy) = —2.94974 .

Para garantizar la estabilidad, se debe de cumplir que |arg(A;)| > 7, ya que el
valor de a = 0.5. Por tanto, como se observa en los argumentos calculados, el

controlador fraccional FOPI es asintOticamente estable.

5.3.2.3. Control del sistema

Antes de implementar el control en el sistema fisico, se realizaron las simulaciones
pertinentes, en donde se observé el comportamiento del sistema con las ganancias
previamente obtenidas. Ademads, es posible verificar el tiempo en que el contro-

lador estabiliza al péndulo en su vertical, asi como la posicién del carro en cero
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5.3 Aplicacion del calculo fraccional al control de sistemas

(posicién inicial).

En la Figura 5.9 se presentan los resultados de la simulacién, en la cual, las
condiciones iniciales propuestas son de § = 3 grados, . = Om y las velocidades
del carro y del péndulo son nulas. El valor fraccional para la parte integral que
se tomo6 en un inicio fue de a = 0.5, aunque es posible variar este valor para
observar su comportamiento. El tiempo que tarda el controlador en estabilizar
al péndulo en su vertical es de aproximadamente 2 segundos, asimismo el carro
tarda aproximadamente 3 segundos en volver a su posicion inicial después de
recibir la perturbacion. Se observa que la senal de control es aceptable ya que no

supera los limites de voltaje que el actuador soporta.
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Figura 5.9: Resultados de la simulacion del controlador FOPI.

Como se ha mencionado, el valor fraccional o pondera los efectos de la accién
integral y es posible variarlo para obtener mejores resultados. Debe tenerse en
cuenta que, si se toma un valor muy cercano a cero, equivaldria a no tomar en

cuenta la accién integral en el control. En la Figura 5.10 se muestran los resultados
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de la simulacién, donde se prueban diferentes valores de a.
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Figura 5.10: Resultado de la simulacion del controlador fraccional PI variando el

orden fraccional.

En la simulacion se tomaron tres valores para el parametro fraccional a. Puede
notarse que para valores de a = 0.3, el péndulo converge al origen en aproxima-
damente 1.5 segundos, pero la posiciéon del carro no llega a su posicién inicial,
presentando un pequeno error en estado estacionario; esto es debido a que los
valores de o estdn muy cerca de cero, haciendo minima la accién del integrador.
Por otro lado, para el valor de a = 0.5 el péndulo alcanzé el origen en 2 segundos,
ademds de que el carro alcanzo su posicién inicial en aproximadamente 3 segun-
dos, y en este caso el error en estado estacionario es cero. Finalmente, cuando
a = 0.7, el sistema empieza a presentar oscilaciones en las variables a controlar,

haciendo que el sistema se vuelva inestable conforme « llegue a 1.

La Figura 5.11 muestra el resultado de la implantacién del control fraccional PI

con los valores de ganancias obtenidos. El control se aplicé aproximadamente a
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t[s]
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Figura 5.11: Implantacién del controlador fraccional PI.

los 4 segundos, una vez que el péndulo se encontraba totalmente en su vertical
(cero grados), teniendo una ligera perturbacién al inicio. Se puede observar que
el sistema es perturbado con un empujon a los tiempos 22 segundos, 32 segundos
y 45 segundos y en cada uno de ellos el control FOPI logra estabilizar al péndulo
en su posicién vertical y al carro en su posicion inicial. También es posible ver
que el voltaje de control oscila entre los 2 y -2 volts mientras el sistema no sea

perturbado.

5.3.3. Control fraccional PID

Esta seccion trata sobre el diseno de un controlador PID fraccional, en el que
los 6rdenes de las partes integrales y derivativas, A y « respectivamente, son frac-
cionales. El objetivo es obtener ventaja de los parametros fraccionales y cumplir
las especificaciones adicionales de diseno, asegurando un rendimiento robusto del

sistema controlado.
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El control fraccional PID, también llamado PI*D* o FOPID (fraccional or-
der, por sus siglas en inglés) introduce una realimentacién de estados del tipo
proporcional-integral-derivativo, permitiendo agregar tres soluciones al mismo
tiempo, la primera elimina el error en estado estacionario (parte integral), la
segunda disminuye las oscilaciones y el tiempo de establecimiento (parte deriva-
tiva), y la tercera introduce el cdlculo fraccional empleando un integrador y un

derivador para cumplir cierto mejoramiento.

De manera similar que en el control FOPI, el método que se utilizard para
obtener las ganancias del controlador serd por medio de la reubicacion de los
polos del sistema mediante un polinomio en lazo cerrado, ya que es un método
practico y sencillo de encontrar las ganancias para el controlador. El polinomio
caracteristico deseado en lazo cerrado se compone de dos polinomios: el primer
polinomio es de orden entero y permite agregar los (n — 1) polos deseados, el
segundo polinomio tendra un orden fraccional establecido por el polinomio en
lazo cerrado. Ya que el controlador FOPID requiere dos valores fraccionales, A
y «, ambos valores fraccionales se tomaran iguales, es decir, A = a = 0.5, esto

con el fin de simplificar calculos.

5.3.3.1. Diseno de control

Las variables de estados estaran realimentadas mediante asignacién de polos en
lazo cerrado, teniendo que igualar el polinomio caracteristico del sistema a un
polinomio de diseno, y asi calcular el valor de las ganancias del controlador. De la

Figura 5.12 se determina la ley de control para el controlador fraccional FOPID.
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x(t)

Figura 5.12: Diagrama de bloques del control FOPID

La ley de control FOPID esta descrito por:
u(t) = kyx(t) + ki [“x(t) + kg D x(t) | (5.35)

donde k,, k; y k4 son los vectores de ganancias disenados para imponer el polino-
mio de disenio en lazo cerrado. I es un integrador fraccional de orden fraccional

a 'y D* es un derivador de orden fraccional \.

Aplicando la Transformada de Laplace:
1 A
u(s) = kpa(s) + ki —x(s) + ka 5" x(s) . (5.36)
SOL

Cerrando el lazo con el sistema en forma candnica controlable, Ec (5.17) y de la

ley de control, Ec. (5.36).

Ay(s)=sl —A.— B.k,, —B.k;,

1
__Bckdn 8)\: s
SCV
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donde:
20 = ap — kp, — s‘; — kg, 5™, 2 =a; — ky, — s‘j — kg,s™
2o = ag — ky, ss — kg, z3 = as — kp, s: — kq,s
Obteniendo el determinante de Ay(s).
A _ A — k. — @ —k A 3 — k. — % —k A 2
als) =s"+ (as — kp, " 48" ] 87+ | ag — kp, o dsS" | S

ki ki
+ <(11 - kP2 - S_‘j — ]{ZdQS)\) S+ ((lo - kpl - S_‘; - l{?dlSA> .

El polinomio caracteristico del modelo en espacio de estados en lazo cerrado se

calcula como det(Ay(s)) = 0, y viene dado por:
Ay(s) = s (33 + (a3 — k‘p4)82 + (a2 — kp3)s + (al — /{:p2)) + (ao - k:pl)so‘

— ki, 8 — kiys® — kiys — ki, — (kd433 + kg, 8% 4 kgys + /%) sOTA
(5.37)

Para calcular el valor de k,,, ki, y ka,, se requiere que ag — k,, = 0, por lo tanto:

k,, = ag, de esta manera, A,(s) puede ser escrito como:

Ay(s) = st Ay, (s) — Auy(s) — sotA A, (s) . (5.38)

Siendo Ay, (s), Ay (s) v Agy(s) polinomios enteros de orden n — 1, en donde:
Ay, (s) = s>+ (a5 — ky,) $° + (a2 — kp,) s+ (a1 — kp,) + (a0 — ky,) . (5.39)

Aclg (8) = ]{ZZ‘4S3 + ki352 + kiQS + kh . (540)
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Aclg(s) = /{Zd453 —+ k‘dSSQ -+ kd2$ -+ kdl . (541)

Ay, (8), Au,(s) v Ag,(s) ahora son polinomios del mismo orden, y sus respecti-
vos coeficientes k,,, ki, y k4, finalmente se calculan a partir de igualarse a un
polinomio deseado de orden n — 1, esto con el objetivo de permitir elegir los polos

del polinomio caracteristico en lazo cerrado de A(s).

El polinomio de diseno en lazo cerrado, Ag4(s), esta formado por tres polinomios.
El primero de ellos es un polinomio entero con n — 1 polos, el segundo polinomio

at1) 'y el tercer poli-

es de valor fraccional correspondiente a la accién integral (s
nomio corresponde a la parte derivativa (s*™), teniendo relacién directa con la

accion integral.
Ag(s) = (s + 5"+ pp) (s° + Bos® + Bis + Bo) - (5.42)

Igualando los coeficientes (a; — kp,) de la Ec. (5.39) con los coeficientes f; del
polinomio fraccional (a + 1) de la Ec. (5.42), es posible hallar los valores de las

ganancias k,,, por lo tanto:
GS_kp4:ﬁ2 = kp4:a3_ﬁ27
a2_kp3:B1 kpgzaz—ﬁla

al_kpgzﬂo = k}’)g:al_ﬁo’

4

(5.43)

kp1 = Qg .
Para el calculo de los valores de k;, , se procede a igualar los coeficientes k;, de la

Ec. (5.40) con los coeficientes del polinomio entero de la Ec. (5.42), teniendo:

ki, = —Df kig = —pfﬁz ) ki, = —pfﬁl ) ki, = —pfﬂo . (5-44>
Para kq,, se igualan los coeficientes de la Ec. (5.41) con los coeficientes (; del

polinomio fraccional (o + A) de la Ec. (5.42), resultando:

kd4 = -1 ) kdg = _52 y kdz - _ﬁl ) kdl = _ﬁo . (545)
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Obteniendo los valores de k,, k; y k4 en la base original:
kp = :ao (a1 — Bo) (az—B1) (az—B2) }T>
ki=| —psbo —peBi —pife —pr | T (5.46)
ka = —Bo =B P2 —1 }T-

El vector de ganancias k, se obtendrd a partir de las raices del polinomio disenado

y los polos del sistema, mientras que los vectores de ganancias k; y kg estan en
funcion de las raices del polinomio a disenar y un polo dominante correspondiente
a la parte fraccional, ya que se supone que A y « son iguales. Ademads, se tomara

en cuenta la matriz de trasformacién 7', Ec. (5.33) calculada en la seccién anterior.

Debido a que el sistema es completamente controlable, se podran colocar arbitra-
riamente los polos de diseno, por lo tanto, los polos de disenio propuestos para el
controlador FOPID son: py = —2.5, p; = —33, p» = —23, p3 = —15, dando como

resultado el siguiente polinomio de diseno.
Ag(s) = (" +2.5)(s* + 715> + 1599 5 + 11385) . (5.47)

Por lo tanto, las ganancias necesarias para el controlador son obtenidas mediante

las Ecs. (5.18), (5.33) y (5.47), dando como resultado los valores:
kp =10 214.2091 —306.4356 —109.5450 } )

ki =] 552.9636 79.4439 —276.3303 —34.9557} ; (5.48)

kg = 26.8572 0.1045 —12.0892 —0.1974].

De manera similar que en el controlador FOPI, los valores fraccionales A y «,
son considerados inicialmente como 0.5, para tener un valor medio en el rango de
operaciéon definido entre 0 < a < 1, pero experimentalmente se ird variando de

modo que se obtengan mejoras en la respuesta del sistema.
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5.3.3.2. Estabilidad en lazo cerrado

Para garantizar la estabilidad del controlador es necesario conocer los polos del
polinomio caracteristico del sistema a lazo cerrado, sustituyendo la Ec. (5.48) en

la Ec. (5.37) y resolviendo resulta:

51 = —3.00565 4 0.0029746 7 , s3 = —6.77817 + 1.31381 7 ,

59 = —3.00565 — 0.0029746 7 , 54 = —6.77817 — 1.31381 ¢ .
Calculando el argumento de las soluciones:

arg(sy) = 3.14061 , arg(ss) = 2.95014 ,

arg(sy) = —3.14061 , arg(ss) = —2.95014 .

Podemos concluir que el sistema es asintéticamente estable ya que todas las so-

luciones cumplen con |arg(s;)| > 7.

5.3.3.3. Control del sistema

En esta seccion se muestra el comportamiento del sistema aplicando los valores
de las ganancias obtenidas anteriormente. Primero se mostraran los resultados
de las simulaciones para observar la respuesta del sistema ante una perturbacion,
también es posible observar el tiempo en que el controlador estabiliza el péndulo

en su vertical.

En la Figura 5.13 se muestran los resultados de la simulacién con las ganancias
obtenidas en la Ec. (5.48). El sistema tiene que ser perturbado para observar
el funcionamiento del controlador, para ello se le asigna una condicién inicial al
péndulo, haciendo que empiece en 3 grados respecto a su vertical. Se observa que

el controlador estabiliza al péndulo en aproximadamente 2 segundos, teniendo
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que hacer un recorrido de 4 cm sobre el riel el carro y llegando a su posicién

inicial en aproximadamente 3 segundos.
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Figura 5.13: Resultados de la simulacién del controlador FOPID.

Como ya se ha mencionado, el valor fraccional pondera los efectos de las acciones
fraccionales, integral y derivativa, por tal motivo se realiz6é una simulacién donde
se tengan diferentes valores para comparar la respuesta del sistema ante una per-
turbacién. De igual forma, se empleard una perturbacién al péndulo de alrededor

de 3 grados respecto a su vertical.

La Figura 5.14 muestra la respuesta del sistema ante una perturbacién (3 grados
respecto a la vertical) para tres valores fraccionales diferentes @ = 0.3, a = 0.5
y a = 0.7. Se observa que, mientras se incrementa el valor fraccional, la respues-
ta del sistema tiende a oscilar més, por el contrario, si se decrementa el valor
fraccional, la respuesta del sistema tiene un sobrepaso menor, pero el tiempo de

establecimiento tiene un pequeno incremento.
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Figura 5.14: Resultado de la simulacién del controlador FOPID, variando el orden

fraccional.

Teniendo en cuenta los efectos de los valores fraccionales sobre la respuesta del
sistema y con las ganancias obtenidas previamente, el controlador FOPID se im-
planté en el sistema fisico para analizar su comportamiento. En la Figura 5.15,

se muestra el resultado experimental con valores fraccionales de A = 0.5y a = 0.5.

El control FOPID se aplicé una vez que el péndulo se encontrara cerca del origen,
en aproximadamente 5 segundos. Se observa que, mientras el péndulo no reciba
perturbacion alguna, la senal de control permanecera en un rango de +2 V.
De lo contrario, al aplicarle una perturbaciéon o empujén (segundos 28 y 51), el
controlador respondera haciendo que el carro avance aproximadamente 10 cm y
el angulo del péndulo sélo tenga un desvié de alrededor de 4 grados. La posicion
del carro tardo 5 segundos en llegar a su origen, dos segundos por arriba respecto

a los resultados de la simulacion.
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Figura 5.15: Implantacién del controlador FOPID.

5.3.4. Control fraccional I-PD

Al usar la ley de control, Ec. (5.9), resulta claro que un cambio en la senal de
referencia originard cambios bruscos en la senial de control, situaciéon que no es
deseable en la mayoria de los casos. Por esta razén la acciéon derivativa, frecuente-
mente, no es aplicada sobre la senal de referencia. Otra posibilidad es que la accion
proporcional sea aplicada tan solo sobre una fracciéon de la senal de referencia.

Un controlador PID dado por la Ec. (5.9) se convierte entonces en:

u(t) = K(br(t) —y(t) + Tiz/o e(t)dr + Td(cdg—(tt) - d?ii—it))) , (5.49)

donde b y ¢ son pardametros adicionales. El término integral debe depender del
error, a fin de proporcionar la respuesta deseada en estado de régimen. El con-
trolador definido por la Ec. (5.49) posee una estructura de dos grados de libertad

ya que los caminos de y a u y de r a u son diferentes, resultando las funciones de

40 50 6

C T T T ]
SE ] I ] ] 7
40 50 6

82

0



5.3 Aplicacion del calculo fraccional al control de sistemas

transferencia:
U(s) o) = 1 o
Rs) ~ Cy(s) K<b+ T + Td) , (5.50)
U(s) = 1 .
Ys) Cy(s) K(l + T + Td> . (5.51)

De acuerdo con la Ec. (5.51), el controlador dado por la Ec. (5.49) reaccionard
ante una perturbacion en la carga de la misma manera que lo hace un controlador
de un sélo grado de libertad; la respuesta a cambios en la variable de referencia

se vera influida por los parametros b y c.
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Figura 5.16: Respuesta a un escalén en la variable de referencia para diferentes

factores de peso. Funcién de transferencia del proceso P(s) = 1/(s + 1)3.

La Figura 5.16 muestra las variaciones que resultan de los factores de peso by c.
Obsérvese que el sobrepaso y el tiempo de respuesta dependen del factor de peso

b. El valor de ¢ es normalmente cero para evitar grandes transitorios en la senal
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de control debido a variaciones abruptas del punto de operacion.

Por tanto, conviene tomar los valores de b = 0 y ¢ = 0 si se desea que los cam-
bios en la senal de control sean mas suaves. Con ello, los términos proporcional
y derivativo se encontraran en el camino de realimentacion, y tnicamente la ac-
cién integral en el camino directo, Figura 5.17. De esta manera, la accién integral
responderd al error, mientras que los términos proporcional y derivativo se apli-
caran a la salida, asi, un cambio brusco en la entrada de referencia no afectara
los términos proporcional y derivativo, esto da lugar al control denominado I-PD
[Astrom].

S

PD = +kd5'.

Figura 5.17: Diagrama de bloques de un controlador I-PD.

De acuerdo con el diagrama de bloques de la Figura 5.17, la senial de control U (s),
estd dada por la Ec. (5.52). Notar que la ganancia proporcional del controlador

PD debe ser unitaria para obtener un error en régimen nulo.

U(s) = N (R(s) . Y(s)) - (kp + kds)Y(s) . (5.52)

S

Desarrollando la relacién entrada-salida, se obtiene la funcién de transferencia a

lazo cerrado. Teniendo en cuenta que la salida estda dada por:

Y(s) = Gy(s)U(s) . (5.53)
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Sustituyendo la Ec. (5.52) en la Ec. (5.53), y obteniendo la relacién entrada-salida:

Y(s) = Gyls) (’i () =¥ ) = (bt kds)Y<s>) ,

Y(s) <1 + <kp T % ™ kds) Gp(S)) = R(s)Gp(s) (%) :
(s) _ %Gp(s) B G (s)
}};(S) ) 1+ (kp + % + kds> Gy(s) ) s+ (skp f/jJr kd52) G, (s) S

Se puede observar que este tipo de controlador no agrega ningtn cero, solamente
polos. El hecho de no adicionar ceros en la funcién de transferencia a lazo cerrado,

provocara que el sobrepaso de la respuesta del sistema sea menor.

Ademas, es posible aplicar los fundamentos del céalculo fraccional para obtener
mejoras en el funcionamiento del sistema. Estas mejoras pueden ser ponderadas
mediante el orden fraccional tanto de la accién integral como de la accion deri-
vativa. Al igual que en casos anteriores, se propone un valor fraccional inicial de
0.5, y experimentalmente se procedera a modificar el valor fraccional para ob-
servar el comportamiento. La Figura 5.18 muestra el diagrama de bloques de un

controlador fraccional I-PD.

La senial de control U(s), correspondiente al diagrama de bloques de la Figura

5.18, esta descrita por:

U(s) = — (R(s) - Y(s)) - (k;p + k:ds’\)Y(s) . (5.55)
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5. CONTROL FRACCIONAL

PD* =1 + kyst.

Figura 5.18: Diagrama de bloques de un controlador fraccional I-PD.

Cerrando el lazo se obtiene la funcion de transferencia del controlador fraccional.

Si av y A son unitarios, la funcién de transferencia toma la forma de la Ec. (5.54).

ki
Y(s) _ A _ iGys)
R(s) ki B '
L+ (ky+ o + kas? | Gp(s)  s®+ | kps® + ki + kas®s? | G,(s)

(5.56)

5.3.4.1. Diseno de control

Cerrando el lazo con la ley de control de la Ec. (5.52), donde la referencia R(s)

es cero y la ganancia proporcional de la parte PD? es unitaria se tiene que:

1
Ag(s) =sI —Ae— B — B ki, — — Bo kg, 5™ =
s 0 0 s -1

donde:
k; k;
1 A 2 A
20:&0—1——a—/€d18 5 leal—l——a—kd28 s
S S
k; k;
3 A L4 A
22:&2—1—8—a—/€d38 s 23:a3_1_8_a_kd43 .
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5.3 Aplicacion del calculo fraccional al control de sistemas

El determinante de A,(s) queda como:
4 ki4 A 3 kis A 2
Ay(s)=s"+az—1—— —kgs" |s"+ag—1——=—kgs"|s
s s

+ <a1 —1- 2 kd25*) s+ (ao -1-=- kdls*> . (5.57)
s« s«

El polinomio caracteristico del modelo en espacio de estados en lazo cerrado se

calcula como det(Acl(s)) = 0, y viene dado por:
Ay(s) :<53 + (a3 — 1)52 + (ag — 1)8 + (a1 — 1)>5°‘+1 + (ao — 1)30‘
- <k:d453 + kg5 + ka,s + kdl) §OTA </{:¢4S3 + kiys® + kiys + ki1> :
(5.58)
A, (s) puede ser escrito como:

Ay(s) = Ag, (8)s*T 4+ Ay,s® — Ay, (5)s™™ — Ay, (s) . (5.59)

Ay, (8) vy Ag,(s) son dos polinomios enteros del mismo orden, y sus respectivos
coeficientes k;, v kg, se calculan a partir de igualar A, (s) a un polinomio deseado
del mismo orden, esto con el fin de rehubicar los polos del polinomio caracteristico

en lazo cerrado de A (s).

El polinomio de diseno entonces toma la forma:
Ad(S) = (SaJr)\ +pf) (83 + 6282 + 518 + ﬁo) . (560)
Igualando la Ec. (5.58) con la Ec. (5.60).

ki, = —DPs, /% = —Pfﬁz ) ki, = —Pfﬁl ) ki, = —pfﬁo )
kd4 =-1, kd3 = _52 ) kdz = _61 ) kdl = _50 .
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5. CONTROL FRACCIONAL

Obteniendo los valores de k,, , ki, v k4, en la base original:

ki = | —pibo —piBr —piBa —py } T,
ka = I —Bo =6 —P2 —1 }T7 (5.61)
k=111 1 ]T.

donde T es la matriz de transformacion a la forma canénica dada por la Ec. (5.33).

Por lo tanto, las raices de los polinomios de diseno propuestos para la Ec. (5.60)
son: py = —0.05, pr = =30, po = =22 y p3 = —0.5, dando como resultado el
polinomio:

Ag(s) = (s*™* +0.05) (s° + 52.55” + 6865 + 330) . (5.62)

Sustituyendo los coeficientes de la Ec. (5.62) en la Ec. (5.61) se obtienen las

ganancias siguientes:

ky =1 0.0194 0.0195 —0.1815 —0.1821] 5

ki = 0.3206 0.6674 —0.6605 —0.2992] ) (5.63)

kqg=]6.4112 13.3481 —13.2101 —5.9838}-

El valor de las ganancias se fueron ajustando experimentalmente de manera que la
respuesta del sistema tuviera menores oscilaciones y que la respuesta del sistema
fuera lo mas rapido posible sin exceder los valores permitidos de la senal de
control. Ademads, por las mismas razones que los controladores anteriores, los

valores fraccionales propuestos fueron de 0.5.
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5.3 Aplicacion del calculo fraccional al control de sistemas

5.3.4.2. Estabilidad en lazo cerrado

Para garantizar la estabilidad, es necesario conocer el argumento de cada una de

las soluciones del polinomio 5.62, que son:

s1 = —27.42567 , s3 = —0.06786 + 0.117538 7 ,

So = —24.07453 , s4 = —0.06786 — 0.117538 7 .
Dichos argumentos son:

arg(sy) =, arg(ss) = 2.09439 ,

arg(ss) =, arg(ss) = — 2.09439 .

Por lo tanto, se dice que el sistema es asintéticamente estable ya que todas las

soluciones de la Ec. (5.62) cumplen con |arg(\;)| > .

5.3.4.3. Control del sistema

En la Figura 5.19 se presentan los resultados de la simulacién con los valores de
las ganancias obtenidas. En la simulacion se presenta una perturbacion de 3 gra-
dos respecto a la vertical del péndulo, ademas de que los parametros fraccionales
aplicados son de 0.5. Es posible observar que el péndulo tiende a su origen en
aproximadamente 1 segundo sin que la senal de control exceda los limites per-
mitidos para el actuador. No obstante, la posicion del carro tardé 3 segundos en

llegar de vuelta a su origen.

Como se tenia previsto, tanto la posicién del carro como el angulo del péndulo son

controlados sin que se presenten grandes sobrepasos respecto a los controladores

FOPI y FOPID.
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Figura 5.19: Resultado de la simulacién del controlador FO I-PD.
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Figura 5.20: Resultado de la simulacién variando el pardmetro fraccional.

En la simulacién el parametro fraccional propuesto para las acciones integral y
derivada es de 0.5, resultando en un control rapido y suave. Sin embargo, es po-

sible variar este valor para obtener mejoras en el desempeno del controlador, en
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5.3 Aplicacion del calculo fraccional al control de sistemas

la Figura 5.20 se muestra la comparacién del controlador con diferentes valores

fraccionales.

Se puede notar que mientras el valor fraccional se acerca a 1, el sistema tiende
a tener mayores oscilaciones, esto es debido a que la senal de control es muy pe-
quena; por el contrario, si el valor fraccional se acerca a cero, el sobrepaso inicial

en ambas posiciones disminuird. Sin embargo, la senial de control aumentara.

El mismo controlador empleado en la simulacién es implementado en el sistema
fisico para observar su comportamiento. Los resultados experimentales se mues-

tran en la Figura 5.21, en donde se tomo un tiempo de muestreo de 3 milisegundos.

40 T T T T T T
2[’ = -

DM
20

-40

t[s]

L]
=]
=]

n
=]
=]

5 10 15 20 25 30
t[s]

o

@
T
1

o
[ =

@
T

Voltaje de control [V] Angulo del péndulo [°] Posicién del carro [em]
(=]
T

10 15 20 25 30
t[s]

o
3]

Figura 5.21: Resultados experimentales de la implantacion del controlador FO

I-PD.

El control es aplicado a los 4 seg, manteniendo al péndulo invertido cercano a

la posicion deseada, sin embargo, el controlador no logrd estabilizar en forma

91



5. CONTROL FRACCIONAL

experimental a todos los estados del sistema, ya que el carro tiende a estar en
constante movimiento a lo largo del riel para mantener al péndulo sobre su verti-
cal; esto podria ser ocasionado por la perdida de muestras, debido a que el tiempo
de muestreo que requiere el controlador es demasiado pequeno y la tarjeta de ad-
quisicién no lograba dar tal tiempo de muestreo. Ademas, la senal de control

permanecié por debajo de los limites de voltaje del actuador.
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Capitulo 6

Conclusiones

El estudio del control de un péndulo invertido tomando como base el céalculo
fraccional, representa un amplio campo de posibilidades en cuanto a su utilidad,
motivo por el cual la integracion de estas aplicaciones en control aporta una exten-
sién desde un punto de vista diferente para la solucién de problemas. Los aportes
matematicos de orden fraccional generan y proveen una opcion alternativa para
resolver algunos de los problemas de control, que pueden surgir cuando se trata

de aplicaciones que exigen mayor robustez y menor esfuerzo de implementacion.

El péndulo invertido Quanser es un sistema inestable, que contiene elementos
dificiles de modelar, como el desgaste en los componentes (engranes) y fricciéon
no uniforme. A pesar de esto, el objetivo general del trabajo se cumplié: Se logro
implementar controladores fraccionales que estabilicen al péndulo invertido en

una posicién cercana a su punto de equilibrio inestable.

Para realizar los experimentos se empled un equipo de computo personal y la
tarjeta de adquisicion BNC 2120 como interfaz para controlar al sistema, la pro-
gramacion se realizo en Simulink de Matlab, logrando un tiempo de procesamiento
(muestreo de las senales, filtrado, etapa de control y salida de control) de 3 mili-

segundos entre muestras, lo cual es suficiente para estabilizar al sistema.
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Los tres controladores implementados arrojaron resultados satisfactorios en el
comportamiento del sistema, sin embargo, aunque la respuesta en simulacion del
controlador FOI-PD eliminé por completo el sobrepaso de las variables a con-
trolar, experimentalmente no tuvo un buen desempeno debido a que el carro
presentaba demasiadas oscilaciones para mantener al péndulo en su vertical, por
el contrario, el controlador FOPI experimentalmente mantenia al péndulo en su
vertical presentando minimas oscilaciones en la posicion del carro, siendo éste el

que mejor resultado obtuvo.

Los controladores fraccionales PI*D?* presentan ventajas frente a los clasicos
PID, pues poseen dos parametros de ajuste més (ordenes fraccionales a y \),
permitiendo asi ajustar mejor el comportamiento de un sistema (mejoramiento
del comportamiento transitorio, mejora el sobrepaso, velocidad de convergencia
mayor, etc.). Sin embargo, una gran desventaja que poseen los controladores frac-
cionales radica en que fisicamente son més complejos de implementar, ya que se
requieren de dispositivos o circuitos especificos (dispositivos fractales) que sinte-

ticen la funcion de transferencia requerida.

En cuanto a la estabilidad, se comprobd que los tres controladores fraccionales
implementados garantizan una estabilidad asintética en el punto de equilibrio, en
donde dicha estabilidad puede ser obtenida de manera similar que en los méto-
dos clasicos. Ademas, se mostré que los operadores fraccionales pueden ampliar
los rangos de estabilidad hacia el semiplano complejo derecho, haciendo que se

disponga de un abanico mucho més amplio a la hora del disenio de controladores.

Por otra parte, los experimentos en la plataforma fisica mostraron que el con-
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trolador swing up, desarrollado por Astrém y Furuta [Astrém and Furuta), no
logra cumplir con su objetivo para algunas condiciones iniciales y ganancia. Para
ganancias menores a 13, el control no logra llevar al péndulo cerca del punto de
equilibrio deseado. Esto se debe a que el cdlculo del controlador fue basado en un
modelo simplificado del péndulo invertido (segundo orden), siendo que el sistema
real es no lineal. Por lo tanto, si se desea mejorar el desempeno del controlador
swing up, un buen punto de partida es desarrollar un controlador considerando

el orden real del sistema.

Personalmente, este trabajo me ha ayudado en mi capacidad de resolver pro-
blemas con iniciativa, toma de decisiones, creatividad, razonamiento critico y de
comunicar y transmitir conocimientos, habilidades y destrezas en el campo de la

Ingenieria Electronica Industrial.

6.1. Trabajo a futuro

La identificacion de sistemas desde el punto de vista fraccional puede aportar
modelos mas realistas del comportamiento de sistemas fisicos. En relacion a los
aspectos tratados en esta tesis, senalemos el problema de determinar el modelo

matematico de un péndulo invertido en términos de orden fraccional.

Observando el desempenio del control y con los resultados positivos, se propone
implementar el controlador fraccional I® — PD* al sistema péndulo invertido so-
bre carro montado sobre un balancin, presentando un mayor reto al contar con

mas variables y inicamente un actuador para controlarlas.

Ademas, se implementaria un controlador Swing-up mas completo para que el
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tiempo de balanceo sea menor, ya que para esta tesis no se hicieron aportaciones
a este tipo de controlador. De este modo, se obtendria un sistema mas completo
con un controlador que estabilice al péndulo en su posiciéon deseada y otro que
lleve (balancee) al péndulo, hasta alcanzar la posicién deseada en el menor tiempo

posible.

Por 1ltimo, realizar una comparacion de los controladores fraccionales PID con los
controladores clasicos PID, de modo que se observe como los controladores frac-
cionales mejoran fenémenos de windup, causados por la interaccion de la accion

integral con las saturaciones.
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Apéndice A

Ecuaciones de FEuler-Lagrange

Partiendo del lagrangiano dado por:

L=K-V. (A1)
donde:
1 1 ) )
K = §mcq1 + 2mpq1 + 2mpl g2 + 2Jpq2 — mylyG1g2 cos(qa). (A.2)
V' = mplyg cos(qa) . (A.3)

La Ec. (A.4) proporciona las ecuaciones diferenciales de movimiento del sistema.

d (9L\ oL op
04 8% 0q;

=7, (A.4)
donde la potencia que disipara el sistema esta dada por:

1. 1. .
P = §bc Q12 —|— §bp QQQ . (A5)

Para la primer ecuacién, se procede a calcular la derivada parcial de la Ec. (A.1)

respecto a ¢, resultando:

oL : . .
P megr + mpgi — myly, cos(g2)do. (A.6)
il
Obteniendo la derivada respecto al tiempo de la Ec. (A.6):
oL . . . : .9
@i \ag )~ meqi + mpdi — mpl, cos(qz)da + myl, sin(ga)ga” (A.7)
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A. ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE

La derivada parcial del lagrangiano respecto a g; es cero.

oL
— =0. A8
o (A.8)
La derivada parcial de la Ec. (A.5) respecto a ¢; resulta ser:

oP

— = b.q1 . A.
aq.l cq1 ( 9)

Por lo tanto, sustituyendo las Ecs. (A.7), (A.8) y (A.9) en la Ec. (A.4), se obtiene

la primer ecuacion del sistema dada por:
(me +my) ¢ — myl, cos(ga)go + myl, sin(ga)go” + begr = F.. . (A.10)

Para la segunda ecuacién, se calcula la derivada parcial de la Ec. (A.1) respecto

a (o, resultando:

oL : : .
6—(]_2 = mplp2q2 — myl,qr cos(q2) + Jpgo - (A.11)

Obteniendo la derivada respecto al tiempo de la Ec. (A.11):

d (0L . . L )
p (a_lh) = mpl2dy — mylpdi cos(q2) + mylyGide sin(gz) + Jpo - (A.12)
La derivada parcial del lagrangiano respecto a gy es:

oL

g2 = —mylpq1G2 sin(gz) + mylygsin(ga) - (A.13)

La derivada parcial de la Ec. (A.5) respecto a g, resulta:

oP

Finalmente, sustituyendo las Ecs. (A.12), (A.13) y (A.14) en la Ec. (A.4), resulta

la segunda ecuacion del sistema descrita por:

(Jp + mplz) G> — myl, cos(qa)gi — gmyl, sin(qz) + byga =0 . (A.15)
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Apéndice B

Toolbox para Simulink

La herramienta utilizada en Simulink para obtener las derivadas de orden frac-
cional es llamada Fractional Variable Order Derivative Simulink Toolkit ver. 2.00

[Sierociuk].

Esta herramienta toma como base la definicién de Grunwald-Letnikov para la

generalizacién de la derivada de orden fraccional.

donde n = t/h, t es el tiempo y h es el tiempo de muestreo. Para el caso ideal,
cuando t — 00, el nimero de muestras n tomadas en consideracion también au-
menta hasta infinito. En la practica n tiene que ser restringido a un cierto niimero

predefinido, en nuestra aplicacion es una constante.

Segun esta definicién se obtiene: derivadas fraccionales para a > 0, integrales
fraccionales para a < 0, y la funcién original f(t) para a = 0. Para el caso de que
el orden fraccional cambie con el tiempo, existen tres tipos de definiciones que se

pueden encontrar en [Valério and Da Costa).
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