
COLEGIO DE CIENCIA Y TECNOLOGÍA
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4.1. Diagrama de cuerpo libre del péndulo. . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.2. Resultados de la implantación del control Swing Up. . . . . . . . . 45
4.3. Resultados del control Swing Up. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5.1. Efectos de la acción integral sobre una señal de tren de pulsos
según el orden de integración. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.2. Efectos de la acción integral sobre una señal rampa según el orden
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Caṕıtulo 1

Introducción

La temática de este proyecto se centra en el ámbito de la robótica, la automática

y el control, seleccionando un sistema f́ısico clásico, en el cual se trata de resolver

la problemática de estabilización mediante estrategias de control implementadas

sobre una plataforma f́ısica.

Esta tesis propone el uso no sólo de un control clásico sobre el sistema, sino de

una combinación de diferentes herramientas que permitan la estabilización de

un péndulo, en particular se concentra en introducir el cálculo fraccional al área

de control mediante controladores tipo PID, a fin de unir las mejoras de ambas

disciplinas.

1.1. Motivación

Desde muchas décadas atrás hasta la actualidad, el desarrollo de técnicas de con-

trol para sistemas mecánicos es uno de los campos de investigación más atractivos

en la ingenieŕıa, esto debido a que su desarrollo ha permitido crear máquinas au-

tomáticas con un fuerte impacto en diferentes áreas. No obstante, las soluciones

a problemas existentes no se han agotado ni problemas nuevos han dejado de

surgir, por ello la necesidad de desarrollar nuevas técnicas de control sigue siendo

1



1. INTRODUCCIÓN

una tarea vigente.

En esta tesis se aplica la teoŕıa de control a sistemas mecánicos subactuados,

caracterizados fundamentalmente por tener menos entradas de control que gra-

dos de libertad. Espećıficamente, se trabajó con un péndulo invertido sobre carro

desarrollado por Quanser, el cual se encuentra dentro de una subclase de sistemas

subactuados como lo es el péndulo con disco inercial, el péndulo esférico invertido

y el péndulo con masa radialmente móvil.

El péndulo invertido sobre carro es un sistema que constituye un caso concreto

de sistema f́ısico en el que se ponen de manifiesto importantes problemas, lo que

ha hecho de él un banco de pruebas para sistemas de control. El interés en el

estudio de este tipo de sistema radica en que su modelo matemático presenta una

formulación basada en ecuaciones diferenciales no lineales. El modelo resultan-

te, es atractivo para el diseño de controladores debido a que es un sistema con

bastante información para el diseñador, y sus ecuaciones tienen similitud con las

ecuaciones de sistemas f́ısicos reales. Por tanto, su estudio sirve como una primera

aproximación a los problemas que plantean sistemas de mayor complejidad.

Es importante comentar que estos sistemas tienen un rango de controlabilidad

restringido a una pequeña vecindad alrededor del punto de equilibrio inestable

[Sira-Ramı́rez et al.], además, la mayoŕıa de estos sistemas pierden la controlabi-

lidad en ciertas regiones del espacio de trabajo y no son robustos en presencia de

fuerzas externas. Lo anterior motiva la necesidad de desarrollar nuevas técnicas de

control aplicadas a sistemas subactuados, en especial a los sistemas tipo péndulo

invertido, que son uno de los problemas clásicos de sistemas subactuados, ya que

el péndulo no recibe directamente ninguna señal de control debido a que toda

2



1.2 Objetivo

la acción es aplicada al carro, convirtiéndose en un modelo de referencia para

evaluar una amplia gama de métodos de control.

1.2. Objetivo

Esta tesis tiene como objetivo analizar, diseñar e implementar controladores frac-

cionales para un sistema mecánico subactuado con punto de equilibrio inestable.

Para lo cual se emplearan controladores lineales tipo PID anexándoles los funda-

mentos del cálculo fraccional, implementando dichos controladores en una plata-

forma f́ısica, particularmente, a un péndulo invertido. De esta manera se pretende

observar ventajas y desventajas que ofrecen estas técnicas de control.

1.3. Justificación

De forma general, se puede afirmar que la teoŕıa de control de sistemas tiene su

propósito en idear un algoritmo matemático que le confiera a la planta a controlar

ciertas caracteŕısticas para que el conjunto, planta-controlador, se comporte de

una determinada manera según los parámetros de diseño.

El control del péndulo invertido presenta una enorme variedad de problemas que

han hecho de él uno de los sistemas concretos para el ensayo de leyes de control

más analizados en estos últimos tiempos. Básicamente, se presentan dos proble-

mas: el problema de la estabilidad local en torno a la posición de equilibrio y el

problema de levantar el péndulo desde su posición de reposo hasta la posición en

la que se mantiene en la vertical superior. Este último problema se le conoce, por

su denominación inglesa, como Swing Up (balanceo).

3



1. INTRODUCCIÓN

El primer problema, el de la estabilización local, puede resolverse satisfactoria-

mente mediante la linealización en torno a la posición de equilibrio. Existen nume-

rosas leyes de control que permiten resolver el problema de estabilización, dando

resultados satisfactorios, pero en los últimos años, controladores fraccionales han

tenido gran auge, resultando atractivos ya que permiten la derivación e integra-

ción de una función usando cualquier orden: racional, real o imaginario.

En la actualidad podemos encontrar numerosos casos de estudio donde el uso de

controladores fraccionales permiten ampliar las posibles acciones de control, de

tal forma que el diseñador dispone de un abanico más amplio de posibilidades

donde elegir para su diseño. Aśı pues, muchas metodoloǵıas de control han sido

generalizadas usando el cálculo fraccional, sirviendo éste como base para definir

las ecuaciones dinámicas que rigen el comportamiento de los controladores.

Por lo tanto, el objetivo fundamental de esta tesis es el de implementar diferentes

controladores fraccionales a un sistema linealizado, es decir, se tomará una apro-

ximación del modelo no lineal del péndulo invertido sobre carro para obtener el

controlador fraccional. De esta manera, se extenderá la metodoloǵıa del cálculo

fraccional en el área de control y aśı generalizar su formulación, de tal forma que

se unifiquen las ventajas de ambas disciplinas.

Por otro lado, en el problema del Swing Up es necesario considerar todo el espa-

cio de estados, de modo que el problema no puede abordarse con una perspectiva

local. Este problema es por su propia naturaleza no lineal y se desenvuelve en una

amplia región del espacio, por tanto, no admite una reducción local y hay que

abordarlo con toda la problemática inherente a su globalidad y a su no linealidad.

El objetivo de implementar un control capaz de resolver el problema de Swing

4



1.4 Planteamiento del problema

Up, es meramente ilustrativo, ya que no se realizarán grandes aportaciones a este

tipo de control.

1.4. Planteamiento del problema

En los modelos de los sistemas es necesario tener conocimiento de las posiciones

y velocidades. Sin embargo, en el sistema f́ısico utilizado para este trabajo solo es

posible medir posiciones, de manera que se tendrá que aplicar una solución para

poder obtener las velocidades necesarias a partir de las posiciones ya medidas,

esto con el propósito de no incorporar sensores de velocidad.

Además, en este trabajo se aborda el problema de estabilización del sistema

péndulo invertido, el cual consiste en estabilizar el sistema alrededor de uno de

sus puntos de equilibrio. Para resolver el problema, se establece una metodoloǵıa

a seguir como se muestra a continuación:

1. Estudio y obtención del modelo matemático del sistema mecánico.

2. Análisis de las caracteŕısticas dinámicas del modelo obtenido.

3. Diseño de los algoritmos de controladores fraccionales.

4. Simulación de los algoritmos de controladores fraccionales.

5. Evaluaciones experimentales de las estrategias de control tomando como

referencia los resultados de las simulaciones.

Una de las restricciones f́ısicas que presenta el prototipo y que debe de ser

considerada en el diseño de los controladores, radica en la posición del carro, la

cual hace que el carro no pueda desplazarse a más de ±30 cm.
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1. INTRODUCCIÓN

1.5. Estructura de la tesis

Este trabajo consta de 6 caṕıtulos. En este primer caṕıtulo, se ofrece una expo-

sición de los motivos y objetivos del trabajo.

En el caṕıtulo 2, se presentan formalmente los fundamentos teóricos necesarios

para el desarrollo del trabajo. En este caṕıtulo se dan definiciones importantes

para la comprensión del texto subsiguiente. El caṕıtulo 3 se describe al sistema

de estudio y se lleva a cabo el modelado del péndulo invertido y el modelo del

actuador, aśı como observaciones necesarias para el diseño de los controladores.

Ya que estos controladores sólo operan en regiones cercanas al punto de equilibrio,

es necesario realizar una maniobra de control que permita llegar a zonas cercanas

al punto de equilibrio, por lo que, en el caṕıtulo 4, se muestra esta maniobra

denominada Swing Up.

El caṕıtulo 5 muestra, de manera general, los antecedentes históricos del calculo

fraccional. Además, se dan los criterios para desarrollar los controladores fraccio-

nales a fin de estabilizar el péndulo en su punto de equilibrio inestable.

Finalmente, en el caṕıtulo 6 se analizan los resultados experimentales y simulacio-

nes de caṕıtulos anteriores, se muestran conclusiones del trabajo de investigación

y se exponen algunas posibles ĺıneas de investigación posteriores a esta tesis.

6



Caṕıtulo 2

Conceptos básicos

El primer paso para el diseño de un controlador capaz de mantener estable al

péndulo invertido, es encontrar un modelo del sistema, es decir, una represen-

tación de las caracteŕısticas y propiedades del mismo. Se pretende obtener un

modelo matemático que refleje el comportamiento del sistema para su simulación

y experimentación, es decir, un conjunto de ecuaciones matemáticas que relacio-

nen una serie de variables con las caracteŕısticas f́ısicas del sistema.

Una de las claves a la hora de implementar un control eficiente de cualquier sis-

tema, es partir de un modelo que refleje fielmente el comportamiento del sistema

real. Sin embargo, elaborar un modelo exacto es muy complicado y la mayoŕıa de

las veces imposible. Por tanto, se busca establecer un equilibrio entre las compli-

caciones que conlleva elaborar el modelo, con las ventajas que proporciona dicho

modelo a la hora de su estudio.

Es por ello que en este caṕıtulo, se presentan las herramientas matemáticas nece-

sarias para obtener el modelo matemático de sistemas, en particular se pretende

obtener el modelo de un péndulo invertido sobre carro. Además, se presenta una

forma de linealizar modelos no lineales, es decir, se obtiene una aproximación

lineal de un sistema no lineal, ya que, para el sistema de estudio resulta ser un

7



2. CONCEPTOS BÁSICOS

sistema no lineal.

Finalmente, se define la estabilidad de los sistemas, ya que es una caracteŕıstica

muy importante a la hora de diseñar controladores, además de presentar métodos

de analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio de los sistemas no lineales

mediante el estudio del comportamiento de los estados del sistema modelado.

2.1. Modelo de sistemas mediante Euler-Lagrange

El modelo matemático de un sistema dinámico es un conjunto de ecuaciones que

representan su dinámica, de forma que sea posible su análisis y diseño. La es-

tructura de un modelo matemático no es único para un sistema determinado,

sino que pueden existir diversos modelos para éste. Aśı, un modelo puede ser más

conveniente que otro dependiendo el fin que tenga. Existen diversas formas de

obtener el modelo matemático de un péndulo invertido sobre carro pero en esta

tesis se determinará el modelado mediante el método de Euler-Lagrange.

El procedimiento de Euler-Lagrange, [Kelly and Santibáñez, Tarenzio], es un

método alternativo al de Newton-Euler, el cual se basa en el balance de las fuerzas

que actúan sobre un cuerpo. El principio del modelado mediante Euler-Lagrange

está en obtener las ecuaciones de enerǵıa del sistema, y mediante derivadas par-

ciales, describir el comportamiento de aquél en un arreglo de matrices, las cuales

se relacionan con las diferentes coordenadas del sistema.

Un planteamiento básico al realizar el modelado de sistemas, es la descripción de

los sistemas mediante coordenadas generalizadas, denominadas como un conjunto

cualquiera de parámetros {qi, i = 1, 2, ..., n}, que permiten especificar, de manera

8



2.1 Modelo de sistemas mediante Euler-Lagrange

única, la configuración de un sistema de i grados de libertad1, generalmente se

consideran distancias, ángulos o cantidades que las relacionen.

Figura 2.1: Ejemplo de coordenadas y grados de libertad en un péndulo invertido.

Se requiere escoger adecuadamente un conjunto de coordenadas generalizadas pa-

ra describir el sistema. Para el caso de los sistemas mecánicos, las coordenadas

q se refiere a posiciones, por lo que q̇ son las velocidades generalizadas y q̈ las

aceleraciones correspondientes.

Para empezar el procedimiento del método de Euler-Lagrange, se desarrollan las

ecuaciones que describen la enerǵıa potencial de cada articulación. La enerǵıa

potencial total de un sistema de n articulaciones es la suma de las enerǵıas de

cada articulación, y está descrita como:

V =
n∑
i=1

vi . (2.1)

La obtención de la enerǵıa cinética del sistema es un requisito para el procedi-

1Se llama grados de libertad de un sistema, al número de maneras independientes en que

aquél puede moverse.
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2. CONCEPTOS BÁSICOS

miento de Euler-Lagrange, la cual, análogamente a la enerǵıa potencial, se calcula

para cada articulación, siendo la enerǵıa cinética total la suma de la enerǵıa in-

dividual de cada articulación. La enerǵıa de una articulación se puede expresar

como:

ki =
1

2
miv

2
i . (2.2)

Por lo que la enerǵıa cinética total del sistema es la suma de la enerǵıa individual

de cada articulación.

K =
n∑
i=1

ki . (2.3)

Observe que la enerǵıa cinética expresada por la Ec. (2.2), está en función de

la velocidad de las articulaciones del sistema. Además, considere que la enerǵıa

cinética total deberá ser siempre una cantidad escalar positiva ya que no existen

masas negativas.

Si todas las fuerzas son conservativas, entonces el sistema dinámico puede repre-

sentarse mediante el lagrangiano L. Las Ecs. (2.1) y (2.3) se usan para calcular

el Lagrangiano, el cual se define como la diferencia entre la enerǵıa cinética y la

enerǵıa potencial del sistema.

L = K − V . (2.4)

El Lagrangiano proporciona un medio para obtener las derivadas de las ecuaciones

del sistema con respecto a las variables del mismo. La Ec. (2.5) proporciona las

ecuaciones diferenciales de movimiento del sistema.

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
+
∂P

∂q̇i
= τ , (2.5)

donde:

P = Potencia disipada total del sistema.

τ = Vector de torque aplicado al sistema.
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2.2 Estabilidad en el sentido de Lyapunov

qi = Vector de coordenadas generalizadas asociadas a posiciones.

q̇i = Vector de coordenadas generalizadas asociadas a velocidades.

Una forma de representar las ecuaciones diferenciales en arreglos vectoriales es:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +D(q̇) +G(q) +K(q) = Fe , (2.6)

donde:

q = Vector de coordenadas generalizadas.

M(q) = Matriz de inercias del sistema, de nxn (n son los grados de libertad).

C(q, q̇) = Matriz de Coriolis, contiene los efectos de coriolis y términos rotacionales.

D(q̇) = Vector de disipación del sistema.

G(q) = Vector de fuerzas gravitacionales.

K(q) = Vector de fuerzas de almacenamiento en resortes.

Fe = Fuerzas externas por coordenadas qi.

Agrupadas las ecuaciones de movimiento como muestra la Ec. (2.6), es conve-

niente representar al sistema en variables de estado, dichas variables de estado

tendrán relación directa con las posiciones, velocidades y aceleraciones que tengan

las coordenadas asociadas a los grados de libertad del sistema, entendidas como

aquellas variables o coordenadas del sistema donde puede moverse, o aquellas

para describir completamente el estado del sistema.

2.2. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

La teoŕıa de estabilidad de Lyapunov es una poderosa herramienta matemática

para el análisis de estabilidad de sistemas. Su importancia radica en que, a di-

ferencia de otras, por ejemplo la teoŕıa de estabilidad de Nyquist, esta se aplica

tanto para sistemas lineales como para sistemas no lineales. Fue desarrollada por

el matemático ruso Aleksandr M. Lyapunov en el año de 1892.
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2. CONCEPTOS BÁSICOS

La idea principal del análisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov es el ana-

lizar las ecuaciones diferenciales y predecir su comportamiento en torno de los

puntos de equilibrio sin resolver las ecuaciones diferenciales. En este sentido, la

estabilidad en el sentido de Lyapunov se refiere al comportamiento de la señal de

salida, en torno de un punto de equilibrio.

En el contexto de espacio de estados de un sistema invariante en el tiempo, el

concepto de punto de equilibrio es importante y se define como un punto x = Xeq

en el espacio de estados del sistema, que tiene la propiedad de que sin importar

cuando se inicie el movimiento del sistema cerca de la vecindad del punto Xeq,

el sistema permanecerá ah́ı para todo tiempo futuro, a menos que una fuerza

externa sea aplicada. Un punto de equilibrio puede ser aislado, es decir, no existe

otro punto de equilibrio en su vecindad, o puede ser un conjunto de puntos de

equilibrio contiguos.

Formalmente se tiene la siguiente definición [Khalil and Grizzle]:

Un punto x = Xeq en el espacio de estados, se dice que es un punto de equilibrio

del sistema ẋ = f(t), si tiene la propiedad de que, si el sistema empieza en Xeq,

éste permanecerá en Xeq para todo tiempo futuro.

Los puntos de equilibrio para un conjunto de entradas constantes, U = Ueq, deben

cumplir con: ẋ = 0, q = Qeq ⇒ q̇ = 0⇒ q̈ = 0, es decir, las derivadas en el punto

de equilibrio son nulas.

Una definición formal de la estabilidad en el sentido de Lyapunov se tiene al

considerar el sistema modelado mediante ecuaciones Euler-Lagrange:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +D(q̇) +G(q) +K(q) = U .
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2.2 Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Además, los estados considerados del sistema son: x =

 q

q̇

 (resultando un

estado de n x 1
)
, y el modelo en variables de estado resultante es:

ẋ =

 q̇

M−1(q) [ U −G(q)−D(q̇)− C(q, q̇)q̇ ]

x+Bu = f(x, u) .

La estabilidad de los puntos de equilibrio resultantes se pueden analizar por medio

de diferentes métodos. Sin embargo, en esta tesis se describirán sólo dos de ellos:

• Método indirecto de Lyapunov (Linealización).

• Por funciones candidatas de Lyapunov.

El método indirecto de Lyapunov puede determinarse mediante la linealización

en torno del punto de equilibrio del sistema. Este método establece lo siguiente

[Khalil and Grizzle] :

? El sistema será asintóticamente estable en el sentido de Lyapunov si la matriz

A =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=Xeq

,

contiene valores caracteŕısticos tales que <e {λi(A)} < 0 , con i = 1, ..., n.

? Inestable en el sentido de Lyapunov si al menos un valor caracteŕıstico cumple

que <e {λi(A)} > 0 para algún i.

Este método únicamente describe las condiciones para estabilidad asintótica e

inestabilidad. Sin embargo, si <e {λi(A)} = 0 para algún i, entonces el teorema

no permite concluir sobre la estabilidad del punto de equilibrio Xeq y es necesario
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analizar mediante funciones candidatas de Lyapunov, conocido como el método

directo de Lyapunov.

También es posible analizar la estabilidad mediante el método directo de Lyapu-

nov, por ejemplo en las ecuaciones de enerǵıa del sistema. Un concepto importante

para comprender la estabilidad por medio de funciones candidatas radica en la

definición de las mismas, [Khalil and Grizzle] tiene las siguientes definiciones.

Función definida positiva: Una función V (x) se dice que es positiva definida si

V (0) = 0 y V (x) > 0 ∀x 6= 0. Si las condiciones anteriores se satisfacen para

V (x) ≥ 0 con x 6= 0, entonces se dice que es semidefinida positiva.

Función definida negativa: Una función V (x), se dice que es definida negativa si

−V (x) es definida positiva. Si la condición anterior se cumple con −V (x) siendo

semidefinida positiva, entonces V (x) es semidefinida negativa.

Si se logra demostrar que la derivada V̇ (x) de la función candidata de Lyapunov

es cero, se determinará que el sistema es asintóticamente estable.

Por funciones candidatas de Lyapunov requerimos que, por simplicidad, los térmi-

nos D(q̇) y K(q), de la Ec. (2.6), sean lineales, es decir, expresables mediante

matrices en la forma:

D(q̇) =


d11 d12 · · · d1n
...

... · · ·
...

dn1 dn2 · · · dnn

 q̇ , K(q) =


k11 k12 · · · k1n
...

... · · ·
...

kn1 kn2 · · · knn

 q .
Aśı como el término de gravedad sea nulo, es decir, G(q) = 0 y que Qeq = 0 sea

un punto de equilibrio para el sistema con Ueq = 0.
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2.3 Linealización

2.3. Linealización

La mayoria de los sistemas tienen una estructura no lineal, mientras que algunas

técnicas de control plantean el análisis y diseño de controladores del tipo lineal,

es decir, leyes de control lineales para regular sistemas de naturaleza eminente-

mente no lineal. Una alternativa es linealizar los sistemas para facilitar el diseño

de controladores, esto se logra aproximando el comportamiento del sistema no

lineal con un modelo lineal. Esta aproximación se realiza en torno a un punto de

equilibrio u operación.

Mediante una expresión en series de Taylor [Sira-Ramı́rez et al.] se obtendrá un

modelo aproximado del sistema no lineal.

Consideremos el siguiente conjunto de ecuaciones que representan un sistema no

lineal:

ẋ(t) = f
(
x(t), u(t)

)
, x(t0) = x0 ,

y(t) = h(x(t)) . (2.7)

cuyos puntos de operación son constantes y están dados por
(
Ueq, Xeq, Yeq

)
.

Mediante series de Taylor, se expande al sistema en torno al punto de operación

x = Xeq y u = Ueq, resultando:

f(x, u) = f
(
Xeq, Ueq

)
+

∂f

∂x

∣∣∣∣
(Xeq ,Ueq)

+
∂f

∂u

∣∣∣∣
(Xeq ,Ueq)

+ T.O.S.

h(x, u) = h
(
Xeq, Ueq

)
+

∂h

∂x

∣∣∣∣
(Xeq ,Ueq)

+
∂h

∂u

∣∣∣∣
(Xeq ,Ueq)

+ T.O.S.

15



2. CONCEPTOS BÁSICOS

con:
ẋ1
...

ẋn

 =


f1
(
x1, · · · , xn, u1, · · · , um

)
...

fn
(
x1, · · · , xn, u1, · · · , um

)
 ,


y1
...

yp

 =


h1
(
x1, · · · , xn, u1, · · · , um

)
...

hn
(
x1, · · · , xn, u1, · · · , um

)
 .

Las matrices del sistema linealizado en torno al punto de equilibrio se obtiene a

partir de los jacobianos:

A =
∂f

∂x

∣∣∣∣
(Xeq ,Ueq)

=


∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

...
. . .

...

∂fn
∂x1

· · · ∂fn
∂xn

 , B =
∂f

∂u

∣∣∣∣
(Xeq ,Ueq)

=


∂f1
∂u1

· · · ∂f1
∂um

...
. . .

...

∂fn
∂u1

· · · ∂fn
∂um

 ,

C =
∂h

∂x

∣∣∣∣
(Xeq ,Ueq)

=


∂h1
∂x1

· · · ∂h1
∂xn

...
. . .

...

∂hp
∂x1

· · · ∂hp
∂xn

 , D =
∂h

∂u

∣∣∣∣
(Xeq ,Ueq)

=


∂h1
∂u1

· · · ∂h1
∂um

...
. . .

...

∂hp
∂u1

· · · ∂hp
∂um

 .

Finalmente, se considera que x − Xeq es un valor pequeño, con lo que se puede

aproximar al sistema como:

ẋ = Ax+Bu ,

y = Cx+Du , (2.8)

donde:

x = x−Xeq, u = u− Ueq, y = y − Yeq, ẋ = ẋ .

Es importante mencionar que esta aproximación no tiene validez universal, úni-

camente es válida para una región cercana al punto de equilibrio respecto al cual
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2.3 Linealización

se linealiza, por lo que su aplicación está indicada para aquellos sistemas cuyas

señales sufren pequeñas variaciones alrededor de sus valores de equilibrio.

Este método de linealización es válido en tanto que las perturbaciones que afectan

al comportamiento del sistema no lineal, operando en equilibrio, sean pequeñas,

relativas a los valores de equilibrio de las variables del sistema.
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Caṕıtulo 3

Péndulo invertido sobre carro

En este caṕıtulo se presenta el modelo matemático del sistema necesario para

describir el péndulo invertido sobre carro en forma de ecuaciones diferenciales.

Dado que el objetivo de esta tesis es que el péndulo se mantenga cercano a uno

de sus puntos de operación, es necesario linealizar el sistema alrededor de ese mis-

mo punto de operación, para que posteriormente se desarrollen controladores que

estabilicen al péndulo. Si el sistema no es controlado, el péndulo tenderá a diri-

girse hacia su posición de reposo (punto de operación estable), por consecuencia,

el control es necesario para mantenerlo cerca del punto de operación inestable,

más aún, una vez controlado el sistema, se deben aplicar fuerzas externas (per-

turbaciones acotadas) y el controlador debe ser capaz de estabilizar al péndulo.

Una observación importante a tener en cuenta, es que la señal de entrada al

sistema real es voltaje, por tanto es necesario transformar la fuerza que se aplica

al carro en términos de voltaje, por lo cual se presenta el modelo del sistema

electromecánico de tracción, donde se obtiene una relación voltaje-fuerza para el

carro.
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3. PÉNDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

3.1. Descripción del sistema

El péndulo invertido sobre carro es un mecanismo que consta de un riel sobre el

cual se puede deslizar un carro, sobre el que está montado un péndulo que puede

girar libremente. El sistema está instrumentado, de tal forma que se puede medir

el ángulo del péndulo con respecto a la vertical aśı como la posición del carro,

mediante decodificadores (encoders). A través de un motor y un piñón conectados

al carro, se puede hacer que éste se deslice sobre un riel acotado.

Algunas de las aplicaciones del péndulo invertido sobre carro en la vida cotidiana,

se da desde el control de estabilidad de grúas, hasta la construcción de veh́ıculos

para el desplazamiento de humanos, mejor conocido como Segway.

Figura 3.1: Segway es un veh́ıculo de transporte ligero de dos llantas, en el cual,

el usuario debe inclinarse hacia la dirección que desee tomar.

El sistema f́ısico, con el cual se trabajó a lo largo de esta tesis, es un prototipo

desarrollado por Quanser denominado Inverted Pendulum System, Figura 3.2.

Únicamente cuenta con un actuador (motor) y dos sensores (encoders) que se

encargan de medir la posición traslacional y la posición angular. Dicho sistema
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3.1 Descripción del sistema

posee una gran calidad y fiabilidad de motores y encoders, lo que permite tener

mejores resultados al momento de realizar pruebas experimentales.

Figura 3.2: Péndulo invertido sobre carro

Además del sistema f́ısico, para este trabajo son necesarios un sistema de cómpu-

to que se encarga del control, una tarjeta de adquisición que sirve para la lectura

y escritura de datos, y un amplificador de potencia encargado de suministrar el

voltaje de control adecuado al motor.

Los cuadros 3.1 y 3.2 presentan los diferentes parámetros que describen al péndu-

lo, carro y al motor de corriente directa (CD), proporcionados por el fabricante.
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3. PÉNDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

Śımbolo Descripción Valor Unidades

mp Masa del péndulo 0.230 k g

mc Masa del carro 0.57 k g

Jp Momento de inercia del péndulo 7.8838e−3 kg m2

lp Longitud del péndulo al centro de gravedad 0.3302 m

bp Coeficiente de fricción viscosa del péndulo 0.0024 N ms/rad

bc Coeficiente de fricción viscosa del carro 4.3 N s/m

g Constante de gravedad 9.81 m/s2

Tabla 3.1: Parámetros del sistema péndulo-carro.

Śımbolo Descripción Valor Unidades

kg Constante de relación de engranes 3.71 N/A

kt Constante de torque del motor 0.00767 N m/A

km Constante contra-electromotriz 0.00767 V s/rad

ηg Eficiencia de engranaje 1 100 %

ηm Eficiencia del motor 1 100 %

rmp Diámetro del piñón del motor 0.00635 m

Rm Resistencia de armadura 2.6 Ω

Tabla 3.2: Parámetros del motor de CD.

Para medir la posición lineal del carro y la posición angular del péndulo, el sis-

tema cuenta con dos encoders ópticos, los cuales se configuraron en cuadratura,

de manera que la resolución sea mucho mayor. Para el caso del péndulo, el en-

coder tiene una resolución de 0.0015 [rad/pulso] = 0.0879 [grados/pulso], con

lo cual es posible percibir cambios en el ángulo de 0.0879 grados. En el caso

del carro, cuenta con un encoder cuya resolución es de 2.2749e−5 [m/pulso] =
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3.1 Descripción del sistema

0.0022749 [cm/pulso], permitiendo medir cambios de hasta 0.0022749 [cm].

Es necesario tener conocimiento de las velocidades del carro y del péndulo. Sin

embargo, el sistema f́ısico utilizado para esta tesis no cuenta con sensores de velo-

cidad. Una posible solución para este problema es derivar las señales de posición,

las cuales se obtienen de los decodificadores. Sin embargo, al derivar la posición

el ruido de medición se amplificará significativamente, teniendo como resultado

señales de velocidades ruidosas y poco precisas. Para evitar este inconveniente, se

optó por aplicar un filtro de segundo orden a las posiciones medidas. La función

de transferencia del filtro está dada por:

fx =
ω2
c s

s2 + 2ξωcs+ ω2
c

, fθ =
ω2
c s

s2 + 2ξωcs+ ω2
c

.

Los filtros se comportan como filtros pasa bandas, de modo que solo actúan para

las frecuencias cercanas a la frecuencia de corte, asegurando que la señal obtenida

sea muy parecida a la velocidad real tanto del péndulo como del carro. La frecuen-

cia de corte de los filtros es vital debido a que, si se incrementara demasiado, la

señal sufriŕıa un atraso que afectaŕıa las lecturas, mientras que al decrementarse,

podŕıa dejar de eliminar el ruido necesario. Por lo tanto, es importante elegir una

frecuencia de corte que elimine el suficiente ruido sin atrasar demasiado la señal.

Experimentalmente se obtuvieron los valores para el filtro, resultando: ωc = 20π

y ξ = 0.7071.

Las Figuras 3.3 y 3.4, muestran las mediciones de las posiciones del carro y péndu-

lo, aśı como sus respectivas velocidades obtenidas mediante el filtro de segundo

orden. Al sistema se le aplicó una señal u(t) = 2 sin
(
( 7
2π

) t
)

v; la señal sinusoidal

se usa con la finalidad de obtener señales suaves en las velocidades y la frecuencia

es para observar, de manera más clara, el comportamiento de las señales.
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3. PÉNDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

Figura 3.3: Resultado de la medición de posición y velocidad para el carro.

Figura 3.4: Resultado de la medición de posición y velocidad para el péndulo.

Una vez que se obtuvieron las mediciones de posición y velocidad, es posible
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3.2 Modelo del péndulo invertido sobre carro

obtener el vector de estados x, el cual proporcionará información de las mediciones

obtenidas del sistema.

x =


xc

υ

θ

ω

 =


Posición del carro

V elocidad del carro

Ángulo del péndulo

V elocidad angular del péndulo

 .

El carro está hecho de aluminio, accionado por un motor de corriente continua

y equipado con una caja de engranajes planetarios. El carro puede deslizarse a

lo largo de un eje de acero mediante rodamientos lineales. Es conducido a través

de un mecanismo de piñón y cremallera con el fin de evitar deslizamientos y

otros efectos indeseables. Esto, por lo tanto, garantiza una tracción constante y

continua.

3.2. Modelo del péndulo invertido sobre carro

Las variables que definen la condición del sistema en todo momento son la po-

sición del carro, xc, y el ángulo del péndulo, θ, respecto a la vertical. En esta

sección, se encontrará el conjunto de ecuaciones diferenciales que describen el

comportamiento de estas variables para una fuerza Fc, aplicada al carro. Las

ecuaciones diferenciales se obtienen a partir del análisis de todas las enerǵıas del

sistema como lo muestra el método de Euler-Lagrange, y basándonos en el esque-

ma de la Figura 3.5, se procederá a obtener dichas enerǵıas.
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3. PÉNDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

Figura 3.5: Diagrama del péndulo invertido sobre carro

donde:

mc = Masa del carro.

mp = Masa del péndulo.

xc = Posición del carro.

θ = Ángulo del péndulo respecto a la vertical.

Fc = Fuerza aplicada al carro.

lp = Longitud del péndulo al centro de gravedad.

Jp = Momento de inercia del péndulo.

bc = Fricción viscosa del carro.

bp = Fricción viscosa del péndulo.

La enerǵıa cinética total del sistema está dada por la suma de la enerǵıa cinética

del carro (Kc) más la enerǵıa cinética del péndulo (Kp).

K = Kc +Kp . (3.1)
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3.2 Modelo del péndulo invertido sobre carro

Por un lado, la enerǵıa cinética del carro está dada por:

Kc =
1

2
mcυ

2
c . (3.2)

Mientras que la enerǵıa cinética del péndulo, está relacionada con su velocidad

lineal y velocidad angular:

Kp =
1

2
mpυ

2
p +

1

2
Jpω

2 . (3.3)

Es necesario descomponer la velocidad del péndulo υ2p tanto en su velocidad res-

pecto al eje x, υ2x, como su velocidad respecto al eje y, υ2y .

υ2p = υ2x + υ2y . (3.4)

Para calcular las velocidades en ambos ejes, es preciso obtener la posición del

péndulo en el eje x y en el eje y. En la Figura 3.5 se observa que ambas posiciones

están dadas por:

xp = −lp sin(θ) + xc , (3.5)

yp = lp cos(θ .) (3.6)

Una vez obtenidas las posiciones, sólo es cuestión de derivar las Ecs. (3.5) y (3.6)

respecto al tiempo para obtener las velocidades correspondientes.

υx = −lpω cos(θ) + υc , (3.7)

υy = −lpω sin(θ) . (3.8)

Por lo tanto la enerǵıa cinética total del sistema está descrita por:

K =
1

2
mcυ

2
c +

1

2
mpυ

2
c +

1

2
mpl

2
pω

2 +
1

2
Jpω

2 −mplpυcω cos(θ) . (3.9)
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3. PÉNDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

La enerǵıa potencial del sistema está regida tan sólo por la posición del péndulo

en el eje y.

V = mplpg cos(θ) . (3.10)

Ya calculadas las enerǵıas potencial y cinética del sistema, es posible hallar el

lagrangiano L para obtener las ecuaciones diferenciales del sistema.

L = K − V .

La potencia que disipará el sistema está relacionada con las viscosidades tanto

del péndulo como del carro (piñón del motor).

P =
1

2
bc υ

2
c +

1

2
bp ω

2 .

Las ecuaciones son obtenidas mediante el Lagrangiano, Ec. (2.5). Para este siste-

ma se tendrán dos ecuaciones diferenciales ya que se tienen dos grados de libertad,

uno es la posición del carro a lo largo del riel y el segundo es el ángulo que forma

el péndulo respecto a la vertical.

El procedimiento para obtener las ecuaciones se encuentra en el apéndice A,

resultando:

(mc +mp) υ̇c −mplp cos(θ)ω̇ +mplp sin(θ)ω2 + bcυc = Fc , (3.11)

(
Jp +mpl

2
p

)
ω̇ −mplp cos(θ)υ̇c − gmplp sin(θ) + bpω = 0 . (3.12)

Realizando un cambio entre las variables de estados y las coordenadas generali-

zadas:

28



3.3 Modelo del motor de corriente directa (CD)


xc

υc

θ

ω

 =


q1

q̇1

q2

q̇2

 =


Posición del carro

V elocidad del carro

Ángulo del péndulo

V elocidad angular del péndulo


Las Ecs. (3.11) y (3.12) se reescriben como:

(mc +mp) q̈1 −mplp cos(q2)q̈2 +mplp sin(q2)q̇2
2 + bcq̇1 = Fc (3.13)(

Jp +mpl
2
p

)
q̈2 −mplp cos(q2)q̈1 − gmplp sin(q2) + bpq̇2 = 0 (3.14)

Ya que el sistema no cuenta con resortes, la Ec. (2.6) tomará la siguiente forma.

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +D(q̇) +G(q) = Fc (3.15)

Por tanto, el sistema del péndulo invertido sobre carro descrito por las Ecs. (3.13)

y (3.14) puede ser representado de forma matricial de la forma de la Ec. (3.15).

 mc +mp −mplp cos(q2)

−mplp cos(q2) Jp +mpl
2
p

 q̈ +

 0 mplp sin(q2)q̇2

0 0

q̇ +

 bc 0

0 bp

 q̇
+

 0

−gmplp sin(q2)

 =

 Fc

0

 .

3.3. Modelo del motor de corriente directa (CD)

El péndulo invertido utiliza un servomotor de CD que está acoplado a un piñón,

el cual se puede desplazar por un riel variando el voltaje de armadura. La fuerza

Fc generada por el motor de CD a través del piñón del motor está definida como:

Fc =
ηgkgτm
rmp

, (3.16)
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3. PÉNDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

donde:

ηg = Eficiencia de engranaje.

kg = Relación de engranaje.

τm = Torque generado por el motor.

rmp = Radio del piñón de la flecha del motor.

Para determinar Fc en términos del voltaje del motor es necesario analizar el

circuito equivalente del motor de CD. En la Figura 3.6 se ilustra el esquema del

motor de CD.

Figura 3.6: Circuito eléctrico del motor de CD.

donde:

Rm = Resistencia de armadura.

Lm = Inductancia.

km = Constante contra-electromotriz.

eb = Voltaje contra-electromotriz.

Aplicando Ley de voltajes de Kirchoff’s, que establece que la suma de los voltajes

en un circuito en lazo cerrado es igual a cero, tenemos que:

Vm(t)−RmIm(t)− Lm ˙Im(t)− eb(t) = 0 .
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3.3 Modelo del motor de corriente directa (CD)

El voltaje contra-electromotriz depende de la velocidad angular del eje y de la

constante electromotriz del motor.

eb(t) = km wm(t) .

Además es posible relacionar la velocidad angular del eje del motor con la velo-

cidad lineal del carro:

ωm(t) =
kg υc(t)

rmp
. (3.17)

Dado que la inductancia del motor Lm es muy pequeña se considera despreciable,

por tanto la corriente del motor puede ser descrita como:

Im(t) =
Vm(t)− km wm(t)

Rm

. (3.18)

Agregando la constante de torque del motor, kt, se puede relacionar la corriente

del motor con el torque generado por el motor. Donde τm es el torque del motor

y ηm es la eficiencia del motor.

τm(t) = ηmktIm(t) . (3.19)

Reuniendo las ecuaciones eléctricas y mecánicas se obtiene una ecuación de mo-

vimiento para la fuerza aplicada al sistema. Sustituyendo las Ecs. (3.18) y (3.19)

en la Ec. (3.16), se tiene que:

Fc =
ηgηmkgkt [Vm(t)− kmωm(t)]

Rmrmp
. (3.20)

Lo que permite definir la fuerza aplicada al carro en función de la velocidad lineal

del carro mediante la sustitución de la Ec. (3.17) en la Ec. (3.20).

Fc =
ηgηmkgkt
Rmrmp

[
Vm −

kmkg
rmp

υc

]
,
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3. PÉNDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

Fc =
ηgηmkgkt [Vm(t)rmp − kgkmυc(t)]

Rmr2mp
. (3.21)

Las ecuaciones que describen el comportamiento del sistema completo (péndulo

invertido y motor de CD) se han obtenido convirtiendo las variables rotacionales

del motor (ωm, τm) a variables traslacionales del carro (xc, u). Para ello, obtenidas

las ecuaciones de movimiento del modelo del péndulo invertido sobre carro, Ecs.

(3.13) y (3.14), se sustituye la fuerza aplicada al carro, Ec. (3.21), para reescribir

el modelo del sistema en términos del voltaje aplicado al motor de CD.

(mc +mp) q̈1−mplp cos(q2)q̈2+
ηgηmk

2
gktkm

Rmr2mp
q̇1+mplp sin(q2)q̇2

2+bcq̇1 =
ηgηmkgkt
Rmrmp

Vm ,

(3.22)(
Jp +mpl

2
p

)
q̈2 −mplp cos(q2)q̈1 − gmplp sin(q2) + bpq̇2 = 0 . (3.23)

Estas ecuaciones también pueden ser escritas en forma matricial de la forma:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +D(q̇) +G(q) = U . (3.24)

3.4. Puntos de equilibrio

De las ecuaciones dinámicas del sistema, Ecs. (3.13) y (3.14), es posible obtener

los puntos de equilibrio, ya que, de acuerdo con [Khalil and Grizzle], las deriva-

das en el punto de equilibrio son cero. Para el sistema del péndulo invertido, esto

significa que las velocidades y aceleraciones, en ese punto, son nulas; además de

que no existe una fuerza externa al sistema (dicho de otra forma, el voltaje del

motor tiende a cero).

32



3.4 Puntos de equilibrio

Al hacer cero las velocidades y aceleraciones del sistema, las ecuaciones de la

dinámica del sistema tendrán la forma:

(mc +mp)�
�7

0
q̈1 −mplp cos(q2)�

�7
0

q̈2 +mplp sin(q2)�
��

0
q̇2

2 + bc�
�7

0
q̇1 = Fc (3.25)

(
Jp +mpl

2
p

)
�
�7

0
q̈2 −mplp cos(q2)�

�7
0

q̈1 − gmplp sin(q2) + bp�
�7

0
q̇2 = 0 (3.26)

Se puede ver claramente que, en la Ec. (3.25), la fuerza aplicada al sistema en un

punto de equilibrio es cero ya que sólo depende de velocidades y aceleraciones.

Por otro lado, para que la igualdad de la Ec. (3.26) se cumpla, el valor del ángulo

del péndulo, q2, deberá de tomar los valores de q2 = nπ con (n = 0, 1, 2...). Estos

resultados indican que el sistema cuenta con dos puntos de equilibrio. El primer

punto de equilibrio se encuentra cuando n es impar (n = 1, 3, 5, ...), esto quiere

decir que el péndulo se encontrará en su vertical inferior (posición de reposo)

sin ninguna velocidad angular. El segundo punto de equilibrio se encuentra en

la vertical superior sin ninguna velocidad angular, esto se da cuando n es par

(n = 0, 2, 4, ...).

El punto de equilibrio no depende de la posición del carro, es decir, el carro puede

permanecer en cualquier punto sobre el riel y el péndulo seguirá estando en su

posición inestable, por lo tanto se puede elegir cualquier posición dentro de la

longitud del riel. Para esta tesis, el carro deberá de permanecer en 0m.

Por lo tanto, los estados en el primer punto de equilibrio están dados por:

X1eq =

[
0 [m] 0 [m/s] ±π [rad] 0 [rad/s]

]T
. (3.27)

Y los estados en el segundo punto de equilibrio son:

X2eq =

[
0 [m] 0 [m/s] 0 [rad] 0 [rad/s]

]T
. (3.28)
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3. PÉNDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

Gráficamente se pueden observar los dos puntos de equilibrio del sistema en la

Figura 3.7.

Figura 3.7: Puntos de equilibrio del péndulo invertido.

3.5. Linealización del péndulo invertido sobre

carro

Obtenidas las ecuaciones de movimiento del sistema en forma matricial, es ne-

cesario pasarlas a variables de estado, para ello se considera que los estados del

sistema son:

x =



xc

θ

−

υ

ω


=


q

−

q̇

 ,
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3.5 Linealización del péndulo invertido sobre carro

Derivando x y sustituyendo en la Ec. (3.24), se obtienen las funciones en variables

de estado mediante:

ẋ =

 q̇

q̈

 =

 q̇

M−1(q) [ U −G(q)−D(q̇)− C(q, q̇)q̇ ]

 =


f1(x, u)

f2(x, u)

f3(x, u)

f4(x, u)

 .

(3.29)

El modelo en variables de estado tiene la forma:

ẋ = Ax+Bu ,

y = Cx+Du . (3.30)

Por tanto, las matrices A,B,C y D se obtienen a partir de la Ec. (3.29) y de

los jacobianos descritos en las secciones anteriores. Además, por ser un sistema

sub-actuado, el péndulo invertido sólo es posible controlarlo en las posiciones de

equilibrio estable o inestable, quedando:

A =



0 1 0 0

0 −
K1(mpl

2
p + Jp)

mcmpl2p + (mp +mc)Jp

g(lpmp)
2

mcmpl2p + (mp +mc)Jp
− bplpmp

mcmpl2p + (mp +mc)Jp

0 0 0 1

0 − K1mplp
mcmpl2p + (mp +mc)Jp

gmplp(mc +mp)

mcmpl2p + (mp +mc)Jp
− bp(mc +mp)

mcmpl2p + (mp +mc)Jp


,

con: K1 = bc +
ηgηmktkmk

2
g

Rmr2mp
,
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3. PÉNDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

B =



0

ηgηmkgkm(mpl
2
p + Jp)

Rmrmp(mcmpl2p + (mp +mc)Jp)

0
ηgηmkgktmplp

Rmrmp(mcmpl2p + (mp +mc)Jp)


, C =

 1 0 0 0

0 0 1 0

 , D =

 0

0

 .

Sustituyendo los parámetros del sistema de las tablas 3.1 y 3.2, se obtienen las

matrices en espacio de estados.

A =


0 1 0 0

0 −15.8866 2.2643 −0.0073

0 0 0 1

0 −36.6045 27.8204 −0.0896

 , B =


0

2.2772

0

5.2470

 ,

C =

 1 0 0 0

0 0 1 0

 , D =

 0

0

 . (3.31)

3.5.1. Estabilidad

Si se considera al péndulo separado del carro, el péndulo tiene dos puntos de

equilibrio: uno estable (vertical inferior) y otro inestable (vertical superior). El

objetivo del control es cambiar la dinámica del sistema para que en la posición

vertical superior, se tenga un punto de equilibrio estable. En otras palabras, el

objetivo es encontrar la fuerza que se le aplica al carro para que el péndulo no se

caiga, incluso si se le perturba con una fuerza externa.
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3.5 Linealización del péndulo invertido sobre carro

Haciendo uso del método indirecto de Lyapunov, mostrado en la sección 2.2,

se hallará la estabilidad del sistema para los dos puntos de equilibrio. Linea-

lizando el sistema al rededor del punto de equilibrio dado por la Ec. (3.28),

los valores propios de la matriz A de la Ec. (3.31), están dados por: λ(A) =

{0, −16.2577, −4.5611, 4.8426}, con lo cual se determina que el sistema es ines-

table ya que posee un valor propio positivo, esto es, que al recibir cualquier

perturbación (por mı́nima que sea) el péndulo tenderá a alejarse del punto. Pa-

ra el caso del punto de equilibrio de la Ec. (3.27), se linealiza el sistema al-

rededor de dicho punto y los valores propios de la matriz resultante A son:

λ(A) = {0, −15.5947, −0.1908 + 4.7948 i, −0.1908− 4.7948 i}, como en las so-

luciones aparece un valor nulo, no es posible llegar a una conclusión sobre la

estabilidad de este punto de equilibrio a partir de este método y es necesario

analizar mediante el método indirecto de Lyapunov, resultando que el punto de

equilibrio es estable, esto es debido a que, al recibir cualquier perturbación, el

péndulo después de cierto tiempo tenderá al mismo lugar.

3.5.2. Controlabilidad

La controlabilidad es una caracteŕıstica de un sistema, generalmente representado

por un modelo en variables de estado, que indica si la evolución de uno o varias

de sus dinámicas (estados) pueden ser modificadas por las entradas del sistema

(control).

Se dice que el sistema descrito mediante variables de estado, Ec. (3.30), es de

estado controlable en t = t0, si es posible construir una señal de control sin res-

tricciones que transfiera un estado inicial a cualquier estado final en un intervalo

de tiempo finito t0 ≤ t ≤ t1. Si todos los estados son controlables, se dice que el

sistema es de estado completamente controlable.
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3. PÉNDULO INVERTIDO SOBRE CARRO

La matriz de controlabilidad para un sistema lineal e invariante en el tiempo en

forma general es representada mediante [Ogata]:

Co =
[
B AB A2B · · · An−1B

]
. (3.32)

Para el sistema estudiado, se conoce que cuenta con 4 estados, por lo tanto n = 4,

aśı que la matriz está dada por:

Co =
[
B AB A2B A3B

]
.

Aplicando los valores de las matrices A y B, de la Ec. (3.31), se obtiene:

Co =


0 2 −36 588

2 −36 588 −9539

0 5 −84 1479

5 −84 1479 23982

 . (3.33)

El rango de la matriz Co es completo, por lo tanto se dice que el sistema es

completamente controlable.

3.5.3. Observabilidad

La observabilidad es una caracteŕıstica estructural complementaria de una repre-

sentación de estado de un sistema, o del sistema en śı mismo, que nos indica

la capacidad de poder estimar los valores históricos de un estado partiendo del

conocimiento de las variables de salida y entrada del sistema.

Se dice que el sistema es completamente observable si el estado x(t0) se deter-

mina a partir de la observación de la salida y(t) durante un intervalo de tiempo

finito, t0 ≤ t ≤ t1. Por tanto, el sistema es completamente observable si todas las
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3.5 Linealización del péndulo invertido sobre carro

transiciones del estado afectan eventualmente a todos los elementos del vector de

salida. La noción de observabilidad es crucial para los sistemas donde es imposi-

ble medir la totalidad del vector de estados y en consecuencia se requiere de la

estimación de este a partir de las variables de salida.

La determinación de la observabilidad depende de las matrices A y C de un

sistema lineal e invariante en el tiempo representado en variables de estado. El

sistema es observable si y solo si la matriz de observabilidad Ob tiene rango n.

Ob =
[
C CA CA2 · · · CAn−1

]T
(3.34)

Aplicando los valores de las matrices A y C obtenidos en la Ec. (3.31), se obtiene:

Ob =



1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 −15.886 2.264 −0.007

0 −36.604 27.82 −0.089

0 252.651 −36.17 2.38

0 584.801 −85.37 28.09



(3.35)

El rango de la matriz Ob es 4, por lo tanto se dice que el sistema es completamente

observable. De este modo, para el sistema de estudio, se podrán observar o estimar

las velocidades (angular y lineal) sin necesidad de agregar sensores que midan

dichas velocidades ya que tales mediciones se pueden estimar a partir de las

posiciones del carro y del péndulo por medio de los decodificadores.
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Caṕıtulo 4

Levantamiento del péndulo invertido

(Swing Up)

Dado que las variables de estado en modelos matemáticos linealizados sólo pue-

den realizar acciones de control en regiones muy cercanas al punto de equilibrio,

será necesario realizar una maniobra de control que permita llegar a zonas muy

cercanas al punto de equilibrio inestable. Con este fin es necesario definir una

función que permita la regulación de enerǵıa en el sistema, hasta alcanzar un

valor energético deseado y que se define a partir de los requerimientos de control.

El diseño de controladores por regulación de enerǵıa para un péndulo invertido

fue presentado por Ästrom y Furuta en 1996, en el cual se mostró como idea

fundamental la necesidad de incrementar la enerǵıa del sistema hasta alcanzar un

nivel suficiente, que permita llevar la planta a una región muy cercana al punto de

equilibrio, y alĺı realizar la conmutación de las técnicas de control para efectuar

la estabilización del sistema [Iwashiro et al.].

Considerando el modelo simplificado del péndulo, como se muestra en la Figura

4.1, donde no se toma en cuenta la fuerza aplicada al péndulo y se desprecia la

fricción existente en el punto de pivote, es posible estudiar el control de enerǵıa

41



4. LEVANTAMIENTO DEL PÉNDULO INVERTIDO (SWING UP)

Figura 4.1: Diagrama de cuerpo libre del péndulo.

del péndulo sin incluir la posición y velocidad angular del eje sobre el que se

encuentra el carro, en consecuencia, permite obtener un modelo simplificado de

segundo orden.

La dinámica del modelo simplificado puede definirse en términos de la aceleración,

u, en el punto de pivote como:

Jp ẇ +
1

2
mpg Lp sin(θ) =

1

2
mp g u cos(θ) . (4.1)

De la Figura 4.1, se obtendrá la enerǵıa potencial, Ep, y la enerǵıa cinética, Ec,

del péndulo.

Ep =
1

2
Mp g Lp(1− cos(θ)) ,

Ec =
1

2
Jpw

2 .

La enerǵıa potencial es cero (Ep = 0), cuando el péndulo está es su posición de

reposo (θ = 0) y su enerǵıa potencial máxima será de Ep = Mp g Lp cuando el
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péndulo esté en la vertical superior (θ = ±π). La suma de la enerǵıa potencial y

la enerǵıa cinética del péndulo esta dada por:

E =
1

2
Jpw

2 +
1

2
Mp g Lp(1− cos(θ)) . (4.2)

Para llevar el péndulo a la posición vertical superior, es estrictamente necesario

llevar la enerǵıa a su valor correspondiente en dicho punto, es decir, el valor de θ

y w deberán de ser cero.

Para realizar el diseño de la técnica de control es necesario conocer la influencia

de la señal de control en la enerǵıa del sistema. Por lo tanto, al derivar con

respecto del tiempo la Ec. (4.2) se obtiene la Ec. (4.3) a partir de la manipulación

algebraica de la Ec. (4.1).

Ė = w

(
Jp ẇ +

1

2
Mp g Lp sin(θ)

)
= Mp u lpw cos(θ) . (4.3)

De la Ec. (4.1) se observa que la controlabilidad se pierde cuando w = 0 y cuando

θ = ±π
2
, como ocurre cuando la velocidad cambia de dirección o se encuentra

pasando por la posición horizontal.

Mediante la aplicación de la teoŕıa desarrollada por el matemático y f́ısico Alek-

sandr Lyapunov1, es posible encontrar una señal de control que permita llevar

la función correspondiente a la posición del péndulo a una región de operación

deseada [Åström and Furuta].

u = k (E − E0) sign (w cos(θ)) . (4.4)

donde: la función sign(x) representa la dirección que debe ser implementada para

llevar la función de enerǵıa al valor deseado y k es un parámetro de diseño y E0

1Alexander Lyapunov (1857-1918) matemático ruso cuyos trabajos dieron origen al estudio

de estabilidad mediante un enfoque teórico.
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4. LEVANTAMIENTO DEL PÉNDULO INVERTIDO (SWING UP)

es la enerǵıa de referencia a la cual se desea llegar.

Debido a que la entrada real aplicada al sistema es una señal de voltaje, es nece-

sario encontrar una relación entre la señal de control u (aceleración tangencial)

y el voltaje aplicado al motor de CD en función de la señal de alimentación. La

aceleración en la base del péndulo (pivote), es proporcional a la fuerza aplicada

por el carro, la cual puede ser expresada mediante:

Fc = mcu . (4.5)

Igualando la Ec. (4.5) con la Ec. (3.21), y despejando Vm, se obtendrá el voltaje

aplicado al motor en función de u.

Vm =
mcRmrmp
ηgηmkgkt

u+
kgkm
rmp

υc . (4.6)

Sustituyendo la Ec. (4.4) en la Ec. (4.6), se obtiene la señal de control aplicada

al sistema.

Vm =
mcRmrmp
ηgηmkgkt

(
k (E − E0) sign (w cos θ)

)
+
kgkm
rmp

υc . (4.7)

La enerǵıa de referencia a la cual se desea llevar el sistema, se encuentra cuando

el péndulo está en la vertical superior y se puede obtener de: E0 = 2mplpg.

En la Figura 4.2, se muestra el resultado de la implantación del control, en donde

se aprecia la evolución del ángulo del péndulo, también se observa que el tiempo

en el que el péndulo está cerca del punto de operación es, aproximadamente, 21

segundos.

Una vez que el ángulo del péndulo está cerca del punto de operación, es necesario

estabilizarlo, de manera que se tendrá que realizar una conmutación con uno de
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Figura 4.2: Resultados de la implantación del control Swing Up.

los controladores para estabilizar al péndulo descritos en el caṕıtulo 5 . El ángu-

lo propuesto para dicha conmutación estará entre ±5 grados respecto a la vertical.

La Figura 4.3 muestra la implantación del control de levantamiento aśı como uno

de los controladores para estabilizar el péndulo, descrito en la sección siguiente.

Se puede notar que aproximadamente a los 22 segundos, el ángulo se encuentra

cerca del punto de equilibrio, entrando en acción el controlador que estabiliza al

sistema.
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4. LEVANTAMIENTO DEL PÉNDULO INVERTIDO (SWING UP)

Figura 4.3: Resultados del control Swing Up.
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Caṕıtulo 5

Control Fraccional

En esta sección se pretende justificar de forma simple el uso de los operadores

fraccionales en los sistemas de control, por lo cual es útil recordar algunas cues-

tiones.

El propósito de los sistemas de control es hallar un dispositivo, f́ısico o matemáti-

co, que haga que cierto sistema cumpla unas especificaciones de funcionamiento

dentro de una estructura con realimentación. A dicho dispositivo se le denomina

controlador y al sistema inicial sobre el que opera planta o proceso. Las salidas

de la planta son las magnitudes o variables medibles cuyo valor o evolución se

pretende regular, mientras que se denominan entradas a las magnitudes o va-

riables sobre las que podemos actuar para conseguir el funcionamiento deseado.

Otras variables pueden influir en el sistema de control produciendo desviaciones

en los parámetros de la planta y por tanto en las salidas, o en los valores medidos.

Estas son denominadas perturbaciones y ruidos. El objetivo del controlador es

que las salidas se mantengan dentro de las especificaciones a pesar de los ruidos

y perturbaciones.

El control fraccional propone el uso de operadores y sistemas fraccionales como

controladores. Como ejemplo de ello, y por tratar en esta tesis sólo los aspectos
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5. CONTROL FRACCIONAL

fundamentales, en las secciones siguientes se hablará de las definiciones básicas

y de los controladores Proporcional Integral Fraccionario (FOPI) y Proporcional

Integral y Derivativo Fraccional (FOPID).

5.1. Cálculo fraccional: definiciones básicas

El cálculo fraccional es una herramienta matemática que permite la derivación e

integración de funciones con órdenes no enteros. Esta teoŕıa generaliza la noción

de derivada Dα a aquellos casos en los cuales el orden de diferenciación, α, pre-

senta un orden negativo, irracional o incluso imaginario, permitiendo cálculos del

tipo derivada de orden 0.5 de una función.

El origen del cálculo fraccional se remonta a 1675, cuando Leibniz introduce

el concepto de derivada de orden α de una función. Posteriormente en 1695,

L’Hopital publica los primeros resultados en una carta a Leibniz, en la cual

L’Hopital plantea la idea del posible significado de la derivada de orden α. Desde

entonces, el cálculo fraccional ha llamado la atención de muchos matemáticos fa-

mosos, como Euler, Laplace, Fourier, Liouvielle, Riemann y Laurent. Pero no fue

hasta 1884 que la teoŕıa de operadores fraccionales logró tal nivel en su desarrollo.

Para entonces la teoŕıa se ha ampliado para incluir a los operadores Dα, donde α

podŕıa ser racional o irracional, positivo o negativo, real o complejo. El nombre

cálculo fraccional es algo inapropiado, una mejor descripción podŕıa ser la deri-

vada y la integral de orden arbitrario. Sin embargo, se cumplirá con la tradición

y en esta tesis se referirá a esta teoŕıa como cálculo fraccional [Caponetto et al.].

Cabe destacar, que los operadores derivada e integral fraccional deben de satis-

facer las mismas condiciones que en el caso entero, es decir, cuando se derive o
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5.1 Cálculo fraccional: definiciones básicas

integre con orden entero usando las definiciones de los operadores fraccionales,

debe de obtenerse el mismo resultado que cuando se realizan estas operaciones

usando la metodoloǵıa clásica.

En el dominio del tiempo, los operadores derivada e integral fraccionaria vienen

definidos por la operación de convolución, por lo que son especialmente útiles pa-

ra describir fenómenos de memoria tales como la difusión, la viscoelasticidad, etc.

A continuación se presentan las definiciones más usuales de los operadores frac-

cionales [Das].

5.1.1. Integral y derivada fraccional de Riemann-Liouville

De acuerdo con la concepción de Riemann-Liouville, la noción de integral fraccio-

nal de orden α, <e(α) > 0, es una consecuencia natural de la fórmula atribuida a

Cauchy, que reduce el cálculo de la primitiva correspondiente a la integración de

multiplicidad n de una función f(t) a una integración simple de tipo convolución.

La fórmula de Cauchy puede expresarse como:

Inc f(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

c

(t− τ)n−1f(τ)dτ ,

τ > c, n ∈ Z+ . (5.1)

donde Z+ es el conjunto de números enteros positivos. De una forma natural, se

puede extender la validez de la Ec. (5.1), de valores de ı́ndice enteros positivos

a valores reales positivos utilizando la función Gamma. Teniendo en cuenta que

(n − 1)! = Γ(n), e introduciendo el número real positivo α, se define la integral
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5. CONTROL FRACCIONAL

fraccionaria de orden α ∈ <+ como:

Inc f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

c

(t− τ)α−1f(τ)dτ ,

τ > c, α ∈ <+ . (5.2)

A partir de la definición de integral de orden fraccional, Ec. (5.2), se define la

derivada de orden α (α > 0) de f , teniendo en cuenta que esta definición coincida

con el caso donde α es un número natural y que además, se conserven algunas

propiedades clásicas de la derivada. La derivada fraccional Dn con n ∈ Z+ al

operador derivada de orden n, e introduciendo el entero positivo m tal que m−1 <

α < m, se obtiene la definición de Riemann-Liouville para la derivada fraccionaria

de orden α ∈ <+:

aD
α
t f(t) =

1

Γ(m− α)

(
d

dt

)m ∫ t

a

f(τ)

(1− τ)α−m+1
dτ , (5.3)

donde a y t son los ĺımites del operador y Γ(m− α) es la función Gamma.

Algunas propiedades de la derivada de Riemann-Liouville [Podlubny] son:

1. Linealidad: Sean λ y µ constantes reales y α > 0. Si existen las derivadas

Dαf y Dαg, entonces:

Dα
(
λf + µg

)
= λDαf + µDαg .

2. Si f ∈ L
(
[a, b]

)
, entonces Dα

(
Iαf

)
= f .

3. Si n ∈ N y α ∈ <+, entonces DnDαf = Dn+αf . Además, si f (k)(a) = 0

para todo k = 1, 2, ..., n− 1, entonces

Dn
(
Dαf

)
= Dn+αf = Dα

(
Dnf

)
.
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5.1 Cálculo fraccional: definiciones básicas

La derivada de orden fraccional de Riemann-Liouville, involucra ciertas dificulta-

des cuando ésta se usa en problemas f́ısicos, las cuales están relacionadas con las

siguientes caracteŕısticas:

∗ La derivada fraccional de Riemann-Liouville de una constante es distinta

de cero.

∗ Esta derivada tiene una singularidad en su ĺımite inferior, por lo tanto,

ĺımx→aD
α
a = ∞, excepto cuando f (k)(a) = 0. Esto es un inconveniente

cuando se tienen problemas de condición inicial.

5.1.1.1. Función Gamma

La función Gamma fue introducida por primera vez por el matemático suizo

Leonhard Euler (1707 − 1783), con el objetivo de generalizar la función facto-

rial a valores no enteros. Esta función pertenece a una categoŕıa de funciones

especiales, ya que muchos problemas en diversas ramas de la f́ısica, ingenieŕıa y

estad́ıstica se pueden reescribir en términos de esta función, como las integra-

les exponenciales, series hipergeométricas, la función Zeta de Riemann, sólo por

mencionar algunas.

En la definición de Riemann-Liouville la función Γ(n) es aplicada, siendo una

extensión de la función factorial para números reales positivos n y está definida

de la siguiente forma.

Γ(n) =

∫ ∞
0

e−uun−1du , (5.4)

donde n es un número complejo con parte real positiva. La integral converge,

excepto para números enteros negativos y el cero.

51



5. CONTROL FRACCIONAL

Una propiedad importante de la función Gamma es:

Γ(n) = (n− 1)Γ(n− 1) . (5.5)

De la cual se obtiene la función Gamma para un número entero positivo

Γ(n) = (n− 1)! . (5.6)

5.1.2. Derivada fraccional de Caputo

El modelo matemático de ciertos problemas hace necesario considerar ecuacio-

nes diferenciales con derivadas de orden fraccional junto a condiciones iniciales.

Sin embargo, la definición de Riemann-Liouville no es suficiente para dar salida

a esta necesidad pues, en este caso las condiciones iniciales correspondientes no

tienen una interpretación f́ısica. Para resolver este problema, en 1969 el f́ısico ma-

temático italiano Michele Caputo dio una nueva definición de derivada de orden

fraccional, tal definición permite plantear problemas que permitan interpretar

f́ısicamente las condiciones iniciales, es decir, los valores iniciales vienen dados

por derivadas de orden entero.

Caputo definió la derivada fraccional de una función f , con derivada n absoluta-

mente integrable, α ∈ < y m ∈ Z, como:

aD
α
t f(t) =

1

Γ(α− n)

∫ t

a

f (n)(τ)

(t− τ)r−n+1
dτ , (5.7)

donde: (n− 1) < α < n, y f (n) es una derivada ordinaria.

Se puede notar que la definición de la derivada de orden fraccional propuesta por

Caputo es más restrictiva que la de Riemann-Liuoville, ya que en el primer caso,

la función debe ser derivable, lo que no requiere la segunda definición.
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5.1 Cálculo fraccional: definiciones básicas

Una diferencia entre la derivada fraccional de Riemann-Liouville y la de Caputo

radica en que, para el primer caso, la derivada de una constante es diferente de

cero, mientras que la derivada de una constante de acuerdo a la definición de

Caputo es cero, lo que coincide con la derivada de orden entero.

5.1.3. Derivada de Grünwald-Létnikov

La motivación que lleva a considerar esta definición es el hecho de que para fun-

ciones que tienen m+1 derivadas continuas, para t > 0, coinciden las definiciones

de Grünwald-Létnikov y de Riemann-Liouville de derivada de orden fraccional

α, m − 1 < α < m. Esto permite aproximar la derivada de Riemann-Liouville

mediante una aproximación de la derivada de Grünwald-Létnikov [Podlubny].

Anton Karl Grünwald (1838-1920) y Aleksey Vasilievich Letnikov (1837-1888),

proponen la definición de la derivada fraccionaria, partiendo de la definición básica

de la derivada de orden entero, esto es:

f ′(t) = ĺım
h→0

f(t+ h)− f(t)

h

f ′′(t) = ĺım
h→0

f ′(t+ h)− f ′(t)
h

= ĺım
h→0

f(t+ 2h)− 2f(t− h) + f(t)

h2

...

f (n)(t) = ĺım
h→0

1

hn

n∑
m=0

(−1)m

 n

m

 f(t−mh) ,

 n

m

 =
n!

m!(n−m)!
.

Esto puede ser sustituido por la función Gamma de forma:
Γ(n− 1)

Γ(m+ 1)Γ(n−m+ 1)
,

para valores no enteros de n y α. Por lo tanto, la derivada fraccional está dada
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por:

aD
α
t f(t) = ĺım

h→0

1

hα

t−a
h∑

m=0

(−1)m
Γ(n− 1)

Γ(m+ 1)Γ(n−m+ 1)
f(t−mh) . (5.8)

La derivada de Grünwald-Létnikov solo está definida para órdenes de derivación

reales.

En [Podlubny] se demuestra que los operadores diferenciales de Riemann-Liouville

y Grünwald-Létnikov dan los mismos resultados para idénticos ĺımites inferiores

y órdenes de integración reales α > 0. Cabe preguntarse cuál utilizar ante un

problema concreto. En la literatura relacionada con la resolución de ecuacio-

nes diferenciales fraccionales se utiliza preferentemente la definición de Riemann-

Liouville para la formulación de problemas, y luego, a la hora de obtener la

solución numérica, se pasa a la definición de Grünwald-Létnikov, muy apropiada

para ser implementada en cálculos numéricos de tipo iterativo.

5.2. Acciones básicas de control

Existen múltiples formas de acción de control, cuyo tipo depende de la forma de

la ley de control. Sin embargo, existen algunos tipos básicos de acción de control

que se usan comúnmente en procesos industriales, estos tipos son:

Acción de control proporcional.

Acción de control integral.

Acción de control derivativa.

A continuación se muestran los efectos de dichas acciones y, para el caso integral

y derivativo, cómo vaŕıan dependiendo su orden fraccional.
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5.2 Acciones básicas de control

La acción de control proporcional tiene relación directa con el error entre la sali-

da y la referencia y produce una respuesta rápida y estable. Es esencialmente un

amplificador de ganancia.

El principal efecto de la acción de integración es hacer más lenta la respuesta

del sistema, disminuye la estabilidad relativa, e integra el error para minimizar el

error en estado estacionario del sistema ante entradas para las que antes tenia un

error finito. Para el caso de que se tenga un orden de integración fraccional, es de-

cir α ∈ (0, 1), la selección del valor α se traduce en una determinada ponderación

de los efectos mencionados. Las Figuras 5.1 y 5.2 muestran el comportamiento de

esta acción para distintos valores de integración α.

Figura 5.1: Efectos de la acción integral sobre una señal de tren de pulsos según

el orden de integración.
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Figura 5.2: Efectos de la acción integral sobre una señal rampa según el orden de

integración.

Por otro lado, la acción derivativa aumenta la estabilidad del sistema y tiende a

resaltar los efectos de ruido a altas frecuencias. En el dominio del tiempo esto se

puede ver principalmente por una disminución en la oscilación como en el tiempo

de establecimiento. De la misma manera que en la acción integral, se observa que

estos efectos pueden ser ponderados mediante la elección del orden de la derivada,

Figuras 5.3 y 5.4.
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5.2 Acciones básicas de control

Figura 5.3: Efectos de la acción derivativa sobre una señal trapezoidal según el

orden derivativo.

Figura 5.4: Efectos de la acción derivativa sobre una señal rampa según el orden

de derivación.
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En la práctica, los controles integral y derivativo no se pueden usar solos, por lo

tanto, se suelen usar en combinación con otros, obteniendo las siguientes acciones

de control posibles.

Acción de control proporcional más derivativa (PD).

Acción de control proporcional más integral (PI).

Acción de control proporcional más integral, más derivativa (PID).

5.3. Aplicación del cálculo fraccional al control

de sistemas

Es importante darse cuenta que hay una amplia gama de problemas de control y,

en consecuencia, también la necesidad de una amplia gama de técnicas de diseño.

Actualmente existen muchos métodos de sintonización disponibles, sin embargo,

existen problemas que quedan por resolver debido a su compleja resolución.

En todo el mundo una gran cantidad de sistemas de control son operados por

controladores industriales PID (Proporcional, Integral y Derivativo). Durante las

últimas décadas, numerosos métodos han sido desarrollados para el ajuste de los

parámetros de los controladores P, PI, y PID. Algunos de estos métodos se basan

en la caracterización de la respuesta dinámica de la planta, para ser controlada

mediante el uso de un modelo dinámico. Es interesante notar que, a pesar de que

la mayoŕıa de estas técnicas de sintonización proporcionan resultados satisfacto-

rios, el conjunto de todos los parámetros en el modelado sigue siendo desconocido

para los controladores PID.
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5.3 Aplicación del cálculo fraccional al control de sistemas

Comenzando con una śıntesis de las caracteŕısticas del controlador PID, para lo

cual consideremos el algoritmo teórico elemental:

u(t) = K

(
e(t) +

1

Ti

∫ t

0

e(τ)dτ + Td
de(t)

dt

)
, (5.9)

cuyas variables se muestran en al lazo de control de la Figura 5.5.

Figura 5.5: Diagrama de bloque de un controlador PID.

y(t) es la variable controlada, r(t) es la variable de referencia, u(t) es la señal de

control y e(t) = r(t)− y(t) es el error actuante.

La señal de control resulta entonces igual a la suma de tres términos: el término

P (proporcional al error), el término I (proporcional a la integral del error) y el

término D (proporcional a la derivada del error). Los parámetros del controlador

son la ganancia proporcional K, el tiempo de integración Ti y el tiempo de deri-

vación Td.

El controlador PID dado por la Ec. (5.9), pueden ser representado por la función

de transferencia, Ec. (5.10), en donde los parámetros pueden ser relacionados a

través de:

kp = K , ki =
K

Ti
, kd = KTd ,

C(s) = K

(
1 +

1

sTi
+ sTd

)
= kp +

ki
s

+ kds . (5.10)
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Tener una pequeña mejora en el funcionamiento de los controladores PID podŕıa

tener un impacto relevante, aśı pues, estas mejoras pueden ser obtenidas median-

te el uso de controladores PID fraccionales, PIαDλ. En esta sección se propone

la aplicación de controladores PID de orden fraccional como una alternativa a re-

solver algunos de los problemas de control que pueden surgir cuando se trata de

aplicaciones industriales. Por un lado, se propone un nuevo método para el diseño

de controladores de orden fraccional, y más concretamente, para la sintonización

de un controlador PIαDλ general.

La señal de control que define la acción de control PID de orden fraccional es:

u(t) = Kp x(t) +Ki I
α x(t) +KdD

λ x(t) , (5.11)

donde kp es la ganancia de la acción proporcional, kd es la ganancia de la acción

derivativa y ki es la ganancia de la acción integral, Iα es un integrador fraccional

de orden α y Dλ es una derivada fraccional de orden λ.

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación anterior con condiciones

iniciales nulas, se obtiene la función de transferencia del controlador fraccional,

que puede expresarse de la forma:

C(s) = Kp +
Ki

sα
+Kds

λ . (5.12)

donde λ y α son los ordenes fraccionarios de las partes integral y derivativa del

controlador, respectivamente. La Figura 5.6 muestra el diagrama de bloques de

un controlador fraccional PID.
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Figura 5.6: Diagrama de bloque de un controlador PIαDλ.

Dado que este tipo de controlador tiene un máximo de cinco especificaciones de

diseño que pueden satisfacer al sistema controlado (kp, ki, kd, λ y α), dos más

que en el caso de un controlador PID clásico donde λ = 1 y α = 1, las espe-

cificaciones son más interesantes en cuanto a rendimiento y robustez, se refiere

ya que el objetivo es tener un sistema controlado robusto a las perturbaciones

y ruido de alta frecuencia. Todas estas limitaciones se tendrán en cuenta en la

técnica de sintonización con el fin de tomar ventaja en la introducción de órdenes

fraccionales.

Este caṕıtulo se centra en el desarrollo de controladores fraccionales, teniendo

como objetivo el determinar el conjunto de parámetros del controlador para el cual

el sistema a lazo cerrado sea estable. Los controladores fraccionales propuestos

son: PIαDλ, el cual engloba las tres acciones de control con ordenes fraccionales

en su parte derivada e integral, el PIα descrito por una parte proporcional y una

parte integral fraccional, y por último una variación del control PIαDλ llamado

Iα-PDλ.

5.3.1. Estabilidad en modelos de orden fraccional

De una manera general, el estudio de la estabilidad de los sistemas de orden frac-

cional puede llevarse a cabo mediante el estudio de las soluciones de las ecuaciones

diferenciales que los caracterizan. Una forma alternativa es localizar los polos del
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sistema en el plano complejo.

De acuerdo con el teorema de estabilidad definido en [Caponetto et al.], los puntos

de equilibrio son asintóticamente estables si todos los valores propios de la matriz

jacobiana A = ∂f
∂x

evaluada en el punto de equilibrio, satisface la condición:

∣∣∣∣arg(eig(A)
)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣arg(λi)

∣∣∣∣ > α
π

2
, i = 1, 2, ..., n (5.13)

Figura 5.7: Regiones de estabilidad para: (a) α = 1, (b) 0 < α < 1, (c) 1 ≤ α < 2

Para el caso de que α = 1, se cumple la condición de estabilidad clásica, en donde

los polos del sistema deberán encontrarse en el semiplano izquierdo del plano

complejo para que el sistema sea estable; en el caso de que α esté comprendida

entre 0 y 1, la región de estabilidad aumenta al semiplano derecho, es decir, el

rango de estabilidad aumenta consiguiendo que la ubicación de la parte real de

los polos no esté restringida a ser negativos. Por otro lado, si α es mayor a 1, la

región de estabilidad disminuye, reduciendo el rango en el cual los polos pueden

encontrarse para que el sistema sea estable.
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5.3.2. Control fraccional PI

El control fraccional PI, (FOPI, Fraccional Order Proportional Integration) ofre-

ce una realimentación de estados del tipo proporcional-integral, donde se toman

en cuenta valores fraccionales para la parte integral. Esto permite dar dos solu-

ciones al mismo tiempo, la primera es eliminar el error en estado estacionario y

la segunda es introducir el cálculo fraccional usando un integrador fraccional que

permita cumplir cierto mejoramiento.

En esta sección se desarrollará un medio para determinar las ganancias propor-

cional e integral para esta ley de control, por ende, se utilizará el método de

asignación de polos con un polinomio a lazo cerrado. Este método ofrece un es-

quema muy simple para lograr la realimentación de estados FOPI. El polinomio

caracteŕıstico deseado en lazo cerrado se compone de dos polinomios: el primer

polinomio es de orden entero y permite agregar los (n − 1) polos deseados, el

segundo polinomio tendrá un orden fraccional establecido por el polinomio en

lazo cerrado.

Después de resolver los aspectos teóricos, se implantará esta ley de control fraccio-

nal al sistema f́ısico del péndulo invertido sobre carro. Estas pruebas experimen-

tales validan prácticamente el resultado teórico. Además, demuestran la robustez

frente a perturbaciones (fuerzas externas), aśı como los cambios en los parámetros

del sistema controlado.

5.3.2.1. Diseño de control

Como ya se mencionó, el método que se utilizará para obtener la ley de control de

un FOPI, es mediante la realimentación de variables de estado por asignación de
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polos en lazo cerrado, este método consiste en igualar el polinomio caracteŕıstico

del sistema a un polinomio deseado, y entonces encontrar el valor de las ganancias

de realimentación. Para ello consideremos el sistema descrito por:

ẋ =Ax+Bu , x(0) = x0 ,

y =Cx+Du , (5.14)

donde x ∈ <n es el vector de estados, u ∈ < es la entrada de control, y ∈ < es la

salida y A, B, C, D son las matrices del sistema.

De la Figura 5.8, se obtiene la ley de control:

u(t) = kp x(t) + ki I
α x(t) , (5.15)

donde kp y ki son vectores de ganancias diseñados, e Iα es un integrador fraccional

de orden α.

Figura 5.8: Diagrama de control realimentado FOPI.

Aplicando la transformada de Laplace a la Ec. (5.15) tenemos:

u(s) = kp x(s) + ki
1

sα
x(s) . (5.16)

Tomando en cuenta que el sistema de estudio posee cuatro estados (n = 4), se

procede a transformar el sistema descrito por la Ec. (3.31), a su forma canónica
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controlable, resultando:

Ac(s) =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−a0 −a1 −a2 −a3

 , Bc =


0

0

0

1

 . (5.17)

Los coeficientes a0, a1, a2 y a3 pertenecen al polinomio caracteŕıstico del sistema;

también es posible encontrar dicho polinomio mediante el determinante de (s I −

A). Para el caso del péndulo invertido, el determinante estaŕıa dado por:

det(s I − A) = s4 + a3 s
3 + a2 s

2 + a1 s+ a0 . (5.18)

Cerrando el lazo con la ley de control (5.15) resulta:

Acl(s) = sI − Ac −Bc kpn −Bc kin
1

sα
=


s −1 0 0

0 s −1 0

0 0 s −1

z0 z1 z2 s+ z3

 ,

donde:

z0 = a0 − kp1 −
ki1
sα

, z1 = a1 − kp2 −
ki2
sα

,

z2 = a2 − kp3 −
ki3
sα

, z3 = a3 − kp4 −
ki4
sα

.

Desarrollando el determinante de Acl(s) se obtiene:

∆cl(s) = s4 +

(
a3 − kp4 −

ki4
sα

)
s3 +

(
a2 − kp3 −

ki3
sα

)
s2 +

(
a1 − kp2 −

ki2
sα

)
s

+

(
a0 − kp1 −

ki1
sα

)
.

Que puede ser escrito de la siguiente forma:

sα ∆cl(s) = sα+4 +
(
a3 − kp4

)
sα+3 − ki4s3 +

(
a2 − kp3

)
sα+2 − ki3s2 +

(
a1 − kp2

)
sα+1

− ki2s+
(
a0 − kp1

)
sα − ki1 .
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El polinomio caracteŕıstico del modelo en espacio de estados en lazo cerrado se

calcula como det(Acl(s)) = 0, y viene dado por:

∆cl(s) = sα
(
s4 +

(
a3 − kp4

)
s3 +

(
a2 − kp3

)
s2 +

(
a1 − kp2

)
s+

(
a0 − kp1

))
− ki4s3 − ki3s2 − ki2s− ki1 ,

(5.19)

el cual puede ser escrito como:

∆cl(s) = sα ∆cl1(s)− kin ∆cl2(s) . (5.20)

siendo ∆cl1(s) y ∆cl2(s) dos polinomios enteros de orden n y n−1 respectivamente,

donde:

∆cl1(s) = s4 +
(
a3 − kp4

)
s3 +

(
a2 − kp3

)
s2 +

(
a1 − kp2

)
s+

(
a0 − kp1

)
, (5.21)

∆cl2(s) = ki4s
3 + ki3s

2 + ki2s+ ki1 . (5.22)

El valor de las ganancias kpn y kin , pueden ser calculadas de la siguiente manera.

Primero se requiere que a0 − kp1 = 0, por lo tanto: a0 = kp1. De esta manera, la

Ec. (5.21) puede ser escrita como:

∆cl1(s) = s ∆̃cl1(s) , (5.23)

donde:

∆̃cl1(s) = s3 +
(
a3 − kp4

)
s2 +

(
a2 − kp3

)
s+

(
a1 − kp2

)
. (5.24)

Por lo tanto, el polinomio caracteŕıstico de la Ec. (5.19), toma la forma:

∆cl(s) = sα+1 ∆̃cl1(s)− kin ∆cl2(s) . (5.25)
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5.3 Aplicación del cálculo fraccional al control de sistemas

∆̃cl1(s) y ∆cl2(s) ahora son dos polinomios del mismo orden, n − 1, y sus res-

pectivos coeficientes kpn y kin , finalmente, se calculan a partir de igualarse a un

polinomio entero de orden n− 1, esto con el fin de permitir elegir los n− 1 polos

del polinomio caracteŕıstico en lazo cerrado de ∆cl(s).

∆̃cl1(s) = ∆cl2(s) = ∆̃d(s) .

El polinomio de diseño en lazo cerrado está dado por ∆d(s). Éste a su vez consta

de dos polinomios; el primero de ellos es un polinomio entero con los n− 1 polos

enteros, y el segundo polinomio es de valor fraccional (sα+1 +pf ). De esta manera

se puede elegir un polo dominante, pf , para imponer la dinámica de la respuesta

a lazo cerrado, y el valor fraccional (0 < α < 1), se selecciona para imponer el

sobre paso en la respuesta del sistema.

∆d(s) =
(
sα+1 + pf

)(
s3 + β2s

2 + β1s+ β0
)
. (5.26)

Igualando los coeficientes (ai − kpn) de la Ec. (5.24) con los coeficientes βi del

polinomio fraccional de la Ec. (5.26), es posible hallar los valores de las ganancias

kpn de la siguiente manera:

a3 − kp4 = β2 ⇒ kp4 = a3 − β2 ,

a2 − kp3 = β1 ⇒ kp3 = a2 − β1 ,

a1 − kp2 = β0 ⇒ kp2 = a1 − β0 ,

kp1 = a0 .

(5.27)

Para el cálculo de los valores de kin , se procede a igualar los coeficientes kin de la

Ec. (5.22) con los coeficientes βi del polinomio entero de la Ec. (5.26), resultando:

ki4 = −pf ; ki3 = −pfβ2 ; ki2 = −pfβ1 ; ki1 = −pfβ0 .
(5.28)
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De esta forma, la asignación de polos a lazo cerrado en la base original se consigue

mediante:

kp =
[
a0 (a1 − β0) (a2 − β1) (a3 − β2)

]
T ,

ki =
[
−pfβ0 −pfβ1 −pfβ2 −pf

]
T . (5.29)

Por lo tanto las ganancias del controlador kp se obtienen a partir del polinomio

de diseño y el polinomio caracteŕıstico del sistema, mientras que las ganancias

ki, vienen dadas por un polinomio de diseño y un polo dominante1, para la parte

fraccionaria. Además, es necesario calcular una matriz de transformación T para

obtener las ganancias en el sistema original, [Ogata].

Para el diseño del polinomio, Ec. (5.26), es importante resaltar que el polo domi-

nante es el más cercano al eje imaginario y debe de tener una distancia entre los

polos restantes, de al menos 5 veces [Nise and Romo] el valor de la parte real del

polo dominante. Además, una condición necesaria y suficiente para la colocación

arbitraria de los polos es que el sistema sea de estado completamente controlable.

De esta manera, se parte de los siguientes polos deseados de diseño: pf = −2.5,

p1 = −19, p2 = −14 y p3 = −15, para obtener los coeficientes βi, dando como

resultado el siguiente polinomio.

∆d(s) =
(
sα + 2.5

)(
s3 + 48 s2 + 761 s+ 3990

)
. (5.30)

Una vez obtenidos los polinomios caracteŕısticos, tanto del sistema como de di-

seño, se necesita determinar la matriz de transformación y, dado que el modelo es

completamente controlable, es posible hallarla a fin de que transforme el sistema

1los polos dominantes son aquellos que hacen una aportación importante a la respuesta

transitoria y son los más cercanos al eje imaginario.
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original a su forma canónica controlable. La manera de hallar dicha matriz para

el sistema del péndulo invertido sobre carro se muestra a continuación:

T =
[
Q′ (QA)′ (QA2)′ (QA3)′

]′
, (5.31)

donde Q, está ligada a la matriz de controlabilidad Co y a un vector unitario e.

Q = eC−1o . (5.32)

Al sustituir valores, se obtiene la siguiente matriz de transformación:

T =


−0.0194 −6.2583e− 05 0.0084 2.7161e− 05

0 −0.0194 6.1394e− 04 0.0084

0 3.4694e− 17 0.1905 −1.2468e− 17

0 −8.3266e− 16 −4.7878e− 16 0.1905

 , (5.33)

por lo tanto, es posible hallar las ganancias kp y ki que requiere la ley de control

fraccional, sustituyendo los coeficientes de las Ecs. (5.18) y (5.30) en la Ec. (5.29)

se obtiene:

kp =
[

0 49.7164 −114.9866 −32.9127
]
,

ki =
[

0.3 0.08 15 0.5
]
. (5.34)

El rango del valor fraccional considerado en esta tesis, está comprendido entre

0 < α < 1, debido a que, con estos valores se puede extender la región de

estabilidad, Figura 5.7. El valor fraccional inicial propuesto es de 0.5, esto con

el fin de tener un valor medio en el rango de operación, es decir, no se desea

integrar por completo la señal de error (α cercano a 1), ni se pretende anular

por completo la integración de la señal de error (α cercano a 0). En secciones

siguientes, se realizarán simulaciones donde se observará la respuesta del sistema

para distintos valores de α.
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5.3.2.2. Estabilidad en lazo cerrado

Una vez diseñado el controlador FOPI, se procede a obtener la estabilidad del

sistema al aplicarle este tipo de controlador, de modo que se pueda garantizar la

implementación del controlador en el sistema f́ısico.

En la sección 5.3.1, se definió la estabilidad para sistemas fraccionales, en donde

los puntos de equilibrio son asintóticamente estables si todos los valores propios

del sistema a lazo cerrado satisfacen la Ec. (5.13). Para obtener los valores propios

es necesario calcular las soluciones de la Ec. (5.30), y enseguida obtener su ar-

gumento para satisfacer el teorema de estabilidad. Dichas soluciones están dadas

por:

s1 = −21.15079 + 5.93721 i , s3 = −8.33889 + 1.61977 i ,

s2 = −21.15079− 5.93721 i , s4 = −8.33889− 1.61977 i .

Calculando el argumento de las soluciones:

arg(s1) = 2.867927 , arg(s3) = 2.94974 ,

arg(s2) = −2.867927 , arg(s4) = −2.94974 .

Para garantizar la estabilidad, se debe de cumplir que |arg(λi)| > π
4
, ya que el

valor de α = 0.5. Por tanto, como se observa en los argumentos calculados, el

controlador fraccional FOPI es asintóticamente estable.

5.3.2.3. Control del sistema

Antes de implementar el control en el sistema f́ısico, se realizaron las simulaciones

pertinentes, en donde se observó el comportamiento del sistema con las ganancias

previamente obtenidas. Además, es posible verificar el tiempo en que el contro-

lador estabiliza al péndulo en su vertical, aśı como la posición del carro en cero
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(posición inicial).

En la Figura 5.9 se presentan los resultados de la simulación, en la cual, las

condiciones iniciales propuestas son de θ = 3 grados, xc = 0m y las velocidades

del carro y del péndulo son nulas. El valor fraccional para la parte integral que

se tomó en un inicio fue de α = 0.5, aunque es posible variar este valor para

observar su comportamiento. El tiempo que tarda el controlador en estabilizar

al péndulo en su vertical es de aproximadamente 2 segundos, asimismo el carro

tarda aproximadamente 3 segundos en volver a su posición inicial después de

recibir la perturbación. Se observa que la señal de control es aceptable ya que no

supera los limites de voltaje que el actuador soporta.

Figura 5.9: Resultados de la simulación del controlador FOPI.

Como se ha mencionado, el valor fraccional α pondera los efectos de la acción

integral y es posible variarlo para obtener mejores resultados. Debe tenerse en

cuenta que, si se toma un valor muy cercano a cero, equivaldŕıa a no tomar en

cuenta la acción integral en el control. En la Figura 5.10 se muestran los resultados
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de la simulación, donde se prueban diferentes valores de α.

Figura 5.10: Resultado de la simulación del controlador fraccional PI variando el

orden fraccional.

En la simulación se tomaron tres valores para el parámetro fraccional α. Puede

notarse que para valores de α = 0.3, el péndulo converge al origen en aproxima-

damente 1.5 segundos, pero la posición del carro no llega a su posición inicial,

presentando un pequeño error en estado estacionario; esto es debido a que los

valores de α están muy cerca de cero, haciendo mı́nima la acción del integrador.

Por otro lado, para el valor de α = 0.5 el péndulo alcanzó el origen en 2 segundos,

además de que el carro alcanzó su posición inicial en aproximadamente 3 segun-

dos, y en este caso el error en estado estacionario es cero. Finalmente, cuando

α = 0.7, el sistema empieza a presentar oscilaciones en las variables a controlar,

haciendo que el sistema se vuelva inestable conforme α llegue a 1.

La Figura 5.11 muestra el resultado de la implantación del control fraccional PI

con los valores de ganancias obtenidos. El control se aplicó aproximadamente a
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Figura 5.11: Implantación del controlador fraccional PI.

los 4 segundos, una vez que el péndulo se encontraba totalmente en su vertical

(cero grados), teniendo una ligera perturbación al inicio. Se puede observar que

el sistema es perturbado con un empujón a los tiempos 22 segundos, 32 segundos

y 45 segundos y en cada uno de ellos el control FOPI logra estabilizar al péndulo

en su posición vertical y al carro en su posición inicial. También es posible ver

que el voltaje de control oscila entre los 2 y -2 volts mientras el sistema no sea

perturbado.

5.3.3. Control fraccional PID

Esta sección trata sobre el diseño de un controlador PID fraccional, en el que

los órdenes de las partes integrales y derivativas, λ y α respectivamente, son frac-

cionales. El objetivo es obtener ventaja de los parámetros fraccionales y cumplir

las especificaciones adicionales de diseño, asegurando un rendimiento robusto del

sistema controlado.
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El control fraccional PID, también llamado PIαDλ o FOPID (fraccional or-

der, por sus siglas en inglés) introduce una realimentación de estados del tipo

proporcional-integral-derivativo, permitiendo agregar tres soluciones al mismo

tiempo, la primera elimina el error en estado estacionario (parte integral), la

segunda disminuye las oscilaciones y el tiempo de establecimiento (parte deriva-

tiva), y la tercera introduce el cálculo fraccional empleando un integrador y un

derivador para cumplir cierto mejoramiento.

De manera similar que en el control FOPI, el método que se utilizará para

obtener las ganancias del controlador será por medio de la reubicación de los

polos del sistema mediante un polinomio en lazo cerrado, ya que es un método

práctico y sencillo de encontrar las ganancias para el controlador. El polinomio

caracteŕıstico deseado en lazo cerrado se compone de dos polinomios: el primer

polinomio es de orden entero y permite agregar los (n − 1) polos deseados, el

segundo polinomio tendrá un orden fraccional establecido por el polinomio en

lazo cerrado. Ya que el controlador FOPID requiere dos valores fraccionales, λ

y α, ambos valores fraccionales se tomarán iguales, es decir, λ = α = 0.5, esto

con el fin de simplificar cálculos.

5.3.3.1. Diseño de control

Las variables de estados estarán realimentadas mediante asignación de polos en

lazo cerrado, teniendo que igualar el polinomio caracteŕıstico del sistema a un

polinomio de diseño, y aśı calcular el valor de las ganancias del controlador. De la

Figura 5.12 se determina la ley de control para el controlador fraccional FOPID.
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Figura 5.12: Diagrama de bloques del control FOPID

La ley de control FOPID esta descrito por:

u(t) = kp x(t) + ki I
α x(t) + kdD

λ x(t) , (5.35)

donde kp, ki y kd son los vectores de ganancias diseñados para imponer el polino-

mio de diseño en lazo cerrado. Iα es un integrador fraccional de orden fraccional

α y Dλ es un derivador de orden fraccional λ.

Aplicando la Transformada de Laplace:

u(s) = kp x(s) + ki
1

sα
x(s) + kd s

λ x(s) . (5.36)

Cerrando el lazo con el sistema en forma canónica controlable, Ec (5.17) y de la

ley de control, Ec. (5.36).

Acl(s) = sI − Ac −Bc kpn −Bc kin
1

sα
−Bc kdn s

λ =


s −1 0 0

0 s −1 0

0 0 s −1

z0 z1 z2 s+ z3

 ,
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donde:

z0 = a0 − kp1 −
ki1
sα
− kd1sλ , z1 = a1 − kp2 −

ki2
sα
− kd2sλ ,

z2 = a2 − kp3 −
ki3
sα
− kd3sλ . z3 = a3 − kp4 −

ki4
sα
− kd4sλ .

Obteniendo el determinante de Acl(s).

∆cl(s) = s4 +

(
a3 − kp4 −

ki4
sα
− kd4sλ

)
s3 +

(
a2 − kp3 −

ki3
sα
− kd3sλ

)
s2

+

(
a1 − kp2 −

ki2
sα
− kd2sλ

)
s+

(
a0 − kp1 −

ki1
sα
− kd1sλ

)
.

El polinomio caracteŕıstico del modelo en espacio de estados en lazo cerrado se

calcula como det(∆cl(s)) = 0, y viene dado por:

∆cl(s) = sα+1

(
s3 +

(
a3 − kp4

)
s2 +

(
a2 − kp3

)
s+

(
a1 − kp2

))
+
(
a0 − kp1

)
sα

− ki4s3 − ki3s2 − ki2s− ki1 −
(
kd4s

3 + kd3s
2 + kd2s+ kd1

)
sα+λ .

(5.37)

Para calcular el valor de kpn , kin y kdn , se requiere que a0− kp1 = 0, por lo tanto:

kp1 = a0, de esta manera, ∆cl(s) puede ser escrito como:

∆cl(s) = sα+1 ∆cl1(s)−∆cl2(s)− sα+λ ∆cl3(s) . (5.38)

Siendo ∆cl1(s), ∆cl2(s) y ∆cl3(s) polinomios enteros de orden n− 1, en donde:

∆cl1(s) = s3 +
(
a3 − kp4

)
s2 +

(
a2 − kp3

)
s+

(
a1 − kp2

)
+
(
a0 − kp1

)
. (5.39)

∆cl2(s) = ki4s
3 + ki3s

2 + ki2s+ ki1 . (5.40)
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∆cl3(s) = kd4s
3 + kd3s

2 + kd2s+ kd1 . (5.41)

∆cl1(s), ∆cl2(s) y ∆cl3(s) ahora son polinomios del mismo orden, y sus respecti-

vos coeficientes kpn , kin y kdn finalmente se calculan a partir de igualarse a un

polinomio deseado de orden n−1, esto con el objetivo de permitir elegir los polos

del polinomio caracteŕıstico en lazo cerrado de ∆cl(s).

El polinomio de diseño en lazo cerrado, ∆d(s), está formado por tres polinomios.

El primero de ellos es un polinomio entero con n− 1 polos, el segundo polinomio

es de valor fraccional correspondiente a la acción integral (sα+1), y el tercer poli-

nomio corresponde a la parte derivativa (sα+λ), teniendo relación directa con la

acción integral.

∆d(s) =
(
sα+1 + sα+λ + pf

)(
s3 + β2s

2 + β1s+ β0
)
. (5.42)

Igualando los coeficientes (ai − kpn) de la Ec. (5.39) con los coeficientes βi del

polinomio fraccional (α + 1) de la Ec. (5.42), es posible hallar los valores de las

ganancias kpn , por lo tanto:

a3 − kp4 = β2 ⇒ kp4 = a3 − β2 ,

a2 − kp3 = β1 ⇒ kp3 = a2 − β1 ,

a1 − kp2 = β0 ⇒ kp2 = a1 − β0 ,

kp1 = a0 .

(5.43)

Para el cálculo de los valores de kin , se procede a igualar los coeficientes kin de la

Ec. (5.40) con los coeficientes del polinomio entero de la Ec. (5.42), teniendo:

ki4 = −pf , ki3 = −pfβ2 , ki2 = −pfβ1 , ki1 = −pfβ0 . (5.44)

Para kdn , se igualan los coeficientes de la Ec. (5.41) con los coeficientes βi del

polinomio fraccional (α+ λ) de la Ec. (5.42), resultando:

kd4 = −1 , kd3 = −β2 , kd2 = −β1 , kd1 = −β0 . (5.45)

77



5. CONTROL FRACCIONAL

Obteniendo los valores de kp, ki y kd en la base original:

kp =
[
a0 (a1 − β0) (a2 − β1) (a3 − β2)

]
T ,

ki =
[
−pfβ0 −pfβ1 −pfβ2 −pf

]
T , (5.46)

kd =
[
−β0 −β1 −β2 −1

]
T .

El vector de ganancias kp se obtendrá a partir de las ráıces del polinomio diseñado

y los polos del sistema, mientras que los vectores de ganancias ki y kd están en

función de las ráıces del polinomio a diseñar y un polo dominante correspondiente

a la parte fraccional, ya que se supone que λ y α son iguales. Además, se tomará

en cuenta la matriz de trasformación T , Ec. (5.33) calculada en la sección anterior.

Debido a que el sistema es completamente controlable, se podrán colocar arbitra-

riamente los polos de diseño, por lo tanto, los polos de diseño propuestos para el

controlador FOPID son: pf = −2.5, p1 = −33, p2 = −23, p3 = −15, dando como

resultado el siguiente polinomio de diseño.

∆d(s) =
(
sα + 2.5

)(
s3 + 71 s2 + 1599 s+ 11385

)
. (5.47)

Por lo tanto, las ganancias necesarias para el controlador son obtenidas mediante

las Ecs. (5.18), (5.33) y (5.47), dando como resultado los valores:

kp =
[

0 214.2091 −306.4356 −109.5450
]
,

ki =
[

552.9636 79.4439 −276.3303 −34.9557
]
, (5.48)

kd =
[

26.8572 0.1045 −12.0892 −0.1974
]
.

De manera similar que en el controlador FOPI, los valores fraccionales λ y α,

son considerados inicialmente como 0.5, para tener un valor medio en el rango de

operación definido entre 0 < α < 1, pero experimentalmente se irá variando de

modo que se obtengan mejoras en la respuesta del sistema.
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5.3.3.2. Estabilidad en lazo cerrado

Para garantizar la estabilidad del controlador es necesario conocer los polos del

polinomio caracteŕıstico del sistema a lazo cerrado, sustituyendo la Ec. (5.48) en

la Ec. (5.37) y resolviendo resulta:

s1 = −3.00565 + 0.0029746 i , s3 = −6.77817 + 1.31381 i ,

s2 = −3.00565− 0.0029746 i , s4 = −6.77817− 1.31381 i .

Calculando el argumento de las soluciones:

arg(s1) = 3.14061 , arg(s3) = 2.95014 ,

arg(s2) = −3.14061 , arg(s4) = −2.95014 .

Podemos concluir que el sistema es asintóticamente estable ya que todas las so-

luciones cumplen con |arg(si)| > π
4
.

5.3.3.3. Control del sistema

En esta sección se muestra el comportamiento del sistema aplicando los valores

de las ganancias obtenidas anteriormente. Primero se mostrarán los resultados

de las simulaciones para observar la respuesta del sistema ante una perturbación,

también es posible observar el tiempo en que el controlador estabiliza el péndulo

en su vertical.

En la Figura 5.13 se muestran los resultados de la simulación con las ganancias

obtenidas en la Ec. (5.48). El sistema tiene que ser perturbado para observar

el funcionamiento del controlador, para ello se le asigna una condición inicial al

péndulo, haciendo que empiece en 3 grados respecto a su vertical. Se observa que

el controlador estabiliza al péndulo en aproximadamente 2 segundos, teniendo
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5. CONTROL FRACCIONAL

que hacer un recorrido de 4 cm sobre el riel el carro y llegando a su posición

inicial en aproximadamente 3 segundos.

Figura 5.13: Resultados de la simulación del controlador FOPID.

Como ya se ha mencionado, el valor fraccional pondera los efectos de las acciones

fraccionales, integral y derivativa, por tal motivo se realizó una simulación donde

se tengan diferentes valores para comparar la respuesta del sistema ante una per-

turbación. De igual forma, se empleará una perturbación al péndulo de alrededor

de 3 grados respecto a su vertical.

La Figura 5.14 muestra la respuesta del sistema ante una perturbación (3 grados

respecto a la vertical) para tres valores fraccionales diferentes α = 0.3, α = 0.5

y α = 0.7. Se observa que, mientras se incrementa el valor fraccional, la respues-

ta del sistema tiende a oscilar más, por el contrario, si se decrementa el valor

fraccional, la respuesta del sistema tiene un sobrepaso menor, pero el tiempo de

establecimiento tiene un pequeño incremento.
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Figura 5.14: Resultado de la simulación del controlador FOPID, variando el orden

fraccional.

Teniendo en cuenta los efectos de los valores fraccionales sobre la respuesta del

sistema y con las ganancias obtenidas previamente, el controlador FOPID se im-

plantó en el sistema f́ısico para analizar su comportamiento. En la Figura 5.15,

se muestra el resultado experimental con valores fraccionales de λ = 0.5 y α = 0.5.

El control FOPID se aplicó una vez que el péndulo se encontrara cerca del origen,

en aproximadamente 5 segundos. Se observa que, mientras el péndulo no reciba

perturbación alguna, la señal de control permanecerá en un rango de ±2 V.

De lo contrario, al aplicarle una perturbación o empujón (segundos 28 y 51), el

controlador responderá haciendo que el carro avance aproximadamente 10 cm y

el ángulo del péndulo sólo tenga un desvió de alrededor de 4 grados. La posición

del carro tardó 5 segundos en llegar a su origen, dos segundos por arriba respecto

a los resultados de la simulación.
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Figura 5.15: Implantación del controlador FOPID.

5.3.4. Control fraccional I-PD

Al usar la ley de control, Ec. (5.9), resulta claro que un cambio en la señal de

referencia originará cambios bruscos en la señal de control, situación que no es

deseable en la mayoŕıa de los casos. Por esta razón la acción derivativa, frecuente-

mente, no es aplicada sobre la señal de referencia. Otra posibilidad es que la acción

proporcional sea aplicada tan solo sobre una fracción de la señal de referencia.

Un controlador PID dado por la Ec. (5.9) se convierte entonces en:

u(t) = K

(
br(t)− y(t) +

1

Ti

∫ t

0

e(τ)dτ + Td
(
c
dr(t)

dt
− dy(t)

dt

))
, (5.49)

donde b y c son parámetros adicionales. El término integral debe depender del

error, a fin de proporcionar la respuesta deseada en estado de régimen. El con-

trolador definido por la Ec. (5.49) posee una estructura de dos grados de libertad

ya que los caminos de y a u y de r a u son diferentes, resultando las funciones de
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transferencia:

U(s)

R(s)
= Cr(s) = K

(
b+

1

sTi
+ csTd

)
, (5.50)

U(s)

Y (s)
= Cy(s) = −K

(
1 +

1

sTi
+ sTd

)
. (5.51)

De acuerdo con la Ec. (5.51), el controlador dado por la Ec. (5.49) reaccionará

ante una perturbación en la carga de la misma manera que lo hace un controlador

de un sólo grado de libertad; la respuesta a cambios en la variable de referencia

se verá influida por los parámetros b y c.

Figura 5.16: Respuesta a un escalón en la variable de referencia para diferentes

factores de peso. Función de transferencia del proceso P (s) = 1/(s+ 1)3.

La Figura 5.16 muestra las variaciones que resultan de los factores de peso b y c.

Obsérvese que el sobrepaso y el tiempo de respuesta dependen del factor de peso

b. El valor de c es normalmente cero para evitar grandes transitorios en la señal
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de control debido a variaciones abruptas del punto de operación.

Por tanto, conviene tomar los valores de b = 0 y c = 0 si se desea que los cam-

bios en la señal de control sean más suaves. Con ello, los términos proporcional

y derivativo se encontrarán en el camino de realimentación, y únicamente la ac-

ción integral en el camino directo, Figura 5.17. De esta manera, la acción integral

responderá al error, mientras que los términos proporcional y derivativo se apli-

carán a la salida, aśı, un cambio brusco en la entrada de referencia no afectará

los términos proporcional y derivativo, esto da lugar al control denominado I-PD

[Åström].

Figura 5.17: Diagrama de bloques de un controlador I-PD.

De acuerdo con el diagrama de bloques de la Figura 5.17, la señal de control U(s),

está dada por la Ec. (5.52). Notar que la ganancia proporcional del controlador

PD debe ser unitaria para obtener un error en régimen nulo.

U(s) =
ki
s

(
R(s)− Y (s)

)
−
(
kp + kds

)
Y (s) . (5.52)

Desarrollando la relación entrada-salida, se obtiene la función de transferencia a

lazo cerrado. Teniendo en cuenta que la salida está dada por:

Y (s) = Gp(s)U(s) . (5.53)
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Sustituyendo la Ec. (5.52) en la Ec. (5.53), y obteniendo la relación entrada-salida:

Y (s) = Gp(s)

(
ki
s

(
R(s)− Y (s)

)
−
(
kp + kds

)
Y (s)

)
,

Y (s)

(
1 +

(
kp +

ki
s

+ kds

)
Gp(s)

)
= R(s)Gp(s)

(
ki
s

)
,

Y (s)

R(s)
=

ki
s
Gp(s)

1 +

(
kp +

ki
s

+ kds

)
Gp(s)

=
kiGp(s)

s+

(
skp + ki + kds2

)
Gp(s)

. (5.54)

Se puede observar que este tipo de controlador no agrega ningún cero, solamente

polos. El hecho de no adicionar ceros en la función de transferencia a lazo cerrado,

provocará que el sobrepaso de la respuesta del sistema sea menor.

Además, es posible aplicar los fundamentos del cálculo fraccional para obtener

mejoras en el funcionamiento del sistema. Estas mejoras pueden ser ponderadas

mediante el orden fraccional tanto de la acción integral como de la acción deri-

vativa. Al igual que en casos anteriores, se propone un valor fraccional inicial de

0.5, y experimentalmente se procederá a modificar el valor fraccional para ob-

servar el comportamiento. La Figura 5.18 muestra el diagrama de bloques de un

controlador fraccional I-PD.

La señal de control U(s), correspondiente al diagrama de bloques de la Figura

5.18, está descrita por:

U(s) =
ki
sα

(
R(s)− Y (s)

)
−
(
kp + kds

λ

)
Y (s) . (5.55)
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Figura 5.18: Diagrama de bloques de un controlador fraccional I-PD.

Cerrando el lazo se obtiene la función de transferencia del controlador fraccional.

Si α y λ son unitarios, la función de transferencia toma la forma de la Ec. (5.54).

Y (s)

R(s)
=

ki
sα
Gp(s)

1 +

(
kp +

ki
sα

+ kdsλ
)
Gp(s)

=
kiGp(s)

sα +

(
kpsα + ki + kdsαsλ

)
Gp(s)

.

(5.56)

5.3.4.1. Diseño de control

Cerrando el lazo con la ley de control de la Ec. (5.52), donde la referencia R(s)

es cero y la ganancia proporcional de la parte PDλ es unitaria se tiene que:

Acl(s) = sI − Ac −Bc −Bc kin
1

sα
−Bc kdn s

λ =


s −1 0 0

0 s −1 0

0 0 s −1

z0 z1 z2 s+ z3

 .

donde:

z0 = a0 − 1− ki1
sα
− kd1sλ , z1 = a1 − 1− ki2

sα
− kd2sλ ,

z2 = a2 − 1− ki3
sα
− kd3sλ , z3 = a3 − 1− ki4

sα
− kd4sλ .
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El determinante de Acl(s) queda como:

∆cl(s) = s4 +

(
a3 − 1− ki4

sα
− kd4sλ

)
s3 +

(
a2 − 1− ki3

sα
− kd3sλ

)
s2

+

(
a1 − 1− ki2

sα
− kd2sλ

)
s+

(
a0 − 1− ki1

sα
− kd1sλ

)
. (5.57)

El polinomio caracteŕıstico del modelo en espacio de estados en lazo cerrado se

calcula como det
(
∆cl(s)

)
= 0, y viene dado por:

∆cl(s) =

(
s3 +

(
a3 − 1

)
s2 +

(
a2 − 1

)
s+

(
a1 − 1

))
sα+1 +

(
a0 − 1

)
sα

−
(
kd4s

3 + kd3s
2 + kd2s+ kd1

)
sα+λ−

(
ki4s

3 + ki3s
2 + ki2s+ ki1

)
.

(5.58)

∆cl(s) puede ser escrito como:

∆cl(s) = ∆cl1(s)s
α+1 + ∆cl2s

α −∆cl3(s)s
α+λ −∆cl4(s) . (5.59)

∆cl3(s) y ∆cl4(s) son dos polinomios enteros del mismo orden, y sus respectivos

coeficientes kin y kdn se calculan a partir de igualar ∆cl(s) a un polinomio deseado

del mismo orden, esto con el fin de rehubicar los polos del polinomio caracteŕıstico

en lazo cerrado de ∆cl(s).

El polinomio de diseño entonces toma la forma:

∆d(s) =
(
sα+λ + pf

)(
s3 + β2s

2 + β1s+ β0
)
. (5.60)

Igualando la Ec. (5.58) con la Ec. (5.60).

ki4 = −pf , ki3 = −pfβ2 , ki2 = −pfβ1 , ki1 = −pfβ0 ,

kd4 = −1 , kd3 = −β2 , kd2 = −β1 , kd1 = −β0 .
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Obteniendo los valores de kpn , kin y kdn en la base original:

ki =
[
−pfβ0 −pfβ1 −pfβ2 −pf

]
T ,

kd =
[
−β0 −β1 −β2 −1

]
T , (5.61)

kp =
[

1 1 1 1
]
T .

donde T es la matriz de transformación a la forma canónica dada por la Ec. (5.33).

Por lo tanto, las ráıces de los polinomios de diseño propuestos para la Ec. (5.60)

son: pf = −0.05, p1 = −30, p2 = −22 y p3 = −0.5, dando como resultado el

polinomio:

∆d(s) =
(
sα+λ + 0.05

)(
s3 + 52.5s2 + 686s+ 330

)
. (5.62)

Sustituyendo los coeficientes de la Ec. (5.62) en la Ec. (5.61) se obtienen las

ganancias siguientes:

kp =
[

0.0194 0.0195 −0.1815 −0.1821
]
,

ki =
[

0.3206 0.6674 −0.6605 −0.2992
]
, (5.63)

kd =
[

6.4112 13.3481 −13.2101 −5.9838
]
.

El valor de las ganancias se fueron ajustando experimentalmente de manera que la

respuesta del sistema tuviera menores oscilaciones y que la respuesta del sistema

fuera lo más rápido posible sin exceder los valores permitidos de la señal de

control. Además, por las mismas razones que los controladores anteriores, los

valores fraccionales propuestos fueron de 0.5.
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5.3.4.2. Estabilidad en lazo cerrado

Para garantizar la estabilidad, es necesario conocer el argumento de cada una de

las soluciones del polinomio 5.62, que son:

s1 = −27.42567 , s3 = −0.06786 + 0.117538 i ,

s2 = −24.07453 , s4 = −0.06786− 0.117538 i .

Dichos argumentos son:

arg(s1) = π , arg(s3) = 2.09439 ,

arg(s2) = π , arg(s4) =− 2.09439 .

Por lo tanto, se dice que el sistema es asintóticamente estable ya que todas las

soluciones de la Ec. (5.62) cumplen con |arg(λi)| > π
4
.

5.3.4.3. Control del sistema

En la Figura 5.19 se presentan los resultados de la simulación con los valores de

las ganancias obtenidas. En la simulación se presenta una perturbación de 3 gra-

dos respecto a la vertical del péndulo, además de que los parámetros fraccionales

aplicados son de 0.5. Es posible observar que el péndulo tiende a su origen en

aproximadamente 1 segundo sin que la señal de control exceda los limites per-

mitidos para el actuador. No obstante, la posición del carro tardó 3 segundos en

llegar de vuelta a su origen.

Como se teńıa previsto, tanto la posición del carro como el ángulo del péndulo son

controlados sin que se presenten grandes sobrepasos respecto a los controladores

FOPI y FOPID.
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Figura 5.19: Resultado de la simulación del controlador FO I-PD.

Figura 5.20: Resultado de la simulación variando el parámetro fraccional.

En la simulación el parámetro fraccional propuesto para las acciones integral y

derivada es de 0.5, resultando en un control rápido y suave. Sin embargo, es po-

sible variar este valor para obtener mejoras en el desempeño del controlador, en
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la Figura 5.20 se muestra la comparación del controlador con diferentes valores

fraccionales.

Se puede notar que mientras el valor fraccional se acerca a 1, el sistema tiende

a tener mayores oscilaciones, esto es debido a que la señal de control es muy pe-

queña; por el contrario, si el valor fraccional se acerca a cero, el sobrepaso inicial

en ambas posiciones disminuirá. Sin embargo, la señal de control aumentará.

El mismo controlador empleado en la simulación es implementado en el sistema

f́ısico para observar su comportamiento. Los resultados experimentales se mues-

tran en la Figura 5.21, en donde se tomó un tiempo de muestreo de 3 milisegundos.

Figura 5.21: Resultados experimentales de la implantación del controlador FO

I-PD.

El control es aplicado a los 4 seg, manteniendo al péndulo invertido cercano a

la posición deseada, sin embargo, el controlador no logró estabilizar en forma
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experimental a todos los estados del sistema, ya que el carro tiende a estar en

constante movimiento a lo largo del riel para mantener al péndulo sobre su verti-

cal; esto podŕıa ser ocasionado por la perdida de muestras, debido a que el tiempo

de muestreo que requiere el controlador es demasiado pequeño y la tarjeta de ad-

quisición no lograba dar tal tiempo de muestreo. Además, la señal de control

permaneció por debajo de los ĺımites de voltaje del actuador.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

El estudio del control de un péndulo invertido tomando como base el cálculo

fraccional, representa un amplio campo de posibilidades en cuanto a su utilidad,

motivo por el cual la integración de estas aplicaciones en control aporta una exten-

sión desde un punto de vista diferente para la solución de problemas. Los aportes

matemáticos de orden fraccional generan y proveen una opción alternativa para

resolver algunos de los problemas de control, que pueden surgir cuando se trata

de aplicaciones que exigen mayor robustez y menor esfuerzo de implementación.

El péndulo invertido Quanser es un sistema inestable, que contiene elementos

dif́ıciles de modelar, como el desgaste en los componentes (engranes) y fricción

no uniforme. A pesar de esto, el objetivo general del trabajo se cumplió: Se logró

implementar controladores fraccionales que estabilicen al péndulo invertido en

una posición cercana a su punto de equilibrio inestable.

Para realizar los experimentos se empleó un equipo de computo personal y la

tarjeta de adquisición BNC 2120 como interfaz para controlar al sistema, la pro-

gramación se realizó en Simulink de Matlab, logrando un tiempo de procesamiento

(muestreo de las señales, filtrado, etapa de control y salida de control) de 3 mili-

segundos entre muestras, lo cual es suficiente para estabilizar al sistema.
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Los tres controladores implementados arrojaron resultados satisfactorios en el

comportamiento del sistema, sin embargo, aunque la respuesta en simulación del

controlador FOI-PD eliminó por completo el sobrepaso de las variables a con-

trolar, experimentalmente no tuvo un buen desempeño debido a que el carro

presentaba demasiadas oscilaciones para mantener al péndulo en su vertical, por

el contrario, el controlador FOPI experimentalmente manteńıa al péndulo en su

vertical presentando mı́nimas oscilaciones en la posición del carro, siendo éste el

que mejor resultado obtuvo.

Los controladores fraccionales PIαDλ presentan ventajas frente a los clásicos

PID, pues poseen dos parámetros de ajuste más (ordenes fraccionales α y λ),

permitiendo aśı ajustar mejor el comportamiento de un sistema (mejoramiento

del comportamiento transitorio, mejora el sobrepaso, velocidad de convergencia

mayor, etc.). Sin embargo, una gran desventaja que poseen los controladores frac-

cionales radica en que f́ısicamente son más complejos de implementar, ya que se

requieren de dispositivos o circuitos espećıficos (dispositivos fractales) que sinte-

ticen la función de transferencia requerida.

En cuanto a la estabilidad, se comprobó que los tres controladores fraccionales

implementados garantizan una estabilidad asintótica en el punto de equilibrio, en

donde dicha estabilidad puede ser obtenida de manera similar que en los méto-

dos clásicos. Además, se mostró que los operadores fraccionales pueden ampliar

los rangos de estabilidad hacia el semiplano complejo derecho, haciendo que se

disponga de un abanico mucho más amplio a la hora del diseño de controladores.

Por otra parte, los experimentos en la plataforma f́ısica mostraron que el con-
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trolador swing up, desarrollado por Åström y Furuta [Åström and Furuta], no

logra cumplir con su objetivo para algunas condiciones iniciales y ganancia. Para

ganancias menores a 13, el control no logra llevar al péndulo cerca del punto de

equilibrio deseado. Esto se debe a que el cálculo del controlador fue basado en un

modelo simplificado del péndulo invertido (segundo orden), siendo que el sistema

real es no lineal. Por lo tanto, si se desea mejorar el desempeño del controlador

swing up, un buen punto de partida es desarrollar un controlador considerando

el orden real del sistema.

Personalmente, este trabajo me ha ayudado en mi capacidad de resolver pro-

blemas con iniciativa, toma de decisiones, creatividad, razonamiento cŕıtico y de

comunicar y transmitir conocimientos, habilidades y destrezas en el campo de la

Ingenieŕıa Electrónica Industrial.

6.1. Trabajo a futuro

La identificación de sistemas desde el punto de vista fraccional puede aportar

modelos más realistas del comportamiento de sistemas f́ısicos. En relación a los

aspectos tratados en esta tesis, señalemos el problema de determinar el modelo

matemático de un péndulo invertido en términos de orden fraccional.

Observando el desempeño del control y con los resultados positivos, se propone

implementar el controlador fraccional Iα − PDλ al sistema péndulo invertido so-

bre carro montado sobre un balanćın, presentando un mayor reto al contar con

más variables y únicamente un actuador para controlarlas.

Además, se implementaŕıa un controlador Swing-up más completo para que el
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tiempo de balanceo sea menor, ya que para esta tesis no se hicieron aportaciones

a este tipo de controlador. De este modo, se obtendŕıa un sistema más completo

con un controlador que estabilice al péndulo en su posición deseada y otro que

lleve (balancee) al péndulo, hasta alcanzar la posición deseada en el menor tiempo

posible.

Por último, realizar una comparación de los controladores fraccionales PID con los

controladores clásicos PID, de modo que se observe como los controladores frac-

cionales mejoran fenómenos de windup, causados por la interacción de la acción

integral con las saturaciones.
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Apéndice A

Ecuaciones de Euler-Lagrange

Partiendo del lagrangiano dado por:

L = K − V . (A.1)

donde:

K =
1

2
mcq̇1

2 +
1

2
mpq̇1

2 +
1

2
mpl

2
pq̇2

2 +
1

2
Jpq̇2

2 −mplpq̇1q̇2 cos(q2). (A.2)

V = mplpg cos(q2) . (A.3)

La Ec. (A.4) proporciona las ecuaciones diferenciales de movimiento del sistema.

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
+
∂P

∂q̇i
= τ , (A.4)

donde la potencia que disipará el sistema está dada por:

P =
1

2
bc q̇1

2 +
1

2
bp q̇2

2 . (A.5)

Para la primer ecuación, se procede a calcular la derivada parcial de la Ec. (A.1)

respecto a q̇1, resultando:

∂L

∂q̇1
= mcq̇1 +mpq̇1 −mplp cos(q2)q̇2. (A.6)

Obteniendo la derivada respecto al tiempo de la Ec. (A.6):

d

dt

(
∂L

∂q̇1

)
= mcq̈1 +mpq̈1 −mplp cos(q2)q̈2 +mplp sin(q2)q̇2

2 . (A.7)
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La derivada parcial del lagrangiano respecto a q1 es cero.

∂L

∂q1
= 0 . (A.8)

La derivada parcial de la Ec. (A.5) respecto a q̇1 resulta ser:

∂P

∂q̇1
= bcq̇1 . (A.9)

Por lo tanto, sustituyendo las Ecs. (A.7), (A.8) y (A.9) en la Ec. (A.4), se obtiene

la primer ecuación del sistema dada por:

(mc +mp) q̈1 −mplp cos(q2)q̈2 +mplp sin(q2)q̇2
2 + bcq̇1 = Fc . (A.10)

Para la segunda ecuación, se calcula la derivada parcial de la Ec. (A.1) respecto

a q̇2, resultando:

∂L

∂q̇2
= mplp

2q̇2 −mplpq̇1 cos(q2) + Jpq̇2 . (A.11)

Obteniendo la derivada respecto al tiempo de la Ec. (A.11):

d

dt

(
∂L

∂q̇2

)
= mpl

2
pq̈2 −mplpq̈1 cos(q2) +mplpq̇1q̇2 sin(q2) + Jpq̈2 . (A.12)

La derivada parcial del lagrangiano respecto a q2 es:

∂L

∂q2
= −mplpq̇1q̇2 sin(q2) +mplpg sin(q2) . (A.13)

La derivada parcial de la Ec. (A.5) respecto a q̇2 resulta:

∂P

∂q̇2
= bpq̇2 . (A.14)

Finalmente, sustituyendo las Ecs. (A.12), (A.13) y (A.14) en la Ec. (A.4), resulta

la segunda ecuación del sistema descrita por:

(
Jp +mpl

2
p

)
q̈2 −mplp cos(q2)q̈1 − gmplp sin(q2) + bpq̇2 = 0 . (A.15)
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Apéndice B

Toolbox para Simulink

La herramienta utilizada en Simulink para obtener las derivadas de orden frac-

cional es llamada Fractional Variable Order Derivative Simulink Toolkit ver. 2.00

[Sierociuk].

Esta herramienta toma como base la definición de Grunwald-Letnikov para la

generalización de la derivada de orden fraccional.

0D
α
t f(t) = ĺım

h→0

1

hα

n∑
r=0

(−1)r

 α

r

 f(t− rh) (B.1)

donde n = t/h, t es el tiempo y h es el tiempo de muestreo. Para el caso ideal,

cuando t→∞, el número de muestras n tomadas en consideración también au-

menta hasta infinito. En la práctica n tiene que ser restringido a un cierto número

predefinido, en nuestra aplicación es una constante.

Según esta definición se obtiene: derivadas fraccionales para α > 0, integrales

fraccionales para α < 0, y la función original f(t) para α = 0. Para el caso de que

el orden fraccional cambie con el tiempo, existen tres tipos de definiciones que se

pueden encontrar en [Valério and Da Costa].
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