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Resumen

Muchos estudios en fendmenos de transporte se han enfocado en el andlisis de propagacion,
descritos por la ecuacién de onda. Teniendo a la ecuacion de onda fraccionaria en el tiempo
englobando los fendmenos descritos por las ecuaciones de orden entero “extremas” (en cuanto al
valor del orden de la derivada), ecuacion de difusién y de onda. El hecho de englobar fenémenos
en un solo operador fraccionario da pie a poder estudiar distintos sistemas. La ecuacion de Klein-
Gordon es similar a la ecuacion de onda, salvo un término de masa. Lo que permite introducir
una derivada fraccionaria en el tiempo y estudiar el comportamiento resultante.

Se hallaron resultados mediante Fourier-Laplace, tales como soluciones analiticas, aproxi-
maciones y resultados numéricos, relacion de dispersion y el desplazamiento cuadritico medio;
de orden entero y fraccionario. El caso conocido con la ecuacion de onda se recupera de estos
resultados al tomar limite de masa cero. Al contrario del caso de la ecuacion de onda frac-
cionaria, no se mantienen las propiedades de disipacion junto con propagacion, inicamente se
hall6 disipacién a tiempos cortos, para posteriormente haber propagacion confinada. Ademas se
establecid la emergencia de un régimen de dispersion andmala en el sector fraccionario.

El cambio por orden fraccionario en la parte temporal dista de representar difusion, sien-
do el término masivo el encargado de tal diferencia. Se considera viable agregar directamente
otro término fraccionario para considerar disipacion directamente y ver como lo modela. Asi
como permitir establecer una region positiva donde las funciones se puedan seguir considerando

funciones de distribucion de probabilidad.
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Abstract

Many studies on transport phenomena have focused on propagation analysis, described by
the wave equation. The time-fractional wave equation encompasses the phenomena described
by the “extreme” integer-order equations (in terms of the order of the derivative), the diffusion
equation, and the wave equation. The fact that these phenomena are encompassed within a single
fractional operator allows for the study of different systems. The Klein-Gordon equation is simi-
lar to the wave equation, except for a mass term. This allows for the introduction of a fractional
time derivative and the study of the resulting behavior.

Results were found using Fourier-Laplace, such as analytical solutions, approximations and
numerical results, the dispersion relation, and the mean square displacement; both integer and
fractional order. The familiar case with the wave equation is recovered from these results by
taking the mass limit as zero. Unlike the case of the fractional wave equation, the properties
of dissipation are not maintained alongside propagation; dissipation was only found at short ti-
mes, followed by confined propagation. Furthermore, the emergence of an anomalous dispersion
regime was established in the fractional sector.

The change in fractional order in the temporal portion is far from representing diffusion, and
the mass term is responsible for this difference. It is considered feasible to directly add another
fractional term to directly consider dissipation and see how it models it. This also allows for
the establishment of a positive region where the functions can still be considered probability

distribution functions.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de la propagacion de particulas u ondas es de amplio interés en diversas dreas de
las ciencias, desde la fisica [5,6] hasta la ecologia [7,8]] y la biologia [9/10]. En diversas teorias es
de sumo interés la propagacion de los correspondientes elementos y su efecto o interaccién con
su entorno, como sucede en la propagacion de perturbacione de un medio o la propagacion de
ondas electromagnéticas en el vacio. Por ejemplo, considere el caso de la propagacién de ondas
sonoras que corresponden a la propagacion de variaciones de presion en el aire, u ondas de luz
que corresponden a una parte del espectro electromagnético, etcétera.

Un papel relevante en la descripcién de la propagacién libre, es decir, sin la influencia de
otros elementos, lo tiene la ecuacion relativista de onda, que en su versién unidimensional es
(02 — v202|¢(t, x) = 0, donde v es la velocidad de propagacion y ¢(t, ) es un campo escalar.
La perturbacion no cambia de tamafo ni de forma conforme se propaga, y esto implica que tal
propagacion se lleva a cabo sin disipacién de energia [11]].

Por otro lado, la propagacion de una particula micro métrica en un fluido en equilibrio tér-
mico puede entenderse de manera simple a través de la solucién de la ecuacién de difusién
[0y — DO?]¢(t,z) = 0, donde D es el coeficiente de difusin y especifica la cantidad de sustan-
cia que se difunde a través de un drea por unidad de tiempo.

La ecuacion de onda estd dada por una ecuacion diferencial parcial lineal, cuya solucién
en una dimension fue estudiada por d’Alembert. Anélisis posteriores a esta ecuacion incluso

considerando mds dimensiones, asi como aplicados a fendmenos que consideran friccion, disi-

'Variacién de una magnitud fisica respecto a un determinado valor que se considera estacionario o de equilibrio.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

pacion y/o masa, han sido estudiados y su funcién de Greerﬂ es conocida. El tratamiento al caso
especifico que considera disipacién y masa, otorga un comportamiento que depende de la rela-
cion entre los respectivos términos. Este caso engloba no distorsion y no dispersion, dispersion
normal y dispersién anémala [4].

Las propiedades de transporte de los elementos de las ecuaciones antes mencionadas, tienen
un cambio dréstico en sectores determinados para los valores de los pardmetros involucrados.
En el caso unico de disipacién hay un término dedicado (derivada temporal de primer orden),
mientras que en el caso de difusion, se obtiene en la diferencia de 6rdenes de la derivada tem-
poral (segundo y primer orden). En muchas situaciones la propagacion presenta caracteristicas
peculiares que demandan una adecuacion de los marcos tedricos simples [[12]].

El caso de mayor éxito y que cuenta con diversas aproximaciones es el de difusién, donde
desde la perspectiva de la teoria de caminatas aleatorias en tiempo continuo es posible describir
la difusién anémala, caracterizada por un desplazamiento cuadratico medio tipo potencia, y no
lineal como el caso clésico de orden entero [|13]]. Este nuevo comportamiento tipo potencia gene-
raliza el cldsico y da una mayor descripcion en los tipos de difusion. Si la potencia es de orden
menor al lineal se da el caso de subdifusién, mientras que para mayor se tiene superdifusion.
Este comportamiento se engloba ante un cambio en el orden de la derivada temporal, de entero

a fraccionario [14].

1.1. La derivada fraccionaria como descriptor de compleji-

dad

Desde los inicios del calculo por parte de Leibniz, hay evidencia de la interrogante respecto a
la comprension de una derivada de orden no entero [15]. Gracias al desarrollo que proporcionan
las matematicas a la fisica, es de interés hallar una interpretacion fisica de este tipo de opera-
dores. Desde finales del siglo pasado se ha dado un desarrollo y uso de la derivada fraccionaria
en sistemas fisicos, aunque no siempre siendo clara la interpretacion de este operador en los
respectivos sistemas [[164/17].

En el desarrollo y empleo de la derivada fraccionaria ha surgido una implicacion de interés.

2Solucién de un operador diferencial que por condicién inicial toma una delta de Dirac en el origen.
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Ante el cambio de derivadas de orden entero por fraccionario, se han obtenido resultados que
ajustan mejor. Algunos casos son la visco elasticidad [[18]], difusién, crecimiento de bacterias

(Daphnias) en laboratorio y estudio de funciones fractales [19].

Siendo el caso de sistemas dinamicos, el cambio o introduccion de una derivada de orden
fraccionario resulta interesante. En la solucién analitica de estos nuevos sistemas se ha observado
tiene el mismo efecto que una fuerza de amortiguacion lineal que provoca una ley de potencia
asintética, en lugar de una aproximacion exponencial hacia el equilibrio [20]. De manera mas

ambiciosa, West propone a la dindmica fraccionaria como una fuente de complejidad [19].

Si bien en sistemas dindmicos de procesos difusivos con derivadas de orden fraccionario se
tiene un cambio claro, pasando a tener funciones de distribucién de probabilidad en tiempos
de espera, de orden lineal a potencia. Donde el orden lineal viene asegurado por el teorema
del limite central. Se ha buscado generalizar este comportamiento con el llamado teorema del
limite central estocdstico. Este teorema permite interpretar las trayectorias fraccionarias como
promedios sobre infinitas realizaciones estocdsticas. Ante esta interpretacion, los respectivos
autores senalan que, la naturaleza disipativa de las trayectorias fraccionarias debe interpretarse
como una forma de proceso de decorrelacion de fase, mas que como un proceso con friccién
[21]].

Las derivadas de orden fraccionario proporcionan una descripciéon compacta de las correla-
ciones temporales de largo alcance y la memoria en series de tiempo. Es posible explicar las
memorias de largo alcance introduciendo una derivada de orden superior o rezagos de orden su-
perior en un modelo auto regresivo. Sin embargo, esto implica muchos parametros. El enfoque
de la derivada fraccionaria se define unicamente en términos de un tnico pardmetro: el orden
fraccionario de la derivacion. Esto convierte a este enfoque en un candidato interesante para
ajustar series temporales con correlaciones de largo alcance [22]. Las derivadas fraccionarias
también han surgido mds recientemente en fisica como generadoras de evoluciones temporales
de sistemas dindmicos y como herramienta para clasificar las transiciones de fase en termodind-
mica mediante la generalizacion del esquema de clasificacion de Ehrenfest [23]].

En estudios que contrastan los efectos del tipo de kernel en la derivada, se ha visto y dis-

tinguido el efecto en las correlaciones. La convolucién de la primera derivada con una funcién

exponencial genera una memoria especifica en la que los estados pasados influyen exponencial-
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mente en el comportamiento futuro. Esto conlleva una rpida disminucién de la influencia con
el tiempo, lo que se conoce como memoria desvanecida. Por el contrario, la convolucién de una
primera derivada con un kernel de ley de potencia genera correlaciones de largo alcance, donde
el impacto de los eventos pasados se reduce mds lentamente, lo que caracteriza los efectos per-
sistentes que se observan a menudo en muchos sistemas complejos. La convolucion del kernel
de Mittag-Leffler con la primera derivada ofrece un marco versétil que replica una combinacién
de comportamientos tanto exponenciales como de ley de potencia [24]. El caso especifico que
se emplea en nuestro caso son de tipo potencia, teniendo asi correlaciones de largo alcance. Este
tipo de efectos se ha buscado describir en plasmas. Mientras que las derivadas tradicionales se-
leccionan un tnico punto con el que se comparan otros puntos, las derivadas fraccionarias dan la
posibilidad de describir interacciones no locales y comportamientos histéricos que se registran

con frecuencia en sistemas de plasma [235].

1.2. Teorias de campo y la derivada fraccionaria

Entre las teorias mds sobresalientes de la fisica moderna se encuentra la Teoria Cudntica
de Campos (TCC), siendo el modelo esténdalﬂ la culminacién de diversas herramientas (rompi-
miento espontdneo de la simetria, renormalizacién) y teorias (electrodébil, escalar, etc.). Siendo
este modelo de las mejores descripciones de la naturaleza [27]]. La TCC se puede tornar muy
complicada al momento de calcular secciones eficaces, tiene muchos elementos involucrados
acorde a los tipos de interaccion considerados. En aspectos generales y simplistas, describe el
comportamiento de bosones y fermiones, con términos que describen su dindmica, hasta térmi-
nos de acoplamiento e interaccion entre estos elementos. Lo que se describe mediante términos
no lineales y conlleva a calcular mds diagramas de Feynman para poder dar una seccién efecti-
va, de un solo proceso (decaimiento, dispersion) [28]]. El modelo estdndar es una teoria efectiva,
es decir, una aproximacion a bajas energias de una teoria “mayor”’, lo que permite proponer
diversos modelos, entre ellos supersimetria, cuerdas, de gran unificacion, etc. [29]. Cada pro-
puesta estd por encima del nivel energético del modelo estdndar y es lo suficiente alta, tal que al

momento el Gran Colisionador de Hadrones va en su tercer mayor modificacién y, desde 2022

3Teorfa que clasifica todas las particulas fundamentales en funcién de sus propiedades e introduce reglas que
determinan las interacciones que pueden ocurrir entre ellas [26].
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inici6 su tercer corrida para alcanzar tales niveles y otorgar resultados que ayuden a precisar las

mismas teorias [[30]].

Si bien la mayoria de fisicos en area de particulas apuesta por una teoria mayor [31,32], las
bases de la TCC deja elementos con la capacidad para tener fenémenos propios de complejidad.
Dado el comportamiento de las particulas se rige por sus respectivas ecuaciones de movimiento
y términos de interaccion, la no linealidad y la introduccion de la derivada fraccionaria pueden

efectuar dicha emergencia.

Actualmente el cdlculo fraccionario en TCC sugiere una manifestacion de dindmica comple-
ja. Asi apunta Goldfain, como herramienta para estudiar los fenémenos complejos que emerjan
mas alla del modelo estandar [|33,/34]]. Incluso desde sus fundamentos, realizando una cuantiza-
cién estocdstica, permitiendo introducir operadores fraccionarios [35]. Por su parte Herrmann
ha estudiado y hallado viable el uso de derivada fraccionario ante la invariancia de norma, es-
tableciendo la electrodindmica cuéntica fraccionaria como candidata para estudiar particulas y

campos de norma que obedecen una simetria inherente SU (n) [36].

Si bien promete una descripcion interesante, asi como cubrir aspectos basicos y necesarios
(invariancia de norma) en la teoria de campo, en muchos casos no se justifica el uso de la
derivada fraccionaria, simplemente se hace el cambio en busca de obtener algo nuevo o mas
“completo”. Una forma viable de introducir la derivada fraccionaria es mediante los kernel de
memoria. En este tipo de teorias se consideran regimenes de energia elevados, por encima de
los MeV, por lo que las interacciones presentes tienen la posibilidad de ser libres de escala; ser
afectadas por interacciones anteriores, que tengan memoria. Este tipo de procesos son propios
de la ecuacion generalizada de Langevin, donde el término de fricciéon considera efectos de

memoria [37].

Ante los mencionados casos donde ha resultado beneficioso el uso de derivada fraccionaria,
asi como otorgado aspectos propios de complejidad. La investigacion se enfoca en determinar
y caracterizar los posibles efectos emergentes del cambio a derivada fraccionaria en ecuaciones

de onda relativistas.
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1.3. Objetivos de la Investigacion

Dada la motivacion anterior el objetivo general de esta tesis es analizar el comportamiento
y posibles efectos emergentes al pasar a un orden fraccionario en la derivada temporal en ecua-
ciones de onda relativistas. Siendo los casos extremos abarcados en el orden correspondiente,
difusién y propagacion. La obtencion de soluciones analiticas a problemas de funcion de Green,
sirven como identificacion directa de la evolucion del sistema. Asimismo caracterizar el sistema
de estudio con cantidades que otorguen informacion relevante en su comportamiento, asi como
enfatizar su utilidad para comparar con los casos limite correspondientes al orden entero, 1y 2,
de la derivada fraccionaria.

Para este propdsito se contemplan los siguientes objetivos particulares.

1. Comparar la evolucién temporal de los casos fraccionarios con los extremos de orden
entero. Teniendo en cuenta que son conocidos los fenémenos correspondientes de orden

entero. Difusion para orden 1 y propagacion de un pulso constante para orden 2.

2. Establecer en cada caso su relacion de dispersion y contrastar el tipo de dispersion presente

en el caso fraccionario con el de orden entero.

3. Determinar el desplazamiento cuadritico medio para cada sistema. Complementar con la
solucién analitica para comparar los casos fraccionarios, que tanto se asemejan o alejan

de los casos de orden entero.

1.4. Estructura de la presente tesis

Este proyecto parte con un repaso a diversas herramientas matematicas que serdn empleadas
en la resolucidn analitica del problema planteado. Primordialmente las transformadas de Lapla-
ce y Fourier las cuales tendrdn un papel relevante en el andlisis en este trabajo, asi como algunas
funciones especiales de interés, como son: la funcién H de Fox, las funciones Mittag-Leffler y
la funcién G. Estas funciones son comunes en la resolucién de problemas que involucran deri-
vadas de orden fraccionario. Ademads de dar una breve revision a lo que serd parte principal de

la discusion: la derivada fraccionaria, la relacion de dispersion y el desplazamiento cuadratico
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medio. En el tercer capitulo se resuelven los sistemas de estudio con derivadas de orden entero.
Estudiando el comportamiento de sus soluciones, asi como de sus relaciones de dispersion y
desplazamiento cuadratico medio. Para el cuarto capitulo se pasa a orden fraccionario la deri-
vada temporal. Estudiando las propiedades del capitulo anterior, ahora de orden fraccionario. El
quinto capitulo se dedica a las conclusiones del trabajo, aciertos y similitudes con trabajos del

tema, asi como propuestas para trabajo futuro.






Capitulo 2

Marco Teorico

El desarrollo del presente trabajo se basa principalmente en la solucion y anélisis fisico de
ecuaciones diferenciales parciales de orden entero y fraccionario, que describen la propagacion
en el tiempo y en el espacio de campos empleando el método Fourier-Laplace. Al transformar
la ecuaciodn de interés en variables de Fourier y Laplace que reemplazan las variables espacial
y temporal respectivamente, el problema se vuelve meramente algebraico en dicho espacio. Se
busca regresar a las coordenadas originales ahora aplicando las respectivas transformaciones
inversas. Ya sea para obtener su solucién analitica o realizar las operaciones correspondiente

para hallar el desplazamiento cuadratico medio.

La resolucion algebraica aparece mediante funciones especificas que pueden ser ajenas in-
cluso a conocedores del tema, que no hayan manejado orden fraccionario. Entre estas la propia
definicion de derivada fraccionaria, la funcién Mittag-Leffler, la funcién H de Fox, la funcién G
y la funcién de Wright. En este capitulo se da una definicién de cada elemento a emplear, asi

como algunos resultados, mayor detalle se presenta en los respectivos apéndices.

9
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2.1. Transformada Laplace y Fourier

Las transformadas de Laplace y Fourier, junto sus respectivas transformadas inversas se

definen como

F{f(z) / N f(x)e ™ dy (2.1)
F {F(k:)} = f(a) = / " B(k)eritean 2.2)
C{F0) / F(t)etdt 2.3)

. y+iT
c 1{F(s)} — (1) = %T@w - F(s)etds. (2.4)

Por la definicién de estas transformadas en el rango de integracion se aprecia que Fourier
se asocia a parte espacial y Laplace a parte temporal. En cuanto a definicion la transformada de
Laplace también permite la integracion en todo el espacio (transformada bilateral), por el tipo de

proceso fisico a describir, solo se considera tiempo positivo, tomando asi la definicién mostrada.

De las definiciones de las transformadas inversas, para Laplace no queda tan claro se pueda
calcular para toda funcién o por lo menos que resulte sencillo, sin embargo, en su mayoria se
empleardn resultados ya conocidos que se enlistan en el apéndice A. Asi como resultados de
otras funciones a continuacién nombradas y con resultados especificos en sus correspondientes

apéndices.

Como se verd mds adelante en este capitulo, la definicion de la derivada de Caputo esta dada
como una convolucion. Razén por la que se puede pensar se complica emplear la transformada
de Laplace. Sin embargo, por propiedades de la transformada de Laplace, esta resulta en el pro-
ducto de los términos involucrados en la convolucion. En este caso un polinomio y el término
de derivada de orden entero. Por lo que no se necesita algtin resultado nuevo, mds si es indis-
pensable recordar la transformad de Laplace de una derivada, asi como notar la aparicion de las

condiciones iniciales.

n

LM} =s"f(s) =D s FfED(0), (2.5)

k=1
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donde n € Z*. Ademds con la derivada de Caputo se emplean directamente las condiciones

iniciales, aspecto de suma importancia fisicamente.

2.2. Funciones Especiales

La resolucién de sistemas que involucran operadores fraccionarios requieren de funciones
enfocadas en este tipo de estudio. Se presenta brevemente las definiciones de estas funciones
y algin resultado primordial. Un listado dedicado de resultados se dedican en posteriores y

respectivos apéndices.

2.2.1. Funcion de Mittag-Leffler

La funcién de Mittag-Leffler F/(z) se define como una serie de potencias que puede ser

definida hasta con 4 parametros

oo

Evﬁ 2.
ZFCMTL—F/B nl’ 2.6

n=

donde {z,«, 5,v,k} € C, Re[a] > max{0,Re[x] — 1}, Re[k] > 0y () =T'(v+ k)/T'(7y) es
el simbolo de Pochhamer. Es el matematico Gosta Mittag-Leffler quien originalmente en 1903

introduce esta funcién de un indice, en relacion con su método de suma de series divergente [38]].

Z (2.7)
— I‘ ak + 1

esta es la funcién Mittag-Leffler de un pardmetro, en donde z € Ry Re(a) > 0. Se puede
apreciar que si & = 1 se tiene la expansion en serie de la funcidén exponencial y razén por la que
se suele conocer como una generalizacion de la misma.

La funciéon Mittag-Leffler surge de forma natural en la solucién de ecuaciones integrales
de orden fraccionario o ecuaciones diferenciales de orden fraccionario. Especialmente en las
investigaciones de la generalizacion fraccionaria de la ecuacidn cinética, caminatas aleatorias,
los vuelos de Lévy, el transporte superdifusivo y en el estudio de sistemas complejos [39]. Una

forma especial de esta funcidon de un parametro que serd empleada mas adelante y es conocida
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como la funcién a—exponencial se da como

eal(t; \) = Ea(—Mt9), 2.8)

donde o« > 0y A € C, cuya transformada de Laplace esta dada por
Sa—l

L{ea(t; FAN)} = TN

(2.9)

En la Figura[2.1]se puede ver el comportamiento de una funcién Mittag-Leffler de dos para-
metros, que reduce a un parametro al ser el segundo parametro 1. Se aprecia el comportamiento

para E, ;(£2®), donde el caso o = 1 retoma respectivamente exp (+x).

El comportamiento asintético de esta funcion es a destacar. Siendo una funcién cotidiana en
la resolucion de ecuaciones fraccionarias, asi como la dificultad de hallar soluciones analiticas,
se opta por estudiar en base a esta expansion. Para la funcion Mittag-Leffler de dos parametros

se tiene la expansion asintética [40]

o0

P

Una demostracion rigurosa es presentada por Podlubny [15]. En el apéndice B se enlistan
las funciones Mittag-Leffler para mas de un pardmetro, asi como sus respectivas transformadas

de Laplace.

2.2.2. Funcion H de Fox

La resolucién de problemas que involucran operadores fraccionarios tienen resultados pocas
veces conocidos para ajenos a estos temas, muchas veces requiriendo de funciones especiales de-
dicadas al problema especifico. Las funciones de Mittag-Leffler anteriormente mencionadas son
las mas frecuentes y simples. No obstante, para la solucién de la ecuacion de onda fraccionaria es

necesaria la funcion H de Fox, la cual esta definida por una transformada de Mellin-Barnes [41]]

K(s) = /oo k(z)z* 'da. (2.11)
0
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— a=0>5
a=1
a=15

—a=2

xTr &xr

Figura 2.1: Ejemplo de comportamiento para la funcién Mittag-Leffler para argumento con po-
tencias enteras y fraccionarias. El caso o = 1 recupera exponencial positiva y negativa respecti-
vamente.

Con esta se define la funcién H de Fox como

m,n m,n (al’Al)’“' 7(ap’AP) m,n (a’P’AP) 1 s
Hp,q’ (Z) = Hp,q’ z = H 4 z B = %/8(5)2 dS,

(blaBl)f" 7(bq>Bq) (bq’ q
(2.12)
donde .
0(s) = Hj I'(b; — BS)H] IF(l_aj+Aj$>
?:m—i—l ( b + B; 8) ] =n+1 F(aj - Ajs)

0<n<pl<m<gqguab €C A,B;€eR"i=1,.,p,j=1,..q Algunas de las
propiedades de esta funcion que serdn de utilidad se presentan en el apéndice C. La parte gréfica
de esta funcién a lo largo del presente trabajo se dio por medio del programa Mathematica.

Misma donde desde la version 12.3 ha sido implementadeﬂ

2.2.3. Funcion G

La funcién G es definida por Lorenzo y Hartley en un estudio enfocado a funciones en el

estudio del calculo fraccionario [42]]. Esta funcion se define como

(1 —r)(—a)itr+a—v=1
P+ )T =4 —nr)I((r+5)g—v)

Mg

(2.13)

q,w a t =
Jj=0

"Wolfram Research (2021), FoxH, Wolfram Language function, https://reference.wolfram.com/language/ref/FoxH.html
(updated 2021).
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donde los pardmetros deben satisfacer Re(qr — v) > 0, Re(s) > 0y |%| < 1. Su transformada

de Laplace tiene la forma simple

£AGuarla ) = 2.14)

se puede apreciar el

comportamiento de la funcién G para algunos pardmetros dentro del rango del presente estudio.

definida para Re(qr — v) > 0, Re(s) > 0,

Destacar el comportamiento de decaimiento con posibles oscilaciones, asi como la aparente

divergencia; caracteristica de las soluciones de orden entero en este estudio, como se verd mas

adelante.
10 10
—a=1
a=12
05 ]
— a=14
= °r 1=
— — a=16 i
L L oo
o —a=18 - \/
| |
g —a=2 g
Ud 00 (Dd 05 O(71 e a=18 1
a=12 —a=2
10 —a=14
~05 —a=16
0 2 : 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t
8x10°
30f
—a=1
»r —ae=1 —a=138 ex 10t a=12
370 a=12 —a=2 = Ca—14
iy n
i — ==
e —a=14 e | —a=16
| 1sp -~ 17 axw0
2» — a=1.6 3 e a=18
<]
Rt 10 —a=2
2108 -
ol
0

t

Figura 2.2: Comportamiento de la funcién G —1,1/2(a, t] para el pardametro « € [1, 2] y fijando
a = —1 (superior izquierda), a = —5 (superior derecha), a = 1 (inferior izquierda), a = 5
(inferior derecha).

2.2.4. Funciones de Bernstein

Estas funciones ayudan a determinar las regiones donde el comportamiento de nuestras solu-

ciones se mantienen estrictamente positivas permitiendo asegurar o no cuando se puedan seguir
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interpretando como funciones de distribucion de probabilidad. A continuacién se enlistan los

resultados empleados [43],44]].

1. Una funcién f se llama funcién de Bernstein (FB) si f(s) > 0V s > 0, f es de clase
C™ (es decir que es continua asi como todas sus derivadas) y (—1)""'f()(s) > 0 para

cualquier n € N.

2. La funcién de Bernstein admite la representacion Lévy-Khintchine:

o0

fls) =atbst [ (1= ()

—00

cona,b> 0y p medida en (0, 00), satisfaciendo [~ (1 A t)u(dt) < 1, donde A denota el

producto cufia o exterior entre los vectores involucrados.

3. Una funcién f es llamada funcién completa de Bernstein (FCB) si f es una funcién de
Bernstein y su medida de Lévyﬂ tiene una densidad completamente monétona m(t) con

respecto a una medida de Lebes gu tal que su representacion Lévy-Khintchine se vuelve

f(s)=a+bs+ /000(1 — e *)ym(t)dt.

4. f(s) = s es funcién tipo Bernstein <= 0 < A < 1.

f(s)

5. Si f(s) es funcién tipo Bernstein, entonces /() (¢ > 0) y £

son completamente

mondtonas.
6. Sea«, € (0,1) tal que « + § < 1. Entonces f{* - f2’8 € FCBYV f1, fo € FCB.

7. Teorema de Bernstein. Una funcién es completamente mondnota si y solo si es la trans-

formada de Laplace de una medida no negativa.

?Los procesos de Lévy son un tipo de proceso estocdstico con incrementos independientes y estacionarios. La
medida de Lévy describe la frecuencia e intensidad de los "saltos"de dichos procesos.

3La medida de Lebesgue es una forma de asignar "tamafio" (o "volumen") a conjuntos en espacios euclidianos,
como intervalos en la recta real, regiones en el plano, etc.
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2.3. Calculo Fraccionario

Se le conoce como Célculo Fraccionario la teorfa de integrales y derivadas de orden arbi-
trario, que unifican y generalizan la derivacion e integracion de orden entero. Hay registro de
correspondencia entre Leibniz y 1’Hopital, donde 1’Hopital cuestiona a Leibniz acerca de su
nuevo resultado de derivada: ;qué pasa cuando n = 1/2? [45]. Por lo que desde su creacién, ha

sido una pregunta de interés la posibilidad de generalizar a valores no enteros.

La notacién distintiva se da por , Dy f(t), donde el valor de « especifica el orden del opera-
dor, si es positivo se tiene derivada y si es negativo una integral. Los subindices a y ¢ denotan los
dos limites relacionados con la operacion de diferenciacion fraccionaria. Clasicamente se tiene
la definicién de derivada dada por un limite

df f) = fE+h)

(1) == = lim ; . (2.15)

Por induccién se puede obtener para orden n, dado como

n

dar 1
P00 = G = Jim e S0 (7)o - o), 2.16)

r=0

donde (") = nin=1(n=2)..(n=r+1) o¢ e] binomio de Newton. Considerando p un nimero entero

!

arbitrario, si se consideran valores negativos para p se tiene

100 =5 3 ()= m, @.17)
r=0

donde (¥) = w. Si se fija un valor para n, f}(;p ) (t) tiende a cero conforme h — 0.
Para tener un limite distinto de cero, se debe suponer que n — co'y h — 0. Se puede tomar

h = (t — a)/n, donde a es una constante real, con lo que se tiene

- _ 1 !
hli—n>10 f}(L P) (t) =a ‘Dt pf(t) = m/a (t - T)p_lf(T)dT. (218)

Por el teorema de Letnikov, se puede demostrar que la expresion anterior existe el limite y
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se puede evaluar. Considerando el caso p > 0,

n

DV f(t) = lim iZ(—n’”(f)f(t—rh). (2.19)

Se puede demostrar que dicho limite también existe y se puede evaluar [15]. A la ecuacién
(2.19) se le conoce como derivada fraccionaria de Griinwald-Letnikov. Este operador conmuta

con derivadas de orden entero, asi como con derivadas de orden fraccionario del mismo tipo

dn Y4 _ D dn _ pTn
i WDETO) =Dt G7(0)) =0 DE 100, 2.20)
oDF (DL F(t)) =o DY (o DI f(t)) =0 DYTf(2), (2.21)

donde n € Ny p,q € R. En este caso podemos notar que el caso fraccionario generaliza al
entero. Sin embargo se deja la distincién ya que en algunas derivadas fraccionarias, esto no se

cumple.

2.3.1. Derivada Fraccionaria Riemann-Liouville

La derivada fraccionaria de Griinwald-Letnikov estd definida como un limite de diferen-
ciacion de orden fraccionario a partir de la definicion usual de derivada, lo que puede resultar
no muy conveniente como es con el caso de orden entero. Es decir, pocas veces se deriva por

definicion. Es 1til considerar a (2.19) como un caso particular de la expresion integro-diferencial

1 d m+1 t
JDYf(t) = ) (%) /a (t — 7)™ "dr, m<p<m+l. (2.22)

La ecuacién (2.22) es conocida como derivada fraccionaria de Riemann-Liouville. La deri-
vada fraccionaria de Griinwald-Letnikov se recupera de (2.22)) realizando integracién por partes
repetidamente y diferenciando. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville es mas comiin
puesto son menos las condiciones sobre la funcion f(t) que se aplica. Basta que exista la inte-
grabilidad de f(¢) para que exista su derivada fraccionaria de Riemann-Liouville.

Aligual que la derivada de Griinwald-Letnikov, la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

conmuta con derivadas de orden entero. Sin embargo, con derivadas de orden fraccionaria solo
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en el caso que son del mismo orden.

2.3.2. Derivada Fraccionaria de Caputo

Otra aproximacion a la generalizacion de diferenciacion e integracion, es la sugerida por
Caputo y la aproximacion basada en funciones generalizadas (distribuciones). Esta aproxima-
cion permite la formulacién de condiciones iniciales para problemas de valor inicial. La derivada

fraccionaria de Caputo se define como

t mn
SDIf(t) = ﬁ/ (t — T)n_“_lj—tnf(T)dT, n—1<pu<n. (2.23)

La principal razén de usar la derivada de Caputo, es que al trabajar en la variable de Lapla-
ce, se tendrd un producto de los elementos involucrados en la convolucién. Dejando explicita
la transformada de la derivada de orden entero, involucrandose asi las condiciones iniciales, as-
pecto que fisicamente es de suma importancia. De igual forma, posteriormente el limite inferior

serd tomado a — 0, indicando tomar de tiempo cero en adelante.

Otra ventaja de la derivada de Caputo sobre la de Riemann-Liouville es que la derivada de
Caputo de una constante, es cero como resulta cldsicamente, contrario a Riemann-Liouville que
es distinta de cero. Salvo el caso de procesos dindmicos estacionarios, donde se debe tomar

a — —0oo en ambos casoﬂ

2.3.3. Aplicaciones

1. Una de las primeras aplicaciones de las herramientas del célculo fraccionario fue la des-
cripcion de la viscoelasticidad de algunos fluidos. Teniendo en cuenta que los modelos
de tension y esfuerzo de orden entero tienen dos limites claros, sélidos y fluidos. El caso

de los sélidos ideales es descrito por Hooke, mientras que para fluidos se describe por

“De hecho en este caso se tiene la misma expresién. Otorgan la misma descripcion y resultado.
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Newton, dados respectivamente como

o(t) = FEe(t), (2.24)
_de(?)
o(t)=mn PR (2.25)

donde o (t) es la tension, () la deformacién, F la constante elastica o médulo de Young
y 1 el coeficiente de viscoelasticidad. Considerando que los modelos indirectamente ma-
nejan materiales ideales, que hay materiales con caracteristicas mas complicadas, estos
modelos no describen o captan del todo el comportamiento. Viendo que estos modelos
son descritos por una derivada de orden cero para sélidos, y por una derivada de primer
orden para fluidos; G. W. Scott Blair propone de manera intuitiva que un material con

propiedades intermedias, puede ser descrito por una derivada fraccionaria 18]
o(t) = EgDje(t), 0<a<l, (2.26)
donde 'y o son constantes que dependen del material.

2. En su investigacion respecto a la conductancia de algunas membranaf] de células de orga-
nismos bioldgicos, Cole ha propuesto una expresion para la llamada membrana de reac-
tancia, dada como

X(w) = Xow™ ¢, (2.27)

donde X, y a son constantes, mientras que w es la frecuencia. Cole ha listado varios
valores de o medidos experimentalmente: o = 0.45 para higado de cobaya, a = 0.25
para papa, a = (0.5 para huevo de Arbacia, & = 0.37 para musculo de ranay o = 0.88

para sangre [46].

3. El modelado de difusién en un tipo especifico de medio poroso es de gran aplicacién. Para

procesos de transferencia en medios fractales, Le Mehaute sugiri6 la ecuacion de la forma

oDYTLI() = LX (1), (2.28)

SCapacidad de iones cargados para moverse a través de la membrana.
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donde J(t) es el flujo macroscépico a través de la interfaz fractal, X (¢) la fuerza motriz
local, L una constante y d la dimension fractal [47]. Es importante que la ecuacién de
difusion fraccionaria se haya relacionado con un proceso dindmico en medios fractales,
el orden de la ecuacion resultante depende de la dimension fractal del fractal, que sirve

como modelo de material poroso.

Posteriormente hubo dos tipos de generalizacion a la ecuacion de Le Mehaute, fue suge-
rida por Oldham, como un reemplazo a la primera ley de Fick [48]. Lo que permiti6 a

Giona construir una ecuacion [49] que en su forma mds simple se da como

DVt — A (apa(:, 0, “pir, t)) | (2.29)

donde P(r,t) es la densidad de probabilidad promedio de caminatas aleatorias en frac-
tales, A y x son constantes, d es el exponente de difusién anémalo, que depende de la
dimension fractal del medio considerado. El segundo tipo de ecuacion de difusion frac-

cionaria fue sugerido por Metzler [16], siendo de la forma

2topip gy = L0 (a1 0P(1)
oD} P(r,t) = 1, (T 9 , (2.30)

donde d,, y ds dependen de la dimensién fractal del medio. Otro ejemplo de este segundo
tipo de ecuacién fue deducido por Nigmatullin [S0]. En el caso dimensional mds simple
(unidimensional) la ecuacion de difusion de Nigmatullin toma la forma

d*u(x,t)

da?

oD u(z,t) = (2.31)

A (2.31) también se le conoce como la ecuacién de difusién-onda, por los érdenes extre-

mos que describe paraa =1y a = 2.

2.4. Relacion de Dispersion

Los efectos de la dispersion en las propiedades de ondas en un medio, son descritas mediante

la relacion de dispersion. Relaciona la longitud de onda o el nimero de onda con su frecuencia.
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La dispersion puede ser causada por condiciones geométricas en la frontera o por interaccion de
las ondas con el medio transmisor. En presencia de dispersion, las ondas no se propagan con una
forma de onda sin alterar, dando pie a una distincion de frecuencias.

Dada la relacion de dispersion, se puede calcular la dependencia de la frecuencia de la velo-
cidad de fase y de grupo de cada componente sinusoidal de una onda en el medio como funcién
de la frecuencia. La dispersién puede ser causada por la geometria de las condiciones de frontera
o por interaccién de las ondas con el medio transmitido. En presencia de dispersion, una onda no
se propaga sin cambio de forma, dando lugar a distinta velocidad de fase y grupo dependientes
de la frecuencia.

La caracteristica de dispersion es independiente del fenémeno fisico al que la ecuacién se
refiera, puesto se obtienen de las relaciones de dispersion asociadas. Considerando una ecuacion
diferencial parcial lineal unidimensional Dy = 0, D = D(9;, 0,,) donde D es un polinomio con
coeficientes constantes reales y ¢ = ¢(x,t) una funcién real genérica, se dice que es dispersiva

si

1. Admite soluciones de la forma de onda plana ¢(z,t) = Ae'**=“*) con k es el niimero
de onda, w la frecuencia angular. Son raices de la ecuacién implicita D(—iw,ix) = 0

definiendo asi localmente la relacion de dispersion w = w(k)
2. Larelacién de dispersion es de valor real w(k) € Ry w”(k) # 0.

Es de suma importancia en este tipo de andlisis la velocidad de fase (v,) y la velocidad de grupo

(vg). Se definen como

1
vp(k) = Ew(ﬁ) (2.32)
vy(k) = Oww(k). (2.33)

Se debe centrar la atencion en la forma asintética de la solucidn para x y ¢ grandes, tales que
x/t sea O(1), lo que significa nos movemos con velocidad ¢ = x/t, y estamos en la vecindad
del “frente”.

En presencia de disipaciéon w y x no pueden ambos ser reales, se necesita distinguir cual se

elige como variable real independiente y cual variable compleja dependiente. Ya sea que se tenga
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el espectro en términos de w(k) o k(w), la parte real describe la propagacién del proceso, mien-
tras que la parte imaginaria describe el amortiguamiento del proceso [S1]. La representacion de

Fourier es en su mayoria usada para representar la naturaleza del movimiento ondular.

Re { W@l = o =0T cos (Wit — x/V ()]}, (2.34)
donde
w C
Viw) = ) = ) >0 (2.35)
Sw) = —kri(w) = —“’”ic(“) > 0. (2.36)

Los subindices 7, ¢ denotan parte real e imaginaria respectivamente. De hecho la solucién
(2.34) representa una onda monocromatica (de frecuencia w), que se propaga con una velocidad
de fase V(w) y una amplitud decayendo exponencialmente por un coeficiente de atenuacién
d(w). Las definiciones anteriores extienden las definiciones de velocidad de fase, de igual forma

para la velocidad de grupo U(w) se tiene una extensién dada por

)] c V()
Uw) = |2k, _ _ | .

ol

dw w

Ademéds se han escrito en términos del llamado indice de refraccion complejo del medio
viscoeldstico con respecto a ondas mecdnicas, n(w), en analogia con el caso ptico.

En presencia de disipacion el concepto de velocidad de fase mantiene su significado cinético
de rapidez de fase, mientras que la anterior definicidn de velocidad de grupo se espera pierda su

significado de rapidez de paquete de onda [4]].

2.5. Desplazamiento Cuadratico Medio

Las variables aleatorias X () y su respectiva funcién de distribucién de probabilidad (FDP)
P(z,t) otorgan la informacién sobre el proceso aleatorio y puede traducir la informacién de

la FDP a cantidades o momentos regulares y promedio. El momento de orden n de la variable
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aleatoria X (¢) se define como

(X(t)") :/Qa:”P(x,t)dx. (2.38)

El primer momento (X (¢)) es llamado promedio o valor esperado. El segundo momento

(X2(t)) en combinacion con el primero define la varianza o dispersion,
0? = ((X(t) — (X(1)))*) = (X*(1)) — (X(1))", (2.39)

también llamado desplazamiento cuadratico medio (DCM). Introduciendo la transformada de
Fourier en la FDP, que es el valor esperado de la exponencial, el enésimo momento se puede
obtener de una funcién generadora, también conocida como funcidn caracteristica de la variable
X(#)
(kX0 / e Pz, t)dx = Pk, 1), (2.40)
Q

Diferenciando n veces respecto a k y evaluando en k£ = 0,

dTL
%P(katﬂk:m

se recupera la ecuacién (2.38)) [40]]. Este resultado serd el punto de partida para nuestro célculo.
Primero porque no para todas las ecuaciones tenemos solucidn analitica, por lo tanto calcular el
segundo momento por definicién no es viable. Segundo, nétese que no afecta tener la funcién
en la variable de Laplace al momento de realizar la derivada respecto a k. Esto debido a que en
nuestro caso, mediante la transformada de Laplace se introducen las condiciones iniciales. Esta
explicacion es un tanto didéctica, en el apéndice de deduccion de resultados viene un desarrollo

que verifica lo aqui explicado. Ademas, el resultado es comtiinmente empleado y conocido [52]

(@) = L7 {=07(s, k)|e=0} - (2.41)

Se presenta por ejemplo en un andlisis similar dedicado dnicamente a la ecuacién de onda
fraccionaria con distintos tipos de kernel de memoria [53]]. Este tipo de célculo es usual en temas

de difusién, por lo que hay dos resultados que servirdn de comparacion. El caso de difusion



24 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

cléasico teniendo un comportamiento lineal, y para la ecuacién de onda siendo de segundo orden

(movimiento balistico).

2.6. Dinamica fraccionaria

Mis alld de lo intuitivo por una generalizacion al tener derivadas de orden fraccionario, el
aspecto de razén de cambio no suele ser sencillo de comprender. Asi como no podemos entender
facilmente que es una derivada medio orden, tampoco es sencillo comprender los resultados de
manera fisica que arroja este operador. Los casos de viscoelasticidad y difusién anémala, son
unos de los pocos donde la introduccién y descripcion de los operadores fraccionarios involu-
crados, tienen un entendimiento fisico.

En el estudio de difusion, una forma de describir el proceso se puede dar con caminata alea-
toria. La funcién de Green de este caso estd dado por una gaussiana, asi como la universalidad de
dicha solucién, asegurado por el teorema del limite central. El siguiente paso se da al considerar
que el caminante tenga tiempos de espera entre cada “paso”, conocido con el formalismo de
Caminata Aleatoria de Tiempo Continuo (CATC). Si ademas se agregan propiedades de vuelo
de Lévy (longitud de paso variable), se dice estar desacoplado. En general este caso describe
transporte anomalo [[14].

Un caso particular de éstas CATC son considerar ecuaciones dindmicas con memorias es-
pacial y temporal desacopladas; al igual que invariancia de escala espacial o temporal. De esta
forma, ecuaciones difusivas fraccionarias surgen de manera natural. Las ecuaciones difusivas
fraccionarias no deben verse como dindmica exética y patoldgica, sino como una descripcion
limitativa general de todos los procesos difusivos invariantes de escala [54]].

Si bien estos modelos de CATC o similares otorgan incluso resultados que involucran orden
fraccionario [14]], nos interesa abordar a ecuaciones de onda relativistas, donde solo la ecua-
cion de onda se ha abordado y entendido como proceso difusivo de orden fraccionario. Para
otras ecuaciones de onda, Plyukhin propone un proceso estocastico donde particulas tienen una
densidad de probabilidad de cambiar su direccién de movimiento. El caso unidimensional de
este modelo permite obtener una ecuacion en la forma de Dirac. Sin embargo este proceso

(que el mismo autor generaliza para cualquier dimension) permite pensar en aspectos del com-
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portamiento cudntico en términos de modelos estocdsticos cldsicos con una taza de transicion

imaginaria no fisica [55].

El modelo estocdstico propuesto por Plyukhin parte de una version continua de una caminata

aleatoria persistente.

Ot = —cOpot —w(pT — @) (2.42)
Do~ = cOpd +w(pT — @), (2.43)

donde ¢* son densidades de probabilidad para una particula, para moverse a la derecha (+)
o izquierda (-), w la taza de transicion entre dos estados de velocidad. Este sistema se puede
reescribir de forma matricial con ayuda del vector ® = (¢*, ¢~)?. Ademds, si se usa la trans-
formacion & = Wexp(—wt), resulta equivalente a la ecuacion de Dirac unidimensional en la
representacion de Weyl.

ihoyU = —ichos0, U + mc?o, 0. (2.44)

Sien el sistema (2.42] [2.43)) se impone una transicion entre dos estados de velocidad descritas

por un campo “arbitrario” £(z, t), del sistema obtenido se reescribe

¢ = —cOyp (2.45)
Op = 0,0+ 2, (2.46)

donde ¢ = ¢ +¢~ y ¢ = ¢"—¢ . Finalmente se toma derivada de orden temporal y se imponen
las condiciones sobre el campo arbitrario como 0, = a¢ 'y (1/¢)0,§ = —a¢. Considerando a la
constante a = m?c®/(2h?), de (2.45] [2.46) se puede obtener la ecuacién de Klein-Gordon para

cada expresion o incluso en un solo vector.

m2ct

0d = 00 — —

o. (2.47)

Las condiciones impuestas sobre ¢ dificulta interpretar al sistema como un modelo de una
particula. La funcién ¢ no puede ser interpretada como una densidad de probabilidad para un

proceso estocastico de una sola particula, dado que en general la solucién a Klein-Gordon no
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es positiva definida. El hecho de que ¢ satisfaga (que es de la forma de una ecuacién de
continuidad) sugiere que la interpretacién de las funciones ¢* pueda ser como perturbaciones
de densidades de carga en un sistema de muchos cuerpos [55].

En su extension para mds dimensiones, permite establecer una interpretacion de las funciones
en principio (caso difusién y ecuacién de onda) como funciones de distribucién de probabilidad.
Ahora como un ensamble de particulas, moviéndose libremente con velocidad constante en di-
reccién positiva o negativa. En la misma generalizacion, las ecuaciones resultantes satisfacen
ecuaciones de tipo conservacion de corriente, asi como ahora poder interpretar el principio de

Huygens en las particulas involucradas [56].

2.7. Teorias de campo

Una introduccién de teoria cudntica de campos, suele decirse ser la unién de mecédnica cuédn-
tica y relatividad especial. Con el desarrollo de esta teoria, principalmente por parte de Wigner,
se entendio a las particulas con un formalismo sélido, siendo representaciones del grupo no ho-
mogéneo de Lorentz [57]. Dentro de las transformaciones permitidas, asi como las que respetan
los postulados y relacion de energia relativistas, surge de manera natural el concepto de espin.
Siendo un nimero que codifica el nimero de estados internos de una particula y, la manera en
que estos estados se mezclan entre si bajo transformaciones de Lorentz [58]].

La ecuacion relativista de onda, la ecuacion relativista de Klein-Gordon y la ecuacion relati-
vista de Dirac son primordiales en el estudio de propagacion de ondas, asi como descriptivas de
particulas elementales. A simple vista lo que diferencia a estas ecuaciones entre si es un término
de masa o el orden de la derivada seguin el caso. La ecuacion de onda se entiende carece del
término de masa justo porque las ondas son una perturbacién del medio y en cuestiones relati-
vistas, los fotones (particulas asociadas a la luz) no tienen masa. Cada una de estas ecuaciones
se diferencia por el tipo de particula que describe, diferencidndose principalmente por el espin
asociado.

Las ecuaciones a continuacién mencionadas y que serdn objeto de estudio tanto en orden
de derivada entero como fraccionario, son claramente ecuaciones lineales. Los operadores y

términos involucrados son lineales. Cabe hacer esta observacion dado que en complejidad la no
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linealidad es una caracteristica, sobre todo en fendmenos emergentes. Por lo que con el pasar a
orden fraccionario, se busca englobar y estudiar el efecto que genera y establecerlo como propio
de un sistema complejo. Més especificamente como fendmenos complejos de memoria y largo

alcance.

2.7.1. Ecuacion Relativista de Onda

La posibilidad de que particulas materiales como los electrones pudieran ser descritos en
términos de ondas, fue sugerido por de Broglie [57]. Una idea que tomaria relevancia en el
desarrollo de la mecénica cudntica. Con esta idea se asocia una longitud de onda al momento
de la particula, lo que permite esta descripcion de dualidad onda-particula [59]. Empleando las
ecuaciones de Maxwell se puede obtener que campo eléctrico y magnético satisfacen la ecuacion
de onda. Esto sin importar se consideran las ecuaciones de Maxwell en el vacio como en un

medio, ambos satisfacen.

Para el caso del vacio la velocidad de propagacioén es ¢, la velocidad de la luz en el vacio.
Mientras que el caso en un medio, esta se ve afectada por el indice de refraccion, usualmente
denotado por n. Si bien no hay propiamente una particula asociada en términos de espin, se tiene
que los campos involucrados oscilan de manera ortogonal entre si. Ademds que su direccién de

propagacioén, dada por el vector de Poynting es ortogonal a ambos [[60].

El comportamiento que resulta puede ser descrito por la ecuacién de onda, englobando una
gran cantidad de fendmenos descritos por la misma ecuacion. Diferenciados cada caso particular
Unicamente por una caracteristica primordiales de las onda, la frecuencia v o la longitud de
onda \. Englobdndose en el conocido espectro electromagnético, que abarca del infrarrojo al

ultravioleta, ante la variacion de las cantidades mencionadas.

V2E = poeo0?E, V2B = poe0; B, (2.48)

la ecuacién de onda que satisfacen los campos eléctricos £ y magnéticos B, donde i es la

permeabilidad del vacio y €, la permitividad del vacio.
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2.7.2. Ecuacion Escalar Relativista de Klein-Gordon

Originalmente derivada por Schrodinger, aunque descartada por el hecho de dar una estruc-
tura fina incorrecta para el hidrégeno. Para el momento que decidi6 publicarla, ya habia sido
redescubierta de manera independiente por Oskar Klein y Walter Gordon. Razén por la que se
le conoce como ecuacién de Klein-Gordon [57]]

m2ct

0F — *0? + s

o(t,x) =0, (2.49)
donde c la velocidad de la luz en el vacio, m la masa de la particula asociada y A la constante de
Planck reducida.

Esta ecuacion se asocia a la descripcion de particulas con espin 0, tales como piones o
kaones. Sin embargo, para un momento p dado, existen dos posibles soluciones; uno con energia
positiva y otro con energia negativa. En consecuencia se presenta una densidad de carga con las
mismas consecuencias, lo que sigue a la interpretacion de que una corresponde a un particula

con carga +e y otra con carga —e [61]].

2.7.3. Ecuacion Relativista de Dirac

Ante el inconveniente de densidades con energia positiva y negativa en la ecuacion de Klein-

Gordon, Dirac propone hallar una ecuacion lineal, en lugar de segundo orden

mc?

donde v* son las matrices de Dirac, 9, = (0; — cV) y ¥(t, ) es ahora un espinor.

La ecuacion propuesta debe satisfacer la relacion de energia relativista, evitando obtener
como en el caso de la ecuacién de Klein-Gordon, densidades de energia de ambos signos. Infor-
malmente esta bisqueda se dice como calcular la raiz cuadrada del operador d’ Alambertiano.
Formalmente se dice que estableci6 una ecuacion de onda covariante en la forma de la ecuacién
de Schrodinger con densidad de probabilidad definida positiva [61].

Describe el comportamiento de particulas relativistas masivas con espin 1/2, tales como

electrones y quarks. A pesar de que Dirac pudo obtener una ecuacién de primer orden, buscando
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densidades de energia no negativas, este problema persisti6. La soluciéon al momento de Dirac
fue asociarlo a un mar de particulas con energia negativa (mar de Dirac), mismas que al momento
de recibir energia suficiente pueden abandonar este mar y dejan un hueco libre; asociado a
la energia negativa que acepta por solucién su ecuacion. Esta fue la primera nocién de anti
particula, que posteriormente se entenderia el hecho de poder tener carga eléctrica de signo

opuesto [57].



Capitulo 3

Ecuaciones de Tipo Onda con Derivada

Temporal de Orden Entero

Los sistemas o ecuaciones con orden de derivada entero, en este caso ecuaciones de onda,
han sido ampliamente estudiadas, siendo conocidas sus soluciones y su comportamiento. Este
capitulo se presenta, en general, como punto de comparacién para el caso fraccionario. Tener
nocién de lo que sucede en el caso de orden entero para contrastar con en el caso fraccionario.
Ademads de tener viable casos limite de masa cero para recuperar resultados de la ecuacién
relativista de onda a partir de la ecuacion relativista de Klein-Gordon. Asi como la comparativa
de las ecuaciones explicitas en la ecuacidn relativista de Dirac, que deben satisfacer la ecuacion

relativista de Klein-Gordon [|61]].

Se calcula la solucion analitica a la ecuacion relativista de onda, la ecuacién escalar rela-
tivista de Klein-Gordon (en adelante presentada tnicamente como Klein-Gordon), la ecuacion
relativista de Dirac y la ecuacion escalar relativista de Klein-Gordon con disipacidon (en adelante
llamada tnicamente Klein-Gordon con disipacién). Se obtienen soluciones hasta donde es po-
sible con condiciones iniciales generales, dando énfasis en las funciones de Green (condicion
inicial especifica, a tiempo cero una delta de Dirac). Posteriormente se calculan sus desplaza-
mientos cuadriticos medios y sus relaciones de dispersion. Estas dltimas cantidades sirven de
mejor comparativa dada la dificultad de obtener soluciones analiticas en el caso fraccionario,

como se verd en el siguiente capitulo.

30
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3.1. Ecuacion Relativista de Onda

La ecuacion relativista de onda unidimensional estd dada por
02p(t, ) = O2P(t, 7). (3.1)

Las condiciones iniciales generales estdn dadas como ¢(0,2) = f(x)y 0,¢(0,2) = g(z).
Con esta misma notacién, Barrow presenta solucidn general para la ecuacion de onda unidimen-

sional [62]], dada como

| —

1 x+ct , ,
6(t,) = = [l + ct) + fla — ct)] + %/Ht o(2')da. (32)

El caso particular de interés resulta en imponer las condiciones iniciales ¢(0,x) = d(z) y
0;#(0,z) = 0. A la solucién de imponer estas condiciones iniciales, se le llama la funcién de

Green. Con esta imposicién (3.2)) se reduce a la conocida solucién de d’ Alembert [62]
1
o(t,x) = 5 [6(x —ct) + 6(x + ct)], (3.3)

que describe dos pulsos bien ubicados propagdndose en direcciones opuestas de manera simétri-
ca, como se aprecia en la Figura[3.1] Vale la pena resaltar de la solucién general (3.2)), que para
dar un valor a la condicién inicial aqui nombrada como ¢(z), en casos donde esta funcién sea
impar la integral a evaluar se anula, por lo que la descripciéon mds general de (3.1]) respeta una

simetria.

3.2. Ecuacion Escalar Relativista de Klein-Gordon

Pasando al caso de la ecuacidn escalar relativista de Klein-Gordon, se procede de manera

andloga. La ecuacion de Klein-Gordon unidimensional se presenta como [28]]

2 4

O2o(t,x) = COP(t, x) —
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Figura 3.1: Solucién de d’ Alembert para diferentes tiempos y considerando unidades natu-
rales para ¢ = h = 1. Cabe mencionar que el comportamiento mostrado es una ejemplificacion,
ya que la delta de Dirac es una funcion de distribucidn, por lo que solo tiene sentido al ser eva-
luada. Es meramente con el propdsito de ilustrar como se da la propagacion en este caso.

La solucién a (3.4) con las condiciones iniciales generales indicadas anteriormente se obtiene

en términos de convolucién, dada como

o0 m2c2
o(t,x) = / F 1 cos | cty] k2 + 2 f(x —a)da'+
00 22
+ t/ F1 4 sine | cty[k? + mh2c g(z — a")da'.

La ligera diferencia dada por el término de masa, afecta en poder proseguir en obtener una

(3.5)

solucién general. Incluso al imponer las condiciones iniciales para calcular la funcién de Green,
no resulta tan sencillo ni similar al caso de la ecuacidon de onda. No obstante, es buen indicio el
considerar el caso limite de masa cero se recupera la solucién general de la ecuacién de onda

unidimensional (3.2).

Ante la dificultad de poder continuar con condiciones iniciales generales, deja clara la di-
ficultad de tratar esta ecuacion. Por lo que en caso de considerar ahora términos no lineales,
estarfamos tratando con algo ain mdas complicado. En este caso ya no se tnicamente con el
método de Fourier-Laplace, hoy dia hay trabajos enfocados en su solucién. Sin embargo cabe

mencionar el trabajo de Bengochea, en presentar una solucién para Klein-Gordon no lineal, sin
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la necesidad de involucrar transformadas integrales o procesos de integracion [63]].

Imponiendo las condiciones iniciales para la funcién de Green en (3.3)), no se puede proceder
como en la ecuacién de onda. Escribir el coseno en forma exponencial y obtener las deltas de
Dirac, es justo el término de masa el que impide dicha evaluacion. Para obtener la funcién
de Green de la ecuacion escalar relativista de Klein-Gordon (3.4)) se parte de su expresién en

espacio de Laplace-Fourier, imponiendo claro la condicién inicial correspondiente f(k) = 1y

g(k) =0
g( k) = ° f(k) .
S, 2.2 2.2
52 C2(k2 mhzc ) 52 CQ(kQ mhzc )

g(k). (3.6)

Para proceder se aplica primero la transformada inversa de Fourier, dejando asi para la res-
tante de Laplace, usando transformada inversa proporcionada por Mainardi y se puede hallar en
la tabla de transformadas del apéndice A (A.I) del presente trabajo. Por lo que la funcién de

Green para la ecuacién escalar relativista de Klein-Gordon unidimensional [3]] (3.4) estd dada

1 || d mc? |z |2 ||
o) 2 (o (]}

donde 0(z) es la delta de Dirac, J, es una funcion de Bessel de primer tipo y O(t) es la funcién

por

Heaviside o escaldn.

20

)

— tj=20 — t|=20

t|=40

dra(t,z,m=1)
Pra(t,x,m =

{|= 60 [ t|= 60

» — t|=80 ] —tles0

— /=100 “or — t|=100
0 50 5 0

-100 50

X xr

Figura 3.2: Comportamiento de solucion a Klein-Gordon de orden entero (3.7)), considerando
unidades naturales para ¢ = h = 1, m = 1 (izquierda) y m = 5 (derecha).

En la Figura[3.2]se aprecia el comportamiento de la funcién de Green de la ecuacién escalar
relativista de Klein-Gordon de orden entero. Podemos ver que se mantiene un comportamiento

de propagacion (diverge en el tiempo correspondiente), sin embargo, se presentan también valo-
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res negativos y ligeras oscilaciones desde el origen hasta el punto de la divergencia. Ademads, la

amplitud del valor negativo en el punto de divergencia, es proporcional a la masa.

3.3. Ecuacion Relativista de Dirac

Por tercer caso de ecuacion de interés se procede con la ecuacion relativista de Dirac unidi-

mensional [28]]
2

(7“8“ - @> Y(t @) =0, (3.8)
1h

donde ahora ¢ (¢, z) es un espinorﬂ Al ser unidimensional (espacialmente), tiene dos componen-

tes 7 = (11, 1,). Ademas el término * son conocidas como matrices de Dirac, con z = 0, 1,

asociado al indice temporal y espacial respectivamente (no confundir posteriormente con el or-

den de derivada fraccionaria). En el caso de Dirac, las derivadas son de primer orden, por lo que

solo aparece la primer condicién inicial general (¢(0, x) = f(z). En el caso unidimensional ~*

son matrices de 2 X 2, representadas como

Expandiendo las matrices de Dirac en (3.8)), se obtienen dos ecuaciones diferenciales lineales
acopladas. En este caso hay dos posibles soluciones, distinguidas inicamente por un signo y
las condiciones ubicacién de las condiciones iniciales. Al igual que el caso de Klein-Gordon,
se dificulta llevar a una solucién explicita con condiciones iniciales generales. En este caso al

aplicar las transformadas de Fourier y Laplace se tiene por solucion en esas variables

5 Tk fia(k) — ™€ fu (k)

fl’g(/{?) +1 (39)

1Z1,2(57 k) =

2.4 2.4
32 + C2k2 + mﬁQC 82 + CQkQ + mﬁ;

Cabe destacar que el primer término corresponde al caso de Klein-Gordon en las mismas

variables. Considerando el caso de condicién inicial para obtener la funcién de Green, se tienen

'Elementos de un campo vectorial complejo, con diferencia de transformar negativamente ante rotacién “com-
pleta” de 360°. Empleados para describir el momento angular intrinseco (espin) de las particulas.
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por soluciones

donde I; es una funcién de Bessel modificada de primer tipo. Se destaca que la primer solu-
cion pierde el comportamiento caracteristico de pulso, si bien se expresan directamente en la
solucion, al expandir y evaluar, se pierde para 1 (¢, z). Ademds, ambas soluciones tienen igual
término imaginario. El comportamiento de las soluciones a la ecuacién de Dirac de orden entero

se puede apreciar en la Figura[3.3]

En la Figura [3.3] podemos notar una gran diferencia en el comportamiento de las soluciones
de la ecuacién de Dirac. La primer solucidon son oscilaciones acotadas y solo en el intervalo
correspondiente al tiempo de evaluacion. Ademds, se nota mayor frecuencia y amplitud en re-
lacién al valor de la masa. Para la segunda solucién vemos se mantiene el comportamiento de
pulso propagandose, sin embargo, unas cuencas se tienen en la parte negativa. Mismas que van
aumentando su amplitud conforme avanza el tiempo y conforme el valor de la masa asignado.

Razoén por la que para la segunda solucién no se evaluaron tiempos grande ni masa mayor a 1.

Con esto se concluye la seccién dedicada a la ecuacion de Dirac. El desarrollo del estudio
se enfoca en la ecuacion de Klein-Gordon dada la cercania con la ecuacion de onda. Se quiere
dar un acercamiento a la ecuacién de Dirac al estar en el mismo dmbito de ecuacién de onda

relativista.



36CAPITULO 3. ECUACIONES DE TIPO ONDA CON DERIVADA TEMPORAL DE ORDEN ENTERO

020
—_ —_
— 0
Il l—t=2 | —i—90
Eﬁ — t=40 E — =40
] 8
+ —t=060 4 — t =60
S— 7 S—
e e
2 — =80 Q — t =280
= ] =
— t =100 — t =100
-0 0 0 50 0 D 0 0 50 100
xT T
150
— 10 100
- =
= 5 I —t=20 I = ] —t=2
Il
E — 1 =40 g —t=4
- g0
B —t=60 —t=6
> s ] - ]
a — =280 Q —t=8
5 =
= 1 i=100 -100 T =10
T & 0 50 00 BT 5 0 5 10
Xz T

Figura 3.3: Comportamiento de la parte real de las soluciones a la ecuacién de Dirac y
(3.11), considerando unidades naturales para ¢ = h = 1. Parte superior para ¢; con m = 1
(izquierda) y m = 5 (derecha). Parte inferior 1) con m = 0.1 (izquierda) y m = 1 (derecha).

3.4. Ecuacion Escalar Relativista de Klein-Gordon con Disi-

pacion

Por dltimo, se procede con la ecuacion escalar relativista de Klein-Gordon con disipacion [4].
Asi nombrada porque agrega un término de derivada temporal de primer orden, como es en el
caso de la ecuacion del telegrafista (de hecho similar, salvo en este caso se considera masa). Esta

ecuacion estd dada por

2.4

02p(t, ) + 200,0(t, ) + me

h2

ot x) = CO76(t, x). (3.12)

Como se mencioné en el caso m = 0 se reduce a la ecuacién del telegrafista, mientras que
con o = 0 a la ecuacion escalar relativista de Klein-Gordon (3.4). Todos los casos referentes a

esta ecuacién son presentados por Mainardi [4].Considerando condiciones iniciales generales se
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tiene solucion general la convolucién

p(t,z) =e /OO cos (Wt) flz —7)dr+

o (3.13)
- e_o‘t/ sinc (\/X2 + 027'2) laf(x —7)+ gz — 7)]dr,
donde y? = m;204 —a?. Notamos que se reduce a las soluciones generales de los casos anteriores.

Enfocdndonos en el caso de funcién de Green se tiene por solucion

S (e A 7 W e [o_ |2
2
+2ady (X 2 — (E> > S} <t — m) ,
C C

donde para el segundo término se debe cumplir x? > 0. En caso contrario la funcién de Bessel

+

(3.14)

pasa a ser una funcién de Bessel modificada (/j), con mismo argumento.

El comportamiento de la solucién a Klein-Gordon con disipacién (3.14) se presenta en la Fi-
gura[3.4] Se aprecia que en efecto, al dominar un término u otro (v 0 x) se presenta un compor-
tamiento distinto. Cuando o domina (lado izquierdo) se mantiene un comportamiento acotado,
pequeios pulsos angostos que se propagan y van marcando oscilaciones en su propagacion. Por
su parte si x domina, el comportamiento de pulso se retoma, con ligeras oscilaciones alrededor
del eje horizontal del origen, como se veia en Klein-Gordon. No es obvio en la solucidn general
tomar el caso limite m = 0 por como se expresa en términos de x. El caso a@ = 0 resulta en
la ya presentada ecuacién de Klein-Gordon (3.7)). Se presenta a continuacién solucién analitica

cuando m = 0, que es el caso de la ecuacion del telegrafista y estd dada por

1] . || d| _. ||
¢(t,$):2—C[€ t5(t—?>+% € t[o (a tz—?

. 2
oae ¥ (Ly/e— EE) o (v2 2
2 c? c

donde [, es una funcién de Bessel modificada de primer tipo. El comportamiento de esta solu-

+

(3.15)

cion se presenta en la Figura Se puede observar que para coeficientes de difusiéon pequefios,
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Figura 3.4: Comportamiento a la solucién de Klein-Gordon con disipacién (3.14), considerando
unidades naturales parac = h = 1, con o« = 5y x = 1 (superior 1zqulerda), a=1lyx=>5
(superior derecha). « = 10 y x = 1 (inferior izquierda), « = 1 y x = 10 (inferior derecha).

el comportamiento se divide en dos partes. Del origen hasta el tiempo de evaluacién correspon-
diente se presenta una curva correspondiente a una gaussiana, cortada justo en la posicion igual
al tiempo de evaluacién, donde se presenta el comportamiento de pulso. Conforme el coeficien-
te de disipacion aumenta, el comportamiento presente es el de difusion. Otro caso de interés es

cuando x? = 0, es decir, o = ¢

o(t,x) = 210 [5 <t — %‘) e~ + ae‘“t} O <t — |%|) ) (3.16)

En este caso queda explicito si & = 0, y por lo tanto la masa también es cero, se recupera

la solucién de d’ Alembert (3.3)). Con esto se concluye la obtencién analitica de las soluciones a

ecuaciones de onda relativistas de orden entero.
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Figura 3.5: Comportamiento de la solucién de la ecuacién del telegrafista (3.15) a diferentes
tiempos, considerando unidades naturales parac = h = 1y a = 0.5 (superior izquierda), o = 1
(superior derecha), o = 5 (inferior izquierda) y o = 25 (inferior derecha).

3.5. Relaciones de Dispersion

Como se ha mencionado en el marco tedrico, calcular la relaciéon de dispersion es comin
en dreas que estudian ondas. La forma de evaluar es la usual, es decir, se evalia suponiendo la
ecuacion satisface solucion de onda plana, para ver el comportamiento y caracteristicas de estas
relaciones. En este caso de orden entero, solo se puede variar la masa y el término de disipacion,
para ver los comportamientos presentes. Posteriormente en el caso fraccionario, serdn la masa y

el orden de la derivada fraccionaria.

Los resultados presentados a continuacion se pueden hallar en cualquier libro de Optica,
incluyendo relacién de dispersion y sus velocidades de fase y de grupo [64]]. Para la ecuacion de
onda al buscar soluciones que satisfagan comportamiento de onda plana se tiene la relacion de

dispersion dada como

w(k) = ck. (3.17)
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Sus velocidades, de fase y grupo dadas como

(k) = ¢ (3.18)
ve(k) = c (3.19)

De igual forma con la ecuacion de Klein-Gordon, donde se obtiene su relacion de dispersion

2.4 2.2
w(k) =1/ ArR2+ mh; =cry\[ 1+ ;72:2 : (3.20)

En la Figura [3.6) se aprecia el comportamiento para la relaciéon de dispersién de Klein-

Gordon, donde se incluye el caso de la ecuacion de onda (m = 0). Con lo que podemos calcular

Figura 3.6: Comportamiento de relacion de Dispersion de Klein-Gordon de orden entero (3.20)
para distintos valores de la masa. Considerando unidades naturales para ¢ = h = 1.

su velocidad de fase y de grupo

m2c?

(k) = ¢ 722 (3.21)
2

vg(k) = — (3.22)

/ m2ct '
0252 + 2

El comportamiento de esta velocidades se muestra en la Figura [3.7] En este caso se recupera

el caso de la ecuacion de onda al imponer masa cero en la relacion y velocidades obtenidas en
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Figura 3.7: Comportamiento de la velocidad de fase (3.21) y grupo (3.22) de la relacién de Dis-
persion de Klein-Gordon de orden entero, para distintos valores de m y considerando unidades
naturales parac = h = 1.

Klein-Gordon. Para el caso de Klein-Gordon disipativo se tiene su relacion de dispersion dada

por

w(k) = m\/l + W. (3.23)

Cc?K?

Con esta relacion se pueden obtener su velocidad de fase y grupo respectivamente

(k) = \/ 2+ —m2c4/522 — o (3.24)
2
) - (3.25)

N VK2 m2cA /R — a2

El comportamiento de la relacion de dispersion de Klein-Gordon con disipacion se muestra
en la Figura[3.8] en esta primer parte se muestra con pardmetros dentro del rango que permiten
tener parte imaginaria. Por su parte, en la Figura[3.9] se muestra con pardmetros que Gnicamente
permiten tener parte real. En este caso se aprecia que cuando o > m se tiene claramente efecto
de disipacion, esto se puede ver del hecho que tenga parte imaginaria distinta de cero. De manera

mads concreta, Giusti 3] especifica los siguientes intervalos

0<a<m Dispersiéon Normal
0<m<a«a Dispersion Andémala

O<a=m No Dispersion/Sin Distorsion
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Figura 3.8: Comportamiento de relacion de dispersion para Klein-Gordon con disipacion (3.23)),
considerando unidades naturales para ¢ = h = 1. En linea continua se representa parte real,
mientras que linea punteada para parte imaginaria. Se fija la masa y varia el término de disipacién
(). m = 1 (superior), m = 5 (inferior).

Por ultimo en el caso de la ecuacion de Dirac, al tener dos ecuaciones diferenciales lineales
acopladas, al momento de separar se obtiene nuevamente la ecuacion de Klein-Gordon, por lo

que conlleva el mismo comportamiento.

3.6. Desplazamiento Cuadratico Medio

En casos de difusion es usual calcular esta cantidad, asi como se ha hecho para la ecuacion
de onda fraccionaria, incluso con distintos tipos de kernel. Es una forma de ver el cambio del
comportamiento en el sistema, pasando de un comportamiento lineal a uno de potencia en el

caso de la ecuacion de onda, tras cambiar a derivada fraccionaria [40].
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Figura 3.9: Comportamiento de relacién de dispersion para Klein-Gordon con disipacion (3.23)),
considerando unidades naturales para ¢ = A = 1. Se fija la masa y varia el término de disipacién
(). m = 10 (izquierda), m = 15 (derecha).

Se presentan los desplazamientos cuadraticos medios (DCM) de las ecuaciones de estudio
de orden entero, donde el caso de difusién y ecuacién de onda son conocidos [53]], mientras
que Klein-Gordon y Dirac no suelen presentarse. Vale recordar que (f™(¢)) denota el enésimo

momento de la funcién correspondiente.

Difusién (22(t)) = 2Dt, (3.26)
Ecuacién de Onda (x2(t)) = A2, (3.27)
Klein-Gordon (2(t)) = Ltsin <m72t> , (3.28)

Dirac (2*(t)) = Ltsin (thQ t) + & [t cos (mf > — I sin (mffz t)} .(3.29)

En ambos casos que presentan masa, al tomar el limite m — 0, se recupera sin problema
el resultado de la ecuaciéon de onda. Sin embargo, el comportamiento en estos casos difiere
del esperado de un DCM. Justo se toma el segundo momento para que el cuadrado garantice un
valor positivo, razon por la que tener valores negativos es contra intuitivo. Podemos entender que
desde sus soluciones analiticas tienen valores negativos, entonces la interpretaciéon de densidad
de probabilidad deja de ser viable. Por su parte, es interesante apreciar que al igual que en las
soluciones analiticas de Klein-Gordon y Dirac, tienen un término similar, como era de esperar.

En la Figura [3.11] se aprecia el comportamiento de estas cantidades. Para difusion siendo
lineal y para la ecuacién de onda una potencia cuadratica, también conocido como movimiento

balistico. El hecho de que el DCM oscile es aceptable siempre y cuando se mantenga positivo,
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Figura 3.10: Comportamiento de velocidades de fase y de grupo (3.25)) para la ecuacién
de Klein-Gordon con disipacién. Se consideran unidades naturales para ¢ = h = 1. Se dan
distintos valores a la masa al variar el término de disipacién. Velocidad de fase con m = 1
(superior izquierda), m = 5 (superior derecha) y m = 10 (central izquierda), velocidad de
grupo con m = 1 (central derecha), m = 5 (inferior izquierda) y m = 10 (inferior derecha).
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Figura 3.11: Desplazamiento cuadritico medio de ecuaciones de orden entero, se consideran
unidades naturales para ¢ = h = 1. Difusién y ecuacién de onda (izquierda), Klein-
Gordon (3.28) y Dirac (3.29) parte real, el comportamiento oscilatorio, se indica la cota lineal
correspondiente con las rectas (derecha).

mas como se menciond anteriormente, la parte negativa deja de lado la interpretacion posible de
desplazamiento. En el aspecto cuantico podemos pensar este comportamiento por parte de Klein-
Gordon y Dirac, que los valores negativos sean asociados a las antiparticulas correspondientes.
Esto considerando la perspectiva en diagramas de Feynman que una anti particula se puede ver
como una particula viajando en el sentido contrario en la flecha del tiempo [28]]. Siendo asi
viable que se tenga un DCM negativo, esto claro, si se pudiera mantener la interpretacion de
distribucién de probabilidad.

El comportamiento del DCM en los casos que involucran masa no permite la interpretacién
de esta cantidad. No obstante, en ambos casos a tiempo cortos se da un comportamiento similar
balistico. Esta similitud se mantiene en el caso fraccionario, como se vera en el siguiente capi-
tulo. En ese caso, mantiene similitud con el DCM tipo potencia fraccionaria de la ecuacién de
onda fraccionaria.

Con esto se concluye los resultados de nuestros sistemas con derivadas de orden entero. El

siguiente capitulo se estudian con derivada fraccionaria en el tiempo.



Capitulo 4

Ecuaciones de Tipo Onda con Derivada

Temporal Fraccionaria

La forma de introducir la derivada fraccionaria en la parte temporal a las ecuaciones de onda
tratadas en el capitulo anterior, es por medio de un kernel de memoria de tipo potencia. Este tipo
de kernel suele estar presente en fendmenos descritos por la ecuacion generalizada de Langevin
[65]], para describir fluidos viscoeldsticos, donde la friccion al tiempo ¢ puede depender de la
historia de la velocidad v(s) para tiempos s que son anteriores a ¢. La friccién tiene memoria y

el coeficiente de friccion ¢ es reemplazado por una funcién de memoria K (t) [37], es decir,

t

mo(t) = —Cu(t) +n(t) — mo = —/ ds K(t — s)v(s) + n(t). 4.1)

— 00

En la ecuacion (@.1)) se aprecia en el lado izquierdo la ecuacién estdndar de Langevin, mien-
tras que del lado derecho el cambio a su version generalizada. En el caso de la derivada fraccio-
naria, nos referirnos a un Kernel de“tipo potencia” a la relaciéon K (t — s) o (t — s)*, donde «
se relacionara con el orden de derivada fraccionaria y coincidird con el término correspondiente

en la derivada fraccionaria de Caputo.

En la seccion 2.3.3 se dio como ejemplo de aplicacion de la derivada fraccionaria a la des-
cripcion de la viscoelasticidad de un fluido, donde se menciond la intuicién para hacer dicho
cambio, fendmenos bien establecidos para los érdenes extremos en el orden de la derivada, 0

para séOlidos y 1 para fluidos. En el caso del fendmeno de difusion, puede haber también un

46
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cambio de derivada de orden entero por fraccionario en la parte temporal [17]. En este caso
los fenémenos conocidos extremos a los 6rdenes de la derivada son 1 para difusién y 2 para
propagacion de pulsos (ecuacion de onda). El cambio por orden fraccionario a la difusion se le
suele nombrar como ecuacién de onda fraccionaria, misma que engloba el fenémeno de difusién

anémala. Un breve planteamiento de este tema se encuentra en el apéndice E.

Tras haber estudiado los casos con derivada de orden entero, este capitulo se dedica a los
casos en que se da el cambio a una derivada fraccionaria en la parte temporal. Se presentan las
mismas caracteristicas calculadas para los casos de orden entero, soluciones analiticas, asi como
soluciones numéricas, relaciones de dispersion y desplazamiento cuadritico medio. Se plantea
identificar las consecuencias y similitudes del cambio ante una derivada fraccionaria en lugar
de dos derivadas temporales de un orden entero de diferencia, con el comportamiento conocido
de disipacion. Asi como dilucidar las caracteristicas que engloba la derivada fraccionaria en el
aspecto ya conocido de difusion.

En el caso de orden entero se tienen por pardmetros la constante de disipacién o y la masa m
(3.12). En base a la relacion entre estos parametros se establece cuando hay dispersiéon andmala.
Mientras que para el caso fraccionario se tiene el orden de la derivada temporal fraccionaria
1 < p < 2,y el término de masa mTc2 Estos servirdn para establecer el comportamiento de las

ecuaciones con derivada temporal fraccionaria.

4.1. Ecuacion de onda con derivada temporal fraccionaria

La ecuacidn relativista de onda unidimensional con derivada fraccionaria en la parte tempo-

ral estd dada por

t
—F(Ql ) / (t — ) Rt x)dt' = 721 PO2H(t, T), l<p<2  (42)
- 0

Se ha optado por agregar un factor temporal 7 para tener congruencia en las unidades. Otra
opcion es que la velocidad de propagacion c tenga unidades [m?s™#], sin embargo esto plantea
justificar y entender dicho cambio en una constante fisica, cosa que dista del objetivo del pre-

sente trabajo. En adelante se omitird explicitamente el factor 7. El lado izquierdo de (4.2) es la
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definicién de la derivada fraccionaria de Caputo por lo tanto (#.2)) se escribe como
§Dio(t,x) = P09t ), l<p<2 (4.3)

Se opta por esta derivada fraccionaria dado que su transformada de Laplace involucra las dos
condiciones iniciales del problema con derivada temporal de orden 2. Al igual que en el capitulo
anterior, se consideran las condiciones iniciales generales ¢(0,x) = f(z) y 0:¢(0,2) = g(x),
hasta donde nos sea posible. Posteriormente se enfocara el andlisis en las condiciones iniciales
para la funcién de Green [¢(0, z) = 0(z) y 0;¢(0, x) = 0]. Al tratar la derivada fraccionaria son
necesarios varios resultados que involucran transformadas de Laplace o de Fourier relacionadas
a funciones especiales, como se mostré brevemente en el capitulo 2. Para mayor detalle se

recomienda consultar los apéndices correspondientes.

Se sigue un procedimiento similar al realizado en el caso de orden entero, es decir, se halla

la solucién en espacio de Fourier-Laplace. As{ (4.2) en este espacio se da por

-1 —2

~

~ sH

o(s, k) = mf(k) + (k). (4.4)

st + 02k2g

En el espacio de configuracién-tiempo se obtiene

. o 1 1,0 |.75/| (]—7 N’/2> / /
(t, ) —/_OO MH“ | ) flz —a)da'+

(4.5)

e 1 1.0 |ZL'/| (2,,&/2) / /
—l—t/ Hp g(x — 2")da',
oo 2|2 L et/ (1,1)

donde se han considerado las condiciones iniciales generales antes mencionadas. Como caso
general, la solucién fraccionaria (4.5]) debe recuperar la solucién del caso entero (3.2)). Dadas las
funciones H de Fox dificulta saber a que corresponde su comportamiento. La primer funcién A
al evaluar en ¢+ = 1 en espacio de Fourier, se recupera la gaussiana solucién a difusion, mientras
que al evaluar ;1 = 2, recupera el coseno para poder obtener las deltas, solucién de d’ Alembert
en el caso de orden entero. Para la segunda H con 1 = 2 en espacio de Fourier recupera una

funcién Mittag-Leffler de dos pardmetros, de la forma tFso[—c?k*t?], que corresponde a la
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funcion sinc(ckt), misma que aparece con el caso entero al tratar una solucién general en tal
caso.
Al considerar las condiciones iniciales para obtener la funcién de Green de la ecuacién de

onda fraccionaria se tiene

1
2|z|

Hl’o |=’U| (17ﬂ/2)
1,1 t'u/Q )
¢ (1,1)

o(t,x) = (4.6)
solucion presentada por Sandev [40], quien ademds considera distintos tipos de kernel en su
libro, como distintas combinaciones de potencias, exponenciales, funciones Mittag-Leffler y
combinaciones de éstas, donde el cambio y andlisis correspondiente se enfoca en el cambio
del comportamiento del desplazamiento cuadratico medio. Lineal con el tiempo en el caso de
la difusidn, y cuadrdtico para la ecuacion de onda, mientras que en los casos fraccionarios se
tienen potencias acotadas por los casos enteros. Otra expresion para la solucién a la ecuacion de

onda fraccionaria, se puede dar en términos de la funcién de Wright [[19].

En la Figura . 1| se aprecia el comportamiento de la solucién a la ecuacién de onda fraccio-
naria (4.6). Donde se puede ver la transicién en el comportamiento de las soluciones conforme
se varia el orden de la derivada. Para u = 1 la gaussiana es la solucion a la ecuacién de difusion,
la cual se va partiendo en dos pulsos acercandose a las deltas conforme p se acerca al valor 2,

solucidn de la ecuacion de onda.

Al observar la evolucién de la solucién a la ecuacién de onda fraccionaria (4.6) en las Fi-
guras y podemos notar que se mantiene el comportamiento caracteristico de difusion,
la amplitud disminuye con el paso del tiempo. Ademas de la propagacion, solo para los casos
fraccionarios se tienen ambos comportamientos. Las soluciones preservan su estructura princi-
pal, sin embargo los casos con valores de ;¢ < 1.5 no presentan una propagacion lineal, es decir,
la ubicacién del méximo del correspondiente pulso no se propaga proporcional al tiempo. Por el
contrario, los casos con p > 1.5 asemeja mds a esta propagacion lineal.

De hecho, estudiando el desplazamiento de los maximos en los respectivos pulsos, podemos
verificar esta propagacién. En la Figura [4.3] se puede observar que al aumentar el orden de la
derivada, aumenta la velocidad de propagacion. La evolucién de la velocidad de propagacion

n(u), no presenta un cambio a primeras evidente.
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Figura 4.1: Comportamiento de la solucién a la ecuacién de onda con derivada fraccionaria en
la parte temporal (4.6). Se consideran unidades naturales para ¢ = i = 1 y ¢ = 1, mientras se
varia el orden de la derivada.
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Figura 4.2: Comportamiento de la solucién a la ecuacion de onda fraccionaria a distintos
tiempos considerando unidades naturales para ¢ = h = 1, t = 5 (superior izquierda), ¢ = 10
(superior derecha), ¢ = 25 (inferior izquierda) y ¢ = 50 (inferior derecha).
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:rfmaz (t)

Figura 4.3: Desplazamiento de los méximos en la solucion a la ecuacién de onda fraccionaria
@) para distintos 6rdenes de derivada (izquierda), con su respectiva pendiente (derecha).

4.2. Ecuacion Escalar de Klein-Gordon con Derivada Tem-

poral Fraccionaria

Ahora consideramos la ecuacion escalar relativista de Klein-Gordon fraccionaria unidimen-
sional, dada como
2 4

1 ! N1—p 02 ! 202 m-c
T(2—p) /0 (t—t") "Houo(t,x)dt’ = c“0;(t, x) — 2 o(t, ). (4.7)

Al imponer las condiciones iniciales generales ¢(0,z) = f(z), 0;¢(0,2) = g(z), al igual
que en el caso de orden entero (3.5), el cilculo de la solucién se complica bastante mds y no
hay resultados en términos de la funcién H de Fox que permitan avanzar. La ecuaciéon (4.7) en

el espacio de Fourier-Laplace se da por

~ Su_l SM_Q

¢(Svk) = @f(k)_l_
72

—rg(k). (4.8)

st + 2k + s+ c2k? + T

Se realiza primero la transformada inversa de Fourier, obteniendo

W/

_lz=at| fvl

[s" L) + s#%g(a")] da. 4.9)
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A partir de la cual, por simplicidad e interés, se imponen las condiciones iniciales f(x) =

d(z) y g(x) = 0, obteniendo en el espacio de Laplace

~ 1 p—1 |z WL m2ch
B(s,2) = ——— e VI (4.10)

2,4
SM + mﬁzc

Aun tras considerar estas condiciones iniciales, realizar la transformada inversa restante de
manera analitica resulta inaccesible. Por lo tanto, para vislumbrar la evolucién del sistema y
poder ver las consecuencias de la derivada fraccionaria en el tiempo, se realiza primero un

analisis numérico.

Realizando la transformada inversa de Laplace a (4.10) numéricamente mediante Mathema-
tica. Este procedimiento requiere fijar ¢ y dar el valor del dominio en z de manera discreta, por
lo que las graficas resultantes se obtienen discretas a intervalos no tan pequefos, y se unen los
puntos correspondientes, por lo que dan curvas no tan suaves. Al igual que otros resultados, se
varia el orden de la derivada, con el fin de poder apreciar su evolucion y la influencia de estos

parametros.

En la Figura |4.4| se aprecia el comportamiento de la solucion de la ecuacién para Klein-
Gordon, realizando transformada inversa de Laplace numérica a (.9)), para ¢ = 1 y distintos
valores de la masa. En esta figura se aprecia que cuando la masa no es muy grande, no hay gran
diferencia del comportamiento a la solucién de la ecuacion de onda fraccionaria. Se mantiene
el comportamiento que transita de una gaussiana a dos pulsos simétricos, conforme el orden de
la derivada fraccionara pasa de © = 1 a u = 2. La tnica diferencia es que para Klein-Gordon
fraccionario, la funcién en cuestion no siempre es positiva, alrededor del origen se tienen valores

negativos.

Conforme se aumenta el valor de la masa en la ecuacién de Klein-Gordon fraccionaria,
se va alejando del comportamiento de la ecuacién de onda fraccionaria. Incluso a ¢ = 1 con
masas mayores a m = 1 se pierde el caracteristico comportamiento de dos pulsos simétricos
propagandose. Para 6rdenes de derivada fraccionaria menores a ;¢ = 1.8, para m = 10 las
soluciones pasan a localizarse alrededor del origen y con un valor negativo. Solo para 1.8 <
14 < 2 se mantiene una evolucién donde el campo mantiene oscilaciones, cuya amplitud aumenta

en proporcion al valor de la masa. A pesar de ello, se pierde en general el comportamiento de
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Figura 4.4: Comportamiento de soluciéon numérica a Klein-Gordon fraccionario, aplicado a La-
place (#.10). Se fijat = 1y varfa la masa, m = 1 (superior izquierda), m = 5 (superior derecha),
m = 10 (inferior izquierda) y m = 25 (inferior izquierda) y consideran unidades naturales para
c=h=1.

propagacion de pulso.

En la Figura[4.5] se puede observar el comportamiento de la solucién numérica al aumentar
el tiempo de evaluacion a t = 5. Para m = 1 solo los casos con ;¢ > 1.6 mantienen un com-
portamiento que presenta oscilacion, el resto (salvo = 1 que por la escala no se aprecia pero
mantiene un comportamiento de gaussiana) pasan a ese comportamiento localizado alrededor
del origen y con valor negativo. Al aumentar el valor de la masa solo el caso con y = 1.8,
mantiene un comportamiento con oscilaciéon. Nuevamente no se aprecia que haya propagacion
al menos de un pulso “principal”, el comportamiento general de los casos fraccionarios, tiende
a la localizacion en el origen. Comportamiento que apresura un valor mayor de la masa.

Comparando las Figuras 4.4 y .5] podemos observar la influencia de la masa en el hecho
de que disminuye drédsticamente la amplitud de las oscilaciones. En el caso de m = 1 esta
diferencia de tiempo (de t = 1 at = 5) cambia un orden de magnitud la escala donde se

manejan las soluciones. Mientras que para m = 25 en la misma diferencia de tiempo, son
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Figura 4.5: Comportamiento de solucién numérica a Klein-Gordon fraccionario, aplicado a La-
place (#.10). Se fijat = 5y varfalamasa, m = 1 (superior izquierda), m = 5 (superior derecha),
m = 10 (inferior izquierda) y m = 25 (inferior izquierda), se consideran unidades naturales para
c=h=1.

alrededor de 9 6rdenes de magnitud. Ademads, vemos que al menos en sus respectivas escalas, es
mads pronunciada la localizacién que van obteniendo las soluciones alrededor del origen.

En el caso de la soluciéon numérica proveniente de la transformada inversa de Laplace de
Klein-Gordon fraccionario, evaluada en ¢t = 10 en la Figura[d.6| Se aprecia este comportamiento
de localizacion, donde a partir de considerar m = 5 todos los casos fraccionarios evaluados
presentan la localizacién alrededor del origen. Incluso el caso p = 1.8, a pesar de mantener
oscilaciones, gana relevancia el comportamiento de localizacién. Es para el caso con mayor
masa m = 25, donde todos los casos fraccionarios solo presentan la localizacion.

La localizacién se ve ampliamente propiciada por la masa, ya que incluso a ¢ = 1 se puede
observar esta presente para el caso m = 25. Por lo que al contrario del caso de Klein-Gordon de
orden entero, e incluso Klein-Gordon con disipacion, el caso fraccionario pierde completamente
la propagaciéon. Se mantiene la atenuacién de las soluciones a tiempos cortos para posterior-

mente dar paso a la localizacién alrededor del origen. Este ultimo comportamiento parece ser
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Figura 4.6: Comportamiento de solucién numérica a Klein-Gordon fraccionario, aplicado a La-
place @.10). Se fija ¢ = 10 y varfa la masa, m = 1 (superior izquierda), m = 5 (superior
derecha), m = 10 (inferior izquierda) y m = 25 (inferior izquierda), se consideran unidades
naturales parac = h = 1.

caracteristico del caso fraccionario, y no es clara atin su aparicion ni sus consecuencias.

A modo de verificar los resultados presentados, se realiza la transformada inversa de Fourier
de manera numérica. Es decir, considerando las condiciones iniciales de funcién de Green en la

ecuacion (#.8)), se realiza la transformada inversa de Laplace primero, obteniendo

2 4
At k) = B, [_tu (c2k2 n mh; )1 . 4.11)

A esta ecuacion se aplica la transformada inversa de Fourier de manera numérica usando las
funciones para ello contenidas en Mathematica. A diferencia del método numérico usado para
realizar la transformada inversa de Laplace, en el caso de Fourier podemos obtener soluciones
para un dominio continuo. Evitando asi presentar grificas discretas, aunque a un costo de tiempo
de cémputo considerable. En la Figura[4.7] se puede apreciar el comportamiento, coincidiendo

con los obtenidos con Laplace (4.4). Se observa que a tiempo ¢ = 1 es similar a la forma
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de las soluciones para la ecuacién de onda fraccionaria (4.2)). Una diferencia notable son las
amplitudes mds pronunciadas al haber masa, asi como el hecho que al aumentar ¢, la estructura

de las soluciones no se mantiene constante pero si se atendan con el paso del tiempo.
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Figura 4.7: Comportamiento de solucion a la ecuacion fraccionaria de Klein-Gordon mediante
transformada de Fourier numérica. Se consideran unidades naturales y se fija m = 1 para variar
el tiempo. ¢ = 1 (superior izquierda), ¢ = 5 (superior derecha), ¢ = 10 (inferior izquierda) y
t = 25 (inferior derecha), se consideran unidades naturales para c = h = 1.

Para valores de masa que superan m = 5y tiempo ¢t = 10, la solucién al caso de Klein-
Gordon fraccionario obtenido de manera numérica con Fourier. Presenta un comportamiento
erratico alrededor del eje horizontal, con pequefias oscilaciones. Del método numérico con La-
place, se vio que las soluciones tienden a cero conforme |z| aumenta. Por dicha razon, se pre-
sentan en la Figura[4.§]los resultados para distintas masas pero a tiempos pequefios.

El comportamiento emergente de localizacion en Klein-Gordon solo estd presente en el caso
fraccionario, siendo con valor negativo. Recordando el aspecto que en difusion el campo ¢(¢, z)
se puede ver como una funcién de distribucién de probabilidad, contrasta pues en esa perspectiva
es una funcién definida positiva. Incluso en el caso de la ecuacién de onda fraccionaria, este

aspecto se mantiene. Por lo que en el caso donde hay localizacion, se deja de hablar de una
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Figura 4.8: Comportamiento de solucién numérica a la ecuacion fraccionaria de Klein-Gordon.
Se consideran unidades naturales y se varia el orden de laderivada (1 < p <2).m=5yt=1
(superior izquierda), m = 5y t = 5 (superior derecha), m = 10y ¢ = 1 (inferior izquierda),
m = 25yt =1 (inferior derecha), se consideran unidades naturales parac = h = 1.

densidad de probabilidad.

En el capitulo 2 se mencioné un modelo estocdstico de una particula para moverse a la
derecha (2.42)) o a la izquierda (2.43). De este modelo se puede obtener la ecuacién de Dirac,
y posteriormente la ecuacion de Klein-Gordon. En su articulo Plyukhin [S5] menciona que la
funcién correspondiente de dicho modelo, debe verse como un ensamble de particulas. Dejando

de lado la distribucién de probabilidad de una particula.

Con ambas soluciones numéricas se ha obtenido un acercamiento y verificacién al comporta-
miento que presenta Klein-Gordon fraccionario. Por lo que al realizar aproximaciones, tenemos
una comparativa clara de que tan buena sea dicha aproximacién. En (.10) se presenta como
unico inconveniente no conocer la transformada inversa de Laplace del término exponencial,
por lo que una expansion a este término podria ser viable. Para las transformadas de Laplace del
tipo exponencial, Doetsch presenta un resultado (Teorema 30.3 en [66]]), donde la transformada

inversa de funciones tipo exponencial es equivalente a la transformada inversa de la expansion
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de la funcién alrededor del origen. Es decir, la exponencial se escribe como serie de Maclaurin y
se aplica la transformada inversa término a término, buscando reescribir el resultado nuevamente
como una serie. En el caso de estudio dicha expansion otorga potencias positivas de s, lo que
impide realizar transformada inversa término a término.

Para realizar aproximaciones en el espacio de Laplace en los limitesde s — 0y s — o0
estdn los teoremas Tauberianos. Donde en el espacio de Laplace el comportamiento de la funcion
para s — 0 corresponde parat — o0, y viceversa [[67]]. Por lo tanto, tomando el limite cuando

s — 0 en (.10) y realizando las transformada inversa de Laplace restante, se obtiene

B eels
t = t . 4.12
¢( ,33) 2mc3 F(l—,u)t“’ — 00 ( )

Por otra parte, al evaluar el limite s — oo se obtiene la correspondiente expresion de la
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Figura 4.9: Comportamiento de aproximacién de Klein-Gordon fraccionario a tiempos grandes
(@.12), obtenido con los Teoremas Tauberianos. Se consideran unidades naturales. m = 1y
t = 25 (superior izquierda), m = 1y ¢t = 100 (superior derecha), m = 5y t = 25 (inferior
izquierda) y ¢ = 100 (inferior derecha), se consideran unidades naturales para ¢ = h = 1.

ecuacion de onda fraccionaria en el espacio de Laplace. Para poder realizar la transformada
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inversa de Laplace se emplea la funcién de Wright, obteniendo asi

) (mt_g), t — 0. (4.13)

El comportamiento de Klein-Gordon para tiempos grandes, obtenido mediante los teoremas
Tauberianos (4.12) coincide con el visto en los resultados numéricos. Deja de haber oscilacién
y propagacion, la funcidn pasa a localizarse alrededor del origen, donde la exponencial con
exponente negativo tiene mayor valor. Por su parte para tiempos cortos (4.13)) se recupera el
comportamiento de la ecuacién de onda fraccionaria. Incluso este comportamiento lo podemos

ver brevemente en la Figura[d.7] para ¢t = 1 y m = 1, comportamiento similar a (4.T)).

Para verificar y comprobar estas aproximaciones, como fue en el caso de solucién numérica
se realiza ahora aproximacién en espacio de Fourier (4.11)), considerando tiempos cortos y lar-
gos, para posteriormente poder calcular la transformada inversa de Fourier. Con esto se obtienen

los comportamientos

(14 u) m2cith C(1+ p)z?
tx) = \/——Lexp|-—— PR <l (44
ot ) Amc2t eXp{ T+ )] P |0 b @D
ht e (1 + me|]) £

o(t,x) = [ ]e—”?f'x', t>1. (4.15)

2meAl(1 — p) 2m3c™ T (1 — 2u)
En la Figura.10] se aprecia el comportamiento a tiempos cortos con aproximacion en espacio
de Fourier, donde se distingue el comportamiento usual de difusién. Descarta la presencia de
oscilaciones como en las otras aproximaciones. Sin embargo, un valor de masa mayor a 1 ate-
nua rdpidamente las soluciones. Por otra parte, en la Figura para tiempos largos se observa
las soluciones tienden a cero, salvo en el origen donde persiste un valor negativo. Mismo com-
portamiento que coincide con la solucién numérica de Klein-Gordon fraccionario (4.8)) y con al

aproximacion a tiempos largos en espacio de Laplace (4.12).

En este caso el comparar la aproximacion desde ambos espacios (Fourier y Laplace) no
coincide completamente. En ambas aproximaciones, para tiempos largos se presente el mismo
comportamiento de localizacidn, sin embargo, a tiempos cortos es un comportamiento suma-
mente distinto. Con la aproximacion de Laplace a tiempos cortos (.13) siendo la éptima a

considerar, dado se asemeja al resultado numérico. Mientras que la aproximacién en espacio de
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Figura 4.10: Comportamiento de solucién aproximativa para Klein-Gordon fraccionario a tiem-
pos cortos (4.14). Se consideran unidades naturales. ¢ = 0.01 y m = 1 (superior izquierda),
t = 0.01 y m = 5 (superior derecha), t = 0.1 y m = 1 (inferior izquierda),? = 0.1y m =1
(inferior derecha), se consideran unidades naturales para c = h = 1.

Fourier, omite por completo la separacion en dos pulsos, dejando tinicamente el comportamiento

de difusion.

Se ha dado gran interés en obtener una solucién analitica a Klein-Gordon. Con el fin de
poder apreciar directamente la evolucién de dicha solucién y comparar con lo conocido de di-
fusion, sin embargo, se dificulta considerablemente. No obstante mas adelante, los resultados
numéricos nos han permitido vislumbrar el comportamiento y contrastar con las aproximacio-
nes correspondientes de tiempos cortos o largos. Pudiendo establecer que el comportamiento de
propagacion se pierde por completo, pasando a una localizacién, que al paso del tiempo y con

mayor valor de masa, se ve atenuada.



4.3. ECUACION DE DIRAC 61

o000 0.0000
’i -0.001 E
il — 00005
|| o002 I
£ g
~ 0003 -
8 8 0010 |
=1 —p=1 —p=18 | 3 — =1 —p=18
0004 N b
I w=12 _ =21 | p=lt =2
= +
— -0.005 =14 = 00015 =14
= / =
— p=16 — pu=16
~0.006
4 2 0 2 3 4 2 0 2 1
xT X
oomor 1 0.00000
= ’i -0.00005
— 00002} —
I | oo
g § -0.00015
&" -0.0004 - 108
Q; — pu=1 — =18 g -0.00020 — =1 — =18 4
Y
= — — _ -
I ~0.0006 |- p=12 H= 2 1| -oo02s p=12 __ w= 2 |
= n=14 = p=14
e - -0.00030
—u=16 — =16
ooy i -0.00035
-0 3 0 5 10 o 2 0 2 )
xT x

Figura 4.11: Comportamiento de solucién aproximativa para Klein-Gordon fraccionario a tiem-
pos largos (@.13)). Se consideran unidades naturales. ¢ = 10y m = 1 (superior izquierda), t = 25
y m = 1 (superior derecha), ¢ = 50 y m = 1 (inferior izquierda), ¢ = 100 y m = 1 (inferior
derecha), se consideran unidades naturales para c = h = 1.

4.3. Ecuacion de Dirac

Por dltimo, para el caso de la ecuacidn relativista de Dirac fraccionario, que como vimos en
su representacion de orden entero, se separa en dos ecuaciones lineales acopladas. Por lo que el

orden de la derivada fraccionaria temporal estd en el rango 0 < o < 1.

2
(E D% + 9, )1 5(t, 7) = %%J(t, 2). (4.16)

Al igual que con la ecuacion escalar relativista de Klein-Gordon fraccionario, se dificulta ha-
llar una solucién analitica. Razén por lo que se presentan expresiones en espacio de Fourier

o Laplace, asi como soluciones numéricas y aproximaciones. En espacio de Fourier-Laplace

con condicidn inicial general en ambos casos, la ecuacion relativista de Dirac unidimensional
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fraccionaria esta dada como

- kfra(k) — ™ for (k)| st
L 2.4 f1,2(/€)+i[:Fc fra(k) ! faa! )] i

4.17)
s2  c2k2 mh_g

1?1,2(57 k) =

s20 4 (22 4 m);c4
Aplicando primero la transformada inversa de Laplace se obtiene funciones Mittag-Leffler, que
por el argumento de masa, como fue el caso de la ecuacidn escalar relativista de Klein-Gordon,
dificultan calcular la transformada inversa de Fourier restante.

) m2ct
wL?(t? k) = Ea, |:—t2a (C2k'2 + F):| +

m2ct imc? (4.18)
t*Eop a1 |~ | Pk ick — :
+ 2a,a+1 |: (C + 72 Fc 3
Por otro lado, aplicando primero la transformada inversa de Fourier se tiene
~ greml _imdganl a1l ) o
V1a(s, ) = L Foo|e e MR (4.19)
c

2.4
2cy/ 82 + Mo

En ambos casos como fue al tratar la ecuacion fraccionaria de Klein-Gordon, aqui se podria apli-
car una solucién numérica. No obstante se prefiere omitir en este caso, dada la cercania entre la
ecuacion de onda y Klein-Gordon, donde el andlisis puede resultar méds provechoso, siendo con
Dirac un acercamiento al ser una ecuacién de tipo onda. Unicamente se presentan aproximacio-
nes desde espacio de Fourier y de Laplace para tiempos cortos y largos. Considerando tiempos
cortos y largos (t < 1y ¢t > 1) en la ecuacién de Dirac en el espacio de Fourier (4.18), y

aplicando la transformada inversa de Fourier restante, se puede obtener

ht—Za me hgt_40‘ (1 -+ m_c|x‘> mc
y _ —meigl h — x|
Yra(t7) 2me3(1 — 204)6 ' Am3cT (1 — 4av) “
it mey AT (14 ) e
B —melg| n = x| 4.20
Lcr(l —a)¢ 1@ - 3a) 0

- —3a
t Cmey

v o] ¢ 1.
* {2&(1 —a)° ar(1—3a)"¢ " } I
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Realizando un andlisis similar partiendo de la ecuacion de Dirac fraccionaria en espacio de

Laplace (.19), considerando limites a tiempos cortos y largos se pueden obtener las expresiones

1 |
bralt) = oo LF U Woaia ('x't“) ~ W, (‘x—'ta>, t<1, (4.22)

C C

2h c
1 [ A 2 e e
tx)=— TS ) e e SN 4.23

Los comportamientos provenientes de aproximaciones desde el espacio de Laplace, presen-
tan términos similares a los vistos con la ecuacion escalar relativista de Klein-Gordon fraccio-
nario en el mismo caso. Una diferencia considerable es que a tiempos cortos (4.22)) el término
real existe solo para la segunda componente de /. Este término es similar a la solucién de la
ecuacién de onda fraccionaria en términos de la funcién de Wright {.13)), salvo que los indi-
ces estan en un dominio mayor, dado que o € (0, 1). Por otra parte la aproximacion a tiempos

largos, nuevamente muestra picos de localizacién, incluso en la parte imaginaria.

Habria que realizar un estudio detallado de la ecuacion de onda fraccionaria de Dirac para
comparar con las soluciones numéricas. Ya que el comportamiento de la ecuacién de Dirac de
orden entero dista de estas aproximaciones, pudiendo ser como el caso de la ecuacion escalar
relativista de Klein-Gordon que solo en el caso fraccionario se tiene el comportamiento mostrado

por las aproximaciones.

Por su parte las aproximaciones para la ecuacién de Dirac desde el espacio de Fourier a
tiempos largos (4.20), tienen nuevamente localizacién alrededor del origen. Si bien a diferencia
de la expresion que se obtiene en el mismo limite desde el espacio de Laplace (4.23), hay una
diferencia de potencias inversas. Sin embargo, no afecta al comportamiento principal de la so-
lucién. Mientras que para la aproximacién a tiempos cortos, como fue en el caso de la ecuacion

escalar relativista de Klein-Gordon fraccionario (4.14)) se tienen gaussianas, salvo que para Di-
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rac es una diferencia segun la solucion. Este resultado es curioso cuando menos al observar en la
Figura|4.12} que para ), el mayor pico estd en la parte del eje x positivo, mientras que para s
en la parte del eje negativo. Por lo que al reflejar en el eje vertical, la correspondiente parte de la

solucién mencionada, tendria un comportamiento similar al de la ecuacién de onda fraccionaria
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Figura 4.12: Comportamiento de aproximaciones realizadas en el espacio de Fourier a tiempos
largos ((4.20) parte superior) y cortos ((4.21)) parte inferior) de la ecuacion fraccionaria de Dirac.
Se consideran unidades naturales para c = h = 1.

Con esto se concluye la obtencion de soluciones a la ecuacion relativista de onda, la ecuacion
escalar relativista de Klein-Gordon y la ecuacién relativista de Dirac unidimensionales, con
derivada temporal fraccionaria. Salvo el caso fraccionario de Klein-Gordon y Dirac, donde se
realiza solucién numérica para Klein-Gordon, y aproximaciones a tiempos cortos y largos, para

Klein-Gordon y Dirac.
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4.4. Relacion de Dispersion de Orden Fraccionario

Un primer intento y que seria intuitivo, es evaluar directamente la derivada de Caputo en
la solucién de onda plana, como en en el caso de la derivada de orden entero. Sin embargo, el
resultado termina con dependencia temporal, asimismo dificulta obtener directamente w(k), y
en su lugar se obtiene x(w). Como muestra de la complicacién que se puede tener, se presenta
el cdlculo de esta ultima para el caso de Klein-Gordon fraccionario, donde es claro el caso para

ecuacion de onda fraccionaria (m = 0),

k(W) = \/ 1 {1 — K theiwt + (—iwt)n {M _ 1” _ @ (4.24)

e [ T(2—p) I'(—p) h?

Si bien no es intuitivo ver el comportamiento meramente por la expresion anterior (nétese la
dependencia en t), resulta reconfortante que al evaluar ;i = 2, se recupera (w) de Klein-Gordon

de orden entero.

5, )]

[ie)

-

Imls(t=1,w,m

Figura 4.13: Parte Real e Imaginaria de la Relacién de Dispersion fraccionaria (4.24)), se consi-
deran unidades naturales parac = h = 1, m = 5, ¢ = 1 y distintos valores de .

A pesar de recuperar el comportamiento esperado en los casos p = 1y p = 2 de (.24),
donde se muestra una clara transicion entre estos 6rdenes enteros de derivada, la dependencia
en el tiempo en (@.24) no tiene sentido con la descripcion usual de un relacién de dispersion. La
forma correcta de evaluar una relacién de dispersion en el caso fraccionario lo especifica Giusti,
donde se toma la transformada de Fourier de la ecuacién diferencial parcial fraccionaria. Pues

el resultado de la transformada correspondiente de la Derivada Fraccionaria de Caputo otorga el
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término

F{Dig(x)} = (Fiz)"F {¢(x)} .

Sin embargo para emplear este resultado, el limite inferior en la integral de Caputo se debe
tomar —oo en lugar de 0. Lo que conlleva implicitamente a suponer que la dispersion de ondas

es resultado de perturbaciones que ocurrieron mucho antes al tiempo de observacion [68]].

Con esta aclaraciéon se puede obtener la relacién de dispersion fraccionaria para Klein-
Gordon, y donde se aprecia sin problema para la ecuacién de onda haciendo m = 0. En esta
deduccion es viable obtener directamente por separado la parte real e imaginaria de la relacion

de dispersion,

2.4\ 2
wr(k) = (02m2+n;—2c> sin <1) (4.25)

2 4N 3
wi(k) = — (02/1'2 + mh; ) cos ( T ) : (4.26)

donde los subindices r e ¢ denotan parte real e imaginaria respectivamente. Cabe resaltar que
Sy . . . . 2 21 :
en este andlisis la derivada fraccionaria se tom6 como 0;", por lo que en este caso se tiene

0.0 <p<l.

El comportamiento de esta relacion de dispersion fraccionaria se puede apreciar en la Figura
4.14] donde podemos ver que en los casos limite de orden entero ;1 = 0.5y u = 1 se recu-
peran sus respectivos comportamientos (ver capitulo 3). Donde para el primero solo hay parte
imaginaria (w, (k) = 0) y para el segundo solo parte real (w;(x) = 0). Mientras que los casos
fraccionarios presentan ambas partes, siendo en la parte imaginaria mds claro el “barrido” entre
ambos limites de orden entero. Se puede observar que en la parte real los casos fraccionarios

presentan un comportamiento mds cercano al entero para p = 1.

Las expresiones para velocidad de fase y grupo se obtienen de manera usual como al caso

2.4\ 3
9 o MmN\ (m
(C K™+ F) Sin (ﬂ) , (427)

de orden entero, resultando ser
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2 4\ 2!
K 92 9 m-c © . s
Ug(f{,) = ; (C K + ?) Sin (Z) . (428)

Se puede apreciar que al tomar ;¢ = 1 se recuperan los resultados del caso Klein-Gordon
de orden entero, y posteriormente de la ecuacion de onda si m = 0. El comportamiento de
estas velocidades se muestra en las Figuras {.15] y 4.16] Para el caso de la ecuacién de onda
fraccionaria vemos un comportamiento similar en velocidad de fase y grupo. Ambas inician en
el origen y se ve una transicion hacia una constante, 1 al considerar unidades naturales (caso
ecuacion de onda).

Al momento de afiadir masa y esta iguale o supere el valor m = 1 (en unidades naturales)
aparece la divergencia usual en el origen para la velocidad de fase. En el caso entero esta tiende
asintéticamente a la velocidad de propagacion 1(o ¢ si no se consideran unidades naturales),
comportamiento que vemos para m = 1. No obstante para m > 1 la velocidad de fase pasa el
mencionado valor asintético, disminuyendo hasta en un tiempo ¢ > 1, llegar a cero.

Por su parte la velocidad de grupo sigue un comportamiento similar a la de fase cuando
m = 0, coincidiendo con los casos enteros. Cuando se agrega masa en el intervalo 0 < m < 1,
se tiene un comportamiento divergente, idéntico para la velocidad de fase. Al pasar am = 1 se
tiene el comportamiento de orden entero, ir asintéticamente hacia la velocidad de propagacion.
Mas al pasar am > 1, la velocidad de grupo aumenta y llega a un méximo, para posteriormente
ir decayendo hacia 0.

Estos comportamientos para distintos valores de la masa no dejan claro si hay una aparicién
de dispersién andmala, caracteristico de un proceso complejo, y es el caso estudiado en la ecua-
ci6én de onda fraccionaria. Se entiende hay un proceso anémalo cuando Vi (x) > V, (k) [68L/69],
por lo que empleando las ecuaciones y (4.28) podemos obtener al considerar unidades

naturales parac = h =1

AV (k) = Vy(k) — V() = Py rE) { - (1 + 7:—22)} . (4.29)

Como la velocidad de fase y el indice de la derivada siempre son positivos, el signo de (4.29)

depende tnicamente del término entre corchete Para casos limite para la masa y el nimero de

'En la expresién anterior se concibe nuevamente 1 < p < 2, con el propdsito de empatar con los resultados

mostrados en la figura ({@.17)
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Figura 4.14: Comportamiento de la parte real € imaginaria de la relacion de disper-
sién para Klein-Gordon fraccionaria. Se consideran unidades naturales para ¢ = h = 1. Parte
real columna izquierda con m = 0 (superior), m = 1 (central) y m = v/2 (inferior). Parte
imaginaria columna derecha con m = 0 (superior), m = 1 (central) y m = V2 (inferior).
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Figura 4.15: Comportamiento de la velocidad de fase fraccionaria para Klein-Gordon (4.27). Se
consideran unidades naturales para ¢ = h = 1. m = 0 (superior izquierda),m = 1//2 (superior
derecha), m = 1 (inferior izquierda) y m = v/2 (inferior derecha).

onda se tiene

m—0: AV(k) >0, Andémala
U ( m2> k—0: AV(k) <0, Normal

m — oo: AV(k) <0, Normal

| © o0 AV (k) >0, Andémala

Con este resultado vemos que el caso de la ecuacion de onda fraccionaria resulta en disper-
si6n anémala, como se reporta usualmente [40]. Mientras que el hecho de agregar masa, solo en
casos de numero de onda por encima al valor de ésta se va a poder apreciar este comportamiento
andémalo. Vemos asi ante la introduccion de derivada fraccionaria, a la masa como un retardan-
te/impedimento de alcanzar la dispersion anémala. En la Figura [d.17] se aprecian las regiones
donde se puede tener dispersion anémala. El caso entero ;1 = 2 carece de este comportamiento.

Mientras sea fraccionario y llegue a ;1 = 1, habrd zonas donde este comportamiento emerja. En
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Figura 4.16: Comportamiento de la velocidad de grupo fraccionaria para Klein-Gordon (4.28).
Se consideran unidades naturales para ¢ = h = 1. m = 0 (superior izquierda),;m = 1/v/2
(superior derecha), m = 1 (inferior izquierda) y m = v/2 (inferior derecha).

parte podemos ver a la derivada fraccionaria como una operador que engloba comportamien-
to de dispersion andmala, y segun el orden de la derivada, serdn menores o mayores las zonas

donde pueda ocurrir.

Estos resultados se obtienen de manera usual a estudios de dispersion, que es mds comun
la dependencia en x. Sin embargo Mainardi realiza un andlisis a partir del indice de refraccion
imaginario. Mismo que embebe las propiedades de dispersion y atenuacién [4]]. Este coeficien-
te se encuentra en el problema de sefalizacién, donde considerando un pulso inicial ry(¢), la

solucién en espacio de Laplace de manera general estd dada como
r(s,x) = ro(s)es[t_%"(s)]. (4.30)

Aqui n(s) corresponde al evaluarse en +iw al indice de refraccién imaginario. Si bien tra-

tamos el problema de Cauchy, considerando el problema de sefializacion se tiene un término
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Figura 4.17: Regiones donde se tiene dispersion andmala (parte con color) en la ecuacién escalar
relativista de Klein-Gordon fraccionaria en el tiempo, segtn el valor del orden de la derivada
temporal y la relacién entre x con m (#.29).

de exponente similar con Cauchy. Siendo que en espacio de Laplace, la ecuacién de onda y
Klein-Gordon fraccionarias difieren inicamente por el término de masa, se realiza directamente

el anédlisis para Klein-Gordon.

Para Klein-Gordon fraccionario se tiene

4.31)

que al evaluar en s = +iw se obtiene el indice de refraccidén imaginario. Sustituyendo se igua-
la al resultado [V (w)~! F id(w)/w] [4], donde V(w) representa la velocidad de fase y §(w),

el coeficiente de atenuacion. Elevando al cuadrado y separando en parte real e imaginaria se
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encuentran las siguientes expresiones

w? T m2ct
c [VZ(w) - 52(w)} = —cos (7> wh — o (4.32)
rmu\ e
S(w) = %V(w). 4.33)

Con la segunda expresion se puede sustituir en la primera y obtener expresion explicita para

V(w), y posteriormente para d(w).

V2c v m2ct \/ mic®  2m2ct Tl
V)= Y2 focon () : oo (1),
(w) S () o wh cos | + = + 4w+ = + Wi cos {

(4.34)

1 204 4.8 Im2ct
1= e () 5o B B ()

En la Figura [4.18] se aprecia el comportamiento de la velocidad de fase. Podemos ver que

Lol
p=12

—p=14
200 — =16
— =138

Figura 4.18: Comportamiento de la velocidad de fase de Klein-Gordon fraccionario (4.34)),0b-
tenida mediante el indice de refracciéon complejo. Se consideran unidades naturales para ¢ =
h = 1. m = 0 (superior derecha), m = 1/ V2 (superior izquierda), m = 1 (inferior izquierda) y
m = /2 (inferior derecha).
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Figura 4.19: Comportamiento de la coeficiente de atenuacion obtenido de Klein-Gordon frac-
cionario (4.35)), mediante el indice de refraccién complejo. Se consideran unidades naturales
para ¢ = h = 1. m = 0 (superior derecha), m = 1/ /2 (superior izquierda), m = 1 (inferior
izquierda) y m = /2 (inferior derecha).

la introduccién del término para la masa cambia abruptamente el comportamiento. Conforme
aumenta el valor de la masa se ve mayor el comportamiento asintético hacia la velocidad de
propagacién (c = 1), sin embargo, al contrario del caso de orden entero, esto no ocurre. A su
vez, se observa como la velocidad para los casos fraccionarios, no estd acotada y van por encima
de la velocidad de propagacién. Contrasta con su parte de orden entero, que al aumentar la
frecuencia, esta tiende asintticamente a la velocidad de propagacion. Esto nos permite estipular
que el orden fraccionario presenta una correlacién de largo alcance. Es decir, la tendencia a la
velocidad de fase tarde en ocurrir, y se nota sobre todo en valores mayores.

Por su parte el coeficiente de atenuacién (#.33]) en base al comportamiento mostrado en la
Figura[4.19] para 0 < w < m se tiene el comportamiento usual para el caso de orden entero.
Conforme se acerca al valor w ~ m en los casos fraccionarios se observa disminuye el valor
del coeficiente de atenuacion. No llega a anularse, alcanza un minimo y posteriormente aumenta

nuevamente. En el caso de orden entero se tiene que para w = m, el coeficiente se anula y
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asi se queda. Concuerda con el hecho de que la velocidad de fase se mantiene por encima de
la velocidad de propagacion. Esto puede servir de evidencia, al menos de manera cuantitativa,
del efecto en las correlaciones de largo alcance. Un aspecto de complejidad inducido por la
introduccién de derivadas fraccionarias temporales.

Con la expresion obtenida para velocidad de fase (4.34), se puede obtener una expresién para

la velocidad de grupo U (w) por medio de la expresién (2.37), dada por

V2c
(w>:2 2,/

St cos (%) + (e, 1) | B+ — B (e(w, 1) — 2 cos (%))

U
in (T& 2u—1 [ po 2mct T } )
sm(2),uw wh + == cos(2)
(4.36)
2.4 4 -8
donde &(w, p) = \/w2“ + 2 rcos () + 2f
6 —p=1 7L
pn=12
3 oL
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Figura 4.20: Comportamiento de la velocidad de grupo de Klein-Gordon fraccionario ,
obtenida mediante el indice de refraccion complejo. Se consideran unidades naturales para c =
h = 1. m = 0 (superior derecha), m = 1/+/2 (superior izquierda), m = 1 (inferior izquierda) y
m = v/2 (inferior derecha).

En la Figura[4.20] se aprecia el comportamiento para la velocidad de grupo. Para el caso de

orden entero esta velocidad se acerca de manera asint6tica a la velocidad de propagacién (c = 1),
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caso que solo empata para caso fraccionario con masa cero. Al incluir masa el comportamiento
se da similar a la velocidad de fase fraccionaria, es decir, param # 0 — V(w) ~ U(w). El
orden fraccionario invierte por completo el comportamiento usual, ya que en el caso de orden
entero esta inicia en 0 y aumenta asintdticamente a la velocidad de propagacion. Y como con la

velocidad de fase en el caso fraccionario, las velocidades de grupo tienden a aumentar.

Para este caso podemos proceder como en la seccidn anterior y ver si hay regiones donde se
pueda dar dispersion anémala. Calculando de igual forma la diferencia entre la velocidad grupo

y de fase se obtiene (considerando unidades naturales)

- o (4.37)
=W +mt —m? [\/WQN + 2m2wk cos <7> + m* — 2w" cos (7)1 —1.

Cuando esta relacién es mayor que cero, se tiene dispersion anémala. En la Figura [4.21] se
aprecian las regiones donde es posible el comportamiento de dispersiéon anémala. En este caso
para i = 1 hay una pequefia region donde no se tiene el comportamiento andmalo, més abarcado
para w's pequeiias.

Al contrario que en las zonas con dependencia del nimero de onda (4.17), aqui no se ve que
conforme aumente o disminuya el valor de la derivada temporal, se tenga un comportamiento
claro respecto a si hay mayor o menor zona de posible dispersiéon anémala. Aunque si coincide
cuando se toma el caso entero ;x = 2. Cabe mencionar que este ultimo se calcula directamente
ante limite (no con la expresion obtenida), ya que al evaluar directamente en las expresiones de

velocidad de grupo (4.36) y fase (4.34) se tiene indeterminacién, hay que evaluar con cuidado.

En los resultados de Mainardi para Klein-Gordon disipativo [4], el comportamiento de ambas
velocidades (fase y grupo) cambia drasticamente al caso no masivo. La velocidad de fase no
proviene de una divergencia, ambas velocidades estan bien definidas para w > 0, sin embargo,

se preserva que ambas se acerquen de manera asintética a la velocidad de propagacion.

Por lo que al contrastar con nuestro caso, el efecto disipativo no queda bien descrito por el
caso fraccionario. Sin embargo da cabida a dispersion andmala, quedando como un efecto ante
el cambio del orden entero por fraccionario de la derivada temporal. Por tltimo en este capitulo

de resultados de casos fraccionarios, se presentan los desplazamiento cuadriticos medios y su
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Figura 4.21: Regiones donde se tiene dispersion andmala (region con color) en la ecuacién esca-
lar relativista de Klein-Gordon fraccionaria en el tiempo, segun el valor de la derivada temporal

y la relaci6n entre w con m (@.37).

analisis.

4.5. Desplazamiento Cuadratico Medio Fraccionario

Como se mencioné en el marco tedrico y hemos visto a lo largo del desarrollo de resultados

fraccionarios. Estos se pueden complicar bastante y es usual el uso de aproximaciones justi-

ficadas o directamente la solucién numérica. Calcular el desplazamiento cuadratico medio es

caracteristico en problemas de difusidn, en este caso su evaluacién no impide poder obtener un

resultado explicito para los casos fraccionarios, razon por la que toma relevancia este resultado.

Procediendo de manera anéloga al caso de orden entero se tienen los desplazamiento cuadréticos
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medio para las ecuaciones de orden fraccionarios, dados como

2c?
Ecnde Onda @———t* (4.38)
I'(1+ )
2 Zt“
Klein-Gordon ——F,, { } (4.39)

Dirac  2¢*Fs, [ }
(4.40)

2imc? t3a m2ct 1 m2ct
Fousa | — 2 ) — ZFsasa 1 | — 2.
+ 2 [za”( i 1) = gPnaens ()

En todos los caso al evaluar el caso limite ¢ = 2y o = 1, se recuperan los casos de orden

entero. Por lo que posteriormente evaluar el limite m — 0 se recupera el caso balistico. El
comportamiento del desplazamiento cuadratico medio (DCM) de Klein-Gordon fraccionario se
puede apreciar en la Figura[4.22] Resulta curioso el tipo de comportamiento que tiene este DCM
fraccionario, donde al involucrar masa se presentan oscilaciones y su frecuencia en proporcion

al valor de la misma.

Las oscilaciones a su vez permiten valores negativos del DCM, cosa que resulta contra in-
tuitiva. Considerando que el DCM nos habla de la distancia que se ha alejado del punto inicial,
puede concebirse una variacion en este desplazamiento hasta por un momento llegar el reposo.
Mais permitir valores negativos, considerando estamos en caso unidimensional implicaria a la
particula en cuestion, puede invertir la direccion del desplazamiento. Sin embargo, por ser el

cuadrado es justo no viable que se tenga valores negativos.

En la perspectiva estocéstica que plantea Plyukhin (se menciona en el capitulo 2), dado
que las soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon no son definidas positivas, no se pueden
interpretar como funciones de distribucidon de probabilidad. Mientras que v); y ¥y se pueden
interpretar como perturbaciones de densidades de carga en un sistema de muchos cuerpos [55].
En el caso fraccionario el comportamiento de las soluciones se ha visto de manera numérica.
Si bien se aprecia permite valores negativos, procedemos formalmente bajo los resultados de

funciones de Bernstein, enlistados en el capitulo 2.

Partiendo de Klein-Gordon fraccionario en espacio de Laplace (4.10), el primer término
s#=1 es funcién de Bernstein, dado que 1 < g < 2. A su vez el término v/s* + m?2 también

es funcién de Bernstein. Esto a su vez, permite que exp|—|x|v/s* + m?/c| sea tipo Bernstein,
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Figura 4.22: Comportamiento de Desplazamiento Cuadritico Medio para Klein-Gordon frac-
cionario (#.39). m = 0 (recupera ecuacion de onda fraccionaria (4.38), superior izquierda),
m = 0.3 (superior derecha), m = 1 (inferior izquierda) y m = V2 (inferior derecha), se consi-
deran unidades naturales parac = h = 1.

ya que |z|/c > 0. Sin embargo la funcién de la raiz aparece en el denominador. No permite
asegurar esta funcidn sea tipo Bernstein ( f(s) ~sH 2), por lo que no se puede garantizar una
region donde esta funcidn sea enteramente positiva, por tanto que se pueda ver como una funcién
de distribucién de probabilidad.

Un posible caso es hablar de un ensamble de particulas propagdndose en un medio no homo-
géneo. Esto otorga la posibilidad que al llegar a una distancia “médxima”, comience a disminuir
la taza de desplazamiento. Las inhomogeneidades van aportando a impedir el ensamble conti-
nué con el desplazamiento hasta frenarlo. Este proceso forma parte de la primer oscilacion en el
DCM. El ensamble se desplazé hasta donde el impetu inicial lo permiti6 a través del medio. Sin
embargo las inhomogeneidades le han frenado y hecho incluso, que retorne (valor negativo del
DCM).

En los DCM mostrados en la Figurad.22] por el dominio no se percibe del todo, pero para los

casos fraccionarios las oscilaciones van atenuando. Por lo que el proceso descrito en el parrafo
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Figura 4.23: Comportamiento de Desplazamiento Cuadritico Medio de Dirac fraccionario (parte
real) (4.40). m = 0.3 (superior izquierda), m = 1 (superior derecha), m = 1 (inferior izquierda)
ym = V2 (inferior central), se consideran unidades naturales para c = h = 1.

anterior sucede repetidamente hasta llegar al punto que no hay un desplazamiento por parte del

ensamble.

Considerando casos limite para la variable de Laplace al calcular el DCM, asi como se hizo
para el comportamiento de las soluciones a tiempos cortos y largos. Para Klein-Gordon, tras
realizar las derivadas respecto a la variable de Fourier y evaluando en 0 se tiene (x?(s)) =
2¢?s* 71 (s# + m?ct /h?) 2. Tomando limite para s — oo (correspondiente a t —» () y calcu-

lando su transformada inversa se tiene

(2%(t)) = 2—02# 4.41)
F+p) -

que coincide con recuperar el caso de la ecuacion de onda fraccionaria. De hecho, en todos los

casos mostrados en la Figura[4.22] a tiempos pequeiios se tiene un comportamiento similar. Por
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otra parte tomando el limite s — 0 (correspondiente a t — o0) se tiene

(1) Wy (4.42)
x = — . .
mAeST(p — 1)
Esta funcién a tiempos largos se va de manera asintética a cero. Entonces para t — o0
se tiene un DCM cercano a cero. Estas aproximaciones concuerdan con el comportamiento del

DCM de Klein-Gordon fraccionario (4.39), sin embargo, deja abierta la interpretacion para las

oscilaciones y los posibles valores negativos.

Recordando el comportamiento que Klein-Gordon fraccionario tiene a tiempos largos (loca-
lizacion), empata con el hecho que el DCM se vaya a cero. Aunque mantiene la incognita de
valores negativos. Incluso (4.42)) permite ver que para valores de la derivada temporal fraccio-
naria, entre mds cercano a 2, mas lento se acerca a 0 el valor del DCM. Hecho que coincide con
el comportamiento visto en el andlisis numérico, mayor el orden fraccionario, mayor el tiempo

en presentar localizacion.

El caso de Dirac se complica atin més. Con el caso limite recupera Klein-Gordon, y poste-
riormente ecuacion de onda. No obstante para valores de o« < 0.5 en todo momento el DCM es
negativo y tendiendo hacia 0. Mientras que para o > 0.5 se tiene un comportamiento similar al
ya analizado con Klein-Gordon. Por esta parte se puede decir que el DCM de Dirac generaliza
el de Klein-Gordon. E1 DCM en ambos casos que consideran masa, se aprecia un comporta-
miento que conforme se varia el orden de la derivada temporal, dista del comportamiento de
orden entero. El caso de Dirac es mds drastico y permite plantear, como fue con el coeficiente
de atenuacién (4.35)), al menos de manera cuantitativa la presencia de complejidad a través de
correlaciones de largo alcance, esto claro, debido a la incorporacion de derivadas fraccionarias

temporales. Presentando un comportamiento en veces drastico comparado al de orden entero.

El anélisis discutido anteriormente deja en claro que las propiedades de transporte usuales
no estan presentes en los casos fraccionarios como se esperaba. Realmente el término de masa
afecta bastante, rompiendo el comportamiento visto en los casos extremos de orden entero, la
propagacion y la difusion. No obstante, otro aspecto donde tienen cabida las ecuaciones de
Klein-Gordon y Dirac, como en la mecénica cudntica; no estdn excluidos los valores negativos

en su solucidn analitica, la cual vendria a ser la funcion de onda. Esta funcion solo tiene sentido
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fisico al evaluar su norma (interpretacion de Bron), que se asocia con la probabilidad de medir el
objeto entre los limites establecidos. Entonces es drastico el cambio, ya que al querer interpretar
a la solucién como una funcion de distribucién de probabilidad, la propia solucién debe ser
siempre positiva, en cambio cudnticamente, al ser la norma la que da informacion, la solucién
por si misma no importa si es negativa o incluso compleja.

Si bien desde el orden entero los desplazamientos cuadraticos medios, en los casos de Klein-
Gordon y Dirac, dan un comportamiento con valores negativos, en esos casos si hay propagacion.
Por lo que debe haber una parte que impida la interpretacion de su solucién como funcién
de distribucién de probabilidad. Por su parte como se menciond la interpretacion cudntica, la
naturaleza de sus soluciones tienen sentido en esa perspectiva, no por eso calcular su DCM debe
de dejar de brindar informacion al respecto. En este sentido, las aproximaciones de los DCM a
tiempos cortos y largos, empatan bastante bien con lo visto numéricamente. Solo a tiempos muy
pequeios sucede algo similar a la difusion, para pasar a tiempos largos y estar localizados.

Esta problemdtica de intentar dar explicacion a lo aparentemente incongruente, va mas alla
del propdsito y entendimiento al momento, sin embargo, si deja cosas claras. La introduccién de
la derivada fraccionaria en las ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac, no presenta una descripcion
de transporte difusivo. Lo que surge es un comportamiento de localizacion en sus soluciones,
asi como de regiones donde es posible tener dispersion andmala. Y son efectos que surgen
en ecuaciones diferenciales lineales, no hay términos no lineales o de interaccién que puedan
dar este cambio, todo es debido tnicamente al operador fraccionario temporal involucrado que
introduce efectos de memoria.

Con esto se da por terminado la parte del estudio a los sistemas con derivada fraccionaria
temporal. Se ha hecho un intento por obtener resultados analiticos, salvo la solucién directa de
las ecuaciones no ha sido posible. El resto del capitulo con la relacion de dispersion y el despla-
zamiento cuadrético, se ha podido obtener sin problemas, aunque resulta desafiante otorgar una

interpretacion clara a estos resultados fraccionarios.



Capitulo 5

Conclusiones

La presente investigacion tuvo como objetivo estudiar el comportamiento englobado por las
derivadas fraccionarias en el tiempo en ecuaciones de tipo onda, dando a la ecuacién de Klein-
Gordon fraccionaria mayor €nfasis. De manera parcial se lograron distinguir comportamientos
abarcados ante este cambio de operador. Las caracteristicas de disipacion en las soluciones ana-
liticas se pierden en su mayoria, solo se mantiene la atenuacioén de las amplitudes con el paso
del tiempo, asi como mayor sea el valor de la masa. Al contrario del caso de orden entero, la
propagacion se pierde, teniendo como comportamiento limite localizacion alrededor del origen.

Acompanado de las caracteristicas de estos nuevos sistemas, con la relacion de dispersion
se aprecia que no hay un cambio notorio a primera vista. Sin embargo, se encontraron regiones
donde es posible tener dispersion andmala. Teniendo asi la emergencia de un fendmeno inducido
ante el cambio de orden de derivada entera a fraccionaria. Por su parte con el desplazamiento
cuadratico medio, se tiene un desplazamiento delimitado (tras oscilar, tiende a cero). Que junto
con la propagacion, la cual no se mantiene, puede indicar un proceso de confinamiento.

La presente investigacion se aventura en una linea de investigacion iniciada en la década de
los noventas, liderada por Mainardi, Gorenflo y Metzler. El célculo fraccionario brinda oportu-
nidad de ampliar la descripcion de fendmenos con el orden de las derivadas. Hasta el momento
un especial interés por la ecuacion de Klein-Gordon no se ha visto reflejada como en el presente
trabajo. Se ha estudiado incluso con términos no lineales en el 4mbito de solitones. Sin embar-
g0, casos similares con otras ecuaciones se mantienen vigentes, como el caso de Angelani, que

mediante un modelo de “run and tumble” estudia soluciones que se mantienen como funciones

82



83

de distribucién de probabilidad para la ecuacion del telegrafista [70].

En comparativa con trabajos similares aplicados a distintas ecuaciones, el orden de los para-
metros disponibles en el presente trabajo estaba limitado. Solo un orden de derivada fraccionaria
y la masa. El caso de Angelani maneja 3 parametros en las derivadas (pudiendo reducirse a 2),
siendo esto lo que le permite establecer una regiéon donde hallar soluciones positivas en todo
momento (distribucién de probabilidad). Mainardi por su parte maneja una derivada de orden
temporal y un término explicito de disipacion [4]. Mientras que Giusti tiene tres parametros en
su analisis [|68]].

Esto deja abierto a seguir esta investigacion de diversas formas. Afiadir explicitamente la
derivada de “primer orden” fraccionaria con su constante de disipacion. Para poder delimitar
regiones donde se mantenga interpretacion de funcion de distribucion de probabilidad. Asi co-
mo incluir términos no lineales, comportamiento propio de sistemas complejos y de interés en
sistemas de muchos cuerpos. De igual forma, buscar una interpretacion fisica mds clara de los
operadores fraccionarios, cosa que muchas veces se omite, dada su dificultad. Realmente queda

el inicio de una investigacion que tiene potencial en continuar de diversas maneras.



Apéndice A

Transformada de Laplace y Fourier

A continuacién se presentan algunos resultados de las transformadas de Fourier como de

Laplace que de igual forma se utilizardn en el desarrollo. La definicion de estas transformadas y

sus inversas se presentan en (2.1) y (2.3).

F{ELON — rF (1)
Flf )@} = FRE®) (A2)
FU@e(a)} = 5 (Fxa)k) (A3)

L{f™} = s"ﬁ(s)—isn—kﬂk—l)(m (A4)
LG a0} — FOd, a3

donde f x g implica la convolucién de las funciones. La diferencia de la convolucién en las

transformadas es el limite de integracion, para Laplace se tiene

(f*g)( / f(r)g(t —7)dr = /0 f(t—7)g(r)dr, (A.6)

mientras que para Fourier

(f*g)( / f(r)g(t —7)dr = /_OO f(t—T7)g(r)dr. (A.7)
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Entre los resultados de transformadas de Fourier y Laplace conocidas a emplear, se presentan

en la siguiente tabla. De estar en blanco una celda se debe a que no es necesario ni empleado tal

resultado o

f(z) E(k) f(t) F(s)
rect(ax) ﬁsmc (52) St —1) e s
sinc(ax) |71‘7“6075 (52) t4 Figﬂ)

el e ¢as(t; FA) =
1 d(k) cos(wt)u(t) Pyl
§(x) 1 sin(wt)u(t) el
o (x) (ik)" S Iy (aV/B = K2) Ot — k) ks _ o—kVETra?
e—ow’ ge—% ﬁgﬁw L (avVE® — k?) ©(t — k) emhVsiHat _ o=hs
Jo(aVE—R2)O(t — k) R
- - se—AV(s+8)2+a?
e 5t — A) + G [ holaVt? — A2)0(t - A)] | e (o
— — se— AV (s+B)2—a2
e Aﬂé(t—A) —f-% [e 5t]0(&\/t2 _AQ)@(t—A)} W

Cuadro A.l: Transformadas de Fourier y Laplace de algunas funciones a emplear en el desa-

rrollo de los resultados. Estos resultados son compilacién de diversas fuentes donde se pueden
consultar [[1-4]. Se considera {a, A, k, 3, o} reales positivos.




Apéndice B
Deduccion de Resultados

En este espacio se dedica a un desarrollo més a detalla de los resultados obtenidos a lo largo

del trabajo.

= El primer resultado que si bien es conocido, la relevancia en el presente trabajo requiere
profundizar en su obtencion. Obtener el desplazamiento cuadratico medio ante variables
de Laplace y Fourier (2.41)), que por definicion si tenemos una funcién de distribucion de

probabilidad P(z,t), el segundo momento se da como

(2%(t)) = /_OO 2*P(x,t)dx.

o0

Tomando la transformada de Fourier de la funcién de distribucién de probabilidad, em-

pleando F {z" f(x)} = i"d" f(k)/dk™, se tiene

o 2P (k, t
/ 2*P(z,t)dr = _%MO'

Ahora tomando la transformada de Laplace

2 A

L)} = —%ﬁ(l{:,sﬂko.

Para recuperar en términos de la variable temporal ¢, aplicamos la transformada inversa
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de Laplace y obtenemos ([2.41])

) = £ { = 2 Pk s)na

m Para obtener la solucidn de la ecuacion escalar de Klein-Gordon con condiciones iniciales

generales (3.5) (¢(0,z) = f(x)y 0,6(0,2) = g(z)), se parte de (3.4). Se pasa a espacio

de Fourier-Laplace y despeja la funcién

m2ct

ot x) = Pt x) —

20(5,8) = (1) = 9(8)] = ~Ho(s. ) — "o b

A

o(s, k) {32 + 2k + _mzc‘*] =sf(k)+ g(k)
) h2 g
&5( k) = ° f(k) ! (k)
s? 2.4 2.4 *
52+ c2k? + —mhf 52 + c2k2? + —mhf g

Se aplica la transformada de Laplace, que el primer término asemeja a la de coseno y el

segundo a la de seno

o(t, k) = cos (t\ [ k2% 4 m;04> u(t) f(k) + \/% sin (t\ [ k2% 4 m];c4> u(t)g(k),
c*k? + T

donde u(t) la funcién escaldn, vale O parat < 0y 1 parat > 0, se puede omitir y saber

que solo se considera tiempo positivo. Para la transformada inversa de Fourier restante, al
ser producto de funciones, la transformada es una convolucién. Para el segundo término se

multiplicaun 1 = ¢/t para obtener una funcién sinc. Lo que otorga el resultado presentado

en (53
P(t,x) = /OO F! {cos <ct\/k2 + m;02> } f(ax —2")da
+ t/oo F! {sinc (ct\/kQ + m;CZ) } g(z — a")da'.

= Para obtener las soluciones de la ecuacién de Dirac unidimensional (3.10) y (3.11), se
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parte de la ecuacion respectiva (3.8), de momento considerando nuevamente condiciones
iniciales generales. En este caso al ser de primer orden, solo aparece ¢ 2(0, z) = f12(2).
Desarrollamos en base a las matrices de Dirac unidimensionales para obtener dos ecua-

ciones lineales acopladas ( [71]) dadas como

2
(9, + cd,) b (t,x) = %%(t, z)
2

(01— cu) un(t. x) = Tt (1, ).

Se pasa a espacio de Fourier-Laplace y despeja en cada caso la funcidén que aparece del

lado izquierdo de la respectiva ecuacion

ZTTLC A

wz(s k)

fl() _ime?
s+ick  h(s+ick)

s (5, k) — f1(k) + ickiy (s, k) =

U (5, k) = (s, k)

zmc A~

¢1(3 k)

fg(k) mc 2
s—ick  h(s—ick)

st (5, k) — folk) — ickiy(s, k) =

$2(57k) = ¢1(5 k).

Estos resultados se pueden agrupar como

f172(k’) _ mec 2
stick h(s+tick)

1;1,2(57 k) = ?/12 1(s, k).
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De este dltimo resultado podemos desacoplar, sustituyendo )1 en 5 y vice versa,

,IZ“ (S k‘) _ fl?g(k> _ 7;77”LC2 f2’1<k) _ im02
1,235 s+ick h(sxick) |sFick h(s Fick)
- m?c! fia(k) — ime® foq (k)
k) |1 = == - ’
Vra(s,k) [ * h2(s% + c2k2)1 s+ick  h(s?+ c2k?)
Z (3 k) hQ(Sz + 02]{32) + m204 _ fl’g(k?) . imCQfQ’l(k)
1,237 h?(s? + c2k2) stick  h(s?+ 2k?)
(5° + K) fra(k) k)

9 s, k) = !
%,2( ) (32—}-62/{?24'%)(3:&@616) 32+02k2+$

(s Fck)fralk) . B foa(k)

2.4 2.4
s2+ k% + B 82 4 PR+

Zl,Q(sv k’)

;/;1,2<57 k) =

Con lo que se obtiene la ecuacién de Dirac en espacio de Fourier-Laplace (3.9), separando

parte real e imaginaria como

sfra(k) ,¥%hﬂm—“fﬁﬂml

+1
m2c4 2.4
52 + c2k? + = s + 2k? + e

J1,2(5> k) =

A partir de aqui imponemos la condicién para calcular la funcién de Green en ambos
casos, es decir, fia(x) = 0(z) — fi2(k) = 1. Aplicando primero la transformada
inversa de Fourier, observando que el primer término es idéntico al de Klein-Gordon.
Ademads, junto con el término de masa, tienen transformada inversa de Fourier similar. El
segundo término por el factor ¢k debe evaluarse como producto de funciones, por tanto

una convolucién, lo que permite obtener

~ S el /o2 m2A immc el /o2 m2A
¢172<S7x> I Vi T2 - e e V? + e
2cq/ 8% + m2ct fiy /82 4 m2E
[ [
T ol [y m2
Foe - »
2¢|x|

Para aplicar las transformadas inversas de Laplace en el término con signo F habrd una

diferencia. Los primeros términos de la expresion anterior resultan sin problema, para el

0 _lzl _l=l
ultimo hay que sumar un cero de la forma ~ e~ <* —e™ < ®. Con lo que se puede obtener
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solucion a la funcién de Green de la ecuacion de Dirac como

1 || d me® |, |xf? ||
¢1(t,l‘)—2—c[5(t—7)+a JO(T t—c—2 @ t—?
me mc? |z ( |x\) T ( \x|>
+ J R el O [ ) N L
on 12 li_f ! < h c? ) c 2¢|x| c

— e
imc _ [ mc? |z ||

L A Ry b el Y (P
h 0( h ? ( c)’

presentadas en el capitulo 3 como las ecuaciones (3.10) y (3.T1).

» El cdlculo del desplazamiento cuadrético medio de Klein-Gordon (3.28)) y Dirac (3.29),

de orden entero se realiza mediante el resultado previo (2.41). Asi para Klein-Gordon se

)

2c2s (.92 — 3c2k? + m;204>

(2 + ok 1 =)

realiza

S

2.4
82 + C2k2 + mEQC

(@*(t)) =L {—3;3

=L - |-

k=0
. 2¢%s 23t . (mc® h . (mc
= T (T Tz Sin t| =—tsin|{ ——t]).
(82+ mh2c ) 2 h h m FL

Siguiendo un procedimiento similar, para Dirac observamos que la parte real de ¢, »(s, k)

es idéntica a Klein-Gordon. Por lo que se presenta el célculo para lo restante, la parte
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imaginaria

ch
Fck — =

Z2 27.2 | m2ct
s2 4+ 2k +h_2

)

2ic?(dck + ””‘TCQ)(S2 — 3c?k? 4

m2ct
<82+C2k2+ = )3 o

: mc?
. 2imc? 2imc* |t mc? S ( h )
=L T o mEdg (T Szt COS t)— 306
h(SQ + m=c )2 h 2m C h 2thC

h? h?

264
2

De esta ultima expresion basta eliminar términos sobrantes y factorizar con ifi/m para

obtener finalmente el resultado correspondiente a la parte imaginaria presente en (3.29)
) ih mc? o . [(mdc
) = — |t —t) - — —t
() m[COS(h ) mCQSm(h

= Para la solucién general de la ecuacién de onda fraccionaria (4.3) se debe pasar por su
solucién general en espacio de Laplace (d.4). En este apartado se extiende el proce-
dimiento para obtener ambos resultados. Partimos de la ecuacién de onda fraccionaria

(4.3) y pasamos a espacio de Fourier-Laplace considerando condiciones iniciales genera-

les ¢(0,2) = f(z) y 8,0(0,2) = g()

Suiz 52;5(57 k) o Sf(k> - g(k> = —C2]€2QA~5(8, k)

A

O(s, k) [s" + k*] = s f(k) + s"g(k)
2 gh—1 gh—2
k) = el W e

().

Continuamos aplicando primero la transformada inversa de Laplace, con lo que se obtie-
nen funciones Mittag-Leffler y empleamos varias de las propiedades de estas funciones

dadas en el capitulo 1 o su respectivo apéndice

O(t,k) = eu1(t; k) f(K) + epa(t; k) g(k)
= E,(—t"K*) f(k) + tE,o(—t"c*k*)g(k).
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Para la transformada inversa de Fourier se expresan en términos de funciones H de Fox.
La transformada del primer término es conocido, se presenta en [53]]. Para el segundo se
presenta el desarrollo en base a resultados ya conocidos de la funcion H de Fox. En base

a la relacion

Y

EM72(_tMC2k2) = HllQ1 the?k?
0,1) (=1,p)

A esta expresion se aplica la transformada, aprovechando el hecho que es simétrica se
pone explicita la transformada y solo la parte real (coseno) aporta. Posterior se aplica el
resultado de transformada coseno con la funcién H de Fox. Por dltimo se va simplificando,

teniendo asi

<071> (_Llu)
[ 0,1
—/ cos(kﬁ)Hi’Ql ol e 0.1 dk =
™o (0,1) (=1, p)
i 2.1 ﬁ (171)7 (2,#), (171> _ i 1,0 ﬁ (2,,U)
|ZE| 3,3 CQtl" (172)7 (171)7 (171> |{L’| 1 C2tﬂ (1’2)

L 1,0 |l" (2,,[1/2)
2 "H fetr ] )

Al tener las condiciones iniciales generales la transformada inversa correspondiente es
una convolucién entre las funciones H de Fox y las condiciones iniciales, con lo que se

llega al resultado deseado de solucién general a la ecuacién de onda fraccionaria

* 1 1 (1 p/2) N
cb(t,x):/ ——HY % ) flx —a')da'+

[ || @

x —x')d,
I

La solucién a la funciéon de Green (condicién inicial con Delta de Dirac) se obtiene di-
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rectamente de la expresion anterior, que recupera el resultado presentado y ya conocido

@.6).

Para obtener la solucion general con condiciones iniciales generales ¢(0,z) = f(z)y
0:¢(0,x) = g(x), para la ecuacién fraccionaria de Klein-Gordon {.9) se desarrolla de
manera similar al de la ecuacién de onda fraccionaria. Primero se pasa a espacio de
Fourier-Laplace, salvo la tnica diferencia es el término de masa no hay gran diferencia en

el desarrollo de llevar a este dominio

~ 2.4
Os, k) | + 2 + T | = 57 () + 5 (k)
Sk = )
) _8“4—62]{2—‘—% Su+62k2+%g .

El término de masa impide seguir el mismo camino que en la ecuacién de onda y poder

invertir las funciones Mittag-Leffler resultantes. Siguiendo ese camino se puede obtener

bt.0) = B, | -0 (47 + mh)] PO+ B |0 (42 + mh—)] o(h).

La transformada inversa de las respectivas Mittag-Leffler es desconocido. Se puede calcu-
lar numéricamente como se hace en el capitulo 4, asi mismo de deben fijar los pardmetros.

En todo caso, se puede expresar una solucion general como convolucién, dada por

P(t,x) = /Z Ft {Eu {—t“ (02k2 + %)} } flx —2)+
+t/: F! {E,M {—t“ (c2k2 + m;;j} } g(xz — ).

En el caso presentado se aplica primero la transformada inversa de Fourier, lo que permite

obtener directamente el resultado.

_lz=al| I\

Vot [s"71f(2) + s#2g(a))] da'.

9 [

Imponiendo la condicién de funcién de Green desaparece el término con g(x) y la convo-
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lucién de f(z) deja (#.9), es decir

2.4
2cq/sH + Tof

resultado del que se procede posteriormente para resolver de manera numérica, asi como

aplicar los teoremas Tauberianos.

La deduccién del comportamiento de Klein-Gordon fraccionario parte de(4.9). Para obte-
ner el comportamiento a ¢t — oo se toma el limite cuando s — 0. Como 1 < y < 2y

m > 0, el término de masa domina en la raiz, por lo que se tiene

S'u_l ,m 1 m2ct h MmC2 1
sk4

11'm~3:c:h'm—e Rz = e
s—>0¢(7 ) ’ ‘

h .
50 5 /SM 4 mt 2cmc? si—n
h2

Al resultado aplicamos la transformada inversa de Laplace restante, siendo una potencia

de s resulta sencillo obtener

h
t = tr t— 0.

Ahora para el caso de s — oo, que corresponde a t — 0 y poder obtener (4.13]). Ahora

en laraiz el término de masa se puede despreciar, lo que corresponde a obtener la ecuacion

de onda fraccionaria en espacio de Laplace, teniendo asi

_ _ _lel b
Y ; sl el fon g m2t st _l=l % e <”
lim ¢(s,z) = lim ————=¢" ¢ = e o = ——
§— 00 §— 00 20 gh _|_ m2cd 2682 208
h2

_ B
2

En este caso al tener la expresion en la variable de Laplace, es ttil emplear la funcién de
Wright para obtener la transformada inversa restante, lo que permite llegar al resultado

deseado y que coincide con la ecuacion de onda fraccionaria

1
¢(t7$) = Q_t_%W_%,l—% (’:E‘t_;) , t—0.
C

C

= Para las aproximaciones de Klein-Gordon fraccionario desde espacio de Laplace, se parte
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de @.11) y se aplican los resultados conocidos para funciones Mittag-Leffler para argu-

mento mucho menores o mayores a 1. Para ¢ < 1 se tiene

9 4 02]62 + m2204) tH*
~ — B |_m 2,9 m-c ~ _( h
o(t, k) " [ t (c k* + 2 exp Tt )

Para realizar la transformada inversa queda una gaussiana en Fourier, que su transformada
inversa es, salvo algunas constantes, una gaussiana. Separamos el argumento con variable

de Fourier para aplicar la transformada inversa y poder obtener (4.14)

m2cih A+
t,x) ~exp | ——=——— F ' exp | —=—Kk?
o0t = o0 |ty 1| 7 1 [
I'(1+ ) m2ctr D(1+ p)z?
— —_— —, tK 1
Amc2h eXp{ T+ )] 7 e R
Ahora para t > 1 se tiene

~ tH t—2u

o(t, k) ~ 2.4 - N :
0 (R2+ ) T(L—p) (k2 + 222 (1 — 2p)

Aplicando transformada inversa de Fourier se puede obtener (4.15])

ot a) = — L me 1T g !
L) = € A — ——————
2mce3T(1 — ) I'(1—2u) (k2 + m;2c4)2
ht+ e (1 + 2efa]) e

_ R g1,
2meT(1 — ) 2m3cTT (1 — 2u) ] ‘ T2

Respecto a la ecuacién fraccionaria de Dirac (4.16), para poder presentar soluciones en
espacio de Fourier (4.18) o Laplace (4.19)), debemos pasar primero la ecuacion a espacio
de Fourier-Laplace y realizar la correspondiente transformada inversa. Por lo que primero
debemos deducir (#.17), que es un procedimiento similar al caso de orden entero. Es decir,

primero procedemos a pasar a espacio de Fourier-Laplace y ahi desacoplar
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imc?

(3 £ ) talt,2) =~
1 st k) = Frah)| = Fickh os.) — T2 sk
Dra(s.k) [s” k] = 5771 fua(k) — T (5, )
Tl by = £ S2l) __mE__G (s

s tick h(s> +ick)

De la expresion anterior podemos desacoplar, siguiendo

s* £ ick h(s™ +ick)

@7;172(8’ k) = s* 1 f10(k) imc? {s"“lfm(k) ime

_ " k
s* T ick h(s* F ick)¢1’2(s’ )

. o . 2
Por simplicidad nombramos M = =~

3 M? s* (k) M fo (R)
k) [1 = —— - ’
V12(8, k) [ + (5% + chQ)} s+ jck (820 + 2k2)
@AZ (s, k) 529 4 2% 4 M> _ s* ' fra(k) _ iMs* fa1(K)
1,208, 20 | (22 s@ + ek (820 + 2k?)

A (s* Fick)s* ' fia(k) . s* 7'M foy(k)
¢1 2(S7k) = 2 2 : —1 , 9
' §2¢ 4 c2k2 + M2 s2¢ 4 c2k2 + M2

con lo que se obtiene Dirac fraccionario en espacio de Fourier-Laplace

2.4 2.4
s+ c2k? 4 s 4 2k 4 B

ra(s, k) = S fialk) Z.Sa_1[m;fzfz,l(k)ﬂ:ckfm(k)

Primero el caso de solucién general se realiza primero la transformada inversa de Laplace,

ya que las condiciones iniciales estdn en variable de Fourier y permite avanzar mas el

desarrollo

2 4
1&1,2(@ k) = Eaq [—t2a <02k2 + mh; )} fr2(k)—

. mC2 m2C4
— (T foa(k) % ck fm(k)) t* Faa,1+a [—tm (02k2 + ?)} :
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Posteriormente la transformada inversa de Fourier, que por la generalidad queda en térmi-

nos de convolucion

wm(t,x) = /OO .Fil {Ega |:—t2a <02]{72 + mh2204>} } f1,2(x - x')dq:’—

[e.o]

2 00 2.4
— Z%ta/ .F_l {E2a,1+a |:—t2a (C2k2 + mh; ):| } f2’1<1‘ - .Z'/)dfl,’/:l:

«a = -1 ), _ 42a 271.2 m2c4 o /
Fct F ikEonita | —t c’k” + 2 fio(z —2')dx

Por otra parte, realizando primero la transformada inversa de Fourier se tiene

~ gt 2a imc?s®t 2a
Yrals, z) = 2a,c2fl{k:2+ 7 * fralk )}_Wfl{ku 7 * faalk )}
cs®t B 2a ‘
¥ 2ac2 F 1 {f 1 {k,Q 2 * Zlf} % f172(k3)}

2a02
1ms® _12'l [ 20 m2E
"~ 2ha / e VIR fo (2 — af)da!

:F

/82a + PR C
/ h2 LEly/stes ' )dx'| fio(x —2')de,

2ac

donde a = %\ [ $2% + % Simplificando se puede llegar a

~ Sa_l & _M 52a+m264 /
Yro(s,z) = — / e <V 2 f1o(x — 2)dx
2c 320‘ —|— e

imes®! 20 mid
_ - 24/ 8§04 5 f21($—$)d33/
2h So‘—i-mc

— |Lc s2a m2ct

2c

Considerando condicién inicial para hallar la funcién de Green (f(x) = d(x)), se tiene

~ g2l imes®! e ] [s2a 4 m23
Pra(s,x) = + 5 | € ° A

2.4 2.4
s2a | . 2h s2a | .
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= Para las aproximaciones de la ecuacién de Dirac fraccionaria a tiempos cortos (4.21)) y

tiempos largos (#.20), se parte de Dirac en espacio de Fourier, que al ser funciones de
Mittag-Leffler, se realizan aproximaciones similares como fue en el caso de Klein-Gordon

fraccionario. Posteriormente se puede realizar la transformada inversa restante.
Para tiempos cortos realizamos la aproximacién directamente en v, »(t, k), lo que otorga

<02k2 + %)
I'(1+2a)

1&1’2@, ]{7) ~exp [ — 2a

2.4
2

) [t (@

(:Fick _ime
P T'(1+ 3a)

I'l+ )

) t2a

_|_

A este resultado se puede aplicar la transformada inversa de Fourier restante. El término
real y masivo imaginario transforman directo la gaussiana a gaussiana salvo un factor.
Mientras que el restante término imaginario, por el factor ¢k aparece una delta de Dirac
prima, que al ser convolucion se puede realizar integracion por partes y otorga un menos
la derivada de la transformada por una delta de Dirac. Que al ya no estar primada se evaliia
directamente la convolucion. Se expresan directamente los primeros resultados menciona-

dos y se inicia el que lleva un poco mas de desarrollo para posteriormente detallar solo.

['(14 2«) m2cit?e I'(l+2a) ,
ta) =4/ —— __mer T

Vralts ) dnc2pra P [ (1 + «) o 422

ime? \/ (1 + 3a) { m2AT(1+ )2 T(1+ 3a)2? ]

Tl +a)\ Tl v a) O RT(1+3a)  42P°T(1+a)

2 4P 1 t2a (1 2t2a
F ;exp [_m ¢T(l+a) } (exp {—&kﬂ *1/@) ,

I'l+a) R2I(1 4 3c) I'(1+ 3c)

donde * indica convolucion a realizar de las transformadas inversas de Fourier correspon-

dientes. Enfocandonos en este dltimo término se tiene

\/ (1 + 3a) /°° o { (1 + 30)z" } 5o — )’

Arct?eT(1+ «) J_o 422 D(1 + a)

(1 + 3a) (1 + 3a) >, (1 + 3a)z”
_ 5 _ /d /
\/47rc2t2ar(1 t ) 22°T(1 + a) / VXD | g g O T

—0o0
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Evaluando la delta y agrupando términos, respecto a ese inico término se puede obtener

(14 30) 32 (1 + 30)a?
T ex —
121227 (1 + a) Pl a2+ a))”

con lo que la aproximacién para tiempos cortos de la ecuacion fraccionaria de Dirac tem-

poral desde tiempo de Fourier queda dada como

I'(1+ 2a) m2cte I'(l+2a) ,
tx) =4/~ S S Sl i P4
Vralts ) e P [ RPT(1+ ) P 422
imc? I'(1+ 3a) m2ci (1 + a)t*  T(1+ 3a)z?
R+ a)\ 47T +a) “P |7 2T +3a)  42°T(1 + a)

2 T(1+3a) \2 m2AT(1+ o)t T(1 + 3a)2?

T+ o) \ 42T (1 1 a) RT(1+3a)  4D(1 1 a)

t< 1.

Ahora para la aproximacion a tiempos largos, realizamos directamente la aproximacién en
espacio de Fourier y posteriormente la transformada inversa. Por aproximacion en espacio

de Fourier se tiene

R t72a t74a
¢1,2(t7 k) = 2,47
D(1—20) [+ 2] T(1 - da) [e2h + 287
+ (:F k .mCQ) t—a t—3a
ick — i AT —
h) |T(1—a) [k +25]  T(1- 3a) [c2h2 + me)’

De manera similar, el correspondiente término con ik requiere un poco mas de trabajo
que resulta por la derivada de delta de Dirac. Por lo que siguiendo un proceso similar a la

aproximacion anterior se tiene

Bt 2 me R3¢ (1 + M\x!) me
; ~ —meig| h — |
Va(t,z) 2me3l'(1 — 204)6 Am?cT(1 — 4a) ’
LT ey (L4 ) ey,
2c(1 — «) 4m2cST(1 — 3a)

e 2M 4 3 (2M)? _
T x1k | — xik ||,
2Mcl(1 — o) \ k2 + M? AM?T(1 — 3a) \ (k2 + M?)?



100 APENDICE B. DEDUCCION DE RESULTADOS

donde aqui M = % y nuevamente x denota la transformada inversa de Fourier de los
respectivos términos, dada como convolucién. Respecto a la dltima linea desarrollamos

explicitamente, teniendo

L / e Ml (2 — &) da!

:2MCF(1 —a) )
t—3a oo ,
. 1+ Mz —M|z\6/ — Ndz'
AT | 0 M) e @ - e
e = —M|z'| / /
1 Y5 — 2')d
20F(1—0z)/006 (v = a)de
—3a o]
—t—/ o' M5 (2 — o) da!
01— 3a) /.,
I S Vo toe — Mlal
T2l(1-a)" AT(1—3a) ¢

Juntando este desarrollo podemos escribir la ecuacién de Dirac con aproximacion en es-

pacio de Fourier para tiempos largos como

ht 2 me B3 (14 2€02]) e
t ~ — x| _ h — T |z
Vralt2) 2me3T(1 — 204)e 4m3cT(1 — 4a) ‘
el T H24—3a mc
B it o] iR (1 + 2 |$|>e_%|$|
2c(1 — «) Am2cT (1 — 3a)
2c(1 — «) 4T(1 — 3a) ’

= Se desarrollan las aproximaciones para la ecuacion fraccionaria de Dirac en espacio de
Laplace para tiempos cortos (4.22)) y largos (4.23). En ambos casos se parte de la ecuacién
de Dirac fraccionaria en espacio de Laplace (4.19). Para tiempos cortos como en el caso
de Klein-Gordon, para s — oo (¢ — 0) corresponde a tomar el limite de m — 0, con

lo que se obtiene

Sh_r)nooz/q,g(s,x): 2c _2715:': 2¢ €

A esta expresion podemos aplicar la transformada inversa de Laplace restante. Los térmi-

nos no masivos corresponden a la expresion de la ecuacion de onda fraccionaria en espacio
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de Laplace, mientras que el masivo es distinto pero igual es similar a una transformada

inversa de Laplace de una funcién de Wright. Con lo que se obtiene

1 _ || imc x|
ta)= —[MFt W oo o) - D (o) <1
raltea) = 5o LF U W () - oo, (2 <

Por otra parte para el caso s — 0 (t — 00) se tiene

82102/11,2(5,:6) T | 2me3 s2a-1 9 ga-l + 2¢ sa—1 ¢ )

Realizando la transformada inversa de Laplace restante se tiene

h t720¢ o
C(it1
AT —2a)  UEY

V1a(t, r) = [ >1 e~ w1

2c(1 — «

La relacion de dispersion fraccionaria presentada en se obtuvo evaluando directa-
mente en Mathematica con el siguiente comando

CaputoD[Exp[I(kx — wt) — *k* + m2c*/h?],t, u, Assumptions— > 1 < p < 2], que
basicamente es poner solucidon de onda plana en la ecuacién de Klein-Gordon fracciona-
ria. De donde resulta conveniente y factible, despejar x(w), que tras despejar se puede
obtener (4.24). Nétese que se puso el factor correspondiente a la segunda derivada ya en
términos de x, ya que lo realmente complicado es evaluar la derivada fraccionaria de la

parte temporal.

Para obtener la relacion de dispersion de Klein-Gordon fraccionario, parte real (4.25)) e
imaginaria (4.26)), se evalda como indica Giusti [68]. Para esto como se menciona en el
capitulo de resultados fraccionarios, se debe emplear la transformada de Fourier de la
derivada fraccionaria. Esto trae consecuencias en el limite de evaluacién inferior de la
integral de la derivada de Caputo, mismo mencionado en su correspondiente seccién. Con

esto se procede a calcular como una ecuacién de segundo orden, razon por la que en este
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apartado se tomd el indice de la derivada fraccionaria como 2, por tanto 0.5 < mu < 1.

2.4
(—iw)™ + {c%z + W%—f} —0

2.4
(—iw)* = +iy/2k2 + 28

Wt = il Ty [ 2k2 +

1

unto v w = |wle, W u itu , su
En este punto vemos a #® donde es su magnitud y 6, de manera general, s

fase. Por su parte el lado derecho lo vemos como 4/c?k? + m2c4 = pe'¥, donde py ¥

cumplen los respectivos papeles que en el caso de w.

m2ct

]‘:LQ

; in
|w|“e“‘9 — o2 (1), [ 22 +

Con esto podemos separar parte de magnitud y fase. Con la magnitud se tiene

m2ct

h2

w| = {%2 }

lw# =1/ c2k? +

Por su parte la fase otorga

™

el = UMy p — 2<1+u)+w
0 7r< 1) (0
9:_+ + - —f==(14+—-)+=

Como 1) se relaciona con la parte imaginaria, dado como 1) = tan=*(Im(pe')), en este

caso es nulo, por lo que se obtienen las relaciones

h2

™ 1
0=—(14+—-].
2( +u>

Con lo que podemos escribir parte real e imaginaria con ayuda de la relacion de Euler. Asi

1
2.47 30
] = [,Hm}



se tiene para la parte real

wy(k) = |w| cosf = |:62]€2

m2cA] 7T
| (g

= {021@2 +

wi(k) = |w|sin® =

— [02]62 +

2 473
9, 9  MICH|
[ck + 2 ] Sln<2 (1+

m2cA] % T
) ()

)
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» La velocidad de fase (4.27)) y de grupo (4.28)) se obtienen por las definiciones usuales, que

involucran unicamente la parte real de la relacion de dispersion. Por lo que se tiene

vp(k) =

vg(k) = Opwr (k)

2k,2

[52—1—

m2c o T
Sll’l
] (2u)

1
k

L

m2ct 2H -1 T
| (5

» Las relaciones (4.32)), (4.33)) como se indica en su respectiva seccion se obtienen al igualar

el indice de refraccion imaginario de Klein-Gordon con la relacién dada por Mainardi, lo

que implica

=iy 72 =2 [oa 20 -
o - [y £ Be) e ] e
o=l SR - v -
o (52) s () o - [ 2 2 ] e

De aqui podemos separar parte real e imaginaria, lo que permite obtener los resultados
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presentados en (4.32))y (4.33)). Teniendo para la parte real

2 2.4

on () =[] - 5

Mientras que para la parte imaginaria, resulta méas facil despejar el coeficiente de atenua-

cién, para posteriormente sustituir en la parte real y obtener los resultados mostrados.

wH sin <@> = 2w d(w)

2 V(w)
d(w) = %Sin (7;—”) .

Habiendo despejado ¢, sustituimos en la parte real y obtenemos

p T ) {V(w)w“_l ]t Aw m2ct
w" cos <7> =’ | —Z—sin (—) — —

2c? 2 V2(w) h?
Vi (w)wHr=b <7T[L> Aw? mit
4c? ' 2 V2(w) h?
V4 2(pu—1) 2.4
V3 (w)w cos <%> = % sin? (%) — 2w — V2(w)n%—;
Haciendo el cambio de variable u(w) = V?(w), podemos despejar como
2(u—1) 2.4

uz(w)wllc2 sin? (%) — u(w) [w“ Cos <%> + mh; } — 2w =0.

m62

Por simplicidad se sustituye M = =

y %4 = II. Empleando la férmula general se tienen

las soluciones

20 [wrcos () + 5|,/ [meos () + 2 4w ()
= C

u(w) = w21 gin? (Z2) w1 sin® ()

2 P on(ID) + 07,/ cosl) + AP + e sin?(I)
w21 sin? (1) 2w2(1=1) sin? (1)

_ 2¢2 [wh cos(IT) + M?] iy Vw2 cos?(TT) 4+ 2M 2wt cos(IT) + M4 4 w2+ sin’(I1)
w2(=1) sin? (1) w2(e=1) gin?(IT)

_ 2 [w* cos(IT) + M?] Lo v w? + 2M 2wk cos(IT) + M*

w2(=1) sin? (1) w21 sin?(IT)
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Como u(w) = V?(w), al sustituir la variable original, se debe volver a sacar raiz cuadrada

para despejar por completo, con lo que se tiene

+v2
V(w) = W\/i;c(ﬂ)\/w“ cos(IT) + M? + \/oﬂ# + 2M2wt cos(IT) + M*.

Si bien hay cuatro posibilidades de solucidn, la que se presenta en (4.34) es la viable, esto
después de haber evaluado con distintos pardmetros dentro del rango de estudio (7/2 <
IT<m, M >0,1 < p < 2).Con lo que la velocidad de fase queda como se presenta en

el capitulo 4, y en base a su relacién con el coeficiente de atenuacién se encuentra

V2e

— 2 2 2 4

V(w) o sin(TD) \/w“ cos(IT) + M2 + /w? + 2M2wr cos(IT) + M
w1t sin(1T)

W) ==z VW

1
= ——/wtcos(TT) + M2 + /w2t + 2M?2w cos(IT) + M4.
ol £ 247+ / ()

El caso de la velocidad de grupo a partir del indice de refraccién complejo, es decir, U (w)
se obtiene de la relacién (2.37)). Dado se cuenta con la velocidad de fase V' (w), es cuestion
de evaluar y simplificar. Dada la extension y posibles errores, este resultado se obtuvo con
ayuda de Mathematica, donde se define el resultado anterior V' (w) y se sustituye como

indica la relacion (2.37), 1o que otorga el resultado (#.36).

El célculo de los desplazamientos cuadriticos medio para los casos fraccionarios, emplean
el mismo resultado que el caso de orden entero. A partir de la relacion (2.41) se procede
a calcular (4.39) y(@.40). Para Klein-Gordon partimos de haber obtenido su expresion
en espacio de Fourier-Laplace, por lo que a partir de esa expresion realizamos segunda

derivada respecto a x y evaluamos posteriormente en x = 0

~

(2(0) = £ {025, )luco

Jass S.U‘_l

§Z5(S, ’{) =

2,4
SH -+ 02li2 + mh2c
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A 8ctk2sh1 2c%sh~1
az¢(87 /i) = m2ct\ 3 - m2ct\ 2
(s + 2r2 + 22)" (51 + A2R2 + )

2c% sk
(Su + m;2c4)2

A sh—1 202 tH m2ct
,C_l {—82(;5(8, Ii)l,{—g} = 202£_1 {ﬁ} == —EN:H [_Ft#] ,

2.4
sH thC Ju!

_8125(87 H) |H=0 -

con lo que se obtiene el MSD de Klein-Gordon fraccionario

2 Qt,u 2.4
o) = 2Lk, -5
Ju

De manera analoga se puede calcular para Dirac fraccionario

2
A~ g2a-l el =tk
Y1a(s, k) = 2 4 212 4 mict a1 272 4 mich
s 4+ c2k? + e s%a + c?k? + e
. _ . 2 _
g2a-l icks™! gme ga—l

h
54 T 2.4 2.4
S2o¢_|_c2k2+mh_2€ 8204_{_62]{2_‘_"%_20 820‘—{—02]{32—}—"%20

= \1’1(8, k‘) + \IJQ(S, k’) — \113(8,]{3).

Desarrollando término a término se tiene

8 4k2 200—1 2 2 2a—1
02\111(8,/{3): ‘ ° 2473 =2 2.4\ 2
e R
20282(1—1

— Ok V1(8,k)|k=0 =

<S2a + m;2c4 ) 2

m?2ct
[,71 {—813\111(8, k)’k:(_)} = 202E2a [—tha} .

. 5k3 a—1 2 3k a—1
(9,3\112(8,16) _ 8ic’k>s _ ic’ks

(SQa + c2k? + mﬁ2204)3 (52a + k2 + m;2c4)2

—0Wa(s, k)| = 0.
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imc?s®1 8ctk? 2¢2
8,3\1!;;(5,/{:): A 2,473 2041 2
(52 + k> + )" (820 4 k2 + )
2imc3s*1
_813\113(87 k)|k=0 - 9 m2cd\ 2
h (5 “t+ e )
_ 2imc3 [ 3 m2ct o, 1 m2ct o,
L ' {_813\1/3(87k)|k:0} = A [%E2a,3a (_ 72 t2 > - 5 2a,3a—1 <_ 72 t2 ):| .

Con lo que el MSD para la ecuacion fraccionaria de Dirac queda como

2.4
(o) = 2B [0+

2imc?® [t3* m2ct 1 m2ct
_E a,3a _—t2a - _E o,300— - t2a
+ 5 {204 20,3 ( [ ) 5 20,3 1( 72 )]

= Por ultimo las aproximaciones del MSD de Klein-Gordon fraccionario mediante los teo-

remas Tauberianos (4.471)) y (d.42). Se parte de la expresion

2c? k1

(s -+ m)”

— 07 (s, k)|hmo =

en donde tomamos limite s — oo correspondiente at — 0, y a su vez el limite s — 0

que corresponde a t — oo. Para el primer caso se tiene

A 2c? skt 27547 2c?
lim —07é(s, k)|peo = lim 2aN2 2% aptl
s—>00 §—00 (S# 4 mh2c ) S S

Realizando la transformada inversa de Laplace se obtiene

A 202
L7 lim —02¢(s, k)|p—o p = =", t —0.
{S_m k05, k)| 0} T+
Por su parte, el otro limite otorga
2% gkl _2028“_1 2R 1

’ _ 22, — s — =
81210 95 9(s, k)lk=0 81510 (s“—i— m;264)2 (m;204)2 mAcb sl
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Al evaluar la transformada inversa de Laplace se tiene

1)y 27 _ —2
L {sh_r>n0_ak¢(3>k)|k=0}—mt“ ; t——o00.



Apéndice C

Funcion Mittag-Leffler

Se presentd la definicién de la funcién Mittag-Leffler de un pardmetro en (2.7), a conti-
nuacién se presentan definiciones para dos a cuatro pardmetros, junto con relaciones dtiles y

transformadas de Laplace.

o)

Ea = C,R 0). C.1
5(2) ;rakw (2.6 € C.R(a) > 0) (C.1)
v _ . Z_
El,(z) = ;%wm+ﬁk:(5%ZECR()>m' (C.2)
EGRGE) = D w i F (o + G (eBneC (C3)
n=0

Rela] > max {0,R[x] — 1} ;R[x] > 0),
donde (7), es el simbolo de Pochhammer, definido como

L(v+ k)

Mo=1,  (Ve= NC

(0)o=1 (C4)

Podemos ver de las definiciones para varios parametros de la funcién Mittag-Leffler, si se evalua

el ultimo indice como 1, se puede ver como una funcion Mittag-Leffler de un pardmetro menor,

109
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es decir

Eoi1(2) = Eu(2) (C.5)
E,s = Ea.p(2) (C.6)
Eg;;(z) = E42). (C.7)

Relaciones utiles para presentar sus transformadas de Laplace son

eap(t; ) = P E, g(— M%), (a, 3> 0;) €C) (C.8)

el s(t:N) = tPTE] (=A%), (min {o, 8,7} > 0; A €R. (C.9)

Sus transformadas de Laplace estdn dadas por

a—1

L{aFNI6) = (.10)
a—p

LleastBFNI6) = oy (1)
ay—=p

L{egst:FN}(s) = (S‘ch—m (C.12)

Para realizar aproximaciones a tiempos pequefios o grandes, se emplean los siguientes resul-

tados
1 I'(3) }
Eop(—M%) ~ ———exp {——w t< 1, (C.13)
= 1) la+5)
tﬁ—a—l tﬁ—Qa—l
P B, p(—A) =~ t> 1. (C.14)

TA(B—a) N[(E-2a)



Apéndice D
Funcion H de Fox

La definicién de la funcién H de Fox se presenta en (2.12)), a continuacién se presentan

propiedades y resultados empleados a lo largo del trabajo.

(al,Al),...,(ap,Ap) (CLQ,AQ),...,(CLP,AP)

5" |2 =H"L |2
(b17B1)7"'7(bq—17Bq—1)7(a17A1) ] i (b17B1)7"'7(bq—lan—l)
) ] (D.1)
mn (al,Al),...,(ap,l,Ap,l),(bl,Bl) m—1,n (al,Al),...,(ap,l,Ap,l)
HJW |z =H, ;-1 |*
(b1, B1), ..., (by, By) _ | (b2, B (0 By)
(D.2)
ai, Ay), ..., (a,, A 1 ai, A/9),....(a,, A,/
HZZ” 25 (1 1) (p p) ZSHZLq’n . (1 1/) (p p/) ,5>O (D.3)

(b1, B1), ..., (bg, By) (b1, B1/9), ..., (by, By/0)
/ kP cos(kx) HW" ak®
0

1+
_ iHn-l—l,m x_é (1 _bprq)a (Tp’d/2) (D4)

q+1,p+2
o @ <p75)7 (1 _avap)v (%76/2>

Una relacion util y que relaciona las funciones Mittag-Leffler con a funcién H de Fox es

Eop(—2) = Hyy |2 (D.5)
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Apéndice E

Funcion de Wright

Funcién definida y estudiada inicialmente por el matematico Britdnico E. Maitland Wright.
Un tratamiento ampliamente detallado lo da Mainardi en el apéndice F de su libro ( [4]). Aqui
solo se denota definicién y resultados que son ttiles en el desarrollo del presente trabajo. La
funcién de Wright se define como

o0 n

W)\M(Z) = Z m, A>—1, peC. (E.1)

n=0

La funcion de Wright resulta estar relacionada con las funciones de Bessel J y Bessel modifica-

das I, tomando loscaso A =1y u=v + 1.

[e.9]

1) .

Wiy (—2) = §jn,rin +)V ik 127,(22'?) (E2)
S o »

Win®) = 2 oy =7 ) (E3)

Esta funcién es de relevancia dado que el mismo Mainardi empled casos especificos para es-
tudiar la ecuacién de onda difusiva y fraccionaria en el tiempo [72]. Estos casos especificos y

nombradas como funciones auxiliares por Mainardi son las funciones F'y M

F,(z) = W_,o(—2) (E.4)
MV(Z) = W—V,I—V(_Z)7 (ES)
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donde en ambos casos 0 < v < 1. Aligual que varias de las funciones mencionadas y empleadas
en anteriores apéndices, es importante su transformada de Laplace. Para la funcion de Wright se

tiene

1 1
’C{W/\vﬂ(ir)} = EE)\7M (j:g) ) A > 07 |S| >p > 07 (E6)

donde F , denota la funcion de Mittag-Leffler de dos pardmetros. En el caso de las funciones

auxiliares se tiene

c {%Fy(l/r”)} Sy {#My(l/r”)} = (E7)
c {%F,,(l/r”“)} .y {T—{/My(l/r”)} _ ;_ (E.8)

donde 0 < v < 1. Por dltimo un caso que sirve para aproximacion de solucién a la ecuacién de

Klein-Gordon fraccionaria, se tiene
LW, (—a/t)} =sre ™ 0<v<l, p>0, (E.9)

y ademads x y ¢ son positivos.



Apéndice F
Difusion Anomala

Se conoce como difusién al movimiento neto de algo (dtomos, moléculas, masa, etc.) de una
regiéon de mayor concentracion a una regiéon de menor concentracion. Si un proceso difusivo
puede ser descrito mediante las leyes de Fick, se dice que difusién normal; de lo contrario se
conoce como difusiéon anémala.

Postuladas por Adolf Fick en 1855 durante un estudio, sus leyes se pueden denotar como

1. El movimiento de particulas de concentracion alta a baja es proporcional al gradiente de

concentracion de la particula.

2. La prediccién del cambio en el gradiente de concentracién con el tiempo, es debido a la

difusion [[73].
En el caso unidimensional, la primer ley se puede escribir como

__p9
J=-D7, (F.1)

donde J es el fluyjo difusivo, mide la cantidad de substancia que fluird a través de una unidad
de 4rea durante una unidad de tiempo. D es el coeficiente de difusién y ¢ es la cantidad de
substancia por unidad de volumen. La segunda ley predice como la difusién provoca que la
concentracion cambie respecto al tiempo, con lo que se puede obtener

0 _ 0%

o~ Page (F2)
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también conocida como la ecuacion de difusién. La solucion a la ecuacién (F:2) es conocida y
estd dada por
1 22

qb(t,x) = \/ﬁe_m. (F3)

Una caracteristica de los fendmenos descritos por esta ecuacion, es su desplazamiento cua-
dritico medio. Es una medida de la desviacion de la posicion de una particula con respecto
a una posicion de referencia a lo largo del tiempo. En el caso de difusién normal se tiene un

desplazamiento cuadratico medio lineal en el tiempo, dado como
(z*(t)) = 2Dt. (F.4)

La difusién anémala es un proceso difusivo con una relacién no lineal entre el desplazamiento
cuadratico medio y el tiempo. En medios inhomogéneos como medios porosos, la ecuacion de
difusién normal no es capaz de caracterizar los procesos de difusivos complejos presentes. El

desplazamiento cuadratico medio en la difusién anémala es de tipo potencia en el tiempo
(a*(r)) = Ko, (F5)

donde K, se le conoce como coeficiente generalizado de difusién y 7 es el tiempo transcurrido.
Las ecuaciones de difusion fraccionarias fueron introducidas para caracterizar el fenémeno de

difusion anémala. La clasificacion de difusién anémala se da como

o < 1 - subdifusidn.

m o = 1 - movimiento browniano.

1 < a < 2 - superdifusion.

o = 2 - movimiento balistico.

a > 2 - hiperbalistico.

La ecuacién que da lugar a este escenario de posibles comportamientos en la difusién, es la

ecuacion de difusion con derivada temporal fraccionaria, o también conocida como ecuacion de
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onda fraccionaria, dada como

O%o(t
Sopoltz) = K, AL, (6)
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