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Resumen

Presentamos un estudio sobre como ubicar sitios activos y de unién en la estruc-
tura de proteinas, utilizando Teoria de Redes Complejas y Cadenas de Markov. En
el caso de Redes Complejas, cada aminoécido de la cadena proteica representa un
vértice en la red, y si los atomos de dos aminoacidos diferentes estan a una distan-
cia menor a un radio de corte que nosotros establecimos, se coloca un enlace entre
ellos, lo que permitiria la comunicacién o el transporte entre dichos vértices. En el
caso de Cadenas de Markov, los aminoacidos son los estados del sistema, y se puede
pasar de un estado a otro en un solo paso, con una probabilidad que depende de
la cantidad de atomos de cada aminoacido y de cuantas parejas de atomos pueden
establecerse entre dos de ellos, separados por una distancia menor al radio de corte.
De esta manera pudimos calcular la probabilidad de ir de un residuo a otro, en un
determinado ntimero de pasos.

El Sitio Activo de una proteina esta formado por los aminoacidos que realizan los
procesos cataliticos. Otros residuos funcionales participan como sitios de unién para
sustratos, cofactores o para iones. En este contexto, propusimos que los sitios activos
y los de unién se relacionan con algunas medidas de centralidad de la teoria de redes,
particularmente analizamos la centralidad de cercania y la de intermediacién.

En cuanto a Cadenas de Markov, buscamos una relacion entre los sitios activos
y de unién, y los estados a los que en promedio es posible llegar por primera vez en
un proceso estocastico, desde cualquier otro, en la menor cantidad de pasos (Tiempo
de Primeras Visitas).

Modelando asi la estructura de las proteinas, ubicamos los residuos que cum-
plen con las caracteristicas descritas, y comparamos nuestros resultados con otros

reportados en la literatura.
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Abstract

In this study we use Complex Network Theory and Markov Chain Processes, to
locate and predict active sites in protein structures. In Network theory, each amino
acid or residue is represented as a node or vertex in the network, and if the atoms of a
couple of residues are closer than a cutoff distance, we assume there is a link between
them, which allows comunication or transport whithin the protein network. As for the
Markov Chain process, amino acids are states of the system and the communications
between such states is possible with a given probability that depends on the atoms
number of every residue and the total number of atom-atom contacts between amino
acids based in the same cutoff distance.

Active Site residues in a protein correspond to the amino acids that carry out
the catalytic activity, but there are also residues with other functional activity like
binding of sustrates, cofactors and metals. In this context, we propose that the active
sites and functional residues are related with some network centrality measures.
Particularly, we analized clossness and betweness centrality. For the Markov Chain
case, we propose there is a relationship between active sites and the states which the
information takes minimal average number of steps to be transmitted for the first
time.

This way of modeling the protein structure, allowed us to ubicate residues that
satisfied certain characteristics that we could related with active sites reported in

literature.
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Capitulo 1
Introduccion

En este capitulo, haremos una descripcion basica de la estructura de las pro-
teinas y los aminodcidos, que son los constituyentes fundamentales de las primeras.
Discutiremos como las proteinas son construidas en el interior de las células, los di-
ferentes niveles en los que suele describirse su estructura, y el llamado problema del
plegamiento de las proteinas (protein folding), el cual se refiere a la manera como las
proteinas después de ser construidas, logran adoptar rapidamente la configuracién
espacial correcta, es decir, aquella en la que son funcionales. Asi mismo, discutiremos
la relevancia del plegamiento correcto de las proteinas, y la existencia y descripcién
de los sitios activos, que son los lugares especificos en la estructura de algunas pro-
teinas donde se llevan a cabo los procesos bioquimicos especificos que las hacen tan
relevantes.

El propdsito de esta introduccién es colocar las bases biofisicas y dar un panorama
fundamental sobre proteinas. Posteriormente en los siguientes capitulos, veremos
cémo representar estas macromoléculas utilizando Teoria de Redes Complejas y como

establecer un proceso estocastico en este sistema en términos de Cadenas de Markov.

1.1. Proteinas y Aminoacidos

Las proteinas se encuentran entre las moléculas bioldgicas mas importantes en
la Naturaleza debido a la gran variedad de funciones que realizan. Participan como

catalizadores en practicamente todas las reacciones bioquimicas en los organismos;
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Capitulo 1. Introduccion 20

tienen una gran capacidad de reconocimiento de otras moléculas, lo que sirve para
mandar ”senales”de forma muy precisa, o facilitar el paso de compuestos a través
de la membrana celular. Pueden incluso ser ellas mismas el conducto o el medio de
transporte; contribuyen en la formacién y degradacion de otras sustancias, y ademas
de todo, son parte estructural de muchos sistemas, desde sistemas macroscopicos
como la queratina o el colageno que forma parte del cabello y las unas, o las his-
tonas, proteinas que dan soporte y colaboran en el enrollamiento y compactacién
del ADN dentro de las células [1, 2]. Se puede decir de forma general, que todas
las funciones que puede tener una proteina entran en alguna de las siguientes cate-
gorfas: (a) Regulacion y senalizacion, (b) Catdlisis, (¢) Movimiento y transporte, y
(d) Estructura.

Los elementos atomicos basicos que constituyen a las proteinas son carbono,
nitrégeno, oxigeno e hidrogeno, aunque también a veces contienen otros, como azufre,
fosforo, magnesio o hierro. Las proteinas estan formadas por cadenas de moléculas
mas pequenas, cuya unidad o eslabén recibe el nombre de aminodcido o residuo,
unidos entre si mediante enlaces covalentes. Los atomos que forman este tipo de
enlace comparten sus electrones exteriores, uno de ellos recibe uno o mas electrones,
y el otro los cede. De esta manera consiguen completar su configuracién electrénica, lo
que hace un enlace muy estable. Entre aminoacidos y aminodacidos con agua, existen
ademas otras interacciones electrostaticas que contribuyen a mantener la estructura
tridimensional de la proteina, y que se suelen clasificar en funcién de la naturaleza de
la carga (iones, moléculas con polarizacién permanente, con polarizacién inducida,
o interacciones producidas por efectos cudnticos [3]). La clasificacién més comin
considera como las mas importantes a las interacciones de Van der Waals y los

puentes de hidrogeno.

Las interacciones de Van der Waals incluyen interacciones entre moléculas di-
polares y con dipolos inducidos, ademas de interacciones cuanticas conocidas como
fuerzas de dispersion. La interaccion por puente de hidrogeno es un tipo especial
de interaccién dipolo-dipolo, que se forman cuando se produce una region de carga
positiva en un atomo de H debido a que su electrén participa en un enlace covalente,
por lo que este atomo sentird atracciéon por elementos con carga negativa. Ambas

interacciones son relativamente débiles, tipicamente de 4 a 20 kJ/mol para las in-
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Grupo carboxilo

e, Grupo amino
Hidrégeno

Grupo de cadena lateral

Figura 1.1: Estructura atémica de un aminoacido. Todos los aminoacidos tienen
unidos al carbono central (C,) un grupo amino (N H,), un grupo carboxilo (COOH)
y un atomo de hidrégeno (H). El grupo R llamado cadena lateral o residuo, es el
que hace diferencia entre un aminoacido y otro.

teracciones de Van der Waals y de 5 a 30 kJ/mol los puentes de hidrégeno, por
lo que son significativamente menores a la de los enlaces covalentes, que esta entre
150 y 870 kJ/mol [3], sin embargo aparecen cientos de éstas entre los dtomos de las
proteinas y los atomos del agua. En conjunto, todas estas interacciones permiten a
los d4tomos mantener diferentes posiciones relativas entre si, y a las proteinas una
estructura tridimensional muy variada, lo cual es de suma importancia, pues muchas
propiedades y la funcionalidad de una proteina, dependen justamente de su estructu-
ra. Ademas ocurren también enlaces ionicos, en los cuales a diferencia de los enlaces
covalentes, los electrones no se comparten sino se transfieren entre un atomo y otro,
produciéndose asi una atraccién electrostatica entre el par de atomos ionizados.
Los aminodcidos estan formados quimicamente por un grupo amino (—N H,),
un grupo carboxilo o dcido (—COOH); unidos ambos a un carbono ”principal”,
cuyas otras dos valencias quedan cubiertas con un atomo de hidrégeno y con un
grupo quimico variable, llamado residuo (—R) o cadena lateral (figura (1.1)). Al
carbono principal se le llama carbono alfa, C,. Tridimensionalmente los aminoacidos
son como tetraedros, con el C, en el centro y los cuatro elementos que se unen a él,

en los vértices.
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Las proteinas estan formadas por una secuencia de aminoécidos, esta secuencia es
diferente para cada tipo de proteina y esta indicada en el cédigo genético del ADN.
En el interior de las células existen unas macromoléculas llamadas ribosomas, que se
encargan de traducir este cédigo y unir los aminoécidos para sintetizar las proteinas.

De entre todos los aminodcidos que existen en la naturaleza, sélo 20 distintos se
utilizan para la conformacion de proteinas en los seres vivos, y cada uno de estos

aminodcidos esta caracterizado por su cadena lateral o grupo residual R.
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Figura 1.2: Existen 20 diferentes grupos residuales, mostrados en la figura (Imagen
tomada de referencia [1]).

En la figura (1.2) se muestran el nombre, las abreviaturas clasicas de 3 letras y

de una, y la estructura atomica de estos 20 residuos, clasificados de acuerdo a su
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comportamiento en solucién (hidrofébico, hidrofilico o anfipatico).

» Aminoacidos hidrofébicos. En estos casos, el residuo de las proteinas evita
entrar en contacto con el agua, por lo que tienden a ubicarse en el interior
de la estructura de las proteinas. En esta categoria se incluye la alanina (Ala,
A), valina (Val, V), leucina (Leu, L), isoleucina (Ile, I), fenilalanina (Phe, F)
y prolina (Pro, P).

= Aminoacidos hidrofilicos. Las cadenas en esta categoria pueden tener carga
eléctrica a ciertas condiciones de pH, lo que facilita su interaccién y la formacion
de enlaces de H entre ellas o con otras moléculas, incluyendo el agua. El acido
glutamico (Glu, E) y el acido aspéartico (Asp, D), tienen carga negativa en
condiciones de pH fisiolégico, mientras la arginina (Arg R) y la lisina (Lys,
K) se muestran positivas. La histidina (His, H) tiene el comportamiento més
versatil, pues tiene dos zonas en las que puede formar enlaces de H. Ademas
puede presentarse con carga positiva y aunque en muy pocos casos, también
con carga negativa. Esta versatilidad puede ser la razén por la que sea el residuo
que més participa en la actividad catalitica de las proteinas. La serina (Ser,
S), treonina (Thr, T), glutamina (Gln, Q), y asparagina (Asn, N) pueden ser

donadores o aceptores de puentes de H para formar enlaces.

= Aminoacidos Anfipaticos. Los aminoacidos en esta categoria tienen regiones
con ambas caracteristicas, polares y no polares. Esto hace que formen inter-
faces. La lisina (Lys, K), aunque tiene una regién cargada, tiene también una
extensa zona hidrofébica. Tirosina (Tyr, Y) y triptofano (Trp, W) suelen no
ionizar en condiciones de pH fisiolégico, pero puede haber interacciones polares
débiles con los anillos aromaticos de sus residuos. La metionina (met, M) es
el menos polar de todos, aunque el azufre que lo compone puede participar en

muchas interacciones.

El residuo glicina (Gly, G), esta formada solamente por un atomo de H, asi que
es el mas simple de los aminoacidos. Algunos autores lo consideran como una cuarta
categoria, y otros lo incluyen en los hidrofébicos [4].

Otra clasificacién de los aminoacidos en el campo biolégico es en funcién de si el

organismo del que forman parte puede sintetizarlos por si mismo o no. Cuando no es
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L-aminoacido D-aminoacido

Figura 1.3: Las dos configuraciones isoméricas de los aminoacidos se llaman este-
reoisomeros, ya que cada uno es la imagen especular del otro. El isémero L es el
unico que se utiliza en la construccién de proteinas.

posible, es necesario introducir ciertas proteinas al organismo, las cuales son descom-
puestas para obtener estos aminoacidos y poder construir con ellos nuevas proteinas.
Se les llama en este caso aminoacidos esenciales. En cambio, son aminoacidos no
esenciales los que el propio organismo puede sintetizar. En el caso de los seres

humanos se tiene

» Aminoacidos Esenciales: valina (Val), leucina (Leu), isoleucina (Ile), feni-
lalanina (Phe), triptéfano (Trp), treonina (Thr), metionina (Met), histidina
(His), lisina (Lys) y arginina (Arg).

» Aminoacidos no Esenciales: alanina (Ala), glicina (Gly), tirosina (Tir),
serina (Ser), cisteina (Cys), glutamina (Glu), prolina (Pro), acido aspartico

(Asp), acido glutdmico (Glu) y asparagina (Asn).

Todos los aminoacidos, excepto la glicina, cuyo residuo es sélo un atomo de H, son
moléculas quirales, es decir, pueden existir en dos diferentes formas o isémeros. Esto
se debe a que el C, esta unido a 4 compuestos diferentes y estos no necesariamente
estan en el mismo orden. Para aminodacidos se acostumbran llamar forma L o forma
D. Se reconoce una de otra con la Regla del Maiz, que va de la siguiente manera:

Colocamos el aminoéacido de forma que el H que va unido directamente al C\, quede
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Figura 1.4: La estructura primaria de una proteina es la secuencia de aminoacidos
que la forman.

en la parte superior, y los otros tres enlaces formando la base triangular del tetraedro.
Le asignamos al grupo carboxilo las letras CO, al residuo la R y al grupo amino la
N. Si leemos el orden de los grupos enlazados al C,, comenzando por el carboxilo
y siguiendo la direccion de las manecillas del reloj, se formard la palabra CORN
(maiz en inglés) si el aminodcido es L y CONR si el aminoédcido es D (fig. (1.3)).
Los sistemas biolégicos utilizan solo la forma L, asi que es la tnica que aparece en

los aminoécidos que constituyen las proteinas.

1.2. Sintesis y Estructura de las Proteinas

Las proteinas estan formadas por una cadena lineal de aminoacidos, de manera
que la diferencia entre una proteina y otra es la cantidad y el orden de la secuencia
en que aparecen estos aminoacidos. A esta secuencia se le conoce como estructura
primaria, y es fundamental en la determinacion de las propiedades de la proteina
(figura (1.4)).

La secuencia de aminoacidos de cada proteina, estd codificada en la secuencia
de desoxinucleétidos que conforman el ADN (dcido desoxirribonucleico) del organis-

mo que la produce. EI ADN, junto con el ARN (4cido ribonucleico) son los dcidos
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Figura 1.5: ADN y ARN. Se muestran los nucleétidos que las constituyen. El apa-
reamiento en el ADN, s6lo puede darse entre A y T, y entre C y G. Imagen tomada
de https://www.lifeder.com/funciones-adn-arn.

nucleicos que forman parte de los organismos vivos. La molécula de ADN esta for-
mada por desoxinucledtidos, los cuales a su vez, estan constituidos por un azicar
(2-desoxirribosa), una base nitrogenada que puede ser adenina (A), timina (T), cito-
sina (C) o guanina (G) y un acido fosférico. Lo que distingue a un desoxinucle6tido
de otro, es la base nitrogenada, por ello la secuencia del ADN se especifica nombran-
do solo la secuencia de sus bases. La disposicion secuencial de estas cuatro bases a lo
largo de la cadena codifica la informacion genética. En los organismos vivos el ADN
se presenta como una doble cadena de desoxinucledtidos, en la que las dos ramas
estan unidas entre si por enlaces de puente de hidrégeno (ver por ejemplo [5]).

A diferencia del ADN que contiene 2-desoxirribosa, el azicar constitutivo del
ARN es ribosa. Otra diferencia importante es que el ARN no contiene la base nu-
cleotida timina, y en su lugar posee la base uracilo. Ademas el ARN generalmente es
de una sola cadena (fig. (1.5)). Existen diferentes tipos de moléculas de ARN en la
célula: el ARN ribosomal (ARN-r), el ARN de transferencia (ARN-t), el ARN men-
sajero (ARN-m) y otros més. Cada molécula de ARN-m contiene la informacién para
la secuencia de aminoacidos de una proteina, mientras que las moléculas de ARN-r

y de ARN-t forman parte de la maquinaria celular que traduce la informacion de los
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Figura 1.6: La transcripcion del ADN a ARN ocurre en el nicleo de las células,
mientras que la traduccion a la cadena de aminodacidos que constituira una proteina,
se produce en los ribosomas.

ARN-m a proteinas.

El proceso para sintetizar proteinas involucra al ADN y al ARN, y se lleva a cabo
a grandes rasgos, en dos pasos (ver fig. (1.6)).

Transcripcion del ADN. A pesar de que el ADN contiene la informacion para
configurar una proteina, no puede hacerlo por si mismo, por lo que primero transcribe
la informacién en el ARN. Durante la transcripcion, dos enzimas llamadas helicasa y
girasa, rompen los enlaces de puente de hidrogeno que unen las dos hélices de ADN,
haciendo que éstas se separen. A continuacion la enzima ARN-polimerasa sintetiza
al ARN mensajero (ARN-m) a partir de una de las hebras de ADN, de manera que
se mantenga en el ARN-m la informacién de la secuencia. Este proceso ocurre en
el nicleo de las células y posteriormente el ARN-m sale, deja el niicleo y se mueve
hacia los ribosomas.

Traduccion. En esta parte del proceso, la cadena de ARN-m se une a una de las
dos porciones que constituyen el ribosoma, un compuesto macromolecular formado
por ARN-r y proteinas. La informacién para la secuencia de aminoédcidos de una
proteina estd codificada en el ARN-m, en unidades independientes de tres bases
llamadas codones.

En unidades de tres bases y dado que cada base tiene cuatro opciones, se pue-
den generar 64 codones. Los 64 codones y el significado de cada uno constituyen el

codigo genético. Algunos aminodacidos estan especificados por un tnico codoén, otros
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en cambio pueden obtenerse a través de hasta 6 diferentes, como se muestra en la

tabla (1.1). Hay ademas otros codones para indicar en dénde comienza y dénde debe

terminar la cadena de aminoacidos que se esta construyendo.

AMINOACIDO | ABREVIATURAS CODONES
Alanina Ala A GCA, GCC, GCG, GCU
Valina Val A% GUA, GUC, GUG, GUU
Glicina Gli G GGA, GGC, GGG, GGU
Leucina Leu L UUA, UUG, CUA, CUC, CUG, CUU
Isoleucina Ile I AUA, AUC, AUU
Metionina Met M AUG
Prolina Pro P CCA, CCC, CCG, CCU
Fenilalanina Phe F UuC, UUU
Tirosina Tyr Y UAC, UAU
Triptéfano Trp \)\% UGG
Serina Ser S AGC, AGU, UCA, UCC, UCG, UCU
(Cisteina Cys C UGC, UGU
Treonina Thr T ACA, ACC, ACG, ACU
Asparagina Asg N AAC, AAU
Glutamina Gln Q CAA, CAG
Acido Aspértico | Asp D GAC, GAU
Acido Glutamico | Glu E GAA, GAG
Lisina Lys K AAA, AAG
Arginina Arg R AGA, AGG, CGA, CGC, CGG, CGU
Histidina His H CAC, CAU

Cuadro 1.1: Cada aminodacido estd representado en el ADN por un codén, es decir,
una cadena de tres nucledtidos. Hay residuos que tiene méas de una representacion.

Finalmente, la secuencia transcrita en el ARN, es traducida a la secuencia de

aminodacidos. Esta accion es llevada a cabo por una familia de acidos ribonuclei-

cos pequenos, los ARN-t, que de cierta manera actian como intérpretes del cédigo

genético. Los ARN-t leen el mensaje expresado como codones en el ARN-m, y al mis-

mo tiempo reconocen a los aminoacidos especificados por estos codones. Este paso

fundamental de la traduccion se lleva a cabo en sitios especiales de los ribosomas, que

sostienen al ARN-m y lo mueven para que los codones se posicionen en dichos sitios,

el ARN-t los lee y entrega el aminoacido que corresponde para formar la cadena. El

ribosoma ademas juega el papel de catalizador en esta uniéon de aminoacidos.
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Figura 1.7: Los aminoacidos se unen mediante enlaces petidicos, que implican la
deshidratacion de los aminoacidos y la formacién de un enlace covalente entre un
grupo N H y el grupo carboxilo CO del siguiente residuo.

Los aminoacidos al formar esta cadena, se unen a través de enlaces peptidicos,
que consisten en la reacciéon de un grupo carboxilo y el grupo amino del siguiente
aminodacido, dandose un enlace covalente CO — NH y la pérdida de una molécula
de agua (figura (1.7)). El grupo carboxilo de este segundo aminodacido, reacciona con
el grupo amino de un tercero, y asi se forma la cadena o esqueleto principal, con el
grupo amino NH, seguido del C,,, y el C del grupo carboxilo (NH —C,, —CO), unido
al grupo amino del siguiente aminoacido. Las cadenas laterales emergen de los C,.

La Estructura Secundaria es la organizacién que la cadena lineal adopta, con
la intencion de conseguir una forma energéticamente méas estable. Esta estructura se
consigue gracias a los puentes de hidrégeno que se establecen entre los grupos COOH
y N Hy de residuos no necesariamente consecutivos. Las estructuras secundarias mas
comunes, son la hélice o, y las hojas 5 (figura (1.8)).

En la hélice a, el esqueleto de la cadena se enrolla de manera compacta alrededor
del eje longitudinal de la molécula, cada aminoécido, se desplaza 0. 15 nm a lo largo
del eje con respecto al aminoacido anterior, y cada vuelta completa de la hélice
implica una elevacién de 0. 54 nm. En este caso, los puentes de hidrégeno se forman
casi siempre entre el grupo -C=0 del n-ésimo aminoécido y el -NH del n+4-ésimo (es

decir, cuatro aminodcidos més adelante en la cadena). Existen otros tipos de hélices,
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Figura 1.8: Estructura secundaria de una proteina. En general en (a), cada vuelta
de la hélice esta formado por 3.6 aminoécidos.

en las que los puentes de hidrégeno ocurren entre los aminoédcidos n y n + 3 o entre
el n y el n+ 5, pero son mucho menos usuales. Asi, cada vuelta sucesiva de la hélice
se mantiene unida a las vueltas adyacentes mediante varios puentes de hidrégeno,
que proporcionan a la estructura una considerable estabilidad.

En una hoja 3, el esqueleto de la cadena polipeptidica se dispone en zig-zag con los
grupos R de los distintos aminoacidos proyectdndose alternativamente a uno y otro
lado de dicho esqueleto. Los puentes de hidrégeno pueden ocurrir entre aminoécidos
muy alejados entre si en la secuencia primaria. Muchas de estas cadenas colocadas
paralelamente unas a otras forman una estructura que recuerda a una hoja de papel
plegada, en la que los grupos R de los aminoacidos se encuentran sobresaliendo por
ambas caras de dicha hoja. La distancia entre dos aminoacidos adyacentes es en este
caso de 0. 35 nm. que es la que determina el enlace covalente.

Ciertos aminodcidos se encuentran con mas frecuencia formando parte de hélices
«, y otros prefieren ser constituyentes de hojas . Esta propiedad se conoce como
Propension Helicoidal [6]. Por ejemplo, leucina, metionina, glutamina y el dcido

glutamico, se encuentran con frecuencia en hélices, en parte porque los residuos de
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Figura 1.9: En la figura se muestra la estructura terciaria de dos proteinas. Aunque
ambas estan formadas por 8 hojas [, la ubicacion de éstas es muy diferente, por
lo que es de esperarse que tengan diferentes funciones (Imagen tomada del libro de
Gregory Petsko, referencia [1]).

estos aminoacidos son cadenas largas y en esta configuracién es posible extenderlas y
mantenerlas lejos de la parte central, donde tendrian que interaccionar con el resto de
las cadenas. La alanina, pese a no tener un residuo extenso, es el mas fuerte ”formador
de hélices”[7]. La propensién helicoidal también depende de la temperatura, el pH
de la solucion e incluso de la ubicacion de la hélice dentro de la estructura de la
proteina [8]. En cambio, la valina, isoleucina, y fenilalanina, es mas frecuente que
formen parte de hojas 3, pues son residuos ramificados por lo que les resulta mas

facil extenderse en las caras opuestas de la hoja.

La Estructura Terciaria tiene que ver con la disposicién espacial de todos los
atomos que componen la proteina. Esta puede ser de tipo fibroso, es decir, una de
las dimensiones més grande que las otras, o bien de tipo globular, en donde no existe

una dimension predominante y la proteina asume forma redondeada.

Como resultado de la estructura terciaria, se genera una superficie compleja que
le permita a la proteina interactuar especificamente ya sea con moléculas pequenas o
con otras macromoléculas. Un axioma fundamental de la biologia es que la estructura
tridimensional de las proteinas determina su funcion, pues esta estructura les permite
interactuar de manera muy selectiva. La estructura tridimensional en la que una

proteina es funcional, se conoce como estructura nativa.
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En la figura (1.9) se muestran dos proteinas con estructuras secundarias pareci-
das, ya que en ambos casos hay 8 hojas 8 rodeadas por hélices «, sin embargo la
estructura terciaria es diferente, por lo que no tienen la misma funciéon. Entonces, si
la estructura determina la funcién, la secuencia de aminoacidos, determina la estruc-
tura. Christian Anfinsen analizé en 1961 esta relacién para la proteina Ribonucleasa
A [9]. Anfinsen desplegaba (desnaturalizaba) esta proteina y luego permitia que vol-
viera a plegarse. Observo que la proteina recuperaba al plegarse su funcionalidad, por
lo que propuso que la estructura nativa tridimensional de una proteina en su medio
fisiolégico normal (condiciones de solvente, pH, fuerzas idénicas, presencia de otros
componentes, temperatura, etc.), es aquella en la cual la energia libre del sistema es

un minimo, por lo tanto en la ecuacion 1.1, AF' debe ser negativo.

AF = AE — TAS (1.1)

El plegamiento implica una disminucién en la entropia, lo que contribuye a un AS
negativo, que no es favorable termodindmicamente [10, 11], sin embargo el reacomodo
de las moléculas de agua que solvataban las regiones hidrofébicas de los aminodcidos
y que son expulsadas en el plegamiento, contribuyen positivamente a AS. En el
proceso de plegamiento ocurre también un cambio de energia AE, por el reacomodo
de los atomos de la proteina, variando de esta manera su interaccién con el solvente,
sin embargo este cambio es cercano a cero[12]. La contribucién mads significativa
en la estabilizacion de la estructura terciaria proviene de la interaccién hidrofébica
entre los aminodcidos no polares y las moléculas de agua [13]. La estructura final
es una estructura estable y biolégicamente activa. La propuesta de que el control
termodinamico del plegamiento esté determinado por la secuencia de aminoacidos
de la proteina misma, se conoce como el Dogma de Anfinsen. Este hecho lleva de
inmediato a la bisqueda de mecanismos que nos sirvan para predecir la estructura
terciaria de una proteina a partir de la secuencia de aminodacidos, problema ain
abierto en la actualidad y que se relaciona con el proceso de plegamiento de las

proteinas, que se discutirda mas adelante.

La Estructura Cuaternaria no estd presente en todas las proteinas, sélo en
aquellas que constan de mas de una cadena polipeptidica, pues se refiere a la forma

como se acomodan las diferentes cadenas para formar un complejo proteico (figura
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Figura 1.10: La estructura cuaternaria se refiere al ordenamiento espacial que ad-
quieren las diferentes cadenas. Por ejemplo, la proteina Cro del bacteriofago A, esta
formada por dos subunidades, mientras que la hemoglobina esta constituida por
cuatro cadenas.

1.10).

Esta union permite la formacién de importantes estructuras bioldgicas, como
fibras, microtibulos o complejos enzimaticos. La estructura cuaternaria le da fun-
cionalidad a los complejos, aunque muchas veces sus componentes también tienen

actividad de forma aislada.

1.3. El plegamiento de las proteinas

Como mencionamos previamente, la funcionalidad de una proteina depende fuer-
temente de su estructura tridimensional, por lo tanto, un problema fundamental atin
en boga es el analisis del proceso por el cual una proteina alcanza de manera rapida
y precisa, su estado nativo.

C. Levinthal planted en 1969, que dado que una proteina se pliega en muy poco
tiempo, incluso del orden de microsegundos, no es posible que el proceso ocurra de
forma aleatoria, pues tendria que pasar por muchas posibles configuraciones, por lo
que la localizacién de la estructura tridimensional correcta le tomaria una cantidad

enorme de tiempo [14, 15]. Por ejemplo, si suponemos que cada enlace peptidico
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Figura 1.11: La energia libre del sistema disminuye en la escala vertical. El punto
mas bajo corresponde al estado nativo.

tiene sélo tres grados de libertad, entonces para una proteina de 100 aminoécidos
existiran 3% = 5 x 10*" conformaciones, por lo que esté fuera de toda posibilidad
que las proteinas recorran todas ellas en el proceso de plegamiento [16]. La paradoja
radica en que este plegamiento hacia la estructura de minima energia, ocurre de
forma espontanea y en un tiempo extremadamente corto. Por esta razon Levinthal
concluyé que la busqueda estocastica no es el mecanismo que este proceso sigue. Se
puede considerar que este problema implica la conciliacion de dos procesos: por un
lado un proceso termodindmico por el hecho de considerar que el estado nativo del
sistema es aquel que minimiza la energia libre, y por otro, el proceso cinético que
ocurre al pasar por las diferentes configuraciones de la proteina hasta llegar a su
configuracién funcional [17, 18].

La propuesta de Bryngelson y Wolynes [19, 20] ante este problema, tiene que ver
con lo que ha dado en llamarse Teoria del Paisaje Energético (Energy Landscape
Theory), basada en la conformacién de vidrios de spin. En este modelo, la superficie
de energia libre del sistema, tiene forma de embudo, con el estado nativo en la parte
inferior, es decir, en el lugar de menor energia, como se muestra en la fig. (1.11).

Esto implica que no existe un camino preferente que deba seguir el sistema para, a
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Figura 1.12: En (A) La superficie energética del embudo es suave, lo que facilita
la evolucion desde cualquier punto inicial a la parte inferior, que corresponde al
estado nativo. En (B) en cambio, el sistema presenta muchos minimos locales, lo que
dificulta y frena el plegamiento del sistema. Imagen tomada de la referencia [23].

partir de un estado desplegado o desnaturalizado, llegar al plegamiento, mas bien hay
todo un conjunto de rutas que pueden llevar al sistema a la conformaciéon de minima
energia. Conforme va disminuyendo la energia del sistema, hay menos configuraciones
posibles, por lo que la entropia también disminuye, hasta llegar al punto mas bajo
del embudo, el punto de minima energia, que es el estado nativo de la proteina
[21, 22]. Asi, cada proteina seguird su propia via. Este modelo también contempla la
posibilidad de que el embudo no sea una superficie suave, sino que existan minimos
locales, en los cuales la proteina puede detenerse e incluso quedar atrapada [23], lo
que impediria llegar al estado nativo, que es el tnico con funcién bioldgica. Este
fenémeno es conocido como frustracion y es un ingrediente fundamental de la teoria
del paisaje energético (fig. 1.12).

La solucién que se plantea ante este fendémeno de frustracién, es apelar a la evo-
lucion. Es decir, las estructuras primarias que implicaban un proceso de plegamiento
con mucha frustracién o con minimos locales muy abundantes o muy pronunciados,
no fueron seleccionadas evolutivamente, de forma que las proteinas que conocemos
son aquellas que consiguieron un paisaje energético considerablemente suave [23, 24].

La busqueda de una respuesta definitiva al problema de plegamiento, se mantiene
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como un problema activo de sumo interés.

1.4. Sitios Activos de Macromoléculas

Las enzimas son proteinas con funciones cataliticas. Esta funcion es realizada des-
de un lugar especifico de su estructura llamado sitio activo, que suele estar formado
por unos pocos aminoacidos cercanos geométricamente, aunque no necesariamente
consecutivos en la estructura primaria. Algunos de estos residuos se unen, retienen e
incluso orientan a la molécula con la que se llevard a cabo la reaccién (sustrato) y a
otras mas que en ocasiones también actiian en el proceso quimico (cofactores); mien-
tras otros residuos participan propiamente en la funcion catalitica. Diremos que son
parte del sitio activo todos los residuos que participan en alguna de estas funciones.

Estos sitios son consecuencia de la estructura tridimensional de la proteina [1].
En muchos casos, los residuos se ordenan de manera que forman una cavidad en
la superficie, y debido a sus caracteristicas, el medio ambiente alrededor del sitio
y en la cavidad formada puede ser muy diferente al del resto del solvente, lo que
favoreceria la interaccion de los residuos del sitio con algunas moléculas especificas
del medio, como se ilustra en la fig. (1.13). Si por ejemplo, un sitio esta formado por
residuos cargados, puede éste ser atractor de iones metalicos. Si los residuos forman
una cavidad cuyas paredes se constituyen de cadenas hidrofébicas, se forma un sitio
de unién de moléculas con caracteristicas hidrofébicas, como los lipidos.

Puesto que la union de la proteina con alguna otra sustancia es un proceso se-
lectivo, las propiedades de esta unién dependen también de las caracteristicas del
sustrato. Si el sustrato es un ion o una molécula pequena, el sitio de unién suele
tener forma de cavidad, pero cuando el sustrato es una macromolécula, el sitio de
union puede ser también una superficie plana o una concavidad en la superficie de la
proteina. Incluso los sitios de unién pueden estar no sélo en la superficie, sino dentro
de la proteina, lo que implicaria en estos casos, que debe haber al menos un camino
para que el sustrato llegue al sitio activo [25].

Identificar los aminoacidos que forman el sitio activo es un problema de gran
desarrollo tedrico y experimental, y con importantes espectativas en cuanto a las

aplicaciones médicas y tecnolégicas implicadas en este reto [25-28]. Existen en la web
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Figura 1.13: Esquema de la conformacién de un sitio activo. Las propiedades de las
paredes del sitios facilitan la interaccién de éste con un sustrato especifico. Imagen
tomada del sitio http://apuntesbioquimicageneral.blogspot.mx.

muchas paginas que brindan informacion general sobre un conjunto bastante amplio
de proteinas, y particularmente, otras que incluyen la ubicacion en la cadena lineal
de los residuos que forman los sitios activos de la proteina. Esta ubicacion se hace
en ocasiones de forma experimental, y otras veces comparando computacionalmente
estructuras de diferentes proteinas.

Probablemente el sitio web més reconocido, es el Protein Data Bank (PDB) [29]
(http://www.rcsb.org/), en el que se proporciona la estructura tridimensional de
un conjunto muy amplio de proteinas y acidos nucleicos. Estos datos son obtenidos
mediante cristalografia de rayos X o resonancia magnética nuclear (RMN), pero no
siempre se menciona la ubicacién de los sitios activos.

También existe el Universal Protein Resource (UniProt) [30], que incluye infor-
macion sobre la secuencia y funcionalidad de muchisimas proteinas. En esta pagina
(http://www.uniprot.org/) si es comtin que se indiquen los residuos que forman los
sitios activos de la proteina, incluyendo las caracteristicas de cada residuo, es decir,
si se trata de un sitio de uniéon o de un sitio catalitico. Si se trata de un sitio de
union, se suele agregar si es un sitio de uniéon de metales y de qué tipo de metales
(Mg, Zn, etc.), o si es un sitio para la unién del sustrato.

Otra base de datos especializada justamente en enzimas, es el Catalytic Site Atlas
(CSA) [31] (http://www.ebi.ac.uk/thornton-srv/databases/CSA/), que contiene in-
formacion sélo de sitios cataliticos, por lo que en este lugar no se incluye informacién

de los sitios de union. UniProt y CSA proporcionan informacién de sitios activos ubi-
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cados de forma experimental, aunque en el CSA también se incluyen sitios ubicados
de manera computacional. Esta forma de ubicacién consiste en buscar y comparar la
estructura de una proteina con otra en la que se conocen ya los sitios activos. Se dice
que se buscan estructuras homdlogas. Dos proteinas son homologas si tienen una es-
tructura similar en algunas partes de la estructura y en la secuencia de aminodcidos
[28, 32-34].

Se sabe que las proteinas homélogas suelen tener la misma funcién, por lo tanto
existen también algunos sitios web que contienen algoritmos que revisan y comparan
la estructura de una proteina, obtenida usualmente del PDB ya que el formato en el
que se presenta la informacién en este sitio, es conocido, aceptado y estandarizado
por todo el mundo, con la estructura de sitios activos conocidos. Si en esta compa-
raciéon se encuentra alguna similitud, se propone la existencia y ubicacién de un sitio
activo en la nueva proteina. La forma como se hace esta comparacion, varia entre
un sistema y otro. Por ejemplo en [35], se hace ademds de la busqueda de regiones
homoélogas, un andlisis estadistico de las curvas de titulaciéon de los aminoacidos io-
nizables de la proteina, pues se sabe que los que participan en sitios activos, tienen

un comportamiento anémalo en esta propiedad.

En [33, 36] se proponen Algoritmos Genéticos (AG) para ubicar los sitios ac-
tivos. Los algoritmos genéticos se llaman asi porque estan basados en la teoria de
la evolucidn, en donde se modifica al azar un conjunto de soluciones (poblacién), y
se rescata a las mejores. En el caso de proteinas, un individuo es un conjunto de
residuos que incluye al sitio activo y sus vecinos cercanos. Estos individuos se com-
paran geométricamente con sitios activos conocidos, y al final el algoritmo senala los

mejores candidatos.

Otra forma tedrica de buscar sitios activos, es por medio de datos estructurales
y teoria de redes. En estos métodos, generalmente cada aminoacido es un nodo y las
aristas se definen por las interacciones entre ellos [25, 27, 37, 38]. Esta metodologia
ha mostrado buenos resultados, aunque en general sobreestima la cantidad de sitios
activos conocidos en la proteina. En un estudio hecho con teoria de redes, sobre
una base de 178 proteinas de las que se conocen en conjunto 615 sitios activos [25],
se ha identificado que el 65 % de los sitios cataliticos, estan formados por residuos

cargados (Asp, Glu, Lys, Arg e His), y el 27% por residuos polares (Gln, Asg,
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Tre, Cys, Ser, Trp, y Try), lo cual no es extrano si consideramos que en el proceso
catalitico son importantes las fuerzas eléctricas para conseguir el movimiento de
cargas. Estos porcentajes no estan relacionados con la aparicion de dichos residuos
en la conformacién de las enzimas, pues por ejemplo, la histidina, que forma parte
del 18 % de todos los sitios cataliticos, tiene un porcentaje de abundancia de apenas
el 2.7%.

Con estos antecedentes, en este trabajo se propone para estudiar la estructura
de las proteinas, una metodologia basada en el modelo de redes complejas y de
cadenas de Markov para procesos estocasticos. La propuesta fundamental es que es
posible establecer un caminante aleatorio sobre la estructura tridimensional de la
proteina, que se mueva de acuerdo a una probabilidad que definiremos en funcién
de la cercania entre los atomos de diferentes aminodacidos. Se utilizaran cadenas de
Markov para analizar el proceso de este caminante y ubicar los aminoacidos que
en promedio requieren la menor cantidad de pasos para llegar a ellos, partiendo de
cualquier otro residuo de la proteina. Suponemos que esta cantidad esta relacionada
con los sitios activos, ya que esto contribuiria a hacer maés eficiente la transmision
de informacién fisica o quimica con el resto de la estructura[37]. Por otro parte, se
compararan diferentes medidas de centralidad para saber cudl de ellas ubica mejor
la posicion de dichos sitios. En los siguientes capitulos, se muestran las bases tedricas

de esta propuesta.
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Capitulo 2

Procesos Estocasticos y Cadenas
de Markov

Se inicia este capitulo con una introduccién a los procesos estocédsticos conoci-
dos como cadenas de Markov. Se veran algunas propiedades importantes de esta
descripcion, junto con algunos ejemplos sencillos para ilustrar estas propiedades.
Posteriormente se revisara como puede hacerse la representacion de la estructura de
una proteina como una cadena de Markov a tiempo discreto, y como esta represen-
tacion permite calcular la matriz de primera visita promedio y cémo se conecta esta
matriz con la ubicacion de sitios activos en la estructura, que es el tema principal de

este trabajo.

2.1. Cadenas de Markov a tiempo discreto

Suponga de manera general, un sistema que puede estar en cualquier estado
dentro de un conjunto previamente especificado, y que después de un tiempo el
sistema evoluciona o modifica su estado a otro dentro del mismo conjunto. Sea S; el
estado del sistema al tiempo t. Si este cambio se ha dado por razones no deterministas
sino por un mecanismo azaroso, entonces puede considerarse que S; representa el
estado de la variable aleatoria S para cada valor del indice ¢, y que esta coleccion de
estados es la definicién de proceso estocdstico [39).

De forma mas precisa, si S es una variable aleatoria, un Proceso Estocéstico para

41
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esta variable, es la coleccién de estados {S; : t € T} parametrizada por un conjunto
T, llamado espacto parametral, en donde la variable toma valores de un conjunto S
llamado espacio de estados.

Si el espacio parametral T es un conjunto discreto T = {1,2, ...} y estos nimeros
se interpretan como tiempos, se dice entonces que el proceso es a tiempo discreto, y Sy
es el estado del sistema al tiempo t. Existen muchos tipos de proceso estocasticos, que
se diferencian de acuerdo a las distintas posibilidades para los espacios parametrales
y los estados, y a las relaciones de dependencia que puede haber entre las variables
aleatorias [39]. El proceso estocastico que serd de interés en este trabajo es justo un
Proceso de Markov o Cadena de Markov.

Una Cadena de Markov es un proceso estocdstico en el que el valor del estado
actual, Sy, s6lo depende del estado inmediato anterior S;_;. De la misma forma, la
probabilidad de acceder al estado futuro S;; s6lo dependeré del estado actual. Cada
vez que el proceso se mueve de un estado a otro, se dice que ha dado un paso. De
manera formal y en notacién de probabilidad condicional, una Cadena de Markov a
tiempo discreto es una sucesién de estados {S;} = {So, S1, Sn—1, Sn, ...} que cumplen

la igualdad

P(Sn+1 — j|Sn — i, Sn—l; ceey So) - P(Sn—i-l — ]|Sn — Z) (21)

Para toda n y cualquier conjunto {S;} de estados de la variable aleatoria. La
expresion anterior significa que la probabilidad condicional de que el préximo estado
del sistema sea S,,.1 = j, dado que actualmente esta en el estado S,, = 7, no depende
de los estados previos del sistema. Por eso se suele decir que las cadenas de Markov
son procesos que no tienen memoria. Podemos sin perder generalidad, suponer que
el conjunto de estados de la cadena de Markov es el conjunto S = {1,2,...}. Si este
conjunto es finito, se dice que la cadena también es finita.

Por lo tanto, si ¢ y 7 son dos estados de una cadena de Markov, a la probabilidad
condicional de que a partir del estado .S,, = i, ocurra el estado S,,.1 = j, se le denota

pi; ¥ se obtiene

Dij = P(Sn+1 = j’Sn = @) (2-2)

A p;; se conoce como probabilidad de transicion. Este término representa la pro-
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babilidad de que a partir del estado S, ocurra el estado S, ;1. Las probabilidades
de transicion de los diferentes eventos de una cadena de Markov pueden represen-
tarse en forma matricial y a esta matriz se le denomina Matriz de Transicion M.
Observe que, dado que los elementos m;; de la matriz de transicién representan una
probabilidad, todos deben estar en el intervalo 0 < m;; < 1. Ademas, la suma de los
elementos de un renglén es la suma de la probabilidad de pasar del estado ¢ a todos
los demads, por lo tanto ), m;; = 1. Toda matriz cuadrada que cumpla estas dos

condiciones, es una matriz estocdstica.

Con frecuencia es 1util representar estos procesos estocésticos de forma grafica
como en la fig. (2.1). Estas representaciones se denominan redes o grafos. Cada
estado del proceso es un nodo o vértice, y las lineas que los unen llamadas aristas
o enlaces, representan la posibilidad de pasar de un estado a otro en la direccién
indicada por la flecha. Si no hay flecha entonces el proceso puede ocurrir en ambas
direcciones. En el ejemplo mostrado, la red es ponderada pues se indica en los enlaces
la probabilidad de transicion entre los estados. El paso del estado 1 al 2, ocurre con
una probabilidad igual a 1. El sistema puede permanecer en el estado 2 con una
probabilidad de 2/3, o pasar al 3, con probabilidad de 1/3. Observe que de acuerdo
a las flechas, desde el estado 2 el sistema no puede regresar a 1, en cambio desde el

estado 3 si es posible moverse a 2 o a 1, con la probabilidad indicada en la figura.

Otra forma de interpretar un proceso estocdstico es en términos de un Caminante
Aleatorio, es decir un caminante que avanza un paso entre los estados 7 y j, cada
vez que el sistema pasa del estado i al 7. Asi, un caminante que se encuentra en el
estado 4, se moverd al estado j en un solo paso, con una probabilidad p;; dada por
la ec. 2.2.

Para la cadena de Markov representada por la figura (2.1), la matriz de transicién
M es

0 1 0
M=| 0 2/3 1/3 |. (2.3)
1/2 1/2 0

Es importante mencionar que esta forma de escribir una matriz de transiciéon no

es universal, pues algunos autores definen m,;; como la probabilidad de ir de j a i, y
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1/2 1/31/2

Figura 2.1: Los vértices en la figura representan los estados que el sistema puede
tomar; y las aristas o enlaces, la probabilidad de ir de un estado a otro en un paso.

en este caso, es la suma de los elementos de cada columna de la matriz lo que debe

ser igual a 1:

> mp =1, (2.4)
k=1

La expresion ml(?) denota la probabilidad de que una cadena de Markov que esta

en el estado 7, pase al estado 7 en dos pasos. Si la cadena consta de r estados, entonces

mg) es la suma de los productos m;,my; sobre todos los estados

mEf-) = Z MM, (2.5)
k=1

2
ij
[40] que si M" es la n-ésima potencia de la matriz de transiciéon M, los términos
(n)
ij

es decir, m?; es el término #j-ésimo de la matriz M?. En general, se puede demostrar

m,. , representan la probabilidad de pasar del estado i al estado j en n pasos.

El proceso representado por una cadena de Markov, puede comenzar desde cual-
quier estado 7, o bien, puede suponerse que comienza con una distribucién inicial de
probabilidad sobre todos los estados. A esta distribucién se le llama vector de pro-
babilidad, u'?, y debe ser tal que sus componentes estén en 0 < u,(co) < 1 y ademas
Dok u,(f) = 1. La componente i-ésima de u® es entonces la probabilidad de que la

cadena comience en el estado <.

Siul) es el vector de probabilidad cuya j-ésima entrada representa la probabilidad

de alcanzar el estado j después de un paso, entonces
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i=1
Y en notacién matricial
u) = u®™m (2.7)

Y del mismo modo, si u® es el vector de probabilidad de alcanzar los estados

1,2,...,n en dos pasos, entonces

u? = uM = u®M? (2.8)

Y generalizando para n pasos

u® = u VUM = uOM" (2.9)

2.1.1. Ejemplo

Para ilustrar como interpretar los elementos de la matriz de transicién y los
vectores de probabilidad, planteamos el siguiente ejemplo sencillo. Suponga que en
la ciudad se dan 3 posibles climas: Lluvia (1l), Sol (s) y nieve (n). Si hoy es dia de
nieve o lluvia, la probabilidad de que manana ocurra el mismo clima es de 1/2, y
de que cambie a cualquiera de los otros dos, de 1/4. En cambio si hoy es un dia
soleado, la probabilidad de que manana haya nieve n o lluvia [l es 1/2, por lo que
la probabilidad de que se repita otro dia de sol es cero. Esquematicamente, este
problema estd representado en la figura (2.2).

La matriz de transicién que representa estas condiciones es, asumiendo que el

orden en columnas y renglones es ll, s, n

Il s n

Wiz i
M= s| 3 0 3 (2.10)

n\i i3

Por lo tanto, si calculamos por ejemplo M3, cada término m?j indica la probabi-
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1/2 1/2
1/4 1/4

1/2 1/4 n) 1/2

Figura 2.2: Los nodos son los tres posibles climas, y las aristas indican la probabilidad
de pasar de uno a otro en un dia.

lidad condicional de que en 3 dias ocurra el clima j, dado que hoy tenemos el clima
i
En cambio, si queremos obtener la distribucién de probabilidad para el clima en

3 ,,3

3 dfas, calculamos u® = (u?, u3,u3). Para esto necesitamos una distribucién inicial.

s 'n

Si asumimos que hoy todos los climas son igualmente probables, tenemos

11 0.406 0.203 0.391
u® = u'Mm3 = (5’ 3’ §) 0.406 0.188 0.406 (2.11)
0.391 0.203 0.406

se obtiene u® = (0.401, 0.198, 0.401), cuyas entradas son la probabilidad de
que haya lluvia, sol o nieve dentro de 3 dias, respectivamente.

Y si quisiéramos obtener la probabilidad de que en tres dias ocurra el clima j,
dado que hoy el clima es i, tendriamos que utilizar como vector de probabilidad
inicial, un vector con todas sus componentes igual a cero, excepto la componente i,
que seria 1. Asi, si queremos saber la probabilidad de tener un dia soleado dentro de

tres dfas, dado que hoy es un dia soleado, el vector ul® es (0,1,0), por lo tanto

0.406 0.203 0.391 0. 406
u® =u®@M? = (0,1,0) | 0.406 0.188 0.406 | = | 0.188 (2.12)
0.391 0.203 0.406 0.406

y el resultado que buscamos es u? = 0.188, es decir, la componente m?2, de la
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Figura 2.3: En este proceso, el sistema sélo puede moverse a un estado etiquetado
con un numero mayor. Al llegar a 5, el proceso ya no puede ir a otra parte, por lo
tanto el estado 5 es absorbente.

matriz M?.

2.1.2. Cadenas de Markov Absorbentes

Si un estado i de una cadena de Markov, tiene una probabilidad de transicion
pi = 1, significa que la probabilidad de evolucionar a otro estado es cero, por lo
tanto es imposible que el sistema abandone el estado 7. Se dice que dicho estado es
absorbente. Un estado se denomina transitorio cuando no es absorbente.

Una cadena de Markov es absorbente si tiene al menos un estado absorbente y
si ademas es posible ir de cualquier otro estado de la cadena al estado absorbente.
A continuacién discutiremos un ejemplo, con el que analizaremos también algunas
propiedades de las cadenas absorbentes.

Sea un proceso que se mueve sobre los enteros 1,2,3,4 y 5. El proceso en cada
paso, se mueve con igual probabilidad sélo a un entero mayor. Graficamente, este
proceso esta representado en la fig. (2.3).

Se tiene para este problema la siguiente matriz de transicién

(2.13)

<

I
o O O o O
S O O O kI
O O O Wi k=
O O NI Wi A=
| i Y N N e
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En general, cuando el o los estados transitorios estan colocados al principio y los
absorbentes al final en la matriz, se dice que estd en su forma candnica, lo que nos

permite agruparla de la siguiente manera

_( QR
M_<0 : > (2.14)

En este ejemplo particular

(2.15)

o O o O

S O O kI

O O Wik -

O NI W =
I

= NI Wi

0 es una matriz formada por ceros, y la matriz I la matriz identidad. En general,
si hay t estados transitorios y r estados absorbentes, M esta formada por la matriz
Q de t x t, la matriz R de t X r, la matriz 0 de r x t, y la matriz identidad I de r x r.

Una de las ventajas de escribir M en su forma canonica, es que es facil obtener

sus potencias. Puede verse que

M2:<Q R)(Q R>:<Q2 (I+Q)R>_ (216)
0 I 0 I 0 I

Y de la misma forma se obtiene M?>

3 2
M?’:(% <I+Q:Q)R>. (2.17)
Asi que en general
n 2 n—1
M":(% (I+Q+Q¥...+Q )R>‘ (218)

Y puesto que es posible ir de cualquier estado transitorio a uno absorbente,
0 < ¢;; < 1 para todos los términos de Q, por lo tanto Q" — 0 cuando n — oco. Esto
significa que la probabilidad de continuar indefinidamente en los estados transitorios

es cero, es decir, en una cadena de Markov absorbente el proceso llega siempre a
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alguno de los estados absorbentes.

Por otra parte, para cadenas de Markov absorbentes, se llama N a la Matriz

Fundamental para M, definida como

N=1I-Q)! (2.19)

Note que

I-QI+Q+Q*+..+QY)=1-Q""!

y al multiplicar por N ambos lados de la expresién:

I+Q+Q°+..+Q"=N(I-Q""

Asi que cuando n — oo, se obtiene

N=I+Q+Q*+.. (2.20)

Por lo tanto, los términos n;; de N son la suma de la probabilidad de ir del
estado ¢ al j en 1,2, ...,n pasos. Esto también puede interpretarse como el tiempo o
el nimero esperado de veces que el proceso paséd por el estado ;7 dado que comenzo
en el estado 7, antes de llegar a un estado absorbente. Esta interpretaciéon es muy
importante para los procesos que analizaremos en este trabajo, asi que la usaremos

en ejemplos posteriores.

En funcién de N, cuando n — oo, la matriz de transicion puede escribirse

0 NR
lim M" = . (2.21)

Se suele llamar matriz de probabilidad de absorcion, a B = NR. Se puede de-
mostrar que los elementos b;; de esta matriz, representan la probabilidad de que un
sistema termine absorbido en el estado absorbente j, dado que comenzo en el estado

transitorio ¢.

Para el ejemplo de esta seccion
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Loy o
o 1 -+ -1
I-Q = 53 |, (2.22)
o 0o 1 -1
0 0 0 1
por lo tanto la matriz fundamental es
L33
) 01 L 1
N=(I-Q) = 32 (2.23)
001}
0 0 01

Obtenemos una matriz diagonal con n;; = 0, para ¢ > j, lo cual tiene sentido
pues de acuerdo al problema, el sistema no puede evolucionar a un estado j tal que
i > j. Ademas la diagonal de la matriz es 1, pues el sistema sélo permanece un paso
en ese estado, ya que después de la primera evolucién no puede regresar. Por otra

parte, el producto NR es

1§33 i 1
o1 1 1 1 1
NR =B = 32 31 = (2.24)
0 01 % % 1
0 0 01 1 1
Asi que si n — 00, obtenemos
0 00O0°1
00 0O0°1
IimM"=| 000 0 1 (2.25)
n—oo
00 0O0°1
00 0O0°1

Lo que muestra, como era de esperarse, que como el sistema sélo avanza ha-
cia estados de ntimero més grande, después de un tiempo termina en el estado 5,

independientemente del estado inicial.

En general, si sumamos ) | ;Mg obtenemos el nimero de veces que se espera que
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el sistema pase por todos los estados transitorios antes de ser absorbido, dado que
empezd en el estado i. A esta cantidad se le llama tiempo de absorcion del estado 1,

t;. En notacion vectorial, el vector tiempo de absorcion t, es
t = Nc, (2.26)
donde c es un vector columna cuyas entradas son todas igual a 1. Para el ejemplo

que nos ha ocupado se obtiene

12
11

(2.27)

— i o

2.1.3. Cadenas de Markov Ergddicas

Una cadena de Markov ergddica o irreducible es aquella en la que es posible ir
de un estado a cualquier otro, no necesariamente en un paso. Note que una cade-
na absorbente no es ergodica, pues como se menciond, no es posible ir del estado

absorbente a ningiin otro estado.

Se dice que una cadena de Markov es reqular, si alguna potencia n de su matriz
de transicion tiene inicamente elementos 0 < m;; < 1. Esto significa que para alguna
n, es posible ir de un estado ¢ a cualquier otro estado j, en exactamente n pasos.
Todas las cadenas regulares son ergddicas, pero no todas las ergoédicas son regulares.
De igual manera, una matriz de transicién con todos sus elementos diferentes de
cero representa a una cadena de Markov regular, sin embargo puede haber cadenas
de Markov regulares, que tengan matriz de transiciéon con elementos iguales a cero,
siempre y cuando para alguna potencia n desaparezcan los términos cero. Una cadena
de Markov absorbente es un ejemplo de cadena no regular, pues dado que el sistema
termina por llegar a los estados absorbentes a cualquier potencia de la matriz de

transicion, los elementos del renglon del estado absorbente, seran siempre cero.

Una propiedad importante de las cadenas de Markov regulares, tiene que ver jus-

tamente con las potencias de la matriz de transicién. Si M es la matriz de transicion
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de una cadena de Markov regular, entonces

W = lim M"

n—oo

Es decir, si n — oo, M" converge a la matriz W, donde todos los renglones de
W son el mismo vector w. Ademads todos los elementos w;; de W, satisfacen que
0<w; <1y Zj w;; = 1 para todos los valores de i. Por lo tanto, cada renglén de

W es un vector de probabilidad.

Ademas, como lim,,_,. M" — W, entonces

lim M = lim M"M — WM

n—oo n—oo

., , n41 ,
Pero también lim,,_,.o M — W, asi que

W =WM

Por lo tanto para cada renglén de W se cumple w = wM.

Al vector w se le llama wvector renglon fijo de M. Podemos ver que w es un

eigenvector de la matriz de transicién M, al que le corresponde el eigenvalor 1.

Regresando al ejemplo analizado en la seccion 2.1.1 respecto a los tres tipos de
clima en una ciudad. Vemos que en la matriz de transicién (2.10) el elemento mgy = 0,

pero al calcular M?

(2.28)

She sim e
S|~ i mwies

Ya ningtin elemento es igual a cero, por lo que la cadena de Markov del sistema

es regular. Si continuamos calculando las potencias de M, obtenemos por ejemplo:
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0.400 0.200 0.399 0.400 0.200 0.400
M® =] 0.400 0.199 0.400 |,M°=| 0.400 0.200 0.400 |. (2.29)
0.399 0.200 0.400 0.400 0.200 0.400

Notamos que a la sexta potencia, los renglones de M ya son iguales, y el vector
renglon fijo es w = (0.4, 0.2, 0.4).

Evidentemente, esta forma de calcular el vector renglén fijo no es la mejor. Otra
forma seria precisamente calculando el eigenvector de M al que le corresponde el
eigenvalor 1, y utilizando el hecho de que es un vector de probabilidad, es decir

>_;w; = 1. Continuando con el ejemplo anterior, debemos resolver

11 1
2 4 14
_ 1 1
(w1, w9, w3) = (w1, wa,w3) | 5 0 3 (2.30)
1 1 1
4 1 2
Lo cual arroja el sistema de ecuaciones
w1 + wo + ws =1
1 1 1 _
5’[1)1 + §w2 + ng = W1 (2 31>
1 1 _ :
Zwl + ng = W2
1 1 1 _
Zwl + §w2 + §’LU3 = W3

Y obtenemos el mismo resultado para w que al calcular las potencias de M, es

decir en este caso w = (0.4, 0.2, 0.4).

Se puede probar que para una cadena de Markov ergddica, existe un vector
renglén fijo tnico, y cualquier otro vector renglén v que satisfaga vIMI = v, debe
ser miultiplo de w. Esto es importante porque nos indica que para una n suficien-

temente grande mf; = my; = ... = mj;, es decir, la probabilidad de que ocurra el

150
evento j es independiente de la condicién inicial.
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2.2. Tiempo Medio de Primer Visita (Mean First

Passage Time) para cadenas ergddicas

Un importante concepto dentro de los procesos estocasticos, que sera fundamental
en este trabajo de investigacién, es el tiempo medio de primer visita (mean first
passage time en inglés), el cual se refiere al niimero de pasos que en promedio debe
dar un sistema para que, partiendo del estado i, llegue por primera vez al estado j.
A esta cantidad la llamamos h;; y H a la matriz de todos estos elementos, es decir la
matriz de primeras visitas. Por convencion h;; = 0. No obstante, para estar acorde
con la notacién que sigue nuestra principal referencia [38], llamaremos H (j,7) a los
elementos de H. Asi, H(j,7) es el nimero de pasos que en promedio da un sistema
para ir del estado ¢ por primera vez al estado j.

Una forma de calcular el tiempo de primer visita al estado j partiendo del estado
¢ en una cadena de Markov ergddica, serd construir una nueva cadena de Markov,
en todo semejante a la original, salvo que ahora el estado j es absorbente. Esto se
consigue haciendo m;; = 1 en la matriz de transicion. El comportamiento de este
nuevo sistema sera en todo similar al original, y puesto que la cadena original es
ergbdica, el sistema necesariamente tendra que llegar en algiin momento al estado j.

Podemos entonces calcular para la nueva cadena, la matriz fundamental N, de-
finida en la ecuacién (2.19), cuyos términos como hemos dicho, nos dan el tiempo
que en promedio pasa el sistema en cada estado. Con esta informacién, calculamos
el vector de tiempo de absorcién t dado por la ec. (2.26), lo cual significa calcular
para la nueva cadena, el tiempo que en promedio tarda el sistema que comenzoé en
el estado 7 en ser absorbido. Este tiempo para la cadena original es justamente el
tiempo medio de primera visita al estado j.

A continuacién resolveremos un ejemplo para ilustrar los conceptos anteriores.
Supongamos que un raton es colocado en una caja en la que hay 6 espacios conectados
entre si, como se ilustra en la figura (2.4). El ratén se mueve al azar por los espacios,
de forma que la probabilidad de pasar de uno a otro depende de la cantidad de
entradas que tenga cada compartimento. El grafo que ilustra este sistema se muestra
en la fig. (2.5)

La matriz de transicion para este problema es
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4

Ry
I |

5 |6
||

Figura 2.4: Conjunto de espacios en los cuales, un ratéon puede moverse al azar. El
numero de entradas en cada espacio, indica la probabilidad de moverse de ese estado
a los demas.

1/3
O =% —0

1/3

1/2 1/3 1/2

1/3
O =L —O

1/3

Figura 2.5: Grafo de la cadena que representa a un ratén en el interior de una caja
con 6 espacios.
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(2.32)

O O vk O wek O
O wik O = O NIE o
= O O O we O W
O we O O O N
v O Nk O wik O Ot
O w- Ok O O O

S Ot =W N -

Este proceso es ergédico pues siempre es posible ir a cualquier espacio a partir
de cualquier otro, aunque no es regular pues por ejemplo, no es posible ir de un
compartimento marcado con un ntmero impar, a otro impar, en un numero impar
de pasos. El vector renglon fijo del sistema w, se obtiene calculando el eigenvector
de M al que le corresponde el eigenvalor 1 y utilizando el hecho de que w es un
vector de probabilidad. Se plantea un sistema de 6 ecuaciones con 6 incognitas, del

cual obtenemos

—1(232232)
_14a7777

w

Supongamos ahora que queremos calcular el tiempo de primer visita al espacio
marcado con el nimero 5, partiendo de cualquier otro estado, es decir, vamos a
calcular los elementos H (5, 7) de la matriz H. Para eso modificamos el sistema original
y ahora consideramos que el estado 5 es absorbente, digamos que se ha colocado en
ese compartimiento un queso (figura (2.6)) de tal manera que el ratén al llegar ahi,
no desea salir. El grafo (2.7) ilustra el problema.

La matriz de transicion escrita en forma candnica es ahora

(2.33)

clo v o w- O
olo o ve Ok v
O = O O we O W
OO O O O N
OO Ok O O O
— (ke O we o Ot

Tt O =W N
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1|2|
| |
4||
| 5 |

Figura 2.6: Al hacer que el estado 5 se vuelva absorbente, podemos calcular el tiempo

medio que el ratéon esta en el resto de los estados antes de ser absorbida.

T

1/2

1/2

1/3

1/3

1/3
%1/2%

1/2

A 4

Figura 2.7: Grafo de la cadena que representa a un ratén en el interior de una caja
en la que ahora, el espacio 5 es absorbente.
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Por lo que

1 -1 0 -1 o0
1 1
-3 1 =3 0 0
Q=] 0o -1 1 o -1[|, (2.34)
—% 0O 0 1 0
0 0 —3 0 1
e invirtiendo la matriz anterior, encontramos la matriz fundamental N
8 6 8 14 4
5 5 15 15 15
4 9 4 2 2
5 5 5 5 5
N=(IQ)'=[ & ¢ 2 4 UL (2.35)
4 3 4 2 2
5 5 15 15 15
4 3 14 2 2
15 5 15 15 15
Asi que el vector de tiempo medio de absorcién es
4.8
4.2
t=Nc=]| 48 |. (2.36)
3.4
3.4
Por lo tanto, los elementos H(5,4) son
H(5,i) =(4.8,4.2,4.8,3.4,0,3.4) (2.37)

Vemos que si el ratén comienza en el espacio 1, le toma en promedio 4.8 pasos
llegar a la comida. Por la simetria de la caja, era de esperar que le tome el mismo
nimero de pasos si comienza en el espacio 3, y también que le tome menos pasos
si comienza en el espacio 2, y ain menos, si comienza en los espacios 4 o 6, pues
al tener menos entradas estos compartimientos que el 2, tiene el ratéon una mayor

probabilidad de llegar al queso a partir de estos que partiendo de 2.
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2.2.1. Calculo de la matriz H

El método anterior nos permite calcular los elementos H(j,) para una j fija, es
decir, calcular el tiempo medio de primeras visitas para un estado del sistema en
particular, asi que para obtener la matriz completa H debemos aplicarlo j veces, lo
cual puede resultar poco practico.

Otra manera de calcular los elementos H(j,7) serd usando una férmula recursiva
que consiste en suponer el paso de i a j, a través de un nodo intermedio k. Se
considera la probabilidad de ir de ¢ a £ en un paso, mas los pasos que en promedio
son necesarios para pasar de k a j asumiendo que se conoce H(j, k). Esto se suma

sobre todos los estados del sistema

3

k=1
desarrollando la suma
H(ji) =Y ma+ > H(j kyma =1+ Y H(j, k)ma (2.39)
k=1 k=1 k=1

Como H(j,j) = 0, quitamos este término de la suma, obteniendo

H(j,i) =1+ Y H(j k)ymy (2.40)
k=1,k#j

Esta expresion también puede escribirse

(L=mu)H(G.i)— > maH(j k) =1 (2.41)
k=1,k=i.j

Si suponemos que el sistema tiene necesariamente que cambiar de estado en cada

paso, tenemos que m;; = 0 para toda 7, por lo tanto la ecuacién queda

H(j,i)=1+ Y _ muH(jk). (2.42)
k=1,k+#i,j

La matriz de transicion no es simétrica, por lo que H tampoco, asi que en general
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H(j,i) # H(i, j).

Por convencién H(i,7) = 0, lo cual significa que no es necesario dar ningin paso
para ir del estado s; a s;. No obstante, es posible calcular el nimero de pasos que en
promedio deben darse para regresar por primera vez al estado inicial. A esta cantidad
se le llama tiempo de recurrencia media r;. A la matriz D con todas sus entradas
igual a cero, salvo la diagonal, en donde d;; = r;, se le llama matriz de recurrencia
media. El proceso para obtener de forma recursiva r; es semejante al descrito para los
elementos de H, es decir, suponemos la probabilidad de llegar en un paso al estado

k y a continuacion el promedio de pasos necesarios para ir de k al estado original ¢

ri=1+Y myH(i, k) (2.43)
k

Las ecuaciones (2.42) y (2.43) pueden unirse en una representacién matricial,

usando C definida como una matriz en la que todos sus elementos son 1

H=MH+C-D (2.44)

o bien
I-MH=C-D (2.45)

Una propiedad importante del tiempo de recurrencia medio, se puede deducir si

multiplicamos la ec. (2.45) por el vector w
w(I-M)H=wC—-wD
pero
wl—wM=w-—-w=0,

por lo tanto

wC =wD

es decir

(1, 1, cery 1) = (U}17"1,UJ27“27 )

asi que para todos los estados en una cadena de Markov ergddica, el tiempo medio

de recurrencia es el inverso del vector de probabilidad fijo
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- 2.46
r= o (2.46)

Podemos a continuacién, utilizar la ecuacién (2.42) para resolver el problema del

raton en la caja y encontrar el tiempo medio de primer visita al espacio 5.

H(5,7) Z maH (5, k) = 1. (2.47)
k=1,k#i,5

Esta ecuacion representa un conjunto de solamente 5 ecuaciones simultdneas,

pues ya sabemos que H(5,5) = 0. Tenemos entonces

H(5,1) —miaH(5,2) — misH(5,3) — myuH(5,4) — migH(5,6) = 1,
H(5,2) —mo1H(5,1) — ma3H(5,3) — moyH(5,4) — mesH(5,6) = 1,
H(5,3) —mg1 H(5,1) — m3aH(5,2) — m3yH(5,4) — magH(5,6) =1, (2.48)
H(5,4) —my H(5,1) — myoH(5,2) — mysH(5,3) — mysH(5,6) =1,
H(5,6) — me H(5,1) — meaH(5,2) — mes H(5,3) — meaH(5,4) = 1.

donde los elementos my;, estan dados por la matriz de transicién del problema original,
es decir, la expresién (2.32), no la que resulta de convertir la cadena a una absorbente.
Resolviendo el sistema, encontramos efectivamente, los mismos valores que fueron

hallados con la matriz fundamental del sistema absorbente, ecuacién (2.36).

H(5,i) = (4.8,4.2,4.8,3.4,0,3.4)

2.2.2. Otros ejemplos analiticos simples: 3 estados

Para ilustrar el célculo de H, su significado fisico e interpretacion, resolveremos
analiticamente los casos sencillos de un sistema de 3 y de 4 estados.

Primero consideramos un sistema con 3 estados conectados formando una linea
recta (figura (2.8)), con la misma probabilidad de moverse de un estado a otro.

Si el sistema comienza en el estado 1 o en el 3, sélo puede trasladarse al estado
2. En cambio, si esta en el estado 2, supondremos que tiene la misma probabilidad

de cambiar al 1 o al 3. La matriz de transicion M en este caso es



Capitulo 2. Procesos Estocdsticos y Cadenas de Markov 62

O—0O—0O

Figura 2.8: 3 estados en linea recta.

(2.49)
0

I
—
Nl O NI

Estamos ahora siguiendo la notacion en donde los elementos de M representan
la probabilidad de ir del estado 5 al 7. La suma de los términos por columna es 1.

Y ahora podemos obtener los elementos de la matriz H(j,4), aplicando la ecua-
ciones de recurrencia (2.40). Recordemos que los elementos de la diagonal de H
son cero, asi que no los consideramos en los sistemas de ecuaciones. Para el primer

renglon de la matriz H obtenemos:

H(l, 2) =1+ H(l, 2)m22 -+ H(l, 3)m32

(2.50)
H(]_, 3) =1+ H(l, 2)m23 + H(l, 3)m33

Y sustituyendo los valores de M

H(1,2) =1+ 1H(1,3)

(2.51)
H(1,3) =1+ H(1,2)

Por lo tanto H(1,2) =3,y H(1,3) =4.
Anélogamente, se plantea el sistema de ecuaciones para el segundo renglon de
H{(j, 1)

H(2,1) =14 H(2,1)myy + H(2,3)ms; H(2,1) =1 (2.52)
H(2,3) =1+ H(2,1)ms + H(2,3)mss  H(2,3) =1 '
y para el tercer rengén:
H(3,1) =1+ H(3,1)mu + H(3,2)ma;  H(3,1) =1+ H(3,2) (2.53)
H(3,2) =1+ H(3,)mi+ H(3,2)ma = H(3,2) =1+ $H(3,1)’ '
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H(, i)
2

1 2 3

i

Figura 2.9: Matriz de primeras visitas H para 3 elementos en linea recta.

y en este caso: H(3,1) =4,y H(3,2) = 3.

Asi que la matriz H es

(2.54)

|
N
w o w
o o~ o

En este caso se resolvieron 3 sistemas de ecuaciones de 2 variables cada uno de
forma recursiva, lo que nos da 6 elementos de la matriz, los tres restantes son los de

la diagonal que en todos los casos por definicién valen 0.

En este sistema H(2,1) = H(2,3) = 1, pues hay sélo un camino parairde 1 a2, o
de 3 a 2. Por otro lado, con el método iterativo se obtuvo que para ir de un extremo del
sistema al otro, se necesitan en promedio 4 pasos (H(1,3) = H(3,1) = 4), y que ir del

estado central a un extremo, requiere en promedio 3 pasos (H(1,2) = H(3,2) = 3).

Una forma diferente de ilustrar la matriz H es usando un mapa de colores, como
se muestra en la fig. (2.9). La escala de colores muestra al azul claro como el valor
minimo de H(j,7) y se va modificando hacia tonalidades rojas conforme H(j,1)
crece. En este caso no hay tantos tonos, pues no hay muchos valores diferentes en las
entradas de H, pero esta forma de visualizar la matriz de primeras visitas, es muy
util sobre todo para sistemas con muchos mas estados. Podemos notar por ejemplo

en los colores, que la matriz no es simétrica. Los extremos H(3,1) y H(1,3) se ven
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en rojo, lo que indica que son los valores mas grandes de la matriz, pues son el
nimero de pasos que en promedio se necesitan para recorrer toda la red y en este
caso, H(1,3) = H(3,1).

Podemos verificar algunas de las entradas de H haciendo el calculo directo del
nimero de pasos promedio. Por ejemplo H (3, 1) es el nimero de pasos que en prome-
dio son necesarios para ir del estado 1 al 3 por primera vez. Para hacer esto existen
un numero infinito de trayectorias, algunas de las cuales se muestran a continuacién,

junto con los pasos necesarios y la probabilidad de cada una de ellas:

Trayectoria Pasos Probabilidad
1—-2—3 2 0,5
1-2—-1—-2—3 4 (0,5)
l1—-2—=1—-2—-1—22—3 6 (0,5)3

Por lo tanto, H(3,1) se obtiene sumando el nimero de pasos de cada trayectoria

por su probabilidad:

H(3,1) = 2(0,5) + 4(0,5)% + 6(0,5)% + ... = 22 ( ) (2.55)

Andlogamente, se puede cacular H(1,2). Mostramos los pasos y la probabilidad

de algunas de las trayectorias

Trayectoria Pasos Probabilidad
2—-1 1 0,5
253221 3 (0,5)
2+3—-2—-3—22—=1 5 (0,5)3

Sumamos otra vez:
H(1,2) = (0,5) + 3(0,5)* + 5(0,5)° => (2i-1) ( ) =3 (2.56)
=1

Obtenemos que se necesitan 3 pasos en promedio para ir del estado 2 al 1 por
primera vez, exactamente como se obtuvo resolviendo el sistema de ecuaciones recu-
rrentes. Asi ilustramos el significado de la matriz de primeras visitas H. El promedio

de pasos que debe dar el sistema antes de llegar por primera vez al estado j, par-
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Figura 2.10: En este caso, los 3 estados estan conectados entre si de manera que cada
uno de ellos puede evolucionar a los otros dos estados, con la misma probabilidad.

tiendo del estado 7. Esta definiciéon no tiene que ver con el camino mé&s corto ni con
otras propiedades que pueda tener el sistema. Simplemente se consideran todas las

posibles trayectorias y se ponderan de acuerdo a la probabilidad asignada.

Si consideramos ahora un sistema en el que los estados se pueden representar
de manera esquemadtica formando un tridngulo equildtero como en la fig. (2.10). En
este caso, el sistema es completamente simétrico, todos los estados estan en contacto
entre si, por lo que debe tomar en promedio el mismo ntimero de pasos ir de un nodo

a cualquier otro. La matriz de transicién M refleja la simetria del sistema, esto es:

(2.57)

W= NI= O
= O Nl
O NI N

Aplicando la ecuaciones de recurrencia (2.40) para obtener el primer renglén de
H, obtenemos nuevamente las ecs. (2.50), pero en este caso al sustituir los valores

de my;:

H(1,2) =1+ 3H(1,3)

(2.58)
H(1,3)=1+1H(1,2)

Por lo tanto H(1,2) =2,y H(1,3) = 2.

Y al resolver los otros renglones obtenemos los mismos sistemas de ecuaciones,

por lo tanto la matriz H de este sistema es
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H(,i)
2

2.0

1.5

1.0

0.5

Figura 2.11: Matriz de primeras visitas H para 3 elementos unidos en triangulo.

H= (2.59)

NN O
N O N
S NN

Se muestra que para este caso, se requieren en promedio 2 pasos para ir por primera
vez de un estado a cualquier otro. En la fig. (2.11) se muestra la matriz en colores
y también es claro que todos los elementos tienen el mismo valor, salvo la diagonal

que por definicién es cero.

Si calculamos otra vez el nimero de pasos necesarios para ir por ejemplo, del

estado 1 al 2, a través de las infinitas trayectorias que existen, obtenemos

Trayectoria Pasos Probabilidad
1—2 1 0,5
1—-3—2 2 (0,5)
1—-3—=1—2 3 (0,5)3
1—-3—=1—=3—-2 4 (0,5)

Sumando el nimero de pasos de cada trayectoria por su probabilidad, obtenemos
H(2,1):

H(2,1) = (0,5) +2(0,5)% + 3(0,5) iz < > (2.60)

=1
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O—O—060—=0O

Figura 2.12: 4 estados en linea recta.

Que es efectivamente, el valor calculado al resolver el sistema de ecuaciones. Por

la simetria del sistema el resultado es el mismo para cualquier otro par de estados.

2.2.3. Ejemplos Analiticos simples: 4 estados

Apliquemos ahora este método iterativo para 4 estados conectados en linea, como
se muestra en la fig. (2.12).

La matriz de transicién es ahora

0100
10 L0
M = L2 (2.61)
03 01
0030

Para calcular el primer renglon de H, el sistema de ecuaciones es:

H(1,2) =1+ H(1,2)MQ2 + H(1,3)m32 + H(1,4)m42
H(1,3) = 1+ H(1,2)mas + H(1,3)mys + H(1, mas (2.62)
H(1,4) =1+ H(l, )m24 + H(1,3)m34 + H(1,4)m44

Y

N DN

y sustituyendo los valores de m;;:

H(1,2) =1+ 1H(1,3)
H(1,3) =1+ 3H(1,2)+ 3H(1,4) (2.63)
H(1,4) =1+ H(1,3)

al resolver el sistema se obtiene: H(1,2) =5, H(1,3) =8,y H(1,4) =09.

De forma andloga calculamos los términos H(2,7):

1 1+ H(Q, 1)m11 + H(Z, 3)m31 + H(2, 4)m41
H(2,3) =1+ H(2, )mus + H(2,3)mss + H(2, 4)mas (2.64)
1+ H(2, 1)m14 + H(2, 3)m34 + H(2, 4)m44,
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1 O, ©

Figura 2.13: En este caso, los 3 primeros estados estan conectados entre si y el 4
aparece a continuacion del estado 3.

Por lo tanto H(2,1) =1, H(2,3) =3,y H(2,4) = 4.

Planteando el conjunto de ecuaciones para los siguientes renglones, completamos

la matriz H, obteniendo para este sistema:

(2.65)

co w O Ot
o O W o
S = = O

O = = O

Por 1ltimo, resolvemos el sistema de 4 estados representado en la figura (2.13).
En este caso algunos términos de H pueden ser ya intuitivos. Por ejemplo, dado que
estamos calculando primeras visitas, H(3,1) y H(3,2) deben valer 2, como en el caso
de 3 sitios en triangulo, pues si se inicia en 1 o en 2, no es posible ir al sitio 4 sin

pasar antes por el 3. De igual manera, es claro que H(3,4) = 1.

La matriz de transicion es en este ejemplo

04 %0
1019

M=| 2 | 3 (2.66)
00310

Para calcular cada renglén de H, seguimos el mismo procedimiento que en el

ejemplo anterior. Obtenemos en este caso
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(a) H(i)
2 3

(b) H(j,1)
2 3

9.0

7.2

5.4

3.6

1.8

Figura 2.14: Matriz de primeras visitas H para 4 elementos. En (a) estdan todos en
linea recta. En (b) hay 3 en tridngulo y el cuarto colocado a un costado del vértice

3.

0§ 4 B
8 o 10 13

H=| 5 &0 (2.67)
99 7 0

Estos ejemplos, dejan mas claro el procedimiento algebraico para calcular el
renglén 7 de H: es necesario resolver un sistema de n— 1 ecuaciones, para las incégni-
tas H(j,1), con ¢ = 1 hasta n, excepto i = j.

En la fig. (2.14) se muestran las representaciones en colores de las dos matrices
H calculadas en esta subseccién. En (a) vemos el sistema formado por 4 estados
en linea recta. Como en el caso de sélo 3 estados, ir de un extremo del sistema
al otro, es el recorrido que en promedio requiere una mayor cantidad de pasos, en
ambas direcciones. Los recorridos mas cortos son H(2,1) y H(3,4) pues en ambos
casos se necesita sélo un paso ya que el sistema tiene un tinico camino. Estos valores
no son iguales a H(1,2) y H(4,3) respectivamente, pues existen mas caminos para
recorrer esos caminos, lo que hace que H no sea simétrica. En (b) la situacién es muy
diferente, ya que aqui si sucede que H(2,1) = H(1,2) por la simetria del sistema.
Vemos también que en este caso, llegar al estado 4 requiere en promedio méas pasos

que llegar a cualquier otro.
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2.3. Matriz Fundamental para cadenas ergddicas

y su relacién con la matriz de primeras visitas

Veremos a continuacién una matriz que juega el mismo papel en las cadenas
ergodicas, que la matriz fundamental N definida para cadenas absorbentes. Esta
matriz sera utilizada para calcular la matriz de primeras visitas H para cadenas

ergddicas, de una manera diferente a la que se desarroll6 en la seccién anterior.

Recordemos que la matriz fundamental N = (I—Q)~! para cadenas absorbentes,

puede escribirse también como

N=I1+Q+Q*+..

Esta serie de potencias converge, pues Q" — 0, asi que pensando en esta propie-

dad, se propone en el caso de cadenas ergddicas, usar una serie convergente similar

I+(M—-W)+(M-W)+ ...

Se puede demostrar que (M — W)" = M" — W y como habfamos visto, para
cadenas ergddicas regulares M — W cuando n crece, por lo tanto esta serie también
converge. Ademds la expresién I — (M — W) tiene inversa, por lo que se define la

matriz fundamental Z asociada a una cadena ergddica como

Z=I-M+W)" (2.68)

La matriz Z existe incluso aunque la cadena no sea regular, ya que el término
I - M + W tiene inversa.

Algunas propiedades ttiles de Z son

Zc =c,
wZ = w, (2.69)
ZI-M)=1-W
donde ¢ es un vector columna de entradas igual a 1.

Por lo tanto, si la ecuacién (2.45) es multiplicada por Z
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ZOI-MH=ZC-1ZD
utilizando las propiedades anteriores
I-WH=C-ZD
H=C-7ZD+WH
En término de las componentes
H(], Z) =1- Zijrj + (WH)] (270)
y para el caso ¢ = j
0=1-— ijTj + (WH)] (271)
por lo tanto, restando las ecuaciones anteriores para las componentes
H(], Z) = (ij — zij)rj (272)
Y como habfamos visto r; = 1/wj;, por lo tanto
H(j,i) = 2 —_Zi, (2.73)
Wy

Usando nuevamente el ejemplo del ratéon en la caja, podemos calcular I - M+ W

utilizando la matriz de transicién dada en la ec. (2.32) y la matriz W que se construye

con el vector fijo, para obtener

8 _2 1 _5 3 1
7 7 7 14 14 7
-4  _4 1 _ 5 1
21 14 21 7 2 7
1 _2 8 1 3 _35
W — 7 7 7 7 14 14
I-M+ | =5 3 1 8 _2 1
14 14 7 7 7 7
i _s5 1 _4 17T 4
7 2 7 21 14 21
1 3 5 1 _2 8
7 14 14 7 7

Por lo tanto, la matriz fundamental Z = (I — M + W)~ ! es

(2.74)
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1

2

H(, i)
3 4

5 6

9.8

7.8

5.9

3.9

2.0

Figura 2.15: Representacién en colores de la matriz H de primeras visitas para el
problema del ratéon en una caja con 6 espacios.

1619
1470
59
490
_ 341

1470
541
1470

_ 39
490
_ 439
1470

177
980
891
980
177
980

_ 1

980
9
980

_ur

980

_ 341

1470
59
490
1619
1470

_ 439

1470

_ 39
490
541
1470

541
1470
_ 39
490
439

T 1470

1619

1470
59
490
341

T 1470

_ur
980
9
980

_ur

980

_ 1

980
891
980
177
980

_ 439

1470

_ 39
490
541
1470

_ 341

1470
59
490
1619
1470

(2.75)

Y con la ec. (2.73) obtenemos las componentes de la matriz H, representada en

colores en la fig.(2.15).

6,3667
9,3333
5,1333
8,2667
9,8

3.4

3.4
4,8
4,2
48

9,3333
6,8667

9.8
8,2667
5,1333

5,1333
8,2667
9.8

6,3667
9,3333

4,8
4,2
4,8
3.4

3.4

9,8
8,2667
5,1333
9,3333
6,3667

(2.76)
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2.4. Aplicacién de cadenas de Markov a proteinas

A continuacién se aplicara este formalismo para representar la estructura de una
proteina como una cadena de Markov, en la que cada aminoacido es un estado
del sistema. Un proceso de caminante aleatorio sobre este sistema representara la
transmision de algtin tipo de informacion entre los residuos que constituyen la red.

La propagaciéon de informacion por medio de este caminante no es inicamente a
través de la estructura primaria de la proteina, es decir entre residuos consecutivos
unidos con enlaces covalentes; se considera mas bien que la transmisiéon puede darse
entre dos residuos si éstos estan suficientemente cercanos fisicamente. Definimos esta
cercania mediante la Matriz de Afinidad, F, cuyos elementos son

fij = NN (2.77)

R;; es el nimero de contactos atomo-atomo entre los residuos 7 y j, es decir, el
resultado de contar para todos los atomos del residuo i, cuantos atomos del residuo
7 estan de ellos, a una distancia menor que la distancia de corte R., exceptuando

para ambos residuos, los a&tomos de hidrégeno.

N; J

N.
Rij = Z Z Ckh, (278)
h

donde

1 < R,
Crh — r T = (279)
O, rn > R,

ren €s la distancia entre el k-esimo atomo del residuo i y el h-ésimo atomo del residuo
J; Ni y N; son el numero de dtomos que forman a los residuos ¢ y j respectivamente,
sin tomar en cuenta los atomos de H.

De esta manera, se esta considerando la cercania entre atomos como la tnica
razon que define si existe interaccién entre aminoacidos y si se debe establecer un
enlace entre ellos. La cantidad de atomos de un aminoacido que cumplen con es-
tar a una distancia menor que R. de los atomos de otro aminoécido, cuantifican
esta interaccion. Dividir entre el nimero de atomos de cada residuo permite hacer

un escalamiento para no sobreestimar el contacto entre residuos grandes, es decir,
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Residuo j

Residuo 1 ;

Figura 2.16: Esquema para mostrar cémo calcular los elementos de la matriz de
afinidad f;;. Se toma un atomo del residuo ¢ y se cuenta cuantos atomos del residuo
J estan a una distancia menor a R.. Esto se hace para todos los atomos de ¢, se

suman todos los resultados y se divide entre /N;Nj.

formados por muchos atomos.
La Densidad de Interaccion Local, d;, del residuo j es la suma de la afinidad de

j con el resto de residuos de la red, es decir:

d; = Zn: fij (2.80)

Si F es la matriz de afinidad y D la matriz diagonal que se forma con los elementos

d;, entonces, se puede definir la matriz I' como

I'=D-F (2.81)

En teoria de grafos I' se conoce como Matriz Laplaciana o Matriz de Kirchhoff.
Para poner al sistema en el contexto de un modelo Markoviano, la matriz de
transicion en este caso definird la probabilidad condicional de comunicacion entre
un par de residuos en funcién de la afinidad, es decir, los elementos m;; representan
la probabilidad condicional de que un caminante aleatorio llegue en un solo paso al

residuo 7, dado que ésta estaba inicialmente en el residuo j.

(2.82)
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Note que efectivamente Y ,_, my; = 1, esto es, la suma de los elementos por

columna es igual a 1. La matriz de transicién M es entonces M = FD 1.

Los términos de la Matriz de primeras visitas, H(j,1), seran entonces el niimero
de pasos que en promedio, le toma al caminante aleatorio que esta en el residuo ¢
(residuo emisor), llegar por primera vez al residuo j (receptor), tomando en cuenta
todas las trayectorias posibles entre estos aminoacidos y la probabilidad de cada una

de estas trayectorias.

Un procedimiento diferente para encontrar H utilizando las matrices que acaba-
mos de definir, es el siguiente. Sea H el vector de n — 1 términos que representa al
j-ésimo renglén de la matriz H, sin el término H;;. Podemos entonces escribir la ec.
(2.40) como

~

H=1+HM (2.83)

Donde M es la matriz M truncada, sin el renglén ni la columna j. Observe que
ﬁ—ﬁM:ﬁ(i—M):I (2.84)

Podemos considerar matrices F'y D truncadas, de manera que M = FD~! por

lo tanto

i (f) - F) — 17 (2.85)

~ A

Analogamente, podemos definir una matriz de Kirchhoff truncada I=D-F ,

asi que finalmente

A

H=1Dr". (2.86)
Tenemos asi, que otra manera de obtener cada renglén de la matriz H, requiere

solo de multiplicar las matrices D y e correspondientes.

Si regresamos al ejemplo de 3 estados acomodados de forma lineal, vemos que la

matriz I es
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r=| -1 2 -1 (2.87)

Por lo tanto, para resolver el primer rengléon de la matriz truncada H , hay que

resolver el sistema de ecuaciones (2.86), asi que haciendo las respectivas sustituciones:

(H(1,2),H(1,3)) = (1,1) (3 2) ( _21 _11 )_ : (2.88)

invirtiendo I' y haciendo las multiplicaciones correspondientes, obtenemos efectiva-
mente (H(1,2), H(1,3)) = (3,4).
Para resolver el segundo renglén de H, eliminamos el segundo renglén y la se-

gunda columna de D y de I'. En este caso resulta

(H(2,1),H(2,3)):(1,1)((1) (1)> ((1) (1)) =(1,1), (2.89)

por lo tanto, (H(2,1),H(2,3)) = (1,1).

Resolviendo de igual forma el tercer renglén de H y agregando los términos
H(j,7), obtenemos el mismo resultado que con el sistema de ecuaciones recurrentes,
expresado con la matriz (2.54).

en el siguiente capitulo se veran algunos conceptos propios de la Teoria de Redes,
que también se usaran para modelar proteinas. De esta manera se podran comparar

ambos métodos entre si y con resultados experimentales conocidos.



Capitulo 3

Teoria de Grafos y Redes

En la Teoria de Grafos (Graph Theory) o Teoria de Redes (Network Theory), la
representacion de un sistema se hace de forma abstracta y sencilla, y no obstante,
el analisis del mismo puede ser profundo y muy completo. Un sistema se representa
mediante nodos o vértices, para indicar las partes o los diferentes estados que el siste-
ma puede tener, y enlaces (links) o aristas para representar la relacién o interaccién

entre estos vértices.

Esta representacién simple, permite sin embargo utilizar la teoria de redes en muy
diferentes dreas de investigacion [41, 42], que van desde modelos de comportamiento
social [43, 44], sistemas fisicos [45], tecnoldgicos [46, 47|, de comunicacién [48], o

como en nuestro caso, de conformacién de estructuras biolégicas [49-51].

En este capitulo describiremos algunos conceptos fundamentales de la teoria de
redes, asi como ciertas caracteristicas que se pueden analizar en un sistema mediante
este modelo, como medidas de conectividad o centralidad entre las componentes, las
distancias y trayectorias que pueden establecerse, etc. En particular mostraremos
como modelar la estructura terciaria de una proteina con esta metodologia y como
relacionar las caracteristicas mencionadas de una red, con la ubicacién de los sitios

activos de la proteina.

77
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3.1. Conceptos Basicos

Una Red o Grafo G esta definida por un par de conjuntos, G(v,e), donde v es
el conjunto no vacio y contable de vértices o nodos {vy,vs,...,un}, y € el de enlaces
representados por el conjunto {(v;,v;), (v, 1), ...}, donde el par (v;,v;) indica una
relacién o interaccién entre los vértices ¢ y j, que se representa en el grafo con una
linea que los une. El orden del grafo, N, es el nimero de vértices o nodos que la
forman. Comunmente este niimero se identifica con el tamano de la red, aunque en

algunos sistemas, se prefiere relacionar el tamano con el nimero de enlaces L [52].

Un ejemplo estandar de un grafo G puede ser una red social, donde los nodos
son cada una de las personas que participan, y los enlaces se establecen si existe una
relacion entre cada par de personas. Incluso sobre el mismo conjunto de nodos puede
establecerse otro tipo de relacién. Puede por ejemplo establecerse un enlace si son
personas que viven a menos de una cierta distancia fija, aunque los individuos no se
conozcan en persona [41, 46, 52]. Los vértices pueden ser ciudades y los enlaces las
vias de comunicacién existentes entre las comunidades [48]. O bien, podemos pensar
que los vértices son las neuronas que forman un cerebro, y se establece un enlace
si entre un par de neuronas hay flujo eléctrico o de sustancias bioquimicas [53], en
fin. Las aplicaciones de la teoria de redes a sistemas fisicos, matematicos, sociales o

bioldgicos, son extensisimas [54, 55].

Se dice que un par de vértices son vecinos o adyacentes si estan unidos por un
enlace. Se llama Red o Grafo simple, cuando sélo puede existir a lo més un enlace
entre cualquier par de vértices (es decir, no hay multienlaces), y cuando en la red no

existen enlaces entre un nodo consigo mismo (bucle).

La figura (3.1) muestra algunos ejemplos sencillos de grafos. 3.1(a) representa un
grafo nulo, es decir uno en el que no existen enlaces. En cambio 3.1(b) es un grafo
completo, pues todos los vértices estan unidos entre si. Si un grafo completo estéa

formado por N vértices, entonces el nimero total de enlaces es:

L:<N):£@;2
2 2

Se define la densidad, D de una red, como el nimero de enlaces que la forman,
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® ®
®
® ® (a) ° -

Grafo nulo (b) Grafo completo

2.9 km 3.0 km

¥O

2.2 km
1 3.2 km! 2

(c) Grafo ponderado

(d) Grafo dirigido

Figura 3.1: Diferentes tipos de grafos en funcién de su conectividad.

entre el niimero maximo posible de enlaces es decir,

2L

RO

Si el grafo incluye algin tipo de informacién para los enlaces, como en 3.1(c),
se dice que es etiquetado o ponderado. Cuando los enlaces estdan direccionados con
flechas significa que hay una relacion solo en la direccion marcada por la flecha y no
en sentido opuesto. En este caso se habla de grafos dirigidos (fig. 3.1(d)).

Existe una relacion biunivoca entre un grafo y la matriz de adyacencia N x N,

cuyos términos A;; indican la relacién entre los vértices @ y j, y se definen

si i, j son vértices conectados
Ay = L [ (3.1)
0, sii, json vértices no conectados
En el caso de grafos dirigidos, A;; = 1 indica que hay una interaccién que va

de ¢ a j, pero no necesariamente A;; = Aj;. Si el grafo es no dirigido, se satisface
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la igualdad y la matriz de adyacencia serd siempre simétrica, como se ilustra en la
figura (3.2).

011020
10011
A=]110011
01100
01100

Matriz de adyacencia

01 000
000711
A= 100 01
00100
00100
Grafo Matriz de adyacencia

dirigido

Figura 3.2: Diferencias entre la matriz de adyacencia de dos grafos cuando uno es no
dirigido y el otro dirigido. En el primer caso, la matriz es simétrica.

Para grafos no dirigidos, se define el grado k; del vértice i, como el nimero de
enlaces que inciden en él. Si A es la matriz de adyacencia de una red no dirigida,
es simétrica, y el grado del vértice k; se obtiene sumando todos los elementos del

i-ésimo renglén

k;, = ZAij (3.2)

El nimero total de enlaces que contiene una red L, se obtiene sumando el grado
de todos los nodos de la misma y dividiendo entre 2, pues como cada enlace tiene

dos bordes es contado dos veces.

1 o 1
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El grado promedio de una red no dirigida, (k), se define como el valor promedio

de k sobre todos los nodos de la red

<@=%§:&=%ﬁ (3.4)

Es decir, el grado promedio de la red se obtiene de dividir el doble del total de
enlaces entre el nimero de nodos, pues cada enlace participa dos veces al definir el

grado de los vértices.

Por otra parte, el coeficiente de agrupacion C; (o clustering coefficient), es una
medida de la probabilidad de que dos vértices que estan unidos a v;, sean adyacentes
entre si. Si el nodo ¢ tiene k; enlaces, los nodos a los que estd unido pueden a su
vez tener entre ellos un maximo de M enlaces. Por lo tanto el coeficiente de
agrupacion para el vértice 7, se define como la razén entre los enlaces que en verdad

existen L; entre los vecinos del nodo ¢, y la cantidad total que podrian formarse

2L,

Q:mw—m'

(3.5)

En la fig. (3.3) se muestra como ejemplo el grado y el coeficiente de agrupacién

para una red de 6 nodos.

El coeficiente de agrupacion de la red, C', es el promedio de los coeficientes de

agrupacion de todos los nodos.

Otra matriz de mucha utilidad en el andlisis estructural de redes, es la matriz
Laplaciana o matriz de Kirchoff mencionada en el capitulo anterior. La matriz La-

placiana L de una red se define [56]

L=D-A, (3.6)

donde D es la matriz de Grado, una matriz diagonal cuyos términos d;; son el grado

del vértice i. Por ejemplo, para la red mostrada en la figura(3.3), la matriz de Grado
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011011
100100
100111
(s —(s) A=lo1 1010
101101
101010

Q/ \9 Matriz de adyacencia

Gi
i@ 1.0}

3+ 0.8t
0.6
04}

0.2

Figura 3.3: Se muestra una red de 6 nodos, la matriz de adyacencia, la grafica del
grado de cada vértice, dado por la ec. (3.2) y el coeficiente de agrupacion, ec. (3.5).

[S]

o O O O O s~
o O O O N O
oS O O =~ O O
S O w o o O
S = O O O O
w O O o o O

por lo tanto la matriz Laplaciana

4 -1 -1 0 -1 -1
-1 2 0 -1 0 0
-1 0 4 -1 -1 -1
0O -1 -1 3 -1 O
-1 0 -1 -1 4 -1
-1 0 -1 0 -1 3
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Esta matriz recibe este nombre, porque si se establece un proceso de difusién de
un campo escalar ¢, dentro de la estructura de una red, es posible establecer una
ecuacion de difusién semejante a la ecuacién de difusién de gases, en donde la matriz

L juega el mismo papel que el operador laplaciano [41].

Otra caracteristica importante de las redes es que la numeracién de los nodos es
en general arbitraria, por lo que las propiedades que son de interés en teoria de redes,
son aquellas relacionadas con la invarianza de las matrices A y L bajo permutaciones

de renglones y columnas.

Puesto que las entradas de A y L son nimeros reales, y ademés son matrices
simétricas para redes no dirigidas, un resultado conocido del dlgebra lineal es que
sus eigenvalores deben ser nimeros reales, y en el caso de la matriz de adyacencia,
dado que todos los elementos de la diagonal son cero, la suma de los eigenvalores debe
ser cero. Para la matriz laplaciana en cambio, todos los eigenvalores 6; son 6; < 0.
(vea por ejemplo [57]). Los eigenvalores y eigenvectores de las matrices asociadas a
una red, proporcionan informacién sobre la estructura de dicha red [49, 51, 56]. Al

analisis de estas cantidades se le llama Andlisis FEspectral de la red.

En particular, el polinomio caracteristico de la matriz A de la red G es pg(A) =
det(A — A), donde X representa los eigenvalores de A, y por tanto las raices del
polinomio. Si A tiene s eigenvalores distintos, tales que Ay > Ay > ... > A, con
multiplicidad m (A1), ..., m(Ay, el espectro de la red es la matriz 2 x s, donde el pri-
mer renglon esta formado por los eigenvalores dispuestos en orden decreciente, y el

segundo con la multiplicidad de estos eigenvalores

VR VR
Eep (G):<m()\1) m) . m()\s)> (3.7)

Por ejemplo, en la figura (3.3) se muestra una red formada por 6 vértices, se

indica la matriz de adyacencia de la cual se obtiene el polinomio caracteristico
p(AN) = A8 —10A% — 10X3 + 6% + 6) — 1

de cuyas raices se obtienen los eigenvalores de la matriz de adyacencia, por lo que

para este ejemplo, el espectro de la red es
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3,49785 0,72992 0,15054 —1 —1,18763 —2,19069
Espect(Q) | ) . . ) .

Se puede demostrar que en general, para una red GG de N vértices y L enlaces, el

polinomio caracteristico de la matriz de adyacencia A
paN) = A +a XV L dan A tan

satisface siempre que a; = 0y as = —L [58].

3.1.1. Trayectorias y Conectividad

Uno de los temas fundamentales en el estudio de redes, es determinar la acce-
sibilidad de los nodos, es decir, qué tan factible es ir de uno a otro siguiendo los
enlaces que conectan la red. Este concepto es importante porque puede utilizarse
para estudiar variables dindmicas en redes, como flujos de informacién o de energia
[50], y procesos de difusion [59].

Para analizar la conectividad de una red, se define una trayectoria o camino (path
en inglés) P ;. en el grafo G(v,e), como el conjunto ordenado de n + 1 vértices
vp = {0, 1, ..., U} y el conjunto de n enlaces ep = {(vo,11), (V1,12), ooy (Vn—1,Vn) },
tales que v € V'Y (Va—1,Vs) € € para todo a. Dicho en palabras, el camino del
vértice 1y al v, es la secuencia ordenada de vértices tales que, comenzando en vy,
siempre sea posible encontrar dos consecutivos conectados por un enlace, hasta llegar
a Up.

Un grafo es conectado o ergddico si existe una trayectoria que conecte a cualquier
par de vértices del grafo. Un ciclo es una trayectoria cerrada, es decir (v = 1), vy
todos los demas vértices y enlaces son diferentes.

Estrictamente, al recorrer una trayectoria uno podria regresar a un vértice en
cualquier momento las veces que sea. Entonces, la longitud de un camino, t; entre
dos vértices, es el nimero de enlaces por el niimero de veces que fueron cruzadas
para ir de uno al otro. En cambio, la distancia d;; entre los vértices i y j, se define

como el numero de aristas que hay que cruzar por el camino mds corto que conecte a
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O ()

tr = {(v1, 1), (va, 13), (v3,12)} =3

ty = {(v1, 1), (va, 13), (v3,15), (v5,12) } = 4

dip =1

@ ®

Figura 3.4: Entre los vértices 1 y 2 pueden definirse muchos caminos. En la figura se
muestran t; y to, ambos de diferente longitud, pero la distancia entre estos vértices
esS d12 =1.

los nodos ¢ y j, es decir, por el camino que implique pasar por la menor cantidad de
aristas, como se ilustra en la figura (3.4). En un grafo no dirigido d;; = dj;, mientras
que en una dirigida, lo anterior no siempre es cierto. El didmetro D de una red, es la
distancia mas grande que puede establecerse entre todos los pares de nodos de dicha
red. La distancia media, d, es el valor medio de las distancias entre todos los pares

de nodos, y como con N nodos se pueden formar N (N — 1) parejas

1
d= NN D) >N dy (3.8)

i=1 j#i

Es posible obtener el nimero total de caminos de longitud ! que hay en una red.
Por ejemplo, para saber si existe un camino de longitud 2 entre los vértices i y j, que
pasan por el vértice k, habra que hacer el producto A;;Ay;. Si el resultado es 1, es
que si estan conectados i con k y k con j. Por lo tanto el nimero total de trayectorias

de longitud 2 entre ¢ y j, definido como Ni(]?), es

N
N =3 Awdy = (A%
k

Podemos generalizar este resultado a trayectorias de cualquier longitud r, esto

es,

N = [A"); (3.9)
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Por ejemplo, para la red mostrada en la figura (3.4), se tiene la matriz de adya-

cencia

01010
1 0101

A=l01011

10101

01110

por lo tanto

2020 2

03131

A= 2131 2

03131

2121 3

lo que significa que por ejemplo, Nl(%) = 2, hay entonces dos caminos de longitud
2 para ir y regresar al vértice 1. Efectivamente, podemos ir de 1 a 2 y regresar por
el mismo enlace, o de 1 a 4 y regresar igual. En cambio, Nz(i) = 3, indica 3 caminos
de longitud 2 entre los nodos 2 y 4, que son (2,1),(1,4), o (2,3),(3,4), y por ultimo
(2,5),(5,4).

3.2. Medidas de Centralidad

En muchas aplicaciones es 1til determinar y cuantificar qué tan importante es
cada vértice o cada enlace dentro de la estructura de la red, no precisamente en
funcién de las propiedades intrinsecas del nodo o del enlace, sino por su ubicacién,
por la cantidad de conexiones o la forma de la red. En teoria de redes, las Medidas de
Centralidad son justamente las variables que se usan para determinar esta importan-
cia. Existen muchas medidas de centralidad que cuantifican diferentes caracteristicas

de la red [41, 52]. Mencionaremos algunas.

» Centralidad de grado (Degree centrality): La forma més basica de medir la

centralidad de un vértice es por su grado, definido en la ecuacion (3.2), es decir,
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01 10O0O0O0
1010100
1100010
A=]10000001
01 00010
0010101
0001O0T1O0
! Matriz de adyacencia
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Figura 3.5: Red formada por 7 nodos. Se muestra la matriz de adyacencia, la cen-
tralidad de grado y la distribucién de grado. En este caso, P(k) = 0 para k > 4.
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por su numero de conexiones con otros vértices. Mientras mas conexiones tenga
un nodo, puede ser més eficiente al compartir o propagar informacién, puede
también ser parte de una mayor cantidad de trayectorias a lo largo de la red.
En grafos dirigidos es conveniente hacer un refinamiento en esta definicién,
pues habra que separar los casos en los que el enlace se dirige al vértice en
cuestién, de aquellos en los que parte de dicho vértice. Llamamos grado de
entrada k;,; en una grafo dirigido, al nimero de enlaces que se dirigen al
vértice 7. Andlogamente, el grado de salida koy: i, €s el nimero de enlaces que

salen de dicho nodo.

N
kin,i - Zj:l Ajiv

(3.10)
kout,i = Zjvzl Azg

Y el grado total del vértice en el caso de grafos dirigidos es k; = ki i + Kout,i-

La distribucion de grado, P(k), de un grafo no dirigido, es la probabilidad de
que al elegir al azar un vértice, resulte ser de grado k. En la fig. (3.5) se muestra
una red de 7 nodos, la matriz de adyacencia correspondiente, la centralidad de

grado y la grafica de P(k), es decir, la distribucion de grado de la red.

La distribuciéon de grado es una cantidad muy utilizada en la descripcion de las
propiedades y de la estructura o topologia de las redes [41, 42]. Por ejemplo,
muchas redes aleatorias, es decir, aquellas en donde los enlaces son asignados
al azar, tienen una distribuciéon de grado de Poisson. Uno de los resultados
mas importantes en el estudio de redes complejas, fue el descubrimiento de que
para muchas redes de sistemas reales grandes, como internet, la distribuciéon

de grado sigue una ley de potencias [59].

» Centralidad de cercania (Closeness centrality): Se define como el inverso del

promedio de las distancia de un vértice a todos los demas.

g = N
b i

Es de suponer que mientras menor sea la distancia de un vértice al resto,

(3.11)

puede participar mas y por lo tanto, ser mas importante en las interacciones



Capitulo 3. Teoria de Grafos y Redes 89

que ocurran en la red, por lo que con este criterio los vértices mas importantes
deben ser los que tengan el menor valor promedio de distancia a los demsés.
Por eso se prefiere definir g; como el inverso de la distancia, de esta manera g;
es mas grande para los nodos que estan a menor distancia del resto. En la fig.
(3.6) ilustramos la centralidad de cercania de la red de la fig. (3.5). En esta
red, los vértices 2, 3 y 6 son de grado 3, sin embargo la suma de las distancias
de todos los nodos al 6, es menor que la del resto, por lo tanto este vértice es

el de maxima cercania.

» Centralidad de intermediacion (Betweenness centrality): En este caso se cuen-
tan las distancias en las que participa cada vértice, es decir esta medida cuanti-
fica el que un nodo haga el papel de puente o intermediario entre otros vértices
de la red. Sea 03, el nimero de trayectorias més cortas o de distancias que
pueden encontrarse entre los vértices h y j, v 0;(7) el nimero de estas tra-

yectorias que pasan por el vértice i [52]. Entonces, la intermediacién de i se

define:
Ohi )
b= on5 (1) (3.12)
—~  Ohj
h#j#i
Caniralidad de Corcania N Centralidad de Intermediacion
gi
0.65} 8
0.60F 6l
0.55}
0.50} 4
0.45}
0.40} A
07 2 3 4 5§ B I i 2 3 4 5 6 71

Figura 3.6: Centralidad de Cercania y de Intermediacién para la red de 7 nodos de la
fig. (3.5). En el caso de la centralidad de cercania, vemos que aunque los vértices 2,
3y 6 tienen el mismo grado (3), el vértice 6 tiene una mayor centralidad de cercania.
De igual forma, la Centralidad de Intermediaciéon de el vértice 6 es la mas grande
de la red, lo que indica que es por el que pasa una mayor cantidad de caminos mas
cortos.



Capitulo 3. Teoria de Grafos y Redes 90

En la fig. (3.6) se muestra también la centralidad de intermediacién de la red
de la fig. (3.5). Vemos que el vértice 6 es el que tiene una mayor b;, es decir,

por él pasan la mayor cantidad de caminos méas cortos.

» Centralidad de vector propio (FEigenvector centrality): Mide la influencia de
un vértice en una red considerando no sélo la cantidad de enlaces que tiene,
sino también la importancia de los vértices con los que estd enlazado [41].
Esta importancia se mide por la cantidad de enlaces que tienen dichos vértices
vecinos, por lo tanto los vértices con una centralidad de vector propio alta,
estan conectados a vértices con alta centralidad de grado, por lo que son buenos
candidatos para transmitir de manera mas eficiente la informacién a través de

la red.

Sea z; la centralidad de vector propio. Este valor se obtiene sumando los ele-
mentos del renglén ¢ de la matriz de adyacencia, pero multiplicados por su

respectivo x;, es decir

1
€Tr; = X ZAZ‘J'.IJ‘
J

donde A es una constante. Definiendo el vector de centralidad x = (z1, 2, ...),

podemos escribir la ecuacién anterior en forma matricial

Ax = Ax (3.13)

Asi que x es el vector propio de A cuyo valor propio es A\, y para que X no
tenga componentes negativas, se puede demostrar [41] que se debe elegir el

valor propio méas grande de la matriz A.

Por ejemplo, para la red mostrada en la figura (3.3), obtuvimos el polinomio
caracteristico y el espectro de la red. El mas grande de los eigenvectores es

A1 = 3.49785, al que le corresponde el vector

x1 = (0.4554,0.2273,0. 4804, 0. 3397, 0. 4804, 0. 4049)
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Podemos ver en la figura que los vértices 1, 3 y 5 son todos de grado 4, sin
embargo la centralidad de vector propio es mayor para los vértices 3 y 5 que
para el 1. Esto es asi porque los nodos adyacentes a 3 y 5 tienen en conjunto
un mayor grado que los nodos adyacentes a 1 por lo que disminuye esta medida

de centralidad para este tltimo vértice.

En el siguiente capitulo usaremos algunos de estos conceptos para interpretar las
redes construidas a partir de la estructura terciaria de proteinas. Cada aminoacido
representara un vértice, y colocaremos una arista en funcién a la matriz de afinidad,
cuyos elementos fueron definidos por la ecuacién (3.1). Calcularemos algunas medidas
de centralidad para los vértices de estas redes y analizaremos la relacion entre los

valores de centralidad y la existencia de sitios activos en la estructura de la proteina.
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Capitulo 4

Matriz de Primeras Visitas y
Medidas de Centralidad

Calculadas para Macromoléculas

Biologicas

Como se expuso en el capitulo 2, se puede representar la estructura tridimensional
de una macromolécula como una red y calcular la matriz de afinidad F asociada, uti-
lizando las coordenadas de los 4&tomos que la conforman. En este capitulo se obtendra
F, y se usara para calcular la matriz de transicion M, que a su vez nos permitira
calcular la matriz de primeras visitas H de todos los residuos de la macromolécula.
Para el analisis, es conveniente definir el nimero de pasos promedio por cada vértice

como receptor y como emisor:

(UG =S5 HG ), o

(He()) = >2; H(Gyi)/n,
Donde n es el nimero total de residuos de la proteina y corresponde al niimero
de vértices de la red, asi que (H"(j)) es el promedio de los elementos del renglén j.
De esta manera obtenemos el nimero promedio de pasos que necesita un caminante
aleatorio para llegar por primera vez a j, desde cualquier residuo del que provenga.

En cambio (H¢(7)) es un promedio sobre la columna i y nos da el nimero de pasos

93
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que recorre un caminante aleatorio que sale del residuo 7, hasta llegar por primera vez
a los demas vértices. El caminante aleatorio representa un proceso de transferencia
de informacién a lo largo de la red de residuos.

En la referencia [38] se calculé la matriz de primeras visitas H y los promedios
obtenidos con las ecs. (4.1). Se encuentra que los residuos que constituyen los sitios
activos coinciden con los minimos de (H"(j)), es decir, los sitios activos son los
lugares a donde la informacién puede llegar en promedio en la menor cantidad de
pasos o de tiempo a través de la red, lo que permite suponer que los sitios activos
deben tener la propiedad de recibir de manera eficaz la informaciéon que se genera
en el resto de la macromolécula. En este trabajo se hard un anédlisis similar al de la
referencia mencionada, para un conjunto diferente de proteinas, y ademas utilizando
la misma red se calcularda la matriz de adyacencia A a partir de F mediante la

siguiente relacion:

R o 42
g ij

de esta manera sera posible calcular las diferentes medidas de centralidad definidas

en el capitulo 3, y analizar la relacion entre estas medidas y los sitios activos de las

proteinas.

Este andlisis se hard sobre un conjunto amplio de proteinas de diferentes ca-
racteristicas bioquimicas. La eleccion de éstas fue con base en la disponibilidad de
informacion experimental de los sitios activos de las mismas. Primero se verificaron
los cédigos desarrollados para resolver matematicamente las matrices y ecuaciones
involucradas, comparando los resultados de la matriz H con los reportados en la
referencia [38]. Una vez hecho esto, se procede a ampliar el estudio incluyendo las

medidas de centralidad y el conjunto nuevo de proteinas.

4.1. Comparacion de resultados de la matriz H y

calculo de medidas de centralidad

De acuerdo a [38], se calcula H(j,7), y (H"(j)) para 3 enzimas analizadas en esta

referencia, Fosfolipasa A2 de veneno de serpiente, cuya ID en el Protein Data Bank
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[29] es 1BK9, HIV-1 proteasa (1A30) y Proteasa 3C de rinovirus humano (1CQQ).

Se muestran en la figura (4.1) la estructura de dichas proteinas, de acuerdo al
archivo PDB obtenido del Protein Data Bank, obtenidas con el programa Visual
Molecular Dynamics (VMD). Junto a ellas se indica la red que se obtiene con la
metodologia mencionada, utilizando Mathematica 11.0. Para ilustrar estas redes, los
vértices se colocaron en las coordenadas del C,, de cada residuo. En ambas represen-

taciones se han destacado los residuos que forman los sitios activos de las proteinas.

La matriz de afinidad se obtiene a partir de la ecuacién (2.77). Se tiene un cédigo
escrito en Fortran que lee las coordenadas atémicas dadas en los archivos PDB y
calcula la distancia entre todos los pares de atomos de residuos diferentes, excluyendo
los atomos de hidrégeno. El radio de corte utilizado en todos los casos es de 4.0 A
y en funcion de éste, el programa decide si la distancia entre un par de atomos de
residuos distintos ¢ y j, se considera para el correspondiente término f;; de la matriz
de afinidad o no. Una vez calculada F, ésta se utiliza para obtener las matrices D y
M. Esta informacion se exporta al programa Mathematica en su version 11.0 donde
se usa para resolver los sistemas de ecuaciones recursivas dados por las ecuaciones
(2.42), y obtener la matriz de primeras visitas H, asi como los promedios por renglén

y columna para obtener (H"(j)) y (H®(7)).

En las figuras (4.2), se ilustra la matriz H para las proteinas mencionadas. La
primer figura corresponde a la reportada en [38] para la proteina 1BK9 y a su lado la
calculada en este trabajo. Si bien el codigo de colores no es el mismo, la informacién
es idéntica. En todas las matrices reportadas se forman bandas horizontales de color
uniforme, lo que indica que H(j,i) es practicamente constante para una j dada.
Esto quiere decir que el nimero de pasos para que un caminante aleatorio llegue
por primera vez al residuo j es casi el mismo, independientemente del residuo 7 del
que proviene; a menos que sean residuos contiguos, como lo indica la linea diagonal.
Vemos en todos los casos una linea diagonal en azul claro, que es el color que indica los
valores minimos de H(j,1), la cual era de esperarse pues por definiciéon H(j,j) =0,y
ademas si se toman dos residuos consecutivos en la cadena, se requieren en promedio

muy pocos pasos para pasar por primera vez de uno al otro.

De acuerdo a la escala de color, se concluye que hay residuos o grupos de residuos

vecinos, a los cuales la informacion del caminante puede llegar por primera vez en un
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Figura 4.1: Estructura de las proteinas 1BK9, 1430 y 1CQQ), de acuerdo al archivo
PDB, obtenidas con el programa Visual Molecular Dynamics (VMD) junto con la
estructura de redes, calculada con el programa Mathematica 11. Se muestran los
residuos senalados como sitios activos en los dos esquemas. En 1430, los colores
sirven para diferenciar las dos cadenas que forman la proteina.



Capitulo 4. Matriz de Primeras Visitas y Medidas de Centralidad Calculadas para

Macromoléculas Biologicas 97
. H(j,i), 1BK9
l_‘ Broadcaster i
- = 780
e |
o 5 590
2> =3
2 5 0
e 3 390
L 3
4 80
200
100
a 0
H(Jll) 120 :
20 40 60 80 100 120
21 41 69 90 110 130 Emisor i
H(j,i), 1A30 H(ii), 1CQQ
1 50 100 150 201
17 ‘ : : o1
1100 980
1000
50 , 790
~ 800 =
s g 590
§ 100 600 8
3 400 x 390
150 W 200 200
0 0
201 , : : Y201 180! ‘ : —
1 50 100 150 201 1 50 100 150 180
Emisor i Emisor i

Figura 4.2: Matriz de primeras visitas, H(j,i) para las proteinas 1BK9, 1A30 y
1CQQ. La primer figura es la del articulo [38] correspondiente a 1BK9. Tal como
se muestra en la escala de color, las zonas rojas representan sitios que requieren en
promedio una mayor cantidad de pasos en la red que representa a la enzima para
recibir informaciéon de un caminante aleatorio por primera vez. Las lineas en azul
claro en cambio, muestran las zonas con los valores minimos de H(j,7). Las gréficas

se elaboraron con Mathematica 11.0.
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nuimero pequeno de pasos, comparado con los demas. Por ejemplo, para la proteina
1BK9Y, se notan regiones con valores pequenos de H, alrededor de los residuos que
ocupan los lugares 48 y 90. Lo mismo ocurre en las figuras de las otras proteinas.
Hay regiones horizontales en las cuales predomina el color que indica una pequena
cantidad de pasos para acceder a estos residuos.

En la figura (4.3) se muestra (H" (7)), que como se ha dicho, representa el prome-
dio sobre cada renglén de H, es decir, el nimero de pasos que en promedio requiere
cada residuo para recibir por primera vez informacién proveniente de los demas
aminodcidos de la red. Los puntos azules en la grafica de [38] y los puntos rojos de
las figuras elaboradas en este trabajo, marcan los residuos del sitio activo reportado.
En primer lugar, se ve que las dos primeras figuras que corresponden a 1BKY, tienen
la misma estructura; la primera es la del articulo de referencia y la segunda la que
resulta de este trabajo. Por otra parte, experimentalmente se sabe que 9 residuos
conforman los sitios activos de las tres proteinas mostradas, y con esta metodologia
encontramos que 5 de ellos, coinciden con minimos locales de (H"(j)). De hecho en
1BK9 y en 1A30, uno de los residuos reportados es el minimo global. Se ha agre-
gado en las graficas una regién en azul que abarca el 15 % de los valores méas bajos
de (H"(j)) y como podemos observar, 8 de los 9 residuos en las tres proteinas estan
dentro de esta region.

Verticalmente, la barra azul de las graficas comienza en el valor minimo de

(H"(7)), lamado m, y termina en h definida como
h=m+0,15(M —m)

donde M = Valor mdzimo de (H"(j)).

Es importante aclarar que las graficas elaboradas en este trabajo, muestran una
numeracion de residuos consecutiva, a diferencia de algunos archivos PDB, en los
que no siempre es asi, por ejemplo para la enzima 1BK9 no aparecen 10 residuos,
el 15, 57, 58, 60, 62, 63, 64, 65 66 y 87, asi que aunque el archivo indica que 1BK9
estd formada por 134 aminodcidos, sélo reporta coordenadas para los atomos de
124 de ellos, por lo que en los calculos con el método aqui resuelto, las matrices
de esta proteina son de 124 x 124. Esto hace que el residuo marcado como Asp99

no corresponda con el punto 99 del eje horizontal, sino con el 89. En el caso de la
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Figura 4.3: (H"(j)) para el mismo conjunto de proteinas. La primer figura es la
reportada en la referencia [38] para 1BK9, y a su lado, la que se obtuvo en este
trabajo. Los puntos azules en la primer gréafica y los rojos en las restantes, indican
los residuos que forman el sitio activo conocido en cada caso. En todas las graficas,
estos puntos estan cerca de minimos locales, o ellos mismos son un minimo local, lo
cual es buen indicativo de que efectivamente la matriz de primeras visitas H, esta
relacionada con los sitios activos de las proteinas.

enzima 1A30, en el archivo PDB los residuos estan numerados del 1 al 99 para la
cadena A, luego la numeracién comienza de nuevo para la cadena B con algunos
residuos faltantes, y comienza nuevamente en una pequena cadena C. En cambio, en
las figuras mostradas, los residuos siguen una numeracién consecutiva.

En el calculo de (H¢(4)), es decir, en el promedio por columnas, o en el promedio
de pasos que un caminante aleatorio da para que un residuo transmita informacién
por primera vez al resto de la red, se obtiene aproximadamente un valor constante
para todos los residuos de cada proteina, lo cual indica que en este modelo no hay

residuos en la red que sean mejores emisores que otros.
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Figura 4.4: Andlisis de (H"(j)) vs o((H"(j))). Los residuos que forman un sitio
activo, tienen en general una desviacion estandar pequena, lo que indica que ademas
de recibir pronto la informacion, ésta es poco dispersa.

En la figura (4.4) se muestra la desviacién estandar o de los promedios (H"(j)).

De nueva cuenta, las figuras correspondientes a 1 BK9 reportada en la referencia [38]

y la calculada, son muy similares. Se observa que los residuos que forman los sitios

activos, indicados con puntos rojos, estan en el conjunto de valores con desviacién

estandar pequena, lo cual indica que el caminante o la informacién que porta, no solo

requiere pocos pasos para llegar por primera vez a estos residuos, sino que ademés

este resultado es muy uniforme, es decir, no ocurre que haya residuos con valores muy

alejados del promedio. Este resultado esta relacionado con la descripcién cualitativa

de las bandas horizontales de color uniforme mencionada para las graficas de H.
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Figura 4.5: Medidas de Centralidad para la proteina 1 BK9. Se muestra la centralidad
por cercania, de intermediacion y de eigenvector.

4.1.1. Resultados para las medidas de centralidad

La comparacion entre los resultados calculados en este trabajo con las de la re-
ferencia mencionada, permite mucha certeza respecto a los calculos de las matrices
de afinidad y de adyacencia de las proteinas. Hecha esta revision, se muestra aho-
ra un analisis sobre el mismo conjunto de proteinas en funcién de las medidas de
centralidad.

La figura (4.5) muestra las medidas de centralidad por cercania (closeness), de
intermediacién (betweenness) y de eigenvector de la proteina fosfolipasa A2 (1BK9).
Las fosfolipasas A2 constituyen un grupo de enzimas que juegan un papel importante
en una variedad de procesos celulares, incluyendo la digestion y metabolismo de
fosfolipidos, asi como la produccién de precursores para reacciones inflamatorias
[60]. Los valores mds altos en la centralidad por cercania indican los residuos cuya
distancia promedio a los demas, es minima. Los residuos que forman el sitio activo,
ocupan picos que se encuentran en la regién sombreada, que representa el 15 % de

los valores mas altos. Incluso Hus48 es el maximo global, o el residuo que esta a
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Figura 4.6: Medidas de Centralidad para la proteina 1A30.

menor distancia de todos los demas. La centralidad de intermediacion del residuo i,
indica la cantidad de trayectorias entre dos residuos h, j en las que ¢ participa. En
este caso otra vez His48 es el maximo global, lo cual significa que es el residuo por el
que pasan la mayor cantidad de caminos que comunican al resto. La centralidad de
eigenvector es una centralidad de grado mas elaborada, pues toma en cuenta no sélo
la cantidad de vecinos de un residuo dado, sino también el grado de conectividad de
dichos vecinos. En este caso His48 y Asp99 tienen casi el mismo valor de centralidad
y estan entre los 3 méas altos. El residuo T'yr52 no parece responder a ninguna de
las tres medidas, lo cual no significa que no forme parte del sitio activo, sino que no
es relevante para estas medidas de centralidad. Por otra parte, en las tres graficas e
incluso en la fig. (4.3), se ven picos destacados en residuos que no estén reportados
experimentalmente como parte de sitios activos. Con esta metodologia no se puede
asegurar que lo sean, sin embargo, esta formulacién puede representar un punto de
arranque para explorar con otras técnicas, la posibilidad de que esas regiones tengan
alguna participacién activa en la funcién de la proteina.

La fig. (4.6) muestra las mismas medidas de centralidad de la figura anterior (cer-

cania, intermediacién y eigenvector), pero ahora para la proteasa HIV — 1 (1A30).
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Figura 4.7: Medidas de Centralidad para la proteina 1CQQ).

Esta enzima pertenece al virus de inmunodeficiencia humana (VIH). Se trata de una
enzima de la familia de las aspartil proteasas también conocidas como acido pro-
teasas. Esta proteina estd formada por dos cadenas semejantes y en la grafica (4.6)
relativa a la centralidad de cercania, se observa que el residuo Asp25 de la cadena
A (AspA25) es el pico més alto. El segundo més alto corresponde al aminodcido
AspB25, pero sélo el de la cadena A esté reportado en [38] como sitio activo. Este
residuo muestra también un alto valor de centralidad de intermediacion y de eigen-
vector. En cambio AspA30 no tiene valores méximos locales en ninguna de las tres
medidas de centralidad, aunque en la fig. (4.3) si se encuentra en la regién de valores
minimos para (H"(j)).

Por otra parte, los rhinovirus son los patégenos mas comunes en humanos; son
los agentes causantes del resfriado comin. La proteasa 3C (1CQQ) del rhinovirus
participa en el proceso de infeccién [61]. Esta proteina se muestra en la fig. (4.7), se
tienen 4 residuos en el sitio activo reportado. Los aminoacidos senalados se encuen-
tran cerca de puntos maximos en el caso de la centralidad de cercania, pero para
las otras dos medidas de centralidad, no es evidente la relacion de estos residuos con

valores extremos.
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4.2.

proteinas diferentes

Calculo de H y medidas de centralidad para

La metodologia anterior fue aplicada a 20 proteinas diferentes a las reportadas en

[38], las cuales cubren un espectro amplio de enzimas bioldgicas. Se incluye en la tabla

(4.1) un resumen con las proteinas analizadas, de los residuos que constituyen los

sitios activos reportados en diferentes fuentes y de aquellos que fueron bien ubicados

por los métodos revisados. No se incluye en la tabla los resultados de la centralidad de

eigenvector pues se constatd que esta medida ubicé menos residuos de sitios activos

dentro de sus valores extremos. Es notorio en esta tabla que la medida que ubica

una mayor cantidad de residuos es (H" (7)), vy entre las medidas de centralidad, la de

cercania es la que logra ubicar una mayor cantidad.

1YAZ| CSA: H63, R143 46, 48, 63, 71 | 46, 48 46, 48
153 | Uniprot: E42, H46, H48, H63, | 80, 83, 120, 143
H71, H80, D83, H120, R143
PDBSite: H46, H48, H63,
H120
1JUK| CSA: E51, K53, K110, E159, | 51, 110, 159, | 51, 110 51, 110
248 | N180, S211 180, 211
2CI7 | Uniprot: L29, D72, E77, D78, | 72, 77, 78, 97, | 77, 78, 172 77, T8,
284 | R97, R144, H172, V267, C273 | 144, 172, 273 144, 172
PDBSite: 129, D72, F75, R97,
R144, H172, C273
1KIR | CSA: EC35, DC52 B31, B32, B52, | B52, B9, B52,
352 | Uniprot: EC35, DC52, DC101 | B53, B99, B100, B101, | B100,
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R118, Y132, K183, 1187, L188,
G204, A205

PDBSite: GB31, YB32,| B100, BI101, | B102, C22, | C22,
WBb52, GB53, DB54, RB99, | B102, C22, | C23, C121 C121
D100, YB101, RB102, GC22, | €23, C24,
YC23, SC24, NC27 GC102, | C27, C11e6,
NC103, KC116, GC117, | C117, C118,
TC118, DC119, VC120, QC121 | C119,  C120,
C121
1PRH| CSA: Q203, H207, Y385 203, 207, 385
1108 | Uniprot: H207, Y385, H388, | 524, 530
5530
PDBSite: R120, Q203, H207,
Y385, H388, E524, S530
2C14 | CSA: K205, K260 205, 215, 229 | 286, 324 205
337 | Uniprot: K205, R215, K229, | 245, 260, 286,
E245, K260, $286, Y324 324
SABER: D131, K229
1IMA | CSA: EA70, TA95 70, 90, 91, 92,
277 Uniprot: E70, D90, 192, D93, | 93, 94, 95, 213,
E213, D220 220
PDBSite: E70, D90, P91, 192, | en cadenas A y
D93, G94, T95, D220 en cade- | B
nas Ay B
1AHA| CSA: E160, R163 160, 163 160, 163
246 Uniprot: R163
PDBSite: Y70, E160, R163
1BIB | CSA: R118, K183, R317 89, 90, 91, 112, | 132, 204, 205 132
321 Uniprot: Q112, K183 132, 183, 187,
PDBSite: S89, T90, NO91, | 188, 204, 205
Q112, G115, RI116, G117,
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1CC1 | CSA: TS19, EL23 S19, L.23 S19, L23
283 Uniprot: EL51, CL70, CL73, | L51, L70, L73, | L70, L73,
IL444, UL492, CL495, HL498 | 1.493, 1492, 1.495
PDBSite: CL70, CL73, CL495 | L495, 1.499
1C50 | CSA: H377, H680 60, 64, 75, 108, | 143, 377
830 Uniprot: Y75, C108, C142, | 142, 155, 191,
Y155 377, 680
PDBSite: R60, V64, K191
1DZE | Uniprot: D85 85, 86, 89, 90 | 85, 86, 89, 90, | 182, 185
248 PDBSite: W86, T89, T90, | 118, 138, 141, | 185, 216
M118, W138, S141, T142, | 142, 182, 185,
W182, Y185, P186, L216 182, 186, 216
1DZY| CSA: E73, A117 73,92, 94, 155 | 73, 92 73, 92,
215 Uniprot: E73, H92, H94, H155 155
PDBSite: E73, H92, H94,
H155
1ELC| CSA: H60, D108, G201, S203, | 60, 108, 201, | 203, 204
240 G204 203, 204
Uniprot: H60, E74, Q79, E84,
D108, S203
PDBSite: H60, D108, S203
INEL | CSA: E168, E211, K345, K396 | 168, 211, 246, | 211, 295, 345, | 295, 320,
436 Uniprot: H159, E168, E211, | 295, 320, 345, | 373, 396 345, 373,
D246, E295, D320, K345, K396 | 373, 375, 396 396
PDBSite: A38, H159, E168,
E211, D246, E295, D320, K345,
H373, S375, K396
1XOL | CSA: YA125, KA171, DA204, | A9S, A118, | A9S, A171,
3D YB125, KB171, DB204 A228 A232 A204, B204
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Uniprot: RAS5, RASS8, | B171, B204
RA98, RA118, YA125, KA1T71,
DA204, DA228, DA232
SABER: KA171, DA204
2BEO| PDBSite: QA61, YA62, | A6l, A62, | A61,  A126, | A126,
236 | KA64, AA66, FA67, YA126, | A64, A66, | B61,  BI123, | B126
QA146, LA150, QB6a, YB62, | A67, A126, | B126
QB123, YB126 A146,  A150,
B61, B62,
B123, B126
1E5M| CSA: C167, H307, E318, | 167, 307, 318, | 167, 307, 339, | 307, 339,
416 K339, H344, F403 339, 344 344 344
PDBSite: C167
2CIX | CSA: C29, H105, D106, E183 | 29, 104, 105, 108
299 Uniprot: €29, E104, H105, | 106, 108, 183
S108
3PGK| CSA: R38, K213, G371, G394 | 121, 168, 213, | 394
416 Uniprot: R38, R121, RI168, | 217, 310, 334,
K217, G310, N334, E341 371, 394
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Cuadro 4.1: Se muestran los residuos que forman sitios

activos en un conjunto de 20 proteinas. La primera co-
lumna muestra el ID asociado a cada proteina y el ntime-
ro de residuos que la constituyen de acuerdo al archivo
PDB. En la siguiente columna se indican los aminoécidos
reportados como sitios activos en diferentes bases de da-
tos. CSA es el Catalytic Site Atlas [31], Uniprot (Uni-
versal Protein Resource) [30], PDBSite [32], SABER
(Selection of Active/Binding Sites for Enzyme Redesing)
28] La primer letra es la abreviatura del aminodcido co-
rrespondiente, y en los casos donde existe una segunda
letra, ésta se refiere a la cadena en la que se encuentra di-
cho aminodcido. La tercer columna, senalada con (H"(j))
contiene a los residuos reportados en las bases de datos
cuyo numero de pasos promedio como receptor, esta entre
el 15% de los mds bajos. En ésta y en las columnas si-
guientes, ya no se incluye la abreviatura del aminoacido,
pero si la de la cadena correspondiente. En la columna
C. se senalan los residuos del sitio activo que son o estan
cercanos a algin maximo local de la centralidad de cer-
cania, y la columna Cj lo mismo, pero en relacion a la

centralidad de intermediacion.

De los archivos PDB, se obtiene la informacion relativa a las coordenadas de
todos los atomos de la proteina, exceptuando los dtomos de hidrégeno. Se utilizan
estas coordenadas para calcular la matriz de afinidad y la de adyacencia, con la
metodologia descrita en los capitulos anteriores. A continuacién se da una descripcién

breve de los resultados para algunas de la proteinas analizadas.
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4.2.1. 1YAZ

En primer lugar se muestra la proteina 1Y AZ (Superozide dismutase Cu/Zn). De
las analizadas es la mas pequena, pues tiene sélo 153 residuos formando una cadena.
Esta enzima es importante por la proteccion antioxidante que brinda a las células de
una gran cantidad de seres vivos [62]. En la fig. (4.8) se muestra la estructura terciaria
a partir del archivo PDB, tanto en la representacion 3D, como en forma de red. En
las gréaficas de esta seccion, los vértices de la red estan ubicados en el plano, y no
representan la posicién real de los residuos. En CSA y Uniprot se menciona que el sitio
activo realiza funciones cataliticas y ademds es un sitio de unién de metal Cu/Zn. La
grafica de la matriz H da un panorama general acerca de la cantidad de pasos que en
promedio requiere un caminante aleatorio en la estructura de la proteina para visitar
por primera vez a cualquier aminoacido. La existencia de franjas horizontales de color
uniforme, indica residuos para los que en promedio, el niimero de pasos necesarios
para ser visitados por primera vez desde cualquier otro residuo, es constante. Lineas
verticales de color uniforme indicarian residuos con valor constante para el niimero
promedio de pasos que el caminante aleatorio que sale de ellos necesita para llegar

por primera vez a los demés residuos.

Se pueden ver algunas franjas en azul claro horizontales, por ejemplo, en los
residuos previos al residuo 50. Esto significa que en la red se necesitan en promedio
pocos pasos para acceder a residuos localizados en esa zona, lo que coincide con los
datos experimentales de las bases de datos, pues efectivamente, Uniprot y PDBSite
reportan a His46 y His48 como residuos del sitio activo. La figura que representa
(H" (7)) cuantifica con mayor precisién esta observacién, ya que para esta cantidad,
H1is46 es el minimo global, y salvo Glu42, el resto de los residuos reportados como
parte del sitio activo, estan en la region sombreada que requiere menos pasos para

recibir informacion.

En la grafica de la centralidad de cercania de esta proteina, también se ve que
His46 y His48 estan entre los residuos con una mayor cercania. El primero vuelve a
ser un maximo global y aunque los otros residuos reportados no estan en la franja de
maximos valores, son maximos locales. En la centralidad de intermediacién H7s46 no
es el maximo global, pero permanece cercano a él. En ambas graficas, Glu42 parece

no responder a estas medidas de centralidad.
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4.2.2. 1JUK

La proteina 1JUK (Indole-3-glycerol phosphate synthase) estd formada por una
cadena de 248 residuos. Es una enzima que participa como catalizador en la ruptura
de enlaces, particularmente de los enlaces C-C. Participa ademas en la biosintesis de
aminodcidos como triptofano y tirosina [30]. Los resultados se muestran en las figuras
(4.9). Las primeras dos son representaciones de la proteina, la estructura terciaria
en la primer figura, y en la segunda la red que se obtiene con esta metodologia. En
ambas se muestran también los residuos del sitio activo reportado en C'SA. Notamos
que de los 6 residuos senalados, 5 estan en la region sombreada que representa al
15% de los valores minimos de (H"(j)), siendo Glub1 el minimo global. En el caso
de la centralidad de cercania, 4 de los 6 residuos estan en la vecindad de un maximo
local, aunque en este caso Glubl pasa a ser el segundo residuo con mas altos valores
de centralidad, y ahora Lys110 es el maximo total. En la centralidad de interme-
diacién también sucede que Lys110 es el maximo total y Glubl el segundo residuo
con el valor mas alto de intermediacién, ambos tienen un valor de intermediacién
considerablemente mas grande que el resto de los vértices de la red.

Justo en relacién con el comentario anterior, hay otro residuo con alto valor de
intermediacion, que es Glu210 y que no esta reportado como parte del sitio activo. De
hecho, también tiene un valor alto de cercania pues aparece en la zona sombreada
de la grafica, e incluso es uno de los picos minimos locales para (H"(j)). Por lo
tanto Glu210, desde este punto de vista estructural, cumpliria los requisitos de estar
incluido en el sitio activo. En cambio su vecino, el residuo Ser211, es reportado como
parte del sitio activo, aunque en ninguna de las representaciones graficas mostradas
es un valor critico local. Esto nos indica que la estructura de la proteina favorece
a Glu210, pero las propiedades fisicoquimicas del medio y de los propios residuos,

determinan que el residuo contiguo, el Ser211 sea el que integre al sitio activo.

4.2.3. 2CI7

La enzima 2CI7 (N(G),N(G)-dimethylarginine dimethylaminohydrolase 1), es
una enzima que se encuentra en los mamiferos y que participa en la degradacién

de ciertos compuestos que inhiben la produccién de éxido nitrico (NO), compuesto
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importante para mantener vasos sanguineos fortalecidos [63]. Estd formada por 284
aminodacidos en una sola cadena, sin embargo en el archivo PDB, no se muestran las
coordenadas de los atomos de los primeros 7 aminoacidos y de los 4 tltimos, por esta
razén en las figuras (4.10) correspondientes, el eje horizontal sélo indica hasta 273
residuos.

En la figura que representa H(j, 1), son claras 5 lineas horizontales azules, lo que
indica la presencia del sitio activo alrededor de los residuos 80, 120, 170, 210 y 270,
lo cual es acertado en parte, pues en Uniprot se indican como parte del sitio activo a
His172y C'ys273, y ademas marca a Asp72, Glu77, Asp78 y al mismo C'ys273 como
sitio de union del sustrato y de Zn. PDBSite incluye ademas a Phe75, aunque en
ninguna de estas bases se reportan residuos cercanos al 210. La posibilidad de que el
residuo 210 sea un residuo con alguna funcionalidad, se ve reforzada en las siguientes
graficas, pues en la de (H"(j)) existe un minimo local en el aminodcido Asn220, casi
tan marcado como el minimo global que corresponde al residuo Glu77. También hay
un maximo local en la centralidad de cercania en esa misma posicion. Estos resultados
conocidos estadisticamente como falsos positivos, aparecen con cierta frecuencia en
el andlisis de proteinas con esta metodologia [37]. Estrictamente indican sitios en
la red que en promedio requieren pocos pasos para recibir informacién, o valores
extremos en las medidas de centralidad, por lo que podrian representar regiones en
la estructura de la proteina, candidatas a constituir un sitio activo, por lo que a
nivel experimental podria ser 1til hacer un estudio previo de este tipo, para orientar
o como antecedente a otros métodos de investigacion. Desafortunadamente no se

encontro informacién respecto a alguna posible actividad alostérica de este residuo.

4.2.4. 1KIR

1K IR es una proteina compuesta formada por tres cadenas, dos provienen de an-
ticuerpo monoclonal de raton, completada con lisozima de huevo de gallina. Este tipo
de compuestos son herramientas esenciales en el ambito clinico, para el diagnéstico y
tratamiento de enfermedades infecciosas e inmunolégicas [64, 65]. En la fig. (4.11) se
presenta el sistema y los resultados. En la representaciéon de la estructura terciaria y
la red, se destacan los residuos del sitio activo de la lisozima. Las otras dos cadenas

no tienen sitio activo, pero se destacan en la figura algunos de los residuos reporta-
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dos en PDBSite como sitios de interaccién proteina - proteina. En la gréfica de la
matriz H se pueden reconocer las tres cadenas, pues para una ¢ dada, hay cambios
repentinos entre H(107,7) y H(108,4) y entre H(213,7) y H(214,1), justamente al
pasar de una cadena a otra. Observamos que el intercambio de informacion entre
residuos de la misma cadena es mas rapido que cuando los residuos son de cadenas
diferentes. Incluso por los colores se puede ver que la comunicacién entre las cadenas
A y B es mas rapida que con la cadena C.

En este caso, del modelo se obtienen valores minimos de (H"(j)) alrededor de los
residuos localizados en las posiciones 200 y 350. Se ve en la grafica de H una linea azul
que abarca las tres cadenas en las cercania de dichas posiciones y ademas, los minimos
mas profundos de (H"(j)) corresponden a los residuos ArgB102 y LysC116. En este
caso, ambos residuos forman parte de los sitios de interaccién proteina - proteina, no
del sitio catalitico. La centralidad de cercania tiene como maximo global a Tyr B101,
que también aparece como sitio de interaccién en PDBSite, ademas este residuo es
uno de los maximos mas grandes en la grafica de la centralidad de intermediacion

Como en las anteriores proteinas analizadas, los valores promedio (H"(j)) se

adeciian mejor para resaltar los sitios de interaccion, que usando medidas de centra-
lidad.

4.2.5. 1PRH

Se muestra a continuacién la proteina 1PRH (Prostaglandin H2 synthase-1). Es
una proteina humana, de las mas importantes en la sintesis de prostaglandinas, sus-
tancias que afectan y actian sobre diferentes sistemas del organismo, incluyendo el
sistema nervioso, la sangre y el sistema reproductor [66]. En conjunto son 1108 resi-
duos, formando parte de dos cadenas de 554 cada una. Esta es la proteina mas larga
que analizamos. El tamano de la red no hace ninguna diferencia tedrica, inicamente
las matrices son mas grandes y en consecuencia, mas lenta la resoluciéon numérica de
los sistemas de ecuaciones recurrentes para obtener la matriz de primeras visitas H.

Los residuos del sitio activo reportados por CSA y Uniprot son Gin203, His207 y
Tyr385. Ademas Uniprot incluye a His388 como sitio de unién de Fe. En este caso,
estos residuos no coinciden con minimos locales en ninguna de las medidas hechas,

aunque si es notorio que todos los residuos reportados experimentalmente, a excep-
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cién de Argl120, estan en la region sombreada en la grafica de (H"(j)). Nuevamente
esta cantidad describe mejor la existencia de sitios activos en la estructura de la red
que las medidas de centralidad.

Evidentemenmte, si cambiamos el radio de corte R., es decir, la distancia que
determina que haya o no interaccion entre atomos de residuos diferentes, la red se
modificard, pues aumenta la cantidad de enlaces y por lo tanto de caminos. Sin
embargo pudimos constatar que esta modificacién hace que las distancias sean més
cortas y que en promedio se necesiten menos pasos para ir por primera vez de un

residuo a otro, sin embargo, la forma cualitativa de las graficas no cambia.
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Figura 4.8: Resultados para 1Y AZ (Superozide dismutase Cu/Zn), proteina formada
por 153 aminoécidos en una sola cadena. Se muestra la estructura terciaria resaltando
algunos de los residuos reportados, ademas la estructura en forma de red, La matriz
H, (H"(j)), la centralidad de cercania y la de intermediacién. En las tltimas 3,
los puntos verdes corresponden a los residuos reportados por CSA, los rojos a los
obtenidos en Uniprot, y los azules son los de PDBSite.
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Figura 4.9: Resultados para 1JUK (Indole-3-glycerol phosphate synthase). Se mues-
tra en las dos primeras figuras la estructura terciaria y la red que se obtiene; la
matriz H, (H"(j)) y las medidas de centralidad de cercanfa y de intermediacién en
las siguientes. Esta proteina esta formada por una cadena de 248 residuos. Los pun-
tos rojos en las tltimas 3 gréficas, indican los residuos que pertenecen al sitio activo
reportado en CSA.



Capitulo 4. Matriz de Primeras Visitas y Medidas de Centralidad Calculadas para
Macromoléculas Biologicas 116

|
Asn220

! r A
Ot &)
: ) N ) Cys273
- (TP )
H(j,i), 2CI7
1 100 200 273
13 ‘ ‘ ik 2Cl7
1300 <Hr(j)>
1100 i
T 100] 1100 M 900 1000
(<]
5 700 800
O
S 500
« 600
2001 1200 W 200 |
0 400 D78 H172f o273 X
2734 ‘ — 273 P : : ——— Residuos
1 100 200 273 0 50 100 150 200 250
"3CIT
Cercania L 2cI7
0.30: e Intermediacién b
0.28 ] .I/’ H172  cors
0.26¢}
0.24
0.22
0.20
0.18
Residuos

0 5‘0 160 1‘50 260 2‘50 Residuos 50 100 150 200 250

Figura 4.10: Resultados para 2C17 (N(G),N(G)-dimethylarginine dimethylaminohy-
drolase 1). Esté formada por 284 aminodcidos en una sola cadena. Se muestra la
estructura terciaria y los residuos del sitio activo cuyos valores de (H" (7)) son mini-
mos, incluido el residuo Asn220, que aunque no esta reportado como parte del sitio
activo, es un minimo local. Se muestra ademas la estructura en forma de red, La
matriz H, (H"(j)), la centralidad de cercania y la de intermediacién. Los puntos ro-
jos de las ultimas tres graficas, son los residuos reportados en Uniprot, y los puntos

azules los mencionados en PDBSite.
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Figura 4.11: Resultados para 1K IR, una proteina compuesta formada por tres ca-
denas, dos provienen de anticuerpo monoclonal de ratén, completada con lisozima
de huevo de gallina. Las cadenas son de 107, 116 y 129 residuos respectivamente.
Las dos primeras no tienen sitio catalitico, pero se incluyen en la estructura algunos
residuos senalados en PDBSite como sitios de unién proteina-proteina. Ademds se
resaltan los 2 residuos reportados por Uniprot como parte del sitios activo de la ter-
cer cadena. Se muestra ademds la estructura en forma de red, La matriz H, (H"(j)),
la centralidad de cercania y la de intermediacion. Los puntos azules son residuos de
los sitios de union reportados por PDBSite, mientras que los puntos rojos, son los
residuos reportados en Uniprot como partes del sitio activo (GluC35, AspC52) y
como sitio de unién de sustrato (AspC101).
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Figura 4.12: Resultados para 1PRH (Prostaglandin H2 synthase-1). Esta proteina
estd formada por dos cadenas y 1108 residuos en total. Se muestra la estructura
terciaria, la red que se forma y en ambas figuras los 4 residuos con valores minimos
de (H"(j)). Se incluye ademas la matriz H, (H"(j)), la centralidad de cercania y
de intermediacion. Los puntos azules en las tltimas 3 graficas corresponden a los
residuos del sitio activo reportados por PDBSite, y los puntos rojos por Uniprot.
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El estudio de proteinas es en la ciencia, una de las areas que méas crecimiento ha
experimentado a nivel mundial, en parte debido a los avances tecnolégicos y compu-
tacionales de las ultimas décadas, pues gracias a estos hay ahora una mayor cantidad
de herramientas y de mejor calidad, para observar y experimentar a nivel microscopi-
co. Esto ha permitido conocer muchas mas estructuras de macromoléculas biolégicas
con una mejor precision. Pero ademas, este auge esta motivado por la gran cantidad
de aplicaciones que se vislumbran al comprender como se construyen y como funcio-
nan estas macromoléculas. Las proteinas en particular intervienen practicamente en
todas las funciones de los organismos vivos, por lo que es importante entender como
es su estructura, como se forman, como interactian entre si y con el medio, y como

se podrian modificar o disenar nuevas.

Nuestra contribucion en este campo consiste en el estudio de procesos estocasticos
y teoria de redes complejas, aplicadas en la estructura tridimensional de proteinas,
con la finalidad de ubicar en ellas los sitios activos y los sitios de unién, es decir,
en general los lugares que interaccionan con los sustratos, cofactores y con otras

macromoléculas, y donde se llevan a cabo las funciones cataliticas de la proteina.

Empleamos Cadenas de Markov para modelar un proceso de transmision de in-
formacién de manera estocastica a través de la proteina. Obtuvimos asi la matriz de
primeras visitas H, que nos permite calcular el tiempo medio que le toma a un ca-
minante aleatorio, llegar por primera vez a un residuo j, cuando proviene del residuo

i. Asociamos a este caminante, la transmisién de informacién sobre la estructura de

119
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la proteina. Con la matriz de primeras visitas calculamos el niimero de pasos que en

promedio necesita cada residuo para recibir o mandar informacién a cualquier otro.

La primer conclusién general de esta metodologia, es que para una proteina no
hay diferencia entre los residuos al considerarlos emisores, pues el nimero promedio
de pasos para mandar informacién por primera vez a cualquier otro residuo, (H®(7))
es practicamente constante para todos. En cambio, como receptores, (H"(j)), si existe
una marcada diferencia entre aminodcidos. Esta cantidad es justamente la que rela-
cionamos con los sitios activos y de unién de la proteina, puesto que en este anélisis
encontramos que en muchos casos los residuos reportados con actividad catalitica o
de unién, tuvieron un valor pequeno de este promedio, comparado con el resto de

aminoacidos.

Desde un punto de vista estructural, esto quiere decir que aquellos residuos a los
que se pude llegar en promedio rapidamente, juegan un papel importante en la fun-
cionalidad de la proteina. Dada la complejidad de reacciones y otro tipo de eventos
fisicoquimicos que ocurren en el ambiente real, al comparar los residuos o las regiones
con valores pequenos de (H"(7)), con los sitios activos conocidos, se encuentra que
esta condicién no es suficiente ni necesaria. Podemos ver en las proteinas analiza-
das, residuos que forman parte de sitios activos conocidos, que no corresponden con
valores minimos de (H"(j)), y también aminoédcidos con valores pequenos de esta
cantidad, que no son parte de los sitios activos. No obstante los resultados muestran
que existe una relacion, por lo que creemos que puede ser 1til desde un punto de vista
experimental, encontrar con esta metodologia residuos con caracteristicas de sitios
activos, ya que podrian usarse como punto previo a la utilizacién de otros métodos

o técnicas fisicoquimicas experimentales.

La implementacion de este método, es rapida en términos computacionales, pues
un cédigo que realice los célculos que este estudio requiere, no debe tardar mas de
1 minuto en una computadora personal comin con la version 11 de Mathematica,

para una proteina con unos 600 residuos.

Una dificultad, como se ha discutido en el texto, es que se requiere conocer la
posicion de todos los atomos de la proteina, exceptuando los atomos de hidrogeno, lo
cual representa en ocasiones una complicacion extra, pues hay proteinas en el Protein

Data Bank que no tienen esta informacion completa. Hay residuos cuya movilidad
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impide ubicarlos de forma precisa parcial o completamente, por lo que a veces se
omiten, o bien, se presentan dos o incluso mas opciones para sus coordenadas. En
estos casos, las redes se hicieron sin considerar los aminoacidos faltantes o tomando
en cuenta la primer opcion de coordenadas presentada en el archivo PDB, y a pesar
de eso, los resultados obtenidos son bastante aceptables. Incluso, se podria utilizar

informacion de una proteina que esté cristalizada experimentalmente.

Existe un grupo de proteinas a las que se les ha denominado como proteinas
intrinsecamente desordenadas (PIDs o IDPs, del inglés Intrinsically Disordered Pro-
teins) o proteinas no estructuradas (PINEs o IUPs, de Intrinsically Unstructured
Proteins), que son en realidad muy abundantes en la naturaleza, y que son funciona-
les a pesar de que presentan una estructura de equilibrio flexible o azarosa en toda
su estructura o en parte de ella [67, 68]. El modelo que se desarroll podria utilizarse
Unicamente si se conociera alguna de las estructuras adoptada por estas proteinas,
y si la estructura se modifica se tendria que volver a calcular la red con la nueva

disposicion de los atomos de la proteina.

Por otra parte, siguiendo un procedimiento similar en cuanto al uso de las coor-
denadas de los atomos de los residuos, se construyé la matriz de adyacencia A
correspondiente. Con ella se analizaron los sistemas con la teoria de redes complejas.
En particular, se calcularon algunas medidas de centralidad buscando una relacién
entre éstas y la ubicacion de sitios activos. Se probd con la centralidad de cercania,
de intermediacion y de vector propio o eigenvector. La centralidad de cercania se
refiere a la distancia promedio de un vértice a los deméas. Esta cantidad es méaxima
para los residuos mejor comunicados, para los que estan en promedio mas cerca del
resto. Por otra parte, la centralidad de intermediacion cuantifica la importancia de
un vértice como puente o como parte de caminos dentro de la red. Los residuos con
alta intermediacién, intercambia informacién con una buena cantidad de elementos
dentro de la estructura de la proteina. La centralidad de vector propio es parecida a
la centralidad de grado pues también cuantifica la cantidad de vértices adyacentes
que tiene cada uno de ellos, pero en este caso, esta medida es pesada por la cantidad

de nodos que a su vez tienen los que son adyacentes al primero.

Una conclusién importante en este tema, se obtiene en funcién de la tabla (4.1),

en la que podemos ver que la centralidad de cercania funciona mejor para ubicar
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Figura 5.1: Se muestran las graficas de (H"(j)) y la centralidad de cercania para las

proteinas 1K TRy 2CI7. En todos los casos, las lineas negras son para un R, =4 A,
y las lineas azules para R, = 8 A.

residuos funcionales en la estructura de la proteina. En todos los casos analizados,
hay mas residuos cercanos a los maximos locales de la centralidad de cercania, que a
los de intermediacion. No incluimos en la tabla ni en las graficas los resultados de la
centralidad de eigenvector, pues en general obtuvimos una menor similitud entre los
maximos o minimos de esta cantidad con los residuos que forman los sitios activos,
que la encontrada usando las otras dos medidas de centralidad.

Los sitios activos y de unién entonces, dentro de la estructura estan formados por
vértices preferentemente cercanos a los demés residuos, es decir, en promedio son los
residuos que requieren menos pasos para comunicarse con el resto. Es importante
mencionar que (H"(i)) representa un mejor indicador de sitios activos y de unién,
que las medidas de centralidad analizadas. La centralidad de cercania tiene cierta
similitud con este promedio, pues mientras el camino entre dos vértices sea més
corto, también sera pequeno el ntimero promedio de pasos para ir de uno al otro,
tomando en cuenta en el promedio todos los caminos posibles, como se hace en este
caso con las cadenas de Markov.

Por otra parte, se encontré que al modificar el radio de corte R. no se obtiene
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un cambio cualitativo en los resultados. Al aumentar R, aumentan los caminos o
la cantidad de enlaces en la red, se reduce por lo tanto el nimero de pasos para
transmitir informacion y la distancia entre vértices, pero no hay un cambio en la
forma de las gréficas de (H"(i)) ni en las medidas de centralidad. En la fig. (5.1) se
muestra una comparacién en las figuras de (H"(j)) y la centralidad de cercania para
dos diferentes radios de corte, en las proteinas 1K TR y 2C1I7. Se observa que los
valores de (H"(i)) disminuyen cuando R. aumenta, mientras que la centralidad de
cercania aumenta al aumentar R,., sin embargo, la forma cualitativa de las gréficas

no s modifica.

Dentro de la teoria de redes complejas, existen otras herramientas de andlisis
que pueden utilizarse para describir y caracterizar las redes que representan a una
proteina [25, 50, 51]. Este puede ser el camino a seguir en esta area de investigacién, lo
cual dara informacién no sélo de la estructura funcional de la proteina, sino también
de la manera como se organiza y comunica con otras sustancias y macromoléculas

de su entorno.

La tnica informacién de la proteina que utilizamos para calcular la matriz de
transicién, es la ubicacién de los atomos de todos los residuos. Se podria pensar en
incluir ademads algin factor que tome en cuenta la naturaleza de los aminoacidos,
es decir, darle un peso mayor a la probabilidad de transicién a aquellos que por sus
caracteristicas fisicoquimicas sean frecuentemente constituyentes de sitios activos.
Esto es como una retroalimentacion, pues el método proporciona lugares con carac-
teristicas geométricas de sitios funcionales, pero también podria considerar con una
mayor probabilidad, aquellos residuos que se sabe son generalmente parte de sitios
activos. En este trabajo hemos encontrado que la metodologia matematica desarro-
llada puede aplicarse de manera general sobre la estructura de muchas proteinas,
aunque no involucramos en el andlisis ninguna propiedad fisicoquimicas en especial.
Por lo tanto las perspectivas de aplicacién son bastante amplias, ya que se pueden

analizar conjuntos de proteinas con ciertas caracteristicas y propiedades particulares.

Por mencionar sélo un ejemplo, se puede hacer un analisis de sitios activos en
proteinas multifuncionales también conocidas como moonlight [69], que son proteinas
no estructuradas que realizan mas de una funcién, generalmente no relacionadas. En

algunos casos estas actividades ocurren en el mismo sitio activo, pero otras veces
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Figura 5.2: Se modifico la proteina 1BK9 sustituyendo His por Ala en la posicién
48 de la estructura primaria. La linea negra de la grafica muestra la curva de (H" (7))
original, y la linea azul los resultados de la proteina modificada

no. A veces la adquisicién de una segunda funcién deriva en enfermedades o en la
apariciéon de resistencia a antibioticos. Si se conoce la estructura en la cual adquiere la

proteina alguna funcionalidad, seria posible aplicar toda la metodologia desarrollada.

Otra perspectiva interesante sobre la aplicacién de los modelos propuestos, es
utilizarlos como parte del diseno de proteinas, estudiando la ubicacién de sitios ac-
tivos en las estructuras nuevas. Esta actividad es muy importante en las industrias
biotecnolégica y farmacettica, en donde se busca proteinas que puedan mantener
una estructura estable y ademds tengan mejores propiedades [70], o anticuerpos que
contribuyan con el sistema inmune [65]. Para ilustrar este punto, en la fig. (5.2)
se muestra el resultado de sustituir el residuo Hs48 del sitio activo de la proteina
1BK9 analizada, por el residuo Ala, eliminando del archivo PDB los datomos que
hacen la diferencia entre uno y otro aminoacido. Se sabe que la alanina no suele
participar en sitios activos y se observa al comparar las graficas de (H" (7)), que para
la proteina modificada, el residuo que aparece en la posicion 48, ya no esta entre los

minimos mas importantes.

Por 1ultimo, debemos mencionar que otro tema que puede ser abordado con esta
metodologia, es la localizacion de sitios alostéricos (Allosteric sites). El alosterismo

es una propiedad intrinseca de la proteina, y es el mecanismo por el cual la inter-
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accion de una molécula en una parte de ella, afecta a otro sitio localizado en una
region diferente de la misma [71, 72|, pudiendo incluso ocasionar que la actividad
catalitica de los sitios activos desaparezca. Los métodos que hemos descrito en este
trabajo, tienen que ver con la transmisién de informacion a través de la proteina, en

consecuencia se espera poder ubicar los sitios que intervienen en esta propiedad.
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