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Objetivos Generales

I.

II.

Deduccidon rigurosa de las ecuaciones de Navier-Stokes:

El primer objetivo de esta tesis es realizar una deduccién matematica rigurosa de las ecua-
ciones de Navier-Stokes. Se llevara a cabo un analisis exhaustivo de los teoremas y principios
matematicos que sustentan estas ecuaciones, prestando especial atencién a la conservacion del
momento lineal. Este proceso incluird un enfoque detallado tanto en los fundamentos fisicos
como en las bases tedricas que explican la dindmica de los fluidos.

Resoluciéon de las ecuaciones de Navier-Stokes bajo suposiciones especificas:

El segundo objetivo consiste en resolver las ecuaciones de Navier-Stokes bajo dos supues-
tos especificos sobre la velocidad del fluido. En primer lugar, se considerara que la velocidad
del fluido es el gradiente de una funcién escalar, es decir, v = Vu, lo que corresponde a un
flujo potencial e irrotacional. En segundo lugar, se analizara el caso en el que la velocidad se
define como el rotacional de una funcién vectorial, es decir, v = V X 1, lo que describe un
flujo con vorticidad, asumiendo ademads que ¢ es un campo de Beltrami. Ambas suposiciones
facilitaran la obtencién de soluciones simplificadas que permitirdn una mejor comprensién del
comportamiento de los fluidos en condiciones especificas.
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Introduccion

Comenzaremos con la deduccion rigurosa de las ecuaciones de Navier-Stokes, destacando tanto
los fundamentos matematicos como los principios fisicos que las sustentan. Esto incluird un andlisis
detallado de los teoremas y conceptos clave utilizados en dicha deduccién, con énfasis en las ecuacio-
nes de conservacién del momento lineal y en la formulacién del tensor de esfuerzos.

Como punto importante, es esencial comprender el origen de estas ecuaciones, por lo que se re-
visard su contexto histérico. Esta revisiéon brindard la motivacion y el marco necesarios para entender
mejor el desarrollo de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Historia

La historia de las ecuaciones de Navier-Stokes se remonta al siglo XVII, especificamente a 1687,
cuando Isaac Newton publicé su obra mas importante, “Principios matematicos de la filosofia na-
tural”. Este trabajo tuvo un gran impacto en la fisica, especialmente en la mecénica, que estudia el
movimiento de los cuerpos. En este libro, Newton estableci6 las bases para la mecanica moderna,
incluyendo las tres leyes del movimiento: la ley de inercia, la relacién entre fuerza y aceleracién, y la
ley de accién y reaccion.

Ademis de sus contribuciones a la mecanica, Newton, cuya imagen se presenta en la figura (Ta),
fue pionero en el desarrollo del cdlculo infinitesimal, una herramienta que revoluciond el anélisis de
problemas fisicos complejos. No obstante, en su época, las soluciones obtenidas mediante el cdlculo
solo podian aplicarse al estudio de fluidos ideales o no viscosos, lo que limitaba la representacion
precisa de muchos fenémenos naturales.

En 1738, Bernoulli, cuya imagen se muestra en la figura (Ib), demostr6 que el gradiente de presion es
proporcional a la aceleracién del fluido, estableciendo fundamentos importantes para investigaciones
posteriores en la mecanica de fluidos. Por su parte, Euler (2a) derivo las ecuaciones diferenciales
conocidas como ecuaciones de Euler , las cuales, sin embargo, no incluyen la accién de la viscosidad,
lo que lleva a predicciones poco realistas en muchos casos.

Dv
pﬁ(x,t) = pf(x,t) — Vp(x, 1),

V-v(x,t) =0

)

La paradoja de D’ Alembert, formulada por el matematico y fisico francés Jean le Rond d’Alembert en
1758, desafi6 la intuicién sobre el movimiento de los cuerpos en un fluido. D’ Alembert, cuya imagen
se muestra en la figura , demostré matemdticamente que, incluso en un fluido ideal sin viscosidad,
un cuerpo experimenta una fuerza de resistencia que se opone a su movimiento. Esta contradiccion
entre la teoria y la observaciéon experimental condujo al desarrollo de la mecanica de fluidos como
una rama de estudio independiente.

(a) Isaac Newton. (b) Daniel Bernoulli. (c) Jean le Rond

Fuente: [1] Fuente: [2] d’Alembert.
Fuente: [3]

Figura 1: Retratos de destacados cientificos en la historia de la mecénica y la dindmica de fluidos.

La buisqueda de una descripcién mas precisa del movimiento de los fluidos ha sido una preo-
cupacién central en la fisica y la matematica desde el siglo XVIIL Inicialmente, las ecuaciones de
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Euler ofrecieron un marco para describir el comportamiento de los fluidos ideales, que son aquellos
sin viscosidad. Sin embargo, para comprender mejor la dindmica de fluidos reales, que presentan
resistencia interna, fue necesario incorporar términos que representaran la friccién en estas ecuaciones.

En 1822, Claude-Louis Navier formulé una de las primeras versiones de las ecuaciones de Navier-
Stokes, introduciendo un término adicional para representar la friccién a nivel molecular. Este avance
permitié describir de manera més precisa el comportamiento de los fluidos viscosos. La imagen de
Louis Navier se muestra en la figura (2b).

Mas tarde, en 1845, George Gabriel Stokes refind y ampli6 las ecuaciones de Navier para consi-
derar fluidos de baja velocidad y alta viscosidad. Su trabajo dio lugar a las ecuaciones de Stokes, que
describen con mayor detalle la dindmica de los fluidos en ciertas condiciones. La imagen de George
Stokes se muestra en la figura (2d).

El desarrollo de estas ecuaciones no fue un esfuerzo aislado. Otros cientificos, como Augustin-Louis
Cauchy, introdujeron una formulacién més general de las ecuaciones de movimiento para fluidos
viscosos. Siméon-Denis Poisson también realiz6 contribuciones importantes a la teoria de la elasticidad
y la dindmica de fluidos. Ademas, Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant llevé a cabo trabajos
significativos en la teoria de la elasticidad y la mecanica de fluidos. Este continuo desarrollo en la
teorfa de fluidos senté las bases para una comprensién més profunda de la dindmica de los fluidos,
abriendo nuevas areas de investigacion y aplicacién en la ciencia y la ingenieria.

i = |

(a) Leonahard Paul Euler. (b) Claude-Louis Navier. (c) George Gabriel Stokes.
Fuente: [4] Fuente: [5] Fuente: [6]

Figura 2: Retratos de Leonhard Paul Euler, Claude Louis Navier y George Gabriel Stokes, quienes
hicieron contribuciones fundamentales a la teorfa de fluidos.

Las ecuaciones de Navier-Stokes, en su forma mas general, se escriben como:

Dv

E(x7 t) = pf(X, t) - VP(xv t) + MVQV(Xa t)a

V-v=0

p

Estas ecuaciones describen el movimiento de un fluido en funcién de su velocidad, presiéon y las
fuerzas que acttian sobre él. Aqui, p representa la densidad del fluido, v es la velocidad, p es la presion,
e es la viscosidad y pf son las fuerzas externas.

Aunque las ecuaciones de Navier-Stokes se utilizan en diversas aplicaciones practicas, como el
disefio de aeronaves y la prediccion del clima, atn hay aspectos tedricos que no se comprenden com-
pletamente. El problema de existencia y suavidad de Navier-Stokes es uno de los mayores desafios en
matematicas, con implicaciones significativas en la fisica y la ingenierfa.

Estas ecuaciones describen el movimiento de fluidos, desde su formulacién inicial en el siglo XIX hasta
su influencia en diferentes dreas de la ciencia y la ingenierfa hoy en dia. En esta tesis, nos proponemos
explorar a fondo estas ecuaciones desde una perspectiva matematica rigurosa, enfocdndonos en su
deduccién y analizando las soluciones simplificadas de las ecuaciones de Navier-Stokes.

En los siguientes capitulos, realizaremos una deduccién detallada de las ecuaciones de Navier-Stokes,

abordando cada teorema y concepto relevante con rigor matematico. Este enfoque permitira una
comprension profunda de la estructura de estas ecuaciones y su relacién con los principios basicos de
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CAPITULO 0. 3

la fisica.

Nos enfocaremos en resolver las ecuaciones de Navier-Stokes bajo dos supuestos distintos para
la velocidad. El primero considera que la velocidad se deriva del gradiente de una funcién escalar,
mientras que el segundo supone que la velocidad es el rotacional de una funcién vectorial, asumiendo
ademads que se trata de un campo de Beltrami. Este enfoque permitira analizar diferentes comporta-
mientos de los fluidos y facilitard la obtencién de soluciones mdas manejables.

En resumen, esta tesis tiene como objetivo ofrecer una visién integral de las ecuaciones de Navier-

Stokes, abarcando desde sus fundamentos matemaéticos hasta el proceso de resolucién bajo estas dos
suposiciones, explorando asi su interrelacién con principios de la fisica.

Noviembre del 2024
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Capitulo 1

Medios Continuos

En el estudio de la dindmica de fluidos, es importante comprender el concepto de medios conti-
nuos, que proporciona un marco teérico para modelar el comportamiento de los fluidos en movimiento.
Consideremos un fluido que cambia de forma a medida que se desplaza en el espacio. Para facilitar
el modelado, conceptualizaremos este fluido como un subconjunto de R?, el espacio tridimensional
euclidiano. A este conjunto lo llamaremos el cuerpo del fluido y lo denotaremos como S(¢), donde ¢
representa el tiempo. Asi, S(¢) describe la configuracién espacial del cuerpo del fluido en un momento
determinado.

Es importante resaltar que cada punto del cuerpo del fluido se desplaza de manera continua en
el espacio a medida que el fluido fluye y se deforma. Este enfoque nos permite estudiar el movimiento
y la evolucién del fluido en el tiempo, considerando tanto su posicién espacial como su comportamien-
to dindmico. Al tratar al fluido como un medio continuo, podemos aplicar herramientas matematicas
y conceptos fisicos para describir y predecir su comportamiento en diversas situaciones.

En este contexto, nuestro objetivo es desarrollar una comprensién profunda de la dindmica de fluidos
a través de la formulacién y resolucién de las ecuaciones de Navier-Stokes, que constituyen un marco
matemadtico fundamental para el estudio de los fluidos en movimiento. Al aplicar este enfoque a
nuestro modelo de medio continuo, podremos analizar cémo el fluido responde a fuerzas externas y
otros factores que influyen en su comportamiento (ver seccién 6.1 [7]).

1.1. Coordenadas

En el estudio de la dindmica de fluidos, se utilizan dos tipos de coordenadas principales para
describir el movimiento y la deformacién de un fluido a lo largo del tiempo. Estas son las coordenadas
espaciales y las coordenadas materiales.

= Coordenadas espaciales:

En estas coordenadas, se describe el comportamiento del fluido en términos de las propie-
dades fisicas y las variables de estado que varfan continuamente en el espacio en un instante de
tiempo dado, utilizando la coordenada espacial x = (x(t), y(t), z(¢)), también son llamadas coor-
denadas eulerianas. Es decir, se analiza cémo cambian las propiedades del cuerpo en diferentes
puntos del espacio en un momento especifico. Podemos imaginar que los puntos del cuerpo son
troncos que se estdn desplazando por un rio; si nos paramos en la orilla del rio, veremos cémo
pasa cada tronco, lo que nos permite observar el desplazamiento de cada tronco. Véase la figura
(1.1I). Las ecuaciones de conservacion, como las ecuaciones de Navier-Stokes, se basan en las
coordenadas espaciales, que relacionan las derivadas espaciales de las propiedades del fluido
con las fuerzas que acttian sobre él en un punto dado. Es 1itil para analizar fenémenos locales y
para estudiar el flujo en regiones especificas del dominio.
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Figura 1.1: Coordenadas espaciales.

» Coordenadas materiales:

En contraste, las coordenadas materiales, también llamadas coordenadas lagrangianas, se centran
en el seguimiento de los puntos individuales del cuerpo a medida que se mueven y deforman
en el espacio a lo largo del tiempo, utilizando la coordenada material X = (X (¢), Y (¢), Z(t)). En
estas coordenadas, se considera que los puntos del cuerpo forman un continuo que se deforma
y se desplaza a medida que avanza el tiempo. De forma anéloga a las coordenadas espaciales,
imaginamos que los puntos del cuerpo son troncos que se estan desplazando por un rio; en este
caso, podemos subirnos a cada tronco, lo que nos permite conocer el desplazamiento de cada
uno de ellos. Véase la figura (T.2). Estas coordenadas son especialmente ttiles para estudiar la
trayectoria y el comportamiento de puntos especificos en el cuerpo, asi como para analizar la
evolucion de estructuras como remolinos y vortices.

Figura 1.2: Coordenadas materiales.

Ambos enfoques tienen sus ventajas y se complementan entre si en el anélisis de problemas de
dindmica de fluidos. La eleccién del enfoque depende de la naturaleza del problema y de los aspectos
especificos que se deseen estudiar. En muchos casos, se utilizan ambos enfoques de manera simultdnea
para obtener una comprension completa del comportamiento del fluido en movimiento.

Como se mencion6 anteriormente, consideramos que S(t) C R? representa el cuerpo del fluido

en deformacién, y suponemos que este se mueve segtin una funcién continuamente diferenciable
que describe la posicién material de cada punto en S(t). Por lo tanto, para cualquier ¢y, denotamos
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CAPITULO 1. MEDIOS CONTINUOS 9

S(to) = Sp como la configuracién del fluido en su posicién inicial, al tiempo ¢y, véase la figura (1.3).
En otras palabras, S(t) representa la configuracién espacial del fluido en un momento dado, mientras
que S(tp) corresponde a su posicién original (ver seccién 3.1 [8]).

Funcién de Mapeo Directo P(X, t):

La funcién P(X, t) es una herramienta que nos ayuda a entender cémo se mueve un punto especifico
del fluido desde su posicién inicial en la configuracién original del fluido Sy hasta su nueva posiciéon
en la configuracién deformada S(¢) en un momento determinado ¢. Esta relacién se puede expresar de
la siguiente manera:

[P(X.1) : Sy x R U{0} - S(1) | (1.1)

La propiedad de impenetrabilidad es un principio clave en la dindmica de fluidos, que asegura que
en ningn momento las partes del fluido se superpongan. Esto significa que cada punto del fluido
ocupa un lugar tnico en el espacio. Debido a esta propiedad, la funcién P(X, t) puede ser invertida
para cualquier momento ¢, lo que implica que, para cualquier o, la funcién P(X, ¢) es reversible. En
otras palabras, podemos volver a encontrar la posicién inicial de un punto dado en la configuraciéon
original del fluido.

Funcién de Mapeo Inverso p(x, ¢):

La funcién p(x, t) nos ayuda a encontrar la posicién inicial de un punto especifico x que se encuentra
en la configuracion deformada del fluido S(¢). Esta funcién se define de la siguiente manera:

[p(x.1) : S(t) x R U{0} Sy | (12)

Es importante destacar que p(x, t) es la funcién inversa de P(X, t) para cualquier momento ¢.

Esto significa que, si tenemos las coordenadas espaciales x, podemos usar p(x,t) para encontrar
las coordenadas materiales correspondientes X. En otras palabras, podemos expresar X como:

X = p(x,t) (1.3)

Por otro lado, también podemos escribir x en términos de las coordenadas materiales X utilizando la
funcién P(X, t):
x =P(X,t) (1.4)

Este intercambio entre las coordenadas materiales y espaciales es importante para analizar el compor-
tamiento del fluido a lo largo del tiempo.

Figura 1.3: Cuerpo en el espacio.

Dado que P(X, ) mapea un punto en la configuracién inicial Sy a su posicién correspondiente en
la configuracion deformada S(t), el gradiente de esta funcién nos proporciona informacién valiosa
sobre como cambian las coordenadas espaciales en funcién de las coordenadas materiales mientras el
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fluido se mueve.

Definimos el gradiente de P(X, ) como una matriz jacobiana. Cada entrada de esta matriz representa
la tasa de cambio de una coordenada espacial con respecto a una coordenada material. Formalmente,
para un punto X en la configuracién inicial y un tiempo ¢, el gradiente se define como:

op [OXPiXt) OvPiX1) 07Pi(X.t)
VP(X,t) = oo = | OxPa(Xct) Oy Po(X.t) 0zPs(X.1)
OxP3(X,t) Oy Ps(X,t) 0zP3(X,t)

Esta definicién nos permite comprender cémo varfan las coordenadas espaciales a medida que cam-
bian las coordenadas materiales.

El jacobiano del gradiente de deformacién, denotado como J(X, ¢), mide cémo cambia el volumen
localmente en el fluido a medida que se deforma. La positividad del jacobiano es esencial porque
garantiza que no haya inversién de volumen en el fluido. Esto significa que las regiones del fluido no
se colapsan ni invierten su orientacién durante el proceso de deformacién. Matematicamente, esto se
expresa como:

| J(X,1) = det[VP(X, )] > 0, (1.5)

donde det[VP(X, t)] representa el determinante del gradiente de la funcién de mapeo P(X, t).

Hasta ahora, hemos discutido cémo el fluido experimenta deformacién a medida que se mueve
en el espacio. Otra manera importante de entender el movimiento del fluido es a través del concepto
de desplazamiento material, que describe cémo cada punto del fluido se ha movido desde su posicién
original en la configuracién inicial hasta su posicién actual en la configuracién deformada.

El desplazamiento material del fluido se describe mediante la funcién U(X, ), que representa la
diferencia entre la posicién actual P(X, t) y la posicién original P(X, 0) de cada punto material. Ma-
tematicamente, esto se expresa como:

]U(x, t) = P(X,t) — P(X,0) \ (1.6)

La funcién U(X, ¢) nos proporciona informacién sobre cémo se han desplazado los puntos materiales
en el fluido desde el inicio de la observacién hasta el momento ¢. Este concepto es esencial para
comprender cémo se mueven y se deforman los elementos individuales del fluido a lo largo del
tiempo, y nos permite analizar detalladamente su comportamiento dindmico en diferentes contextos.

Entonces, la velocidad de los puntos del cuerpo en coordenadas materiales, denotada como V(X t),
se define segtin (1.6) como la derivada temporal del desplazamiento material U(X, t). A su vez, esto
también es la derivada temporal de la funcién de mapeo P(X, ¢). Esto se expresa como:

V(X,t) = ,UX, 1) = 9,P(X, 1) (1.7)

Ademids, el desplazamiento espacial, representado como u(x, t), se define como el desplazamiento
material evaluado en las coordenadas espaciales x. Esto se calcula como:

u(x,t) = U(p(x7 t),t) (1.8)
Por lo tanto, la velocidad espacial y la velocidad material estan relacionadas de la siguiente manera:
v(x,t) = V(p(x. 1), 1) (1.9)

De manera equivalente,
V(X,t) = v(P(X,1),t) (1.10)

Esto establece la relacion entre las velocidades en las coordenadas materiales y espaciales, permitiendo
asi comprender el movimiento del fluido en distintos marcos de referencia, como se ilustra en la figura

(1.4).
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Figura 1.4: Velocidad de S(t)

En la siguiente seccién se analizaran la Derivada Material y la Variacién del Jacobiano en Medios
Deformables, lo cual nos llevard a la deduccién de la ecuacion de conservacion de masa.

1.2. Derivada Material y Variacion del Jacobiano en Medios Defor-
mables

En esta seccién, abordaremos la derivada material y su relacién con la tasa de cambio del determi-
nante del jacobiano en medios deformables. Esta discusién establecera las bases para el andlisis de la
conservacién de masa en la siguiente seccién, utilizando el teorema de transporte de Reynolds.

1.2.1. Derivada Material

La derivada material es una herramienta fundamental en el estudio del movimiento de fluidos, ya
que nos permite comprender cémo cambian las propiedades de un fluido a medida que se mueve en
el espacio y en el tiempo. Para deducir la derivada material de manera general, consideremos una
funcién vectorial F(X, t) que define las propiedades del fluido en coordenadas materiales. Podemos
expresar estas propiedades en coordenadas espaciales como f(x,t) = F(p(x, t), t), donde p(x, t) es la
funcién que mapea las coordenadas espaciales a las coordenadas materiales (ver seccién 6.2.3 [[7]).

Ahora, nos preguntamos cémo cambian las propiedades del fluido representadas por F(X,t) con
respecto al tiempo. Intuitivamente, podriamos pensar que los cambios en F(x, t) son iguales a los
cambios en f(x, t), pero esto no es necesariamente cierto debido al movimiento del fluido. Para analizar
esto con mayor detalle, consideremos la derivada temporal de F(X, t):

OF(X,t) = 0£(P(X, 1), 1),
desarrollando esta expresion, obtenemos:
0 F(X,t) = [VE(P(X,1),1)]0.P(X,t) + O.f(x, ) (1.11)

Aqui, Vf(x,t) es la matriz jacobiana de f(x, t), que representa cémo cambian las propiedades del
fluido en coordenadas espaciales. La derivada material 9;P(X, t) describe cémo se mueve un punto
del fluido en el espacio a medida que avanza el tiempo. Por lo tanto, la derivada material 0,F(X, t) se

expresa como:
OF(X, 1) = [VE(x, )]V(X, t) + D,f(x, 1) (1.12)

Al evaluar la ecuacién (1.12) en el punto p(x, t), se obtiene:
atF(P(xv t), t) = [Vf(x7 t)}V(p(X, t)a t) + atf(xa t) (113)
De acuerdo con la ecuacién (1.9), podemos reformular la ecuacion (1.13) de la siguiente manera:

EX, 1) = [VE(x, )]v(x, t) + Df(x, 1) (1.14)
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Simplificaremos el lado derecho de la ecuacién utilizando notacién de indices, para mayor
simplicidad (ver apéndice A). Teniendo en cuenta la propiedad (e; ® e;)er, = J;re; (la delta de
Kronecker ¢ estd definida en la seccién del apéndice A, mientras que los operadores diferenciales
en notacién indicial se encuentran en la seccién del mismo apéndice), procedemos de la siguiente

manera:
VIE(x, D]v(x,t) = 8;(fi)(e: © e;)uyey
= 0;(fi)vedjre;
= 0;(fi)vje (1.15)
=v;0;fie;
= [v(x,t) - V]f(x,t)
Por lo tanto, sustituyendo (1.15)) en la ecuacién la derivada material puede expresarse como:

Df

Ft(x, t) = Ouf(x,t) + [v(x,t) - VI£(x,t), (1.16)

Podemos expresar la ecuacion (1.16) en términos de sus componentes espaciales, las cuales representan
la derivada material para funciones escalares. Es decir:

%JZZ (x,t) = O fi(x, t) + v (x, )9 fi(x, 1) (1.17)
o bien
Dfi
D 00 = 0ufilo ) + [vx,8) - VIfilx 1), (118)

donde i representa las componentes espaciales de f(x, t).

Para comprender la dindmica de un fluido en un medio deformable, es importante definir cémo
la velocidad del fluido cambia en el tiempo y el espacio. En este sentido, la derivada material de
la velocidad es clave. Esta derivada describe como la velocidad del fluido cambia a medida que se
mueve a lo largo de su trayectoria en el flujo.

En este contexto, podemos expresar la derivada material de la velocidad de la siguiente manera:

Dv

ﬁ(x, t) = Ov(x,t) + [v(x,t) - VIv(x,t) (1.19)

Aqui, 0yv(x, t) representa la aceleracién local y v(x, t) - Vv(x,t) la aceleracién convectiva.

1.2.2. Variacién del Jacobiano en Medios Deformables

A continuacién, nos centraremos en el andlisis de la evolucién temporal del determinante de la
matriz jacobiana J(X,t), ya que esta comprensién nos permitird introducir de manera efectiva el
teorema de transporte de Reynolds, que se analizard en la siguiente seccién.

Este determinante estd relacionado con el mapeo directo P(X,¢). Usando la ecuacién (1.5), pode-
mos encontrar como varia esta deformacién en el tiempo. Consideraremos la derivada temporal del
determinante del mapeo directo para estudiar cémo cambia la deformacién del medio:

8, J(X,t) = 8, det|VP(X, t)]

Para abordar este andlisis, es importante utilizar el teorema de la férmula de Jacobi, que nos ayuda
a entender cémo cambia el determinante de la matriz en el tiempo y su relacién con el comporta-
miento del fluido en un medio deformable. Antes de esto, sera titil mencionar el siguiente lema, que
simplificard la demostracion del teorema de la férmula de Jacobi.

Lema 1.2.1. Consideremos det(M) como una funcion de las entradas de la matriz, es decir:
det(M) = D(Mlla ]\4127 ey Mnn)

Entonces se cumple que:
oD

o, ~

donde C;; son las componentes de la matriz de cofactores de M.
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Demostracion:
El determinante de M se puede expresar como una suma de productos de sus entradas y los cofactores.
Una forma de escribir el determinante es a través de menores, como se muestra en el apéndice B
. Por lo tanto, podemos denotar:

D(Myy, Mia, ..., My,) = Z Clej My
k=1

Esta suma se realiza sobre la entrada k-ésima, y los cofactores Cy; se obtienen al eliminar la columna j.
Esto significa que ningtn cofactor depende de la entrada M;;, asf que la derivada de los cofactores
con respecto a M;; es cero:

0Cl;

Por lo tanto, al derivar el determinante con respecto a )/ ;, tenemos:

=0

oD 0 - 0
OM;; — OM;; (,; ijMkj) - WU(CMM”) = Cij

Q.E.D.
Este lema proporciona un resultado clave que utilizaremos para demostrar el teorema de la férmula
de Jacobi de una manera mds sencilla y clara, como se muestra a continuacién.

Teorema 1.2.1. Férmula de Jacobi. Para todo t en un intervalo abierto, sea M(t) una matriz invertible y
continuamente diferenciable. Entonces, se cumple que:

% det[M(t)] = det[M(¢)]tr { M(1)] d]\gt(t) }

Demostracion:
Utilizando la notacién indicial por comodidad (véase el apéndice A para una breve introduccién a la
notacién indicial) y el lema (1.2.1)), obtenemos:

d oD dM,; dMi; _ {[ " dM(t)}

d
*det[M(t)] = %ID(MZ) = OM.. dt = Ci‘ dt
ij

dt

dt

Ahora, recordemos que la inversa de una matriz puede expresarse en términos de su matriz de
cofactores, es decir:

MO = gy (€01 (120)
Por lo tanto, con la ayuda de (1.20), continuamos la demostracién de la siguiente manera:
% det[M(t)] = tr {[C(t)]T ‘ﬂ\st(t)}
- {det[M(t)] ()] dl\;t(t) }
= det[M(¢)]tr { M(t)] Cﬂ\;t(t)}
Q.E.D.

Como hemos demostrado en el teorema (1.2.1), la férmula de Jacobi proporciona una herramienta
clave para calcular la tasa de cambio temporal del determinante de una matriz. Ahora, con el objetivo
de aplicar este resultado en el contexto de nuestro analisis, introducimos el siguiente corolario.

Corolario 1.2.1. Consideremos un dominio (t) C R3, donde X representa un punto en Q(t,) en coordenadas
materiales, x representa un punto en Q(t) en coordenadas espaciales, y F(X, t) es una funcién vectorial que
mapea cada punto de 2(t) en coordenadas materiales a su posicién en el espacio tridimensional. Ademds, sea
f(x,t) una funcion vectorial que mapea cada punto en el espacio tridimensional €2(t) a su posicién en el tiempo
t. Entonces, la relacién entre los gradientes de estas funciones en sus respectivas coordenadas estd dada por:

| Vf(x,t) = VE(X,0)[VP(X.1)] |

donde P(X,t) = x representa el mapeo de coordenadas materiales a coordenadas espaciales.
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Demostracion:
Dado que F(X, t) se puede representar como f(P(X, t),¢) con x = P(X, t), tenemos que:

VF(X,t) = VE(P(X,
X

Despejando V£(x, t), obtenemos:
Vi(x,t) = VE(X, t)[VP(X, )] "

Q.E.D.
Este corolario establece un principio basico entre los gradientes de las funciones que describen la
deformacién del medio en coordenadas materiales y espaciales. Proporciona una herramienta crucial
para entender cémo las propiedades fisicas cambian a medida que el medio se deforma en el tiempo.

Como se ha establecido anteriormente, gracias al lema y al corolario demostrados, tenemos una
mejor comprension de las relaciones entre las transformaciones materiales y espaciales en un medio
deformable. Ahora, utilizaremos estos resultados para derivar una expresion para la tasa de cambio
temporal del determinante del jacobiano.

Recordemos que la traza del gradiente de un campo vectorial es la divergencia del campo. Con
este conocimiento en mente, llegamos al siguiente corolario:

Corolario 1.2.2. Consideremos un dominio Q(t) C R3 con X € Q(to) y x € Q(t). Sea P(X, t) una funcion
de movimiento diferenciable de Q(t) y J (X, t) el determinante jacobiano de VP(X,t). Entonces,

[0.J(X,t) = J(X, )V - o(x,1), |

donde v(x, t) representa la velocidad de cada punto en §2(t) en coordenadas espaciales.

Demostracion:
Este es un corolario del teorema de la férmula de Jacobi. Gracias a los lemas y teoremas menciona-
dos y demostrados anteriormente, esta demostracién es relativamente sencilla, como se muestra a
continuacién:

OrJ (X, t) = 0y det[VP(X, t)]
= det[VP(X, t)|tr{0; VP(X,t)[VP(X,t)] '}
= J(X, )tr{0,VP(X, t)[VP(X, )] '}
= J(X, )tr{VO;P(X,t)[VP(X,t)] '}
= J(X, )tr{VV(X,t)[VP(X,t)] "'}
= J(X, )tr{Vv(x,t)}
= J(X, 1)V - v(x, )

Q.E.D.
Este corolario proporciona una relacién importante entre la tasa de cambio temporal del determinante
del jacobiano y la divergencia del campo de velocidad en un medio deformable.

La demostraciéon del corolario (1 no solo establece una conexién importante entre la variacién
temporal del determinante del ]acoblano y la divergencia del campo de velocidad, sino que también
sienta las bases para comprender y aplicar el teorema de Reynolds.

El teorema de Reynolds, un componente esencial en la mecanica de fluidos, permite una transiciéon
fluida entre sistemas de coordenadas moéviles y fijos al relacionar integrales a lo largo de trayectorias
materiales con integrales en regiones fijas del espacio.

Si bien el teorema de Reynolds proporciona una herramienta matematica poderosa para mode-

lar una variedad de fenémenos, en esta tesis, nos centraremos exclusivamente en su papel dentro del
contexto de deducir la ecuacién de Navier-Stokes de forma matematicamente coherente.
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Ademés, es importante destacar el principio de conservaciéon de masa, que establece que la ma-
sa total dentro de un sistema cerrado permanece constante en el tiempo. Este principio subraya que
cualquier cambio en la masa dentro del sistema debe ser compensado por un flujo neto de masa a
través de sus fronteras. En la dindmica de fluidos, este principio es esencial para nuestro andlisis en la
proxima seccion.

En la préxima seccién, exploraremos en detalle la demostracién y aplicacién del teorema de Reynolds
en nuestro contexto especifico, subrayando su importancia y relevancia para nuestro analisis de la
dindmica de fluidos en medios deformables, asi como la aplicacién del principio de conservacién de
masa.

1.3. Principio de Conservacion de Masa

Ademés de la demostracion del Corolario (1.2.2) y la aplicacién del teorema de Reynolds, es crucial
comprender el principio de conservacién de masa en el contexto de la dindmica de fluidos en medios
deformables.

El principio de conservacién de masa es una ley fundamental en la dindmica de fluidos que es-
tablece que la masa total dentro de un sistema cerrado permanece constante en el tiempo. Esta ley
implica que cualquier cambio en la masa dentro del sistema debe ser equilibrado por un flujo neto
de masa a través de sus fronteras. En otras palabras, la masa no puede ser creada ni destruida; solo
puede cambiar de una forma a otra o moverse dentro o fuera del sistema (ver seccién 4.2 [9]).

En el contexto de nuestra tesis, el principio de conservacién de masa serd crucial para compren-
der como se comporta el fluido en un medio deformable. Nos permitird analizar como se distribuye
y se mueve la masa dentro del sistema a medida que el medio se deforma y se mueve en el tiempo.
Esta comprension es esencial para nuestro andlisis de la dindmica de fluidos y para el desarrollo de
modelos matematicos precisos.

Dado que las propiedades del medio continuo se pueden establecer de dos formas, material y espacial,
dependiendo del argumento utilizado, podemos describir las siguientes funciones:

PX.1) : S(to) x R* U {0} — R* U{0},|

como la descripcién material de la densidad, y

‘p(x, t):S(t) x RTu{0} - RT U {0},\

como la descripcién espacial de la densidad.

En la descripcion material, p(X, t) representa la densidad en funcién de la posicién material X en
el sistema de referencia inicial S(to). En contraste, en la descripcién espacial, p(x,t) representa la
densidad en funcién de la posicién espacial x en el sistema de referencia actual S(¢). Véase la figura
para una mejor comprension.

Ambas descripciones son equivalentes y estan relacionadas mediante la funcién de mapeo que
conecta las configuraciones material y espacial del fluido.

Masa Inicial

Masa Actual

Figura 1.5: Conservacién de la masa en el cuerpo conforme el fluido se mueve.
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Consideramos la masa de un fluido en un medio deformable que se estd moviendo. La masa total
del fluido en cualquier momento ¢ se llama m(t). Para calcular esta masa, integramos la densidad del
fluido p(x, t) sobre el volumen del fluido en su forma actual, que llamamos S(¢):

mi(t) = /S PRV = mo (1.21)

donde dV es el pequefio volumen en el sistema de coordenadas espaciales, y m es la masa total del
fluido en el instante inicial ¢y. Esta masa inicial se puede calcular como:

mo = / p(x7 tO) av
S(to)

La ecuacion (1.21) muestra que la masa total en un momento ¢ es igual a la masa total en el tiempo
inicial .

Es importante destacar que, durante el movimiento del fluido, no se pierde masa. Esto significa
que el volumen V' del fluido debe ser constante en el tiempo, lo que asegura que la masa total dentro
de S(t) no cambia. Por lo tanto, podemos expresar el principio de conservacién de masa como la tasa
de cambio de la masa total:

. d
m(t) = 7 /S(t) p(x,t)dV =0 (1.22)

Este principio establece que, en un sistema sin pérdidas ni friccién, la masa no se crea ni se destruye. En
otras palabras, la masa que entra en un intervalo de tiempo es igual a la masa que sale. Este concepto
se discute en la seccién 2.3, pagina 235 [10]. Para entender cémo la masa se mantiene constante,
necesitamos relacionar las tasas de cambio del volumen V' y la densidad del fluido con el tiempo.
Esto implica observar cémo cambia el volumen a lo largo del tiempo y cémo esta variacién afecta la
distribucién de la densidad en el fluido.

1.3.1. Teorema de Transporte de Reynolds

El teorema de transporte de Reynolds es una herramienta poderosa en la dindmica de fluidos que
permite analizar como cambian las propiedades de un fluido, tales como la masa, el momento y la
energia, a medida que este se mueve. Este teorema establece una relacién entre la tasa de cambio de
una cantidad y el flujo de esa cantidad a través de la frontera de un volumen controlado (ver seccién
6.3 pag. 304 [7]).

A continuacion, presentaremos el teorema de transporte de Reynolds:

Teorema 1.3.1. Toerema de Transporte de Reynolds para funciones escalares. Sea Q(t) C R3 y f(x,t)
una funcién continua en Q(t), descrita como

fx,t): Q) x RTU{0} = R, x€R3,
donde el movimiento de QU(t) estd dado por P(X,t), descrito como
P(X,t): Qo x RT U {0} = R? X e R
tal que para cualesquiera X € §2(t), se tiene que
det[VP(X,t)] > 0,

entonces se cumple que

G swow = [ @uwn + Vi o o)) v
Q(t) Q(t)

donde la funcién v(x, t) es la velocidad de Q(t), dada por

v(x,t): Q) x RTU{0} = R3
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Demostracion:
Para demostrar el teorema, utilizaremos el teorema de la cadena para integrales dependientes de
parametros y la regla de Leibniz para derivadas de integrales dependientes de pardmetros. Dado
que f(x,t) es una funcién continua en £2(t), podemos aplicar el teorema de la cadena para integrales
dependientes de pardmetros. Entonces, la derivada de la integral de f(x, t) sobre Q(t) se puede escribir
como:
d d

(x,t)dV = — [ f(P(X,t),t)det[VP(X, t)]dVx,

dt Jo dt g,

donde dVx representa el elemento de volumen en coordenadas materiales.
El jacobiano de P(X, ?) es:
J(X,t) = det[VP(X,1)],

por el corolario (1.2.2), sabemos que 9, J (X, t) = J (X, t)V-v(x, t), lo cual nos serd util en la demostracién
como se muestra a continuacion:

d d

= Oy [f(P(X» t)7 t)J(X> t)]dVX
Qo

= {at [f(P(Xv t), t)]J(Xv t) + f(P(X, 1), )0 J (X, t)}dVX
Qo

= {[Vf(P(X,t),t) - P(X,t) + 0: f(P(X, 1), 1)0:t] J (X, 1)
+ f({;j(x,t),t)ﬁtj(x, t) FdVx

= QO{Wf(l’()(, t),t) - v(P(X,1),t) + 0. f(P(X, 1), 1)]J (X, 1)
+ F(P(X, 1), )T (X, )V - v(P(X, 1), ) }dVx

= {VFPX,t),t)-v(P(X,t),t) + 0, f(P(X,1),1)

+ f(rij(x, £), )V - v(P(X, ), ) T (X, t)dVx

= [ {0 f(P(X,t),t) + VF(P(X,t),t) - v(P(X,1),1)

+ f(fi:(X, t),t)V - v(P(X,t), )} J(X, t)dVx

= | {0 f(P(X,1),8) + V- [f(P(X, 1), )v(P(X, 1), 8) } J (X, t)dVx
Qo

= {0uf(x, 1) + V- [f(x, t)v(x, ) }dV
Q(t)

Q.E.D.
Siguiendo esta linea de pensamiento, presentamos el teorema de transporte de Reynolds para funcio-
nes vectoriales. Este teorema establece una relacién clave entre la derivada total y la derivada parcial
de una funcién vectorial a lo largo de una trayectoria que se desplaza con el flujo. Su aplicacién es
crucial para el andlisis de cémo varian las magnitudes fisicas en un sistema en movimiento, como
un fluido en flujo. En particular, nos enfocaremos en la evoluciéon del momento lineal en el siguiente
capitulo. A continuacion, se procederd a enunciar el teorema de transporte de Reynolds para funciones
vectoriales.

Teorema 1.3.2. Teorema de Transporte de Reynolds para funciones vectoriales. Sea (t) C R® y F(x,t)
una funcién continua en Q(t), descrita como

F(x,t) : Q(t) x RT U {0} = R?, x¢€R3,
donde el movimiento de Q2(t) estd dado por P(X,t), descrito como

P(X,t): Qo x RT U {0} = R? XeR3
tal que para cualesquiera X € Q(t), se tiene que

det[VP(X, )] > 0,
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entonces se cumple que

4 F(x,t)dV = / {8t1-"(x, t) + V-[F(x,t)o7 (x, t)]} dv,
dt Ja) Q)

donde la funcién v(x,t) es la velocidad de QU(t), dada por
v(x,t): Q(t) x RT U {0} — R

Demostracion:
La demostracién de este teorema es andloga a la version escalar, la cudl se demostré con anterioridad
(L.3.1), utilizaremos el teorema de la cadena para integrales dependientes de pardmetros y la regla de
Leibniz para derivadas de integrales dependientes de pardmetros. Dado que f(x, ) es una funciéon
continua en £2(t), podemos aplicar el teorema de la cadena para integrales dependientes de pardmetros.
Entonces, la derivada de la integral de f(x, t) sobre €2(¢) se puede escribir como:

d

D bxyav = L [ B@X 1), 6)detVP(X, 1)]dVx,
dt Q(t)

dt Ja,

donde dVx representa el elemento de volumen en coordenadas materiales.

El jacobiano de P(X, t) es:
J(X,t) = det[VP(X,1)],

por el corolario (1.2.2), sabemos que 9, J (X, t) = J(X,t)V-v(x, ), lo cual nos serd ttil en la demostracién
como se muestra a continuacién:

d d
0 o FOSO0 = /ﬂ F(POGH), et VRO, ]V
Qo
Qo
= [ {OF®@OC1), 0701 + FR(X.1), 016 1T - v(P(X, 1), 1)} dVk
Qo

= / [O:F(P(X,t),t) + F(P(X,t),t)V - v(P(X,?), )] J(X, t)dVx
Qo

— [ {VIEPX, 1), )]0 P(X, 1) + OF(P(X, 1), )0t
Qo

Qo
FEP(X, ), )V -v(P(X, 1), £) T (X, )dVx

:/ {0 F(P(X,t),t) + V- [F(P(X,t),t)v (P(X,t),t)] } dV
Q(t)
:/ {0,F(x,t) + V - [F(x,t)v" (x,1)] } dV

Q(t)

Q.E.D.
Este resultado serd ttil en el siguiente capitulo. Por ahora, nos enfocaremos tinicamente en el teorema
de transporte de Reynolds para funciones escalares.

Si B(t) C S(t), entonces By C Sy. Esto implica que B(t) es la imagen de By en el tiempo t,, co-
mo se muestra en la figura (1.6)). Utilizando el teorema de transporte de Reynolds (1.3.1), podemos
expresar la tasa de cambio de la masa respecto al tiempo de la siguiente manera:

d

m(t) = pn /B(t) p(x,t)dV = /B(t) {0ep(x,t) + V - [p(x, t)v(x, )]} dV =0 (1.23)
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Masa Inicial

Masa Actual

Figura 1.6: Subconjunto del fluido

Para demostrar que el integrando es cero, se requiere el siguiente teorema, ya que a partir de él se
deduce la ecuacion de conservaciéon de masa en su forma diferencial.

Teorema 1.3.3. Sea 2 C R3 un conjunto abierto y f(x) : Q@ — R una funcién continua en S, tal que para
cualquier subconjunto medible I C Q se cumple

/f(x)dV =0

I

Entonces, f(x) = 0en Q.

Demostracion:
Supongamos que existe un punto xo € € tal que f(xo) # 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que f(xg) > 0 (el caso donde f(x¢) < 0 se puede tratar de manera similar).

Debido a la continuidad de f, existe una bola Bs(xo) tal que f(x) > 0 para todas las x € Bs(xo).
Esto se puede formalizar utilizando la definicién de continuidad:

Paratodoe > 0, existeund > 0tal quesi||x — xg|| < J, entonces |f(x) — f(xo)] < e. Elegimos
e = f(xo)/2. Asi, existe un § > 0 tal que para todas las x € Bs(x) con ||x — x| < ¢:

f(xo)

2>O

f) > fxo) —e=

Ahora, consideremos un subconjunto I C €2 que es suficientemente pequefio y contiene a xo dentro de
Bs(xo). En este caso, como f(x) > 0 para todas las x € I, podemos afirmar que:

/f(x)dV>O

1

Sin embargo, esto contradice nuestra hipétesis de que:

/ Fx)dV =0
I
La suposicién inicial de que existe un punto donde f(x) # 0 debe ser falsa. Por lo tanto, debe ser que

f(x) = 0 para todos x € £, es decir, f(x) = 0.

Hemos demostrado que si la integral de una funcién continua f sobre cualquier subconjunto de
Q es cero, entonces f debe ser cero en todos los puntos de €2. Q.E.D.
Aplicamos el teorema a la ecuacién de conservacién de masa para derivar su forma
diferencial, obteniendo, (ver seccién 1.5 [11]]):

| Bip(x,1) + V - [p(x, )v(x, )] = 0 (1.24)

A continuacién, desarrollamos el término de la divergencia en la ecuacién anterior:
Op(x,t) +v(x,t) - Vp(x,t) + pV - v(x,t) =0 (1.25)
Segtin la expresion (1.18), la derivada material de la densidad se puede escribir como:

%’; — Oip(x.t) + v(x.1) - Vp(x, 1) (126)
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Al sustituir (1.26) en la ecuacién (1.25), obtenemos una forma alternativa de la ecuacién de conserva-
cién de masa:

Dp
DL +pV . -v(x,t) =0 (1.27)

En el caso de un fluido incompresible, la densidad es constante en todo el volumen del fluido. Por lo
tanto, la derivada material de la densidad es igual a cero:
Dp
L0
Dt

Por lo tanto, la ecuacién de conservacién de masa (1.27) se simplifica a:
V-v(x,t) =0 (1.28)

Esta tltima expresion indica que, para un fluido incompresible, la divergencia del campo de velocidad
es nula, lo que refleja la conservacion de masa bajo la condicién de incompresibilidad.

Con la deduccién de la ecuaciéon de conservaciéon de masa y su interpretaciéon en el contexto de
fluidos incompresibles, hemos sentado las bases para el siguiente capitulo. En este capitulo préximo,
abordaremos las ecuaciones de conservacién del momento lineal y del momento angular, las cuales
son fundamentales para describir la dindmica completa de un sistema fluido.
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Capitulo 2

Momento Lineal y Momento Angular

En el capitulo anterior, se dedujo que para los fluidos incompresibles se cumple la condicién (T.28).
Esta propiedad es clave, ya que indica que el volumen del fluido permanece constante durante el
flujo. En este capitulo, continuaremos explorando el comportamiento de los fluidos incompresibles,
manteniendo esta premisa como base para nuestro anélisis.

Ademds, exploraremos dos conceptos fundamentales en la mecdnica de medios continuos: el momen-
to lineal y el momento angular.

Primero, deduciremos la forma del vector de esfuerzo t en un cuerpo sometido a fuerzas exter-
nas, destacando su relacién con la normal a una superficie. Aplicaremos el teorema de Reynolds en
su version vectorial, lo que nos llevara a obtener la ecuacién de conservacién del momento lineal. Este
andlisis nos permitird comprender cémo se distribuyen y equilibran las fuerzas superficiales en un
medio continuo.

Posteriormente, nos enfocaremos en el momento angular, donde analizaremos la simetrfa inherente
de la matriz de esfuerzo. Este enfoque revelard como el tensor de Cauchy captura las interacciones
rotacionales en sistemas mecénicos, proporcionando una visién integral del comportamiento de
solidos bajo diversas cargas y condiciones de deformacién.

A través de estos temas, consolidaremos nuestra comprensién de cémo los principios esenciales
de la mecénica y la conservacién de cantidades fisicas clave se combinan para describir fenémenos
complejos en la mecédnica de medios continuos.

2.1. Momento Lineal

Suponemos que cada punto del cuerpo se mueve de forma continua en el espacio, el momento
lineal de un elemento de volumen de S(t) C R3, para fluidos incompresibles se define como:

P(x, 1) = pv(x,1),

donde p es contante.

Por lo tanto, el momento lineal total del cuerpo es:

P(x,t) = p/s(t) v(x,t)dV 2.1)

La segunda ley de Newton establece que la fuerza que actta sobre un cuerpo es igual a la tasa de cam-
bio del momento lineal de la particula con respecto al tiempo. Esto se puede expresar matematicamente
como:

F=P (2.2)

Al aplicar esta ley (2.2) al sistema continuo (2.1), observamos que la derivada temporal del momento
lineal total del sistema es igual a la integral de la fuerza aplicada sobre el volumen S(t). Por tanto,

podemos escribir:

P(x,t) = p% /S Vi 23)
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En un fluido, las fuerzas externas se ejercen sobre él como resultado de la interaccién con su entorno
(ver figura.1), donde f(x, t) representa las aceleraciones externas del cuerpo. Por otro lado, las fuerzas
de tensiéon emergen de la cohesién molecular dentro del fluido. Estas fuerzas pueden tener un impacto
significativo en el comportamiento y la dindmica del fluido. Comprender su naturaleza es esencial
para realizar un andlisis fluidodindmico adecuado.

Figura 2.1: Fuerzas externas

El vector de esfuerzos, también conocido como vector de tension, es un concepto importante en la
mecanica de fluidos y en la teoria de elasticidad. Este vector, que denotaremos como t, describe la
distribucién de fuerzas internas que actiian sobre una superficie 9S(¢). En un punto dado dentro de
un fluido, t representa la magnitud y direccién de la fuerza que acttia por unidad de drea sobre una
superficie con una orientacién especifica.

El analisis del vector de esfuerzos t es crucial para comprender cémo un fluido responde a las
fuerzas aplicadas, tanto externas como internas (ver la figura[2.2), lo cual es esencial en el estudio
de la dindmica de fluidos. Para obtener una visién mas general y completa del estado de tensiones
en un punto del fluido, es fundamental utilizar la matriz de tensiones, la cual se deriva del vector
de tensiones. Esta matriz permite calcular los esfuerzos en cualquier orientacion de una superficie
dada, proporcionando una herramienta clave para analizar y prever el comportamiento del fluido
bajo diversas condiciones.

z

Figura 2.2: Fuerza de tensién

Dado que las fuerzas de tensién y las fuerzas externas pueden influir en el movimiento del fluido,
recordemos que las fuerzas de tension acttian a lo largo de la frontera del cuerpo, mientras que las
fuerzas externas acttian dentro del volumen del fluido (ver seccion 8.6 [7]]). Segtn la segunda ley de
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Newton, obtenemos:

d
p—/ v(x,t)dV =p f(x,t)dV +/ t(x,t) dA (2.4)
dt Js) S() aS(t)

Por conservacion del momento lineal, o mediante la ley de equilibrio, la ecuacién (2.4) puede expre-
sarse de la siguiente manera:

/ a(x,t)dV + / t(x,t)dA =0, (2.5)
S(t)

88(t)

donde a(x, t) representa el término que agrupa todos los componentes de las fuerzas volumétricas
(también denominadas fuerzas de cuerpo) que actian dentro del volumen de control.

En la siguiente seccién, nos centraremos en derivar esta forma especifica del vector de esfuerzos.

2.1.1. Matriz de Esfuerzos

Para introducir el concepto del vector de esfuerzo en un punto x y tiempo ¢, recurrimos a un
problema clasico propuesto por Cauchy. Consideramos una regién tetraédrica A(t) C S(t) y aplicamos
el enfoque denominado Tetraedro de Cauchy-Euler. Este enfoque es esencial para comprender la
distribucién de las tensiones dentro de un cuerpo continuo (ver seccion 4.6 pag. 126 [8]).

En primer lugar, analizaremos las tensiones en el tetraedro. El enfoque del Tetraedro de Cauchy-Euler
permite abordar la integral sobre la superficie JA(t), que representa las tensiones t(x, t) en los limites
del tetraedro. Este enfoque demuestra que el vector de tensiones es una funcién lineal del vector
normal n a la superficie del tetraedro, lo que proporciona una representacion clara y precisa de las
tensiones internas en funcién de las direcciones espaciales.

Una vez que se ha establecido la contribucién de las tensiones, abordaremos la integral sobre la
region S(t) correspondiente a las fuerzas exteriores a(x, t). Para simplificar el calculo de esta integral,
elegimos un tetraedro dentro de S(t) y lo comprimimos hacia un punto interior x,. Esta aproximacién
permite reducir el problema a una forma manejable, facilitando la evaluacién de las contribuciones de
las fuerzas exteriores.

La integral de a(x,t) sobre el volumen del tetraedro representa la suma de las fuerzas exteriores
aplicadas en la region. Al comprimir el tetraedro a un punto, se puede calcular la integral aproximada
utilizando el valor de a en ese punto y considerando el efecto de las fuerzas a lo largo de los bordes
del tetraedro.

Al combinar estas dos integrales, se obtiene una formulacién matematica que describe el equili-
brio de fuerzas y tensiones en el cuerpo continuo. El método del Tetraedro de Cauchy-Euler no solo
simplifica el calculo de estas integrales, sino que también proporciona una comprensiéon profunda de
la relacién entre las tensiones internas y las fuerzas exteriores, asi como las direcciones en el espacio
tetraédrico, clave para el andlisis mecanico de medios continuos.

Tetraedro de Cauchy-Euler

Consideremos un tetraedro en el espacio tridimensional R?, definido por los vectores O, P, Q y R

(ver la figura (2.3)), donde:

0
o=|o],p=
0

oo

0 0
,Q=1q]|,R=1{0 (2.6)
0 T

Sea n un vector unitario perpendicular al plano formado por P, Q y R:
n
n— N9 (27)

n3
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Ademads, sea N el vector que representa la altura desde el origen hasta la cara principal del tetraedro,
con ||NJ| = h. Este vector es ortogonal a la cara principal, lo que implica que forma un dngulo recto con
ella. La perpendicularidad de N a la cara principal es clave para analizar las tensiones en el tetraedro,
ya que facilita la relacién entre las fuerzas que actdan sobre la superficie y el vector normal asociado.
El enfoque del Tetraedro de Cauchy-Euler nos permite demostrar la igualdad:

donde A; es el drea de la cara i (i = 1, 2, 3) del tetraedro (ver la figura ).

Figura 2.3: Tetraedro de Cauchy-Euler

Para demostrar esta igualdad, consideramos las 4reas de cada cara del tetraedro:

Ay = Area del tridangulo AORQ, (2.9)
Ay = Area del tridangulo AOPR, (2.10)
As = Area del tridangulo AOPQ, (2.11)

A = Area del tridangulo APRQ (2.12)

El plano formado por el drea A es ortogonal a N, por lo que se forma un tridngulo rectdngulo formado
por O, N y P, como se muestra en la figura (2.4).

z

R

Figura 2.4: Triangulo rectangulo formado por O,N y P.

Podemos observar el tridngulo de una mejor forma, como se muestra en la siguiente figura:
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Figura 2.5: Triangulo rectangulo.

Siguiendo la figura (2.5, notamos que podemos expresar el coseno de 61, que es igual a la primera
componente del vector normal:
h

or
De manera andloga, obtenemos el coseno de 65, que se deriva del tridngulo rectangulo formado por
O, Ny Q. Asimismo, para el tridngulo rectdngulo formado por O, N y R, podemos obtener 63:

costh = (2.13)

h
COS 92 = @, (214)
h
Oy = —— .
cos 63 OR (2.15)

Los cosenos directores son las proyecciones del vector normal sobre los ejes coordenados y se definen
como los cosenos de los dngulos entre n y cada uno de los ejes. Si 61, 63 y 63 son los dngulos que n
forma con los ejes x, y y =z respectivamente, entonces los cosenos directores son:

np =cosfy, ng =costy, mng=cosbs (2.16)

A partir de las ecuaciones (2.13), 2.14) y (2.15), podemos reescribir las componentes del vector normal
de la siguiente manera:

h h h
ﬁ’ No = —— ng = —— (217)

e OR
Esto nos lleva a obtener tres ecuaciones para calcular h:
h=n,0P, h=n,0Q, h=n3OR (2.18)

Calculamos el volumen del tetraedro, sustituyendo (2.18):
V= 1hA = 1OPA = 1OQA = 1ORA (2.19)
I e i '

Por lo tanto, de la ecuacién (2.19) obtenemos las siguientes igualdades:
hA = OPA; = OQA; — ORA;
Despejando OP, OQ y OR de las ecuaciones (2.17), obtenemos:

h h
OP= -, OQ=—, OR= 1 (2.20)
ni %) ns

Sustituyendo las igualdades anteriores en (2.20), obtenemos:

hA = iA1 = iAQ = £A3
ny no ns
Esto nos lleva a la conclusiéon deseada:
Ay =mA, Ay =nA, A3=n3A (2.21)
Por lo tanto, se demuestra la ecuacion (2.8):
A =n;A (2.22)
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para:=1,2,3.

Consideremos las fuerzas actuantes sobre cada una de las caras del tetraedro. Sea o; la tension
en la cara A;, definida como:

014
034

Para entender mejor la naturaleza de o;, véase la figura [2.6).

Figura 2.6: Fuerzas de tensién

Siguiendo la figura (2.6), podemos expresar la integral del vector de esfuerzo de la ecuacién (2.5)
de la siguiente manera:

/ t(x, t) dA ~ / €(x, {) dA
28(¢) OA(%)

:/ t(x, 1) dA+/ t(x, ) dA+/ t(x,t) dA+/ t(x,t) dA
PQR OOQR OPR OPQ

Comprimimos cada cara del tetraedro a un tinico punto. Esta técnica simplifica la integral de tensiones
superficiales al aproximarla mediante el valor de t(x,t) en ese punto, multiplicado por el drea de
la cara. Esto facilita la evaluacién de las tensiones en una superficie reducida. Por lo tanto, para
aproximar cada una de las integrales en la ecuacién (2.24), utilizaremos el siguiente corolario:

(2.24)

Corolario 2.1.1. Dado un tetraedro Q@ C R? con superficie S, supongamos que cada cara del tetraedro se
denota por O, (para k = 1,2,3,4), y consideremos que F es una funcién vectorial continua de tensién sobre
0. Entonces, para cada cara 0, existen puntos x; € 082y, tales que, cuando el tetraedro Q se comprime
hacia un punto xq € Q, la integral de F sobre 02y, satisface:

lim F(x)dA = F¥(x¢) Ay,
6Qk—)xO aﬂk

donde Ay, es el drea de la cara OS2y, y F* es la funcion de tensién evaluada en xo para cada cara.

Demostracion:
Consideremos un tetraedro 2 C R? cuya superficie es 9. Cada cara del tetraedro se denota como
0y, donde k varfa de 1 a 4. Cada 09, estd parametrizada por coordenadas locales (u, v). La funcién
de tensién F es continua sobre 0§2 y se define en términos de estas coordenadas locales.

Aplicando el teorema del valor medio para integrales en cada cara 02, existen puntos
x; € 0892, tal que:
Ff(x1)
[ Feoda= | Foe) | A= P A,
oi F§ (x3)
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donde x; son puntos especificos de la cara 92, y Ay, es el drea de dicha cara.

A medida que el tetraedro se reduce y sus caras 92, se aproximan al punto x, el punto x; tiende a
xo. Debido a la continuidad de F*, esto implica que:

Fk(Xi) — Fk(Xo)

Por lo tanto, el limite de la integral sobre la cara 0§2y, es:

i F(x)dA= i F¥(x;)A
oot Jym, T 1A ol [ G

Dado que F¥(x;) — F¥(x) y el 4rea A, se mantiene en el limite, se tiene que:

lim F(x)dA = F*(x) A
aﬂk—>x() aﬂk

Esto demuestra que la integral sobre cada cara del tetraedro converge al valor de la funcién F*
evaluada en xo, multiplicada por el 4rea de la cara, al tomar el limite en que la cara se aproxima al
punto xg.

Q.E.D.
Para cada cara PQR, OQR, OPR y OPQ del tetraedro, podemos utilizar el corolario para calcu-
lar la integral en el limite cuando el tetraedro se aproxima al punto x¢. Esto se realiza considerando la
ecuacion , que relaciona las areas del tetraedro con las componentes del vector normal, es decir,
A; = n; A, como se demostrd inicialmente. El corolario establece que:

/ t(x,t)dA~ lim t(x, 1) dA = t"(x0,t) Ay, (2.25)
8Ak 6Akax0 6Ak

donde t*(xo, t) es la funcién de tensién evaluada en un punto especifico sobre la cara Ay, y Ay es el
drea de esa cara.

Para la cara PQR, el punto de evaluacién es x*. Entonces:

/ t(x,t)dA~ lim t(x, 1) dA = t*(xo, 1) A, (2.26)
POR PQR—xo /poR

donde A es el drea principal del tetraedro.

Para la cara OQR, el punto de evaluacién es x;. Entonces:

/ t(x,t)dA ~ lim t(x,t) dA = t*(xo,t) A1 = t'(x0,t)n1 A, (2.27)
OQR OQR—xg OQR

donde A; es el area de la cara OQR.

Para la cara OPR, el punto de evaluacién es x2. Entonces:

/ t(x,t)dA~ lim t(x,t) dA = t*(xo,t) Ay = t*(xq, t)na A, (2.28)
OPR OPR—x0 JOPR

donde A; es el drea de la cara OPR.

Para la cara OPQ, el punto de evaluacién es x3. Entonces:

/ t(x,t)dA ~ lim t(x,t) dA = t3(x0,t) Az = t3(x0, t)n3 A, (2.29)
OPQ OPQ—xg OPQ

donde Aj es el drea de la cara OPQ.

Sustituimos cada resultado en la ecuacién (2.24):

/ tx, t)dA = t"A +t'ni A+ t2n, A + t3nz A (2.30)
OS(t)
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Al sustituir en la ecuacion (2.5), obtenemos:
‘/ a(x,t)dV +t* A+ t'n A+ t*ny A 4+ t°nz A =0 (2.31)
S(t)

A partir de la ecuacién (2.31), procederemos a calcular la integral de a(x, t). Para ello, utilizaremos el
siguiente corolario, donde consideraremos el mismo tetraedro dentro de S(¢) que se comprime hacia
el mismo punto xg. Esto nos permitird aproximar la integral de las fuerzas volumétricas como el valor
de a(x, t) en ese punto multiplicado por el volumen del segmento, facilitando el andlisis local de las
fuerzas volumétricas.

Corolario 2.1.2. Sea 2 C R3, supongamos que F es una funcion vectorial continua en Q. Entonces, existen
puntos x; € S tales que, si la region Q se comprime hacia un punto x, en S, la integral de volumen de F sobre
Q satisface:

lim F(x)dV =F(x)V,
Q‘)XO Q

donde V' es el volumen total de la regién 2.

Demostracion:
Silaregién Q se comprime hacia x,, podemos considerar que la regién €2 se concentra alrededor de xy.

Por el Teorema (B.1.2), sabemos que existen puntos x; € €2 tal que:

Fl(Xl)
/ F(X) dV = FQ(XQ) V= F(Xl)‘/,
Q F3(X3)

A medida que la regién Q se comprime hacia x¢, los puntos x; convergen a xp. Por lo tanto, en el
limite se tiene:
lim F(x;) = F(xo)

Q—xg
Dado que la integral de volumen se convierte en:

lim F(x)dV =F(xq)V
Q—=x0 Jo

Esto completa la demostracién, mostrando que cuando la region tridimensional €2 se comprime hacia
el punto xo, la integral de volumen de la funcién vectorial sobre Q2 se iguala al valor de la funcién
vectorial en xg multiplicado por el volumen de €.

Q.E.D.
Aplicando el Corolario (2.1.2), se puede simplificar la integral de a(x, ) sobre S(¢). Segtin el corolario,
existe un punto xg € A(t) con A(t) C S(t), donde A(t) se comprime a xo. Entonces, podemos
aproximar la integral como:

/ a(x,t)dV = lim a(x,t)dV = a(xo, )V, (2.32)
S(t) A(t)—xo A(t)

donde V es el volumen total de A(t).
Sustituyendo (2.32) en la ecuacién (2.4), obtenemos:
aV +t" A+ tin A+ t2na A+ tPnzA =0 (2.33)

Considerando que A(t) es un tetraedro contenido en el interior de S(¢), el volumen del tetraedro se
puede expresar como V = %hA, donde h es la altura del tetraedro, definida como la magnitud del
vector N, tal como se ilustra en la figura (2.3), y A es el 4rea de la base. Al sustituir esta expresion en la
ecuacion (2.33), obtenemos:

1
?MA+VA+HmA+ﬂmA+ﬁmA:0 (2.34)

Dividiendo (2.34) entre A:
1
gaoh + "+ tlnl + t27'L2 + t3’/l3 =0 (2.35)
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A medida que el volumen del tetraedro se concentra en el punto xo € B(t), la altura h tiende a cero.
Esto implica que:
lim agh =0 (2.36)
h—0

Tal como se ilustra en la figura 2.7).

Figura 2.7: Concentracién de volumen del tetraedro y tendencia de la altura a cero

A partir de la ecuacion (2.35), que describe la conservacién del momento lineal en términos de
tensiones superficiales, podemos simplificar la expresién para obtener una forma mas manejable,
sustituyendo (2.36). La ecuacion se reduce a:

t+tin +t2ne +t3ng =0 (2.37)

donde t* representa el vector de tensién en un punto especifico de la superficie, t* (para k = 1,2, 3) son
los vectores de tensién sobre las caras de la superficie, y ns son las componentes normales asociadas a
cada cara.

Para simplificar el signo negativo en la ecuacion, elegimos redefinir los vectores de tension t* como
negativos de los vectores de tension oy, es decir:

th = —oy (2.38)
Al sustituir t! = —0,t? = —09, y t3 = —03 en la ecuacion (2.37), obtenemos:
t* =0o1n] + o2n2 + o3nsg (239)

Esta forma final expresa el vector de tension t* como una combinacion lineal de las tensiones sobre las
caras del tetraedro, ponderada por las componentes normales correspondientes.

Esta simplificacion es valida en el limite de un volumen V suficientemente pequefio, donde las
fuerzas de volumen no afectan significativamente las fuerzas de superficie. Esto nos permite enfocar-

nos en las tensiones sobre las superficies del tetraedro, simplificando el andlisis del problema.

De forma equivalente, podemos expresar (2.39), sustituyendo (2.23) de la siguiente forma:

t* = o1ny + oans + o3ng

011 012 013
=021 | N1+ | 022 | N2+ | 023 | N3
031 032 033

011M1 + 012M2 + 013N3
= | 02101 + 0222 + O23N3
031M1 + 032M2 + 033N3

011 012 013 ni
= | 021 022 023 N2

031 032 033 ns
=on
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Por lo tanto, la matriz de esfuerzos se denota como:

011 012 013
o= |02 02 023 (2.40)
031 032 033

Hemos establecido la forma del vector de esfuerzo t como una funcién lineal de la normal unita-
ria n, encapsulada en la matriz de tensiones (2.40). Este resultado nos proporciona una descripcion
precisa de c6mo las fuerzas superficiales se distribuyen y acttian sobre un cuerpo en equilibrio estatico.

Por tltimo, podemos expresar la ley de conservacién del momento lineal (2.4) de la siguiente manera:

d
p— v(x,t)dV = p f(x,t)dV + / ondA (2.41)
dt Js) S(t) as(t)

Para simplificar la ecuacién presentada en (2.41), es importante enunciar el teorema de la divergencia.
Este teorema proporciona una herramienta clave para relacionar las integrales de un campo vectorial
sobre un volumen con las integrales a través de la superficie que lo delimita. El enunciado es el
siguiente:

Teorema 2.1.1. Divergencia. Sea x € R® y @ C R? cuyo vector normal n estd dado hacia afuera de la
superficie, si F(x,t) es un campo vectorial diferenciable, entonces

/V-F(x,t)dV:/ F(x,t) - ndA,
Q o0

donde OS2 es la frontera de la supetficie.
Aplicando el teorema de la divergencia a (2.41), obtenemos:

v(x,t)dV = p/

£(x, )dV + / V.odV (2.42)
s(1)

s
dt Js S(t)

Utilizando el teorema de transporte de Reynolds para funciones vectoriales (1.3.2) enunciado en el
capitulo 1, la ecuacién (2.3) se puede expandir para considerar tanto las variaciones temporales como
espaciales del campo de velocidad y densidad dentro del volumen de control en movimiento:

d

P v(x,t)dV = p/ {ov(x,t) + V- [v(x,t)v" (x,t)]} dV (2.43)
S(t)

S(t)

Esta ecuacién (2.43) permite describir cémo el momento lineal del sistema evoluciona con el tiempo,
considerando tanto la variacién temporal de la velocidad y la densidad en un punto dado como el
flujo de momento lineal a través de la superficie del volumen en movimiento.

Ahora podemos igualar y ([2.43), sin embargo, para facilitar nuestro analisis, consideramos una
subregion B C S(¢). Esto nos permite aplicar el teorema de Transporte de Reynolds en esta subregion,
logrando que el integrando sea cero debido a la eleccién apropiada de B(¢). De este modo, podemos
reescribir la ecuacién como:

/B(t) [pf(x,t) + V- o(x,t)]dV = p/

{0 (x,t) + V- [v(x,t)v" (x,8)]} dV (2.44)
B(t)

De esta forma, hemos logrado simplificar la ecuacién original restringiendo la region de integracién a
una subregién B(¢), lo cual nos permite manejar términos maés sencillos y enfocar nuestro anélisis en
esta subregion especifica.

Ahora, reescribimos (2.44) de la siguiente manera:
/ {pf(x,t) + V- o (x,t) — p{Ov(x,t) + V- [v(x, t)v' (x,)]} } dV =0 (2.45)
B(t)

Por el teorema (1.3.3), tenemos que
pf(x,t) + V- o (x,t) — p{Ov(x,t) + V - [v(x,t)v" (x,1)]} = 0 (2.46)
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o bien,
pf(x,t) + V- o(x,t) = p{Ov(x,t) + V - [v(x,t)v" (x,1)]}

Procedemos a desarrollar la divergencia del lado derecho de la ecuacién, considerando la expresion
dada en (1.28)), resultando en:

pf(x,t) + V- a(x,t) = p{Ov(x,t) + V[v(x, t)[v(x,t) + [V - v(x,t)]v(x, 1)}

= p{ow(x,t) + V[v(x, t)]v(x, 1)} (2.47)

Simplificamos el lado derecho de la ecuacién utilizando (1.15), como se muestra a continuacién:

pf(x,t) + V- o(x,t) = p{0:v(x,t) + [v(x,t) - V] v(x,t)} (2.48)

Asi, podemos reescribir la ecuacién (2.48), teniendo en cuenta la definicién de la derivada material

(1.19), lo que nos lleva a la ecuacién de conservacién del momento lineal del cuerpo (ver seccién 1.3
pag. 31 [12])):

Dv

pﬁ(x7 t) = pf(x,t) + V- o(x,1) (2.49)

Para comprender la importancia de esta ecuacién, es crucial determinar la forma de la matriz de
esfuerzos o(x,t). Este proceso no solo serd extenso, sino también sumamente interesante, ya que
implica el uso de un teorema crucial que nos permitird demostrar la forma de o (x, t).

En este contexto, al integrar la ecuacién (2.49) sobre el volumen S(t), obtenemos:

D
o[ 2ixtyav = / (%, £) + V - (%, £)] AV
s Dt s()
= p/ f(x,t)dV + V-o(x,t)dV
S(t) S(t) (2.50)
= p/ f(x, t)dV+/ o(x,t)ndA
S(t) as(t)
= p/ f(x, t)dV+/ t(x,t) dA
S(t) s(t)
Por otro lado, de acuerdo con (2.4), la ecuacién (2.50) puede expresarse como:
D
Dvonav =L [ vxnav 2.51)

Finalmente, en la siguiente seccién, se analizara el momento angular, realizando un procedimiento
analogo para derivar las correspondientes ecuaciones de conservaciéon y determinar la forma de los
términos involucrados.

2.2. Momento Angular

En el estudio de la dindmica de fluidos, el momento angular constituye una herramienta esencial
para caracterizar el comportamiento rotacional de un elemento de fluido. Consideremos que el cuerpo
se encuentra en la posicién x € R?. Para un fluido incompresible, el momento angular de un elemento
de volumen S(t) C R3 respecto al origen se define como:

L(x,t) =x x pv(x,t), (2.52)
donde p es constante.

Es importante notar que el momento angular depende de la eleccién del origen desde el cual se
mide el vector de posicién x. A partir de esta definicién, podemos expresar el momento angular del
cuerpo de la siguiente forma:

L(x,t) = p/s(t) x X v(x,t)dV (2.53)
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La tasa de cambio del momento angular del cuerpo del fluido segtin (2.53) esta dada por:

d

]:"(x7t) = p%

/ x X v(x,t)dV (2.54)
S(t)

Podemos relacionar esta tasa de cambio con las fuerzas angulares actuantes en el volumen. Segtn el
principio de conservacién del momento angular, la derivada temporal del momento angular es igual

a la suma de los momentos de las fuerzas volumétricas y de superficie que acttian sobre el volumen
del fluido, considerando B(t) C S(t) (ver seccién 4.6 pag. 129 [8]):

pi/ xxv(x,t)dV:p/ xxf(x,t)dV+/ x X t(x,t)dA (2.55)
dt Ju) B(1) oB(1)

Fundamentdndonos en las ecuaciones previamente establecidas, la ecuacién relaciona la deriva-
da material de la velocidad con la tasa de cambio del momento lineal, mientras que la ecuacién (2.55)
aborda la conservacién del momento angular. A partir de estas bases, podemos extender nuestro
analisis al momento angular de un volumen B(¢), lo que nos lleva a la siguiente relacion:

Dv d
X X —(x,t de—/ X X v(x,t)dV (2.56)
/B S Bt = [ vt

Entonces, igualando (2.55) y (2.56), podemos expresar:
,0/ xx&(x,t)dV:p/ xxf(x,t)dV—l—/ x X t(x,t) dA (2.57)
B(t) Dt B(t) OB(t)

A continuacién, expresaremos la ecuacion en la k-ésima componente del vector resultante para mayor
claridad. Utilizando el simbolo de Levi-Civita ¢;;;, (véase la seccién (A.3)) del apéndice A), podemos
reescribir la relacién obtenida como sigue:

D .
p/ Eijkl‘iﬁ dV = p/ Eijkxifj dV + / €Z‘jklli1;tj dA (258)
B(1) Dt B(t) 9B(t)

Ademas, la integral de la tensién de superficie en notacion indicial se puede expresar de la siguiente
manera:

/ €ijkTit; dA = EijkTiTm;Nm dA = Om (€ijkTiom;) dV (2.59)
aB(1) OB(t) B(t)

Sustituyendo la ecuacién (2.59) en la ecuacién (2.58), obtenemos:
Dw;

,0/ 5zjkxz dV = P/ 5z]k1'zfj av + 8m 5zyk-rzo'mj) av

B(t) B(t) B(t)
= P/ €ijkTif; AV + / €ijkOm (TiOm;) AV

B(?) B(?)

= / €ijk [p2if + Om (iom;)] AV
B(t)

= / €ijk [pxifj + 8m(xi)amj + xiamamj] dVv
B(t)

Considerando que 0,,x; = d;m (Ver ejemplo (A.2.2) en el Apéndice A), entonces
Dw;
P/ EijkTi—=, dV / €ijk szfg + 67,7710-771] + xzamamj) dv (260)

lo que nos lleva a

Du;
/ Eijk (p:rZ i —pxifj — x; mamj) dV:/ €ijkOimOTmidV (2.61)
B(t) B(t)

Ahora, podemos simplificar la ecuacion (2.61) factorizando x; en el lado izquierdo:

Duw;
/ EijkTi ( E —pfj— mUmj> av =/ €ijk0imOmzdV (2.62)
B(t) B(t)
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De acuerdo con la ecuacién de conservacién del momento lineal (2.49), tenemos:

Duv;
D pfy O =0 (2.63)

Sustituyendo esta expresion (2.63) en la ecuacién (2.62), obtenemos:
/ E,’jk(sima'mj dV =0 (264)
B(t)

De acuerdo con el teorema en (1.3.3), sabemos que para cualquier B(t) C S(t), el integrando de la
integral sobre B(t) es cero. Es decir, se cumple que:

Eijkéimamj =0 (265)

Ademas, considerando que ¢;,, actiia como una matriz identidad en la notacién de indices, se deduce
que:
Eijk0ij = 0 (266)

Multiplicando (2.66) por &k, obtenemos:
EmnkEijkTij = 0 (2.67)

A partir de la ecuacién (2.67), podemos utilizar la propiedad del tensor de Levi-Civita y de la
matriz identidad para analizar las componentes del tensor de esfuerzos o;;. Primero, consideramos la
identidad:

(5m15n] - 5mj5ni)0ij =0 (268)

Esta identidad se descompone en dos términos:
OmiOnjOij — Omjonioi; =0 (2.69)
Al expandir estos términos, observamos que:
OmiCin — Omjon; =0 (2.70)

Esta expresién indica que el tensor de esfuerzos o;; cumple con una condicién de simetria en relacién
con el indice de las componentes. Simplificando esta condicién, llegamos a:

Omn — Onm = 07

lo que se puede escribir como:

@7

Esto muestra que el tensor de esfuerzos o;; es simétrico. La simetrfa implica que las componentes de
oi; son tales que 0,5, es igual a 0,,,,,, lo que confirma que el tensor de esfuerzos no tiene componentes
antisimétricas.

Es notable que este resultado no solo simplifica las ecuaciones de movimiento, sino que también
proporciona una profunda comprensién de la naturaleza de las fuerzas internas en un fluido.

En este capitulo, hemos explorado los conceptos béasicos de momento lineal y momento angular
en el contexto de la dindmica de fluidos. Comenzamos definiendo el momento lineal para un elemento
de volumen de fluido. A través de una rigurosa derivacién matematica, demostramos que la matriz de
esfuerzos o debe ser simétrica para cumplir con la conservacién del momento angular. Este resultado
es notable ya que, a diferencia de otros principios de conservacién, no obtenemos una nueva ecuacién
diferencial, sino una propiedad fundamental de la matriz de esfuerzos.

En el siguiente capitulo, nos enfocaremos en calcular la matriz de esfuerzos. Exploraremos cémo
se puede determinar o a partir de las ecuaciones de movimiento y las condiciones fisicas del problema.

Con esto, concluimos nuestra discusién sobre la conservacién del momento lineal, el momento

angular y la simetrfa de la matriz de esfuerzos. A continuacién, abordaremos los métodos y las
herramientas para calcular la matriz de esfuerzos.
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Capitulo 3

Forma de la Matriz de Esfuerzos

En el capitulo anterior, examinamos conceptos primordiales como el momento lineal y el momento
angular en la dindmica de fluidos. Ademds, demostramos la simetria de la matriz de esfuerzos o,
que es una herramienta esencial para entender las tensiones internas en un fluido. Sin embargo, para
describir completamente el comportamiento de un fluido bajo diversas condiciones, es necesario
determinar la forma exacta de la matriz de esfuerzos.

La matriz de esfuerzos es esencial porque establece la relacién entre las tensiones internas del fluido y
las correspondientes deformaciones. Estas deformaciones estan directamente vinculadas al gradiente
de velocidad del fluido, es decir, cémo cambia la velocidad en diferentes puntos dentro del fluido.
Para derivar la forma especifica de la matriz de esfuerzos, utilizaremos el Teorema de Representacién
de Isétropos.

Este teorema es crucial porque asegura que, en materiales isotropicos aquellos cuyas propiedades
fisicas son las mismas en todas las direcciones, la matriz de esfuerzos puede expresarse de manera
Unica en términos de combinaciones lineales de matrices invariantes. Esto significa que las tensiones
internas en un fluido isotrépico dependen tinicamente de ciertas cantidades que no cambian bajo
rotaciones, lo cual simplifica considerablemente el analisis.

Para comenzar con este anélisis, es necesario introducir el gradiente de velocidad, ya que las ten-
siones en el fluido dependen directamente de cémo cambia la velocidad del fluido en diferentes
puntos. El gradiente de velocidad proporciona una descripcion precisa de la deformacién que ex-
perimentan los elementos del fluido debido a los diferentes valores de velocidad en sus inmediaciones.

El gradiente de velocidad es clave porque describe tanto los cambios de direccién como los cambios
en la magnitud de la velocidad del fluido. Esto es vital para entender cémo se generan las tensiones
internas en el fluido. En materiales isotrépicos, estas tensiones dependen tinicamente de la relacién
entre la velocidad y las posiciones relativas de los elementos del fluido. A partir del gradiente de
velocidad, podremos derivar la forma general de la matriz de esfuerzos, incluyendo términos que
representen tanto los esfuerzos viscosos como la presién dentro del fluido.

En este capitulo, derivaremos la forma precisa de la matriz de esfuerzos para fluidos isotrépicos y
examinaremos c6mo se relaciona con las propiedades del fluido, como la viscosidad y la presién.
Ademads, exploraremos cémo estas tensiones internas influyen en el movimiento del fluido.

3.1. Gradiente de Velocidad

El comportamiento de un fluido bajo diversas condiciones puede describirse mediante la matriz
de esfuerzos, que relaciona las tensiones internas del fluido con sus deformaciones y el gradiente de
velocidad. Esta matriz ofrece una comprension detallada de cémo las tensiones internas influyen en el
comportamiento del fluido.

Para obtener una representacion precisa de la matriz de esfuerzos, es fundamental descomponer el
gradiente de velocidad Vv en sus componentes simétricas y antisimétricas. Esta descomposicién
nos permite identificar de manera clara las contribuciones de las tensiones de corte y las tensiones
normales, proporcionando asf una visién mds completa de las interacciones internas del fluido y su
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impacto en la dindmica. A continuacién, se muestra esta descomposicion (ver secciéon 8.10.2 pag. 416

[7)):

Vv=D+W, 3.1)

donde D se define como la parte simétrica de Vv:
1
D = o [Vv+ (Vv)'] 3.2)
y W se define como la parte antisimétrica de Vv:
1
W= [Vv — (Vv)T] (3.3)
Esta descomposicion es ttil porque D describe la deformacién pura del fluido, mientras que W
estd relacionada con la rotacién del fluido sin deformacién. La parte simétrica, D, captura como las
particulas del fluido cambian sus distancias relativas entre si, mientras que la parte antisimétrica, W,

refleja cémo el fluido rota sin cambiar su forma.

Para un fluido newtoniano, la matriz de esfuerzos o puede expresarse en términos de la presién p y
una funcién G que depende de las partes simétrica D y antisimétrica W del gradiente de velocidad:

|o(x,1) = —p(x, 1) + G(D, W) | (3.4)

Aqui, I es la matriz identidad, y —p(x, ¢t)I representa la parte isotrépica de la matriz de esfuerzos
debida a la presién. Esto significa que el término —p(x, ¢)I acttia de manera uniforme en todas las
direcciones, reflejando la influencia de la presién sobre el fluido.

Por otro lado, la funciéon G(D, W) describe las tensiones relacionadas con las deformaciones y
rotaciones internas del fluido. Para un fluido newtoniano, la parte simétrica D esta directamente
relacionada con las tensiones viscosas, mientras que la parte antisimétrica W refleja la rotacién del
fluido, que no contribuye directamente a la matriz de esfuerzos en este caso, pero puede tener efectos
indirectos en otras dindmicas del fluido.

3.1.1. Transformacién de Coordenadas y Analisis del Gradiente de Velocidad

Para demostrar que la matriz de esfuerzos o depende tinicamente de las partes simétricas de las
deformaciones, consideramos el efecto de una traslacién y rotacién en el campo de esfuerzos.

En el estudio de la dindmica de fluidos, es crucial comprender cémo se transforman las velocidades y
tensiones cuando cambiamos el sistema de coordenadas. Un aspecto clave de esta transformacién es
el célculo de las componentes simétricas y antisimétricas del gradiente de velocidad, D* y W*, en un
nuevo sistema de coordenadas. Este andlisis es indispensable para entender el comportamiento del
fluido bajo diferentes marcos de referencia, especialmente en estudios de deformaciones y rotaciones
(ver seccién 8.9 [7]).

Consideremos la siguiente transformacién de coordenadas:
X" = Q(t)x +b(t), (35)

donde Q(t) es una matriz de rotacién dependiente del tiempo y b(¢) es un vector de traslacion
dependiente del tiempo. Nuestro objetivo es expresar la velocidad v*(x,?) en el nuevo sistema de
coordenadas.

Primero, definimos la velocidad v*(x, t) como la derivada temporal de (3.5):

vi(x,t) = x* (3.6)
= %[Q(t)x +b(t)]. (3.7)

Aplicando la regla de la cadena para la derivada, obtenemos:

vi(x,t) = g(t)x + Q(t)x + b(t) . (3.8)

= Q(t)x+ Q(t)v(x,t) + b(t)
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Para calcular el gradiente de la velocidad en el nuevo sistema de coordenadas, utilizamos la ecuacién

(3.8):
V*v*(x,t) = V* {Q(t)x +Q(t)v(x, 1) + B(t)]
= Q(t)V*x+ Q()V*v(x,t) + V*b(t) (3.9)
= Q(t)V*x + Q(t)V*v(x, 1)
Despejando x de la ecuacién (3.5), obtenemos:

x = [Q(1)] " [x* — b(1)]

(3.10)
=[QM®)]" x* —b(1)],

donde hemos utilizado la propiedad de que la matriz de rotacién es ortogonal, es decir, Q@) " =

[Q(t)]". Aplicando el operador gradiente en la ecuacién lb obtenemos:
ox

= o XY
= 2 @) ¢ — b} 1
~ Q"

Sustituyendo (3.11) en la ecuacién (3.9), obtenemos:

V*x

b Ox* (3.12)

donde Vv(x,t) es el gradiente de la velocidad en el sistema de coordenadas original.

Siguiendo (3.2) y (3.3), utilizamos las siguientes definiciones:

D*(x,t) = % (Vv (x, 1) + Vv (x,8)]7 ) (3.13)

W*(x,t) = % (Vv (x,) = [V'v* (x,8)] 7} (3.14)

Estas cantidades permiten analizar por separado las deformaciones D* y las rotaciones W* del fluido
en el nuevo sistema de coordenadas. Este analisis es esencial para comprender cémo el fluido responde
a las fuerzas aplicadas y como se comporta en distintos marcos de referencia, facilitando el estudio de
su dindmica en contextos mds complejos.

Determinaremos la parte simétrica del gradiente de velocidad en el nuevo sistema de coordena-
das.

Sustituyendo la expresion (3.12) en la definicién (3.13), obtenemos:

1

D*(x,t) = 5 {Q(t)[Q(t)]T + QM VV(x, QM + [QWIQT + Q) Vv(x, t)[Q(t)}T}T} (3.15)

Recordemos que la transposiciéon de un producto de matrices se expresa como:
(AB)T = BTAT, (3.16)

donde A y B son matrices de dimensiones compatibles para la multiplicacién.
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Al aplicar la transposicién (3.16) a la expresion (3.15), obtenemos:

D" (1) = 5 { QOIRWI" + @ Tvix )" + [’ + [evvix el |

T

{Q(t)[Q(t)]T + QT IO + {100} W) + {vvixt) @)} [Q(t)]T}

QIR + QM) Tv(x, NI + QMM + {1} [Vv(x, )" [Q(t)]T}

QMR +QMW)Vv(x, Q] +QMWIQM]” +Q(r) [Vv(x, )" [Q(1)]" }
2(1)[Q(1))” + QWM™ + Q) Vv(x, HIQW]” + Q1) [Vvix, ] [ }
QW)™ + Q1) {Vvix,t) + [V(x 1))} [Q(t)}T}

\
0 NI= NIk N NRD= DR DR e

,—/‘—/‘,—/ﬁlo,—/ﬁ_/\_

&y &l
+

Q) {vvix 0 + [Fvx 0" (]}

Q) {Vvix. 1) + [Vvix 0]" } Q)"
Dix Q)"

—~~
~+
~—

(3.17)
Para obtener la parte antisimétrica del gradiente de velocidad en el nuevo sistema de coordenadas,
utilizamos (3.14):

Sustituyendo el gradiente de velocidad (3.12) en el nuevo sistema de coordenadas (3.14), obtenemos:

W (x, 1) = % {Q(t)[Q(t)]T +QUVVx DR ~ [QWIQM) + Q) VX, t)[Q(t)}T]T} (3.18)

Esta expresion representa la parte antisimétrica del gradiente de velocidad en el nuevo sistema de
coordenadas, la cual describe las rotaciones del fluido.

Es importante notar que el primer término captura las rotaciones inducidas por la transformacién del
sistema de coordenadas, mientras que el segundo término estd relacionado con las rotaciones internas
del fluido.

Nuevamente aplicamos la transposicion (3.16) a la expresion (3.18), obtenemos:

W) = o {Q(t)[Q(t)]T + QxR - [anM]"]" - [0 vvix t)[Q(t)]T]T}
=3 {Q(t)[Q(t)]T + QT NIRRT~ {WI™} W - {vvx 1R} 1@ }
-l {Q(t)[Q(t)]T +QUTV IR - QI - {lRw]"} [vix 0" [@)” |
B > {am@m]” + Q1) Vvix HIQ(T ~ QWA — Q1) [Vv(x, 1] (1) }
E ~{amm]” - nmI” + Q) {Vvix. 1) — [Vvix 0] ()] }
= 5 {0WIRMI" ~ QWIAM]" } + 50 {Tv(x 1) ~ (Ve 01" } Q)]
= 2 {QmeW)" - ®IRM]" } + QW HIR(K)]”

(3.19)
Ahora, vamos a proceder a descomponer y simplificar el primer término de la expresién obtenida.
Para ello, observamos que dicho término involucra una diferencia entre productos de matrices y sus
transpuestas. Utilizaremos propiedades de derivadas y de productos matriciales para simplificarlo de
manera sistematica. El objetivo es reescribir este término en una forma méas manejable que facilite su
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interpretacion y el andlisis posterior de la expresién completa.

3 {Qmen - anfan] | = jemenr - o [awn]’
- QiR]” ~ ;oM ~ 1o [am]
— a0l - 3 fewienr +em [an] by
= QU - 5 4 {QMRM)])
= QIR ~ 54 11
=Q(QM)]"
Definamos la matriz v (¢) como: )
w(t) = QHQ)]" (321)
Asi, sustituyendo en (3.19), la definicién se expresa de la siguiente manera:
W7 (x,1) = (1) + Q(t)W(x, 1) [Q(1)]" (3.22)

Para analizar completamente G(D*, W*), debemos verificar como se transforma la funcién tensorial
G bajo una rotacién de coordenadas.

Utilizamos la definicién (3.1.1) de isotropia de funciones tensoriales, que establece que una fun-
cién tensorial G es isotrépica si, para cualquier matriz ortogonal Q € R"*", se cumple:

Definicién 3.1.1. Una funcién tensorial G que depende de uno o mds tensores de sequndo orden A1, A, . .., Ay
se dice que es isotropica si, para toda matriz ortogonal Q € R"*", se cumple la siguiente relacion:

G(QA1Q",04,Q",...,04,Q") = QG(A1,A,,..., A;)Q"
Aplicando la definicién de isotropia a nuestro caso, obtenemos:
G(D*,W*) = G(QDQ”, % + QWQ")
Utilizando la propiedad de isotropia, podemos deducir que:

G(QDQ" .4 + QWQ") = QG(D, W)Q" (3.23)

Para demostrar que la funcién tensorial G solo depende de las partes simétricas de D, consideramos
una transformacién de coordenadas generada por una matriz ortogonal Q(t) de la forma:

Q(t)=eW (3.24)

Esta eleccion garantiza que la transformacion representa una rotacién dependiente del tiempo. Para
analizar cémo G se comporta bajo esta transformacion, es crucial verificar que Q(¢) es efectivamente
una matriz ortogonal.

Para confirmar que Q(t) es ortogonal, necesitamos demostrar que:
Q1)Q()" =1 (3.25)
Esto implica que:
QHQW)r =e ™ (eftW)T = W W! (3.26)

En general, al multiplicar exponenciales de matrices, no siempre se puede sumar los exponentes
directamente. El lema del apéndice B establece que si dos matrices conmutan, entonces la
exponencial de su suma es igual al producto de las exponenciales individuales. En nuestro caso, es
importante verificar que las matrices —tW y (—tW)” conmutan, ya que esto nos permitiré aplicar el
lema para descomponer la exponencial de la suma.

Podemos abordar este aspecto de una manera mas general, enunciando el siguiente lema:
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aM

Lema 3.1.1. Si M es una matriz antisimétrica y o € R, entonces la matriz A = e™¥ es ortogonal.

Demostracion:
Para demostrar que A es ortogonal, debemos probar que:

AAT =1
Calculemos la transpuesta de A:

AT — (eaM)T — oM

Dado que M es antisimétrica, tenemos M” = —M, lo que implica:
AT =M
A continuacién, verificamos que los exponentes conmutan:
(aM)(—aM) = —a’M?,
lo que es equivalente a
(—aM)(aM) = —a’*M?

Por lo tanto, los exponentes efectivamente conmutan. Finalmente, tenemos:

AAT — eaMe—aM _ eoeM—aM _ 60 =1

Q.E.D.
El lema establece que la matriz A = ¢®M es ortogonal si M es antisimétrica. Este resultado
justifica que la matriz Q(t) = e~*W es ortogonal, dado que —tW es antisimétrica. Esta propiedad
es esencial para garantizar que la transformacién de coordenadas sea vélida y que se conserve la
estructura de G.

Para profundizar en el comportamiento de la matriz ortogonal Q(t) bajo la transformacién con-
siderada, es util analizar la derivada temporal de Q(#) y cémo esta se relaciona con su transpuesta. Al
sustituir la expresién para Q(t) en (3.21) y realizar las operaciones correspondientes, obtenemos:

»(t) = QM)
_ _Weftwefth
= —We tWetW (3.27)
— _We tWHW
- -W
Esta simplificaciéon demuestra que v (¢) es igual a —W, es decir, ¥ (¢) es la traspuesta de la matriz

antisimétrica W. Esto confirma la propiedad clave de la matriz W en el contexto de nuestra transfor-
macién ortogonal dependiente del tiempo.

De esta propiedad (3.23) y sustituyendo (3.27), se sigue que la funcién tensorial G depende tni-
camente de la parte simétrica D y no de la parte antisimétrica W. Esto se puede formalizar como:

|G(D,W) = G(D,W + ) = G(D,W - W) = G(D)| (3.28)

Esta expresion confirma que la parte antisimétrica W no afecta el resultado final de G, ya que cualquier
contribucién adicional de 1 se cancela.

La igualdad demostrada en no solo proporciona una conclusién relevante para nuestra funcién
tensorial G, sino que también concuerda con nuestras expectativas tedricas. La matriz de esfuerzos
o, que es clave en la descripcion del estado de deformacion en los fluidos, se ha demostrado ser
simétrica en el capitulo anterior. Esta simetria implica que los términos antisimétricos de las partes de
la velocidad, que no afectan la matriz de esfuerzos, pueden ser eliminados sin pérdida de generalidad.

Dado que hemos demostrado que la funcién tensorial G solo depende de la parte simétrica D y

Noviembre del 2024



CAPITULO 3. Forma de la matriz de esfuerzos 40

no de la parte antisimétrica W, como se concluye en la ecuacién (3.28), podemos expresar la matriz
de esfuerzos en términos de D sustituyendo en (3.4). La matriz de esfuerzos o (x, ), que describe el
estado de deformacién en un fluido, se relaciona con la parte simétrica del gradiente de la velocidad
mediante la siguiente ecuacién:

[o(x,1) = —p(x, )1 + G(D) | (3.29)

Esta ecuacion resalta que la matriz de esfuerzos se descompone en una parte relacionada con la
presién y otra que depende exclusivamente de la simetria del gradiente de velocidad, lo cual refleja
c6mo la deformacién en el fluido estd influenciada por ambas contribuciones. En la siguiente seccién,
se procederd a calcular la forma exacta de G(D), proporcionando una descripcién mds precisa de la
influencia del gradiente de deformacién en la dindmica del fluido.

3.2. Teorema de la Representacién para Isétropos

En esta seccién, abordaremos una formulacién detallada del Teorema de la Representacién para
Is6tropos, representado por G(D). Este teorema, fundamentado en una serie de lemas enunciados
y demostrados en la seccién del Apéndice B, ofrece una base sélida para entender cémo las
propiedades y comportamientos de la matriz de esfuerzos G estan estrechamente relacionados con las
deformaciones simétricas D (véase [13]]).

Estos resultados tedricos permiten revelar la estructura esencial que caracteriza la relaciéon entre
la matriz de esfuerzos y las deformaciones en medios isétropos, estableciendo asi una base robusta
para su andlisis y aplicacién en la mecénica de medios continuos.

Consideremos el espacio V' dotado de un producto interno, denotado por u - v. Definimos Sym
como el conjunto de todas las matrices simétricas y Orth como el conjunto de todas las matrices
ortogonales.

Dado un vector propio u € V asociado a la matriz D, la matriz de reflexién R, € Orth, cuya or-
togonalidad estd establecida en el lema del Apéndice B, refleja a través del plano perpendicular
au. Un vector v € V se considera paralelo a u si, y solo si, la reflexién R, de v resulta en —v, cumplien-
do asi que R,v = —v, como se demuestra en el lema del Apéndice B. Por otro lado, un vector
v € V es perpendicular a u si, y solo si, la reflexién R, mantiene a v inalterado, lo que se expresa como
Ryv=v.

Adicionalmente, la proyeccién del vector v sobre u, para cualquier v € V, estd dada por la siguiente
ecuacion:
Py,v=(v-u)u (3.30)

La demostracién del Teorema de la Representacién para Isétropos se fundamenta en las siguientes
consecuencias del Teorema Espectral:

1. Representacién de Matrices Simétricas: Cualquier matriz D € Sym admite una representacién de
la forma

3
D =) \P,, (3.31)
=1

donde {u;} es una base ortonormal de vectores propios de D y \; es el valor propio correspondiente
al vector propio u;. Esta representacion esta corroborada en el lema (B.2.T). Ademds, si u es un vector
propio arbitrario de D, es posible elegir la representacién de tal manera que u; = u, asegurando que
todos los vectores propios tengan longitud unitaria.

2. Representacion en Términos de Valores Propios: Sea u un vector propio de D tal que todos
los vectores unitarios perpendiculares a u son también vectores propios de D. En este caso, D admite
la representacion:

D=MI+ ()\2 — /\1)Pu (332)

Esta relacion se encuentra demostrada en el lema (B.2.2).

El siguiente lema constituye un paso critico en la demostracién del Teorema de la Representacion
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para Isétropos. Este resultado es central, ya que establece que los vectores propios de una matriz
simétrica D también son vectores propios de G(D) cuando G representa una transformacién isétropa.
La demostracién se basa en el uso de la matriz ortogonal Q, introducida en el lema del Apéndice
B, que permite llevar a cabo una transformacién que preserva las propiedades de simetria de D. Por
consiguiente, esta transformacién también mantiene inalterados los vectores propios en G(D).

Para proporcionar un contexto completo, el lema (B.2.6) permite comprender cémo se transforman los
vectores normales mediante matrices ortogonales. Esto se complementa con el lema (3.2.1), que se
presenta a continuacion.

Lema 3.2.1. Sea G(D) : Sym — Sym una transformacion isétropa y D € Sym. Entonces, cada vector propio
de D también es un vector propio de G(D).

Demostracion:
Dado que Ry, es una matriz ortogonal, como se establece en el lema del apéndice B, y conside-
rando la definicién de una funcién isétropa G (Definicién (3.1.1)), se concluye que G(D) es invariante
bajo la accién de la reflexion R,. Esto se expresa matemdticamente como:

R,G(D)R! = G(D)
Multiplicando ambos lados de esta igualdad por Ry, obtenemos:
R,G(D)R.R, = G(D)R,.
Dado que R} = R, 'y RIR, = I, esta expresion se simplifica a:
R.G(D) = G(D)R, (3.33)

Esto demuestra que Ry y G(D) conmutan, indicando que el orden de aplicacién de estas dos matrices
no altera el resultado.

A continuacién, multiplicamos ambos lados de la ecuacién por u:
R,G(D)u = G(D)R,u
Dado que Ryu = —u (por la definicién de reflexién R,), podemos reescribir la ecuacién como:
R,G(D)u = —-G(D)u (3.34)
Definamos G(D)u = v; asi, la ecuacién (3.34) se simplifica a:
Ryv=-v

De acuerdo con el lema (B.2.5), si se cumple que R,v = —v, entonces existe un escalar A € R tal que
v = Au. Por lo tanto, podemos concluir que:

G(D)u = Au

Asi finaliza la demostracion.

Q.E.D.
Con el lema anterior ya establecido, podemos proceder a enunciar el Teorema de la Representacion
para Is6tropos. Los lemas previos nos han proporcionado las herramientas esenciales para comprender
la interaccion de las funciones is6tropas con las reflexiones y el comportamiento de los vectores propios
bajo estas transformaciones.

Teorema 3.2.1. Teorema de la Representacion para Isétropos: Sea G(D) : Sym — Sym una aplicacién
lineal e is6tropica. Entonces, existen escalares A, p tales que

| G(D) = 2uD + A tr(D)I |

Demostracion:
Utilizando la ecuacion (3.32), derivada del lema (B.2.2) del apéndice B, podemos expresar la matriz D
de la siguiente manera. Esta ecuacién establece que, si u es un vector propio de D con valor propio A;
y cualquier vector v ortogonal a u es un vector propio de D con valor propio A2, entonces:

D = Mo ()l + [Ar (1) — Ao (u)]Py, (3.35)

Noviembre del 2024



CAPITULO 3. Forma de la matriz de esfuerzos 42

donde P, es la proyeccién ortogonal sobre u. Esto implica que cualquier transformacién isétropica
Yy
puede expresarse en términos de la proyeccién sobre u, por (3.35):

G(Py) = MW+ [Ai(u) — A2(u)]Py (3.36)
Definiendo A(u) = Az(u) y 2u(u) = A1 (u) — A2(u), sustituyendo en (3.36), obtenemos:
G(Py) = AMu)I + 2u(u)P, (3.37)

Aplicamos el Lema (B.2.3), que establece que AP,A” = Py, para cualquier matriz ortogonal A. Dado
que G es is6tropica, se tiene:

G(Pay) = G(AP,AT) = AG(P,)A” (3.38)
Usando la expresion anterior (3.37), podemos expresar como:
G(Pau) = AMAu)I + 2u(Au)Pyy (3.39)
Entonces, de la ecuacion y de (3.37), tenemos:

AMAU)I + 2(Au)Pay = AN (u)I + 24(u)Py AT
= Mu)AAT + 2(u)AP AT
= Aw)I+ 24(u)Pay

Comparando ambos lados de la ecuacién, concluimos que A(u) y p(u) no dependen de u, es decir, son
constantes. Por lo tanto, podemos escribir:

G(Py) = I + 2P, (3.40)

En este punto, utilizamos el Lema (3.2.1), que establece la invariancia de los vectores propios bajo
transformaciones isétropicas. Dado que G es isétropica y D es simétrica, los vectores propios de D se
conservan bajo G. Esto significa que si cualquier vector propio de D, también lo es de G(D).

Dado que G es una transformacion lineal, se cumple que G(aD) = aG(D) para cualquier a € R.
Ademas, usando la ecuacion (3.31), derivada del lema (B.2.1), obtenemos:

G(D)=G (zn: AiPu,L) = zn: AiG(Py,)

Sustituyendo el resultado (3.40), obtenemos:

G(D) = 3" A (L + 24P,,)
=1
= ML+ 2Py, ) + Ao (AT + 20Py,) + As(AL+ 24Py,
=2u ()\1Pu1 + )\QPU2 + )\3Pu3) + )\()\1 + Ao + )\3)1
=2uD + A\ tI"(D)I

Esto completa la demostracién.

Q.E.D.
Esta demostracién concluye que cualquier transformacioén lineal e isétopica G sobre el espacio de
matrices simétricas puede representarse como una combinacién de la matriz D y el trazo de D,
escalado por constantes A y .

3.2.1. Forma Exacta de la Matriz de Esfuerzos

Con el anélisis exhaustivo realizado hasta este punto, que incluye el cambio de coordenadas y
la aplicacién del teorema para la representacion de isétopos, hemos establecido las bases necesarias
para determinar de manera precisa la forma exacta de la matriz de esfuerzos. Este trabajo preliminar
ha permitido comprender como las transformaciones is6tropas y las representaciones tensoriales
se entrelazan para definir completamente la matriz de esfuerzos en términos de las propiedades
del gradiente de velocidad y sus invariantes. Asi, hemos preparado el terreno para una deduccién
rigurosa y detallada de la matriz de esfuerzos, esencial para avanzar en el estudio de las ecuaciones
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de Navier-Stokes. Para un andlisis méas detallado, consideramos la representacién especifica de la
matriz de esfuerzos en términos de D y su traza. Segtn el teorema (3.2.1), la funcién tensorial G sobre
matrices simétricas se puede expresar como:

G(D) = 2uD + A tr(D)I (341)

Para nuestro caso especifico, la matriz simétrica es la parte simétrica del gradiente de velocidad del
cuerpo, definida por (3.2) de la siguiente manera:

D= % (Vv + (Vv)]

dvg vy 4 9vy  dvy y du,
5 2 ox oy ;_ ox aé’z + ox
— _ | vy vy Ovy Ovy v,
- Ox + oy 2 dy Oz + Oy
v, Ovg v, % 28112
ox 0z oy 0z 0z
Al calcular la traza obtenemos:
ov ov ov
tr(D) = — + —2 c=V-v (3.42)

7%+8y 0z

Con esta informacién, la forma general de la matriz de esfuerzo es:

| o(x,1) = —p(x, 1) + 24D + A tr(D)I | (3.43)

Sustituyendo en la matriz de esfuerzos y (3.42), obtenemos una forma especifica de la matriz de
esfuerzos:

\ o(x,t) = —p(x, 1+ 1 [Vv + (Vv)T] + A(V - v)I \ (3.44)

En el siguiente capitulo, calcularemos la divergencia de la matriz de esfuerzos, ya que es necesario
sustituirla en la ecuacién de conservacién del momento lineal. Esto nos permitird deducir las ecuacio-
nes de Navier-Stokes en su forma general y explorar cémo estas ecuaciones se transforman utilizando
la transformada de Cole-Hopf para abordar problemas complejos en la dindmica de fluidos.
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Capitulo 4

Ecuaciones de Navier-Stokes

Estamos ahora preparados para el siguiente paso, ya que en el capitulo anterior dedujimos la
forma de la matriz de esfuerzos, y en el capitulo inicial establecimos las ecuaciones de conservacion
de masa. En este capitulo, introduciremos las ecuaciones de Navier-Stokes, que son esenciales en la
dindmica de fluidos. Estas ecuaciones describen el movimiento de los fluidos bajo la influencia de
varias fuerzas y son cruciales para modelar fenémenos en ingenieria, fisica y otras ciencias aplicadas.

Primero, comenzaremos reescribiendo la ecuacién de conservacién de momento lineal que se dedujo
en el segundo capitulo, y luego, nos centraremos en calcular la divergencia de la matriz de esfuerzos,
un paso importante en la formulacién de estas ecuaciones. Este cdlculo nos permitird incorporar los
efectos de la viscosidad y la presién en la dindmica del fluido.

Una vez que hayamos establecido la forma de las ecuaciones de Navier-Stokes, procederemos a
analizar dos casos distintos para la velocidad del fluido. En el primer caso, supondremos que la
velocidad es irrotacional. Para este escenario, utilizaremos la transformada de Cole-Hopf, que resulta
especialmente ttil para resolver problemas no lineales, ya que transforma una ecuacién no lineal
en una lineal, facilitando asi su resolucién. En el segundo caso, supondremos que la velocidad es
rotacional, como se mencioné anteriormente, considerando que la velocidad es un campo de Beltrami.
Aqui, no aplicaremos la transformada de Cole-Hopf, ya que esta técnica es especifica para campos
irrotacionales. En su lugar, exploraremos una solucién directa de las ecuaciones de Navier-Stokes para
este tipo de flujo.

La ecuacion de conservacién del momento lineal (2.49):
Dv

"Dt

En el capitulo anterior, derivamos la forma de la matriz de esfuerzos o en un fluido, la cual estd dada

por @44):

(x,t) = pf(x,t) + V - o(x, 1) 4.1)

o(x,t) = —p(x, )L+ p [Vv+ (Vv)" ]+ A(V - v)I 4.2)

Por lo tanto, ahora podemos calcular la divergencia de la matriz de esfuerzos como se muestra a
continuacion:

Vo(xt)=V-(—px. ) + V- {u[Vv(x,t) + (Vv(x,1))"]} + V- (A(V - v(x,1))])
= 0.(—pdije; ® ejlec + O [u(0sv4eq @ €5 + Oy vpe, R ep)] ec + Oc (AOmumdnre, @ e,) e,
= —0cpdijjcei + p00svg0sc€q + HOOaVb0bca + ADeOmUmOnrOrcen
= —0cpbice; + 110:.0.vq4€q + (10.04Vc€q + ADeOmUm Orcer
—0cpec + 10.0:vq€q + 11040:Vc€4 + AOOmUpme.
—Vp(x,t) + pV2v(x,t) + uV(V - v(x, 1)) + AV(V - v(x, 1))
= —Vp(x,t) + uV3v(x,t) + (n + \V(V - v(x, 1))
Sustituyendo en la ecuacién (#.3), obtenemos:
Dv
"Dt
La ecuacién de conservacion de masa para fluidos incompresibles es:

V.v=0 (4.4)

(x,t) = pf(x,t) — Vp(x,t) + uV>v(x, t) + (u + NV (V - v(x, 1)) (4.3)
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La ecuacién (4.3) se simplifica de la siguiente manera, obteniendo asi las ecuaciones de Navier-Stokes:

Dv

Dt (X, t) = pf(X, t) - vp(x7 t) + /I“VQV(Xa t)v

P (4.5)

V.v=0,

donde y es el coeficiente de viscosidad dindmica. Estas ecuaciones capturan tanto la influencia de la
presién como los efectos viscosos dentro de un fluido. La comprension y resolucién de las ecuaciones
de Navier-Stokes son esenciales para predecir el comportamiento de los fluidos bajo diversas condi-
ciones.

En la siguiente seccién exploraremos la ecuacién de Navier-Stokes adimensionalizada, que nos
conduce a la definicién del ntimero de Reynolds. Este pardmetro adimensional desempefia un papel
crucial en la caracterizacién de los regimenes de flujo y en la prediccién de fenémenos como la
transicion a la turbulencia.

4.1. Ecuacion de Navier-Stokes adimensional

Para obtener la ecuacién de Navier-Stokes adimensional, realizaremos un cambio de variable sin
dimensiones (ver seccién 1.2, pag. 11 [14]).

Primero, estableceremos las unidades de longitud mediante el siguiente cambio de variable:

Za
x=0xqe="0|y. |, (4.6)

Za

donde / representa una longitud caracteristica del problema, como la longitud de una tuberia, y el
subindice a se utiliza para denotar que estas cantidades son adimensionales.

A continuacién, definimos el cambio de variable para la velocidad como:

Vg,
v=">0yve=0, | vy, |, 4.7)
Vs,
donde /, representa la velocidad caracteristica del fluido.
Introducimos el cambio de variable para el tiempo y la presién:
14
t=—tg, 48
. (48)
b= 51;2,0]%7 (4.9)
donde p es la densidad del fluido.
El operador gradiente, que tiene dimensiones de longitud, se transforma de la siguiente manera:
r )
o 1| 9% 1
—[2)l=|2]|== 4.10
\ Bég Y Sga ¢ vﬁ? ( )
8z 9z,

donde V, es el operador gradiente adimensional.

Calculamos las derivadas necesarias para luego sustituirlas en la ecuacién de conservaciéon del
momento lineal del sistema de ecuaciones de Navier-Stokes (4.5).

Comenzamos derivando la velocidad dada en (4.7) con respecto al tiempo, teniendo en cuenta
la relacion establecida en (4.8). Obtenemos:

ov 0 v, 2 ov,
7, ta

4.11)
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Ahora, examinamos el término convectivo (v - V)v. Utilizando el cambio de variable para la velocidad
(4.7) y (4.10), este término se transforma como sigue:

2
(v-V)v= (EUva . Eva) byvy = %(va - Va)Va (4.12)

A continuacién, transformamos el gradiente de la presion:

1 72
Ve (Bppa) = 2EVap,s (4.13)

Al sustituir las ecuaciones (4.11), (4.12) y (4.13) en la ecuacién de conservacién del momento lineal del
sistema de ecuaciones de Navier-Stokes (4.5)), obtenemos:

Vp =

2 ov 2 2p Lyp
B a' Va)Val| — f— - aPa ke 2 a 4.14
[€8t+ (v V)v} p EVp—&-gQVav (4.14)
Comenzamos simplificando el lado izquierdo de la ecuacion (4.14):
Cp [Ov PZp Lot
== : =pf— = AV 4.1
E |:ata + (va va)va:| p g vapa + e Va a ( 5)
Multiplicamos toda la ecuacién por e2 , obteniendo:

¢ op [0va ¢ Gop bot oo
612)7 { ] |:8ta + (Va . Va)va} } 62 < f— / Va Pa + €2 Vava

Simplificando, obtenemos la ecuacién de Navier-Stokes adimensional:

ov,
Ot,

aVa

14
+ (Vo - Vo)va = £ — Vapa +

€2 66

Esta forma compacta incorpora el efecto de las fuerzas inerciales, viscosas y de presién en términos
de variables adimensionales. Finalmente, introducimos un concepto fundamental en la mecanica de
fluidos, el nimero de Reynolds Re, que se define como un pardmetro adimensional utilizado para
distinguir entre flujos laminar y turbulento (ver seccién 1.2.2 pag. 11 [7]).

Definicién 4.1.1. El niimero de Reynolds Re es un pardmetro adimensional clave en la mecinica de fluidos
que representa el cociente entre las fuerzas de inercia y las fuerzas viscosas presentes en el flujo. Se define como:

Re =2 (4.16)

donde p es la densidad del fluido, ¢, es la velocidad caracteristica del flujo, ¢ es una longitud caracteristica del
sistema, y (v es la viscosidad dindmica del fluido.

Por lo tanto, la ecuaciéon de Navier-Stokes adimensional se expresa de la siguiente manera:

ov,

l
. _ L
ot, + (Va Va) Va Vapa +

62

2
Vava,

Re

donde Re es el ntimero de Reynolds, definido en (4.1.1).

4.1.1. Efectos del Niumero de Reynolds en la Estabilidad del Flujo: Transicién a
la Turbulencia

El ntimero de Reynolds Re es un pardmetro esencial en la mecanica de fluidos que permite clasifi-
car el tipo de flujo en laminar o turbulento. Este nimero adimensional se utiliza para caracterizar la
relacién entre las fuerzas inerciales y las fuerzas viscosas en un fluido. La expresion matematica de Re
se presenta en (ver seccion 2.4 péag. 95 [12]).

Los flujos se clasifican en diferentes regimenes segtin el valor del nimero de Reynolds, que se
pueden describir como sigue:
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0 < Re < 1: Movimiento laminar altamente viscoso (reptante)

1 < Re < 100: Flujo laminar con menor dependencia del numero de Reynolds

» 100 < Re < 2 x 10 Flujo laminar, ttil la teoria de la capa limite

» 2 x 10% < Re < 10*: Transici6n a la turbulencia

» 10? < Re < 106: Flujo turbulento, con dependencia moderada del nimero de Reynolds
» 10% < Re < 108: Flujo turbulento, con ligera dependencia del ntimero de Reynolds

Cuando el nimero de Reynolds Re = 0, el flujo del fluido se comporta de manera muy particular. En
este caso, las fuerzas viscosas dominan completamente sobre las fuerzas inerciales, lo que implica que
no hay movimiento inducido por la inercia del fluido. Este tipo de flujo es conocido como flujo de
Stokes o flujo viscoso puro.

Los flujos laminares, que presentan un nimero de Reynolds bajo, son caracterizados por ser suaves y
predecibles. En la Figura (4.T)), se ilustra una representacién del flujo laminar, donde las particulas del
fluido se mueven en capas paralelas sin interferencias significativas entre ellas. Este comportamiento
es tipico cuando el nimero de Reynolds se encuentra en el rango de 0 < Re < 100.

Figura 4.1: Representacion de Flujo Laminar

A medida que el nimero de Reynolds aumenta, el flujo puede volverse inestable y entrar en
un régimen turbulento. La Figura muestra una representacion del flujo turbulento, donde las
particulas del fluido interactdan de manera compleja y desordenada. Este comportamiento se observa
tipicamente cuando el ntimero de Reynolds supera 2300, momento en el cual se forman estructuras
turbulentas, conocidas como puffs. Estas estructuras presentan un frente de movimiento rdpido y una
parte posterior de movimiento mds lento, lo que genera un flujo caético y muy dindmico.

Figura 4.2: Representacién de Flujo Turbulento

La transicién entre el flujo laminar y el turbulento es un fenémeno complejo que depende no solo
del ntimero de Reynolds, sino también de la geometria del sistema y las condiciones del flujo. Por ello,
el disefo de sistemas de flujo no debe realizarse en la zona de transicién, donde las caracteristicas del
flujo pueden ser impredecibles. Este fenémeno demuestra que no existe una definicién universalmente
aplicable de turbulencia o flujo laminar; en cambio, la clasificacién depende de las condiciones
especificas del problema y de la geometria del cuerpo del fluido.

4.2. Soluciones de la Ecuaciéon de Navier-Stokes para Fluidos Irro-
tacionales y Rotacionales

Comenzamos escribiendo las ecuaciones de Navier-Stokes, se expresan de la siguiente manera:

p [0 + (v V)V] = pf — Vp + uV3v,
V-v=0,

Noviembre del 2024



CAPITULO 4. Ecuaciones de Navier-Stokes 48

donde ;1 > 0 representa la viscosidad dindmica.

Este sistema también puede ser reformulado de la siguiente manera:

1

v+ (v-VIv—aViv=Ff— -Vp (4.17)
p

V-v=0, (4.18)

donde o = %, siendo p la viscosidad dindmica del fluido y p su densidad.

4.3. Suposicién de la Velocidad como el Gradiente de un Potencial
Escalar

La motivacién para estudiar la velocidad irrotacional proviene del articulo [15], donde se resolvié
la ecuacion de Burgers unidimensional.

Consideramos u(x, t) : £ x RT U {0} — R como una funcién suave, donde 2 C R?, tal que:
v="Vu (4.19)

Esta condicién garantiza que el flujo sea irrotacional, lo que es esencial en el estudio de flujos laminares
y en aplicaciones donde se busca minimizar la friccién y la energia disipada.

Procedemos a definir el término no homogeneo de (4.17) de la siguiente manera:
1
F(x,t)=f—--Vp (4.20)
p

Para expresar F en términos de un potencial, consideramos el rotacional de (4.20) y lo igualamos a
cero:

V x F(x,t) =V x <f—1Vp>
p

=Vxf
=0

(4.21)

La ecuacién (¢.21) se puede expresar en términos de un potencial si y solo si la aceleracion externa del
fluido es conservativa. En otras palabras, esto requiere que:

f(x,t) = Vo(x,1), (4.22)
donde @ representa una funcién escalar.

Sustituyendo la expresién de la fuerza externa conservativa (4.22) en la ecuacién (#.20), obtenemos:
1
F(x,t) =V® - —Vp
P

R

A partir de la ecuacion (4.22), el potencial ¢ puede expresarse en términos del flujo de la aceleracién
externa sobre la superficie S de la siguiente manera:

(4.23)

o= /Cf- dx + a(t), (4.24)

donde C representa el camino (curva) que va desde el punto de referencia x, hasta el punto x, dx es
el diferencial del desplazamiento a lo largo de la curva y a(t) representa una forma de energia por
unidad de masa que depende exclusivamente del tiempo.
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Finalmente, sustituyendo la expresién del potencial ¢ de la ecuacién (4.24) en la ecuacién (4.23),
obtenemos F en funcién de la aceleracién externa y de la presién del fluido:

F(x,t) =V (/ f-dx— lp + a(t)) (4.25)
c P
Ahora calculamos la derivada temporal del campo de velocidades v. Dado (4.19), donde u es un

potencial escalar, obtenemos:
8tV = 8t (Vu) = V(@tu) (426)

A continuacién, calculamos el laplaciano del campo de velocidades. Utilizando la identidad para el
laplaciano de un gradiente, obtenemos:

V2v = V%(Vu) = V(V - Vu) = V(V3u) 4.27)

Finalmente, evaluamos el término convectivo (v - V)v utilizando la expresién para la velocidad dada
en (4.19), y aplicando la propiedad establecida en (A.14). Esto nos conduce al siguiente resultado:

1 1
(v V)v = SVIVI? + (V% ¥) x v = V][ Vul]* + (¥ x Vu) x (Va)
Dado que V x Vu = 0 por la naturaleza escalar de u, el término de vorticidad desaparece, dejando:
1
(v-V)v= 5V||vu||2 (4.28)

Sustituyendo las derivadas temporales y espaciales de u, obtenidas en las ecuaciones (4.26)), (4.27),el
término convectivo (.28) y la definicién (4.25), en la ecuacién de Navier-Stokes (4.17), obtenemos:

1 1
Vou + 5V||vu||2 —aV(Vu) =V (/ f.dx— P + a(t)) (4.29)
c
Al simplificar la expresién, llegamos a la siguiente ecuacién:
1 2 9 1
\Y% 6‘tu+§|\VuH —aVou| =V f- dxf;pﬁLa(t) (4.30)
c

De esta relacion (4.30), podemos deducir que:

1 1
O+ | Vul? ~ aV?u = / £ dx— p+a(t) +b()
C

| (4.31)
:/f~ dx — —p+ c(t),
¢ p
donde c¢(t) = a(t) + b(t).
Procedemos a definir G de la siguiente forma:
1
G(x,t) = / f-dx——p+c(?) (4.32)
c P
Con esta definicién (4.32), la ecuacién (4.31) se puede expresar como:
1
Oru + §HVU||2 —aVu =G, u(x,0) = up(x) (4.33)
Ahora usamos la transformacién de Cole-Hopf con una funcién suave ¢:
w = ¢(u), (4.34)

donde ¢ es una funcién suave a determinar. Calculamos las derivadas necesarias para sustituir en la
ecuacion diferencial.

Comenzamos calculando la derivada temporal de (4.34):
Oyw = ¢ (u)Opu (4.35)
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Calculamos el gradiente de {@.34):
Vw = ¢'(u)Vu (4.36)

Luego, el Laplaciano de (4.34) se calcula usando la regla del producto:
Viw =V - (¢ () Vu) = ¢ (u)Vu + ¢ (u)||Vul? (4.37)
Despejando V?u de la ecuacién , obtenemos:

Viw — " (u)||Vul|?
Vi = :Z((u)” ” (4.38)

Ahora de la ecuacién (4.33), despejamos la derivada temporal de u

1
o = aV3u — 5HVu||2 +G (4.39)

Sustituyendo (4.38) en (4.39), podemos expresar la derivada temporal de v en términos de w

2 1" 2
- 1
o= o= WIVUE Lo 12 ) g
¢’ (u) 2
N S 1 (4.40)
= V2w—<a +> Vu|®+ G
= st *2) 17
Sustituyendo (4.40) en (4.35), obtenemos la siguiente ecuacion:
@ ¢"(u) 1 2
Ow = ¢ (u [ Vzw—(oz + =) |Vulf+ G (4.41)
=2 | o S T2) IV
1
=aViw — (oap”(u) + 2<p’(u)> [Vull® + G¢' (u) (4.42)
Considerando que:
1
ap” (u) + 530’(11) =0 (4.43)
La solucién para ¢ es:
p(u) = e 2" (4.44)
Por lo que la derivada de (4.44) la podemos expresar en términos de u de la siguiente forma:
) = — e _ Ly L
P(u) = 5 e = ——p(u) = 5w (4.45)
Al sustituir la expresion (4.45) en la ecuacién (4,42)), llegamos a la ecuacién a resolver:
dw = aV3w — Ew (4.46)
2a

La resolucién de esta ecuacion depende de la forma de G, que estd relacionada con las fuerzas externas
y la presion (4.32). Para simplificar, consideraremos el caso mds bésico, asumiendo que G es constante,
es decir, G = c. En este caso, la solucién se puede deducir de la siguiente manera:

La ecuacién a resolver es:

dw = aViw — Lw (4.47)
2«
La solucioén general para es:
w = e—it/ G(x —y,t)w(y,0)dVy, (4.48)
Q
donde G(x, t) es el nicleo de calor dado por:
1 ]I
t) = ——= — 4.4

Gixt) (4mat)3/2 P < 4ot (449)
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Al sustituir (4.49) en la solucién (4.48), obtenemos:

gt 1 Ix — yl*
w=e 2« o W exp —T ’UJ(y, 0) dVvy, (450)

Considerando (4.44) podemos despejar a u:

u = —2alog p = —2alogw (4.51)
Sustituyendo (4.51) en (4.50), obtenemos la solucién de (4.47):
—= 1 x = ylI?
= —2al b - 4.52
u alog [e 2 /Q (Irat)? exp( 1ot w(y,0) dVy (4.52)
Sabemos que w(x,0) = e~ “®)/2% por (4.44) y simplificando, la expresién final para u se obtiene como:
. 1 Ix—yl* 1
— t
U(X,t) = 2« log |:€ 2a L W exp <4od/‘ - %Uo(y) dVy (453)

Por lo tanto, bajo la suposicién de que la velocidad del fluido es conservativa, se obtiene la siguiente
expresion para la velocidad:

v(x,t) = —2aVlog e‘it/ éexp —M — iuo(y) dV, (4.54)
’ q (4mat)3/2 dat 20 |’

donde uy(x) depende de la velocidad inicial v (x) del fluido, es decir vy(x) = v(x,0) y del cambio de
variable (4.19). Esto es:
up(x) = / vo(x) - dx, (4.55)
1

donde C sigue representando el camino (curva) que va desde el punto de referencia x, hasta el punto
x, y dx es el diferencial del desplazamiento a lo largo de la curva.

Por lo tanto, sustituyendo (4.55) en la ecuacién (4.54), obtenemos la velocidad del fluido en términos
de su velocidad inicial:

_ — =t 1 x — vl 1
v(x,t) = —2aVlog {e /Q (rat)/? exp | =T~ o CVO(Y) -dy | dVy (4.56)

La solucién de la ecuacion (4.17), bajo la premisa de que la velocidad es conservativa, depende de la
solucién de la ecuacion (#46), dado que esta tltima esta influenciada por las fuerzas externas y la
presién del fluido. La expresion (4.56) se refiere a un caso en el que la ecuacién se asume como
constante, es decir, c.

4.3.1. Comprobacion:

A continuacién, procederé a verificar que la funcién (4.56) satisface la ecuacion de Navier-Stokes
(4.17). Derivada temporal:

ov =0 20viog et [ L e (S L L0 ) an:
v & q (4mat)3/2 b dat 200 Jo 0 Y4y Y
. 1 LE T
= — 2at - - = Jn 3
= —2aV {at log [e /ﬂ (drat)i/? exp < 1ot % /. vo(y) - dy | dVy

Con respecto al término convectivo, y de acuerdo con la propiedad (A.14), podemos anular automati-
camente el segundo término, ya que el rotacional de un gradiente es siempre cero. Por lo tanto,
obtenemos:

e 1 x—y|? 1
(V' V)V: 2a2V HVlog |:€ 20‘t/r‘ Wexp (”4(;%' — 5\/(;‘/0(}7) . dy) dVy:|

El laplaciano es:
_ 1 ||X - }’H2 1 /
2 w2 ) _ st _ _ .
Viv=V { 2aV log {e /ﬂ (drat)i/? exp ( o 50 . vo(y) - dy | dVy
< 1 ||X - YHQ 1 /
= -2 2] 2al PR — —_ v .
aV {V og {e /n (dral)i2 exp ( 1ot 2 J, vo(y) - dy | dVy
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Sustituyendo en la ecuacién (4.17):

e 1 Ix=yl* sz 1
2at
—2aV {& log {e /Q (drat)i/? exp ( % /CVO

2

+ 202V ||V log e‘ﬁt/ éexp Hx—y||2 L /VO
Q (47T0[t)3/2 20& C
— 1 ||X - Y||2 1 / 1
2 2 at | - S| B cdv) avi |V =¢— =
+ 20 V{V log [e 2 /n (drat)i/? exp( ot % Cvo(y) y v pr
(4.57)
Procedemos a reescribir la funcién presentada en (4.53) y definimos & de la siguiente manera:
- 1 Ix—yl* 1 /
- st —— | . dy | dV.
h:efﬁt/éexp —”X_yp—l/vo(y)'dy dva ‘
Q (47T01t)3/2 dat 2c C y
Entonces, la relacion entre u y h se expresa como:
u = —2alogh (4.59)
A partir de esta expresion, reescribimos la ecuacion en términos de u, obteniendo:
1 1
Vou + 5V||vu||2 —aV(Vu) =f - ;Vp (4.60)

Dado que asumimos que la aceleracion externa satisface (#22), y utilizando la expresién para ® en
(@.24), 1a ecuacion ( se puede reescribir de la siguiente manera:

1
Vou + VHVuH2 aV(Vu) =V {/f dx — ;era(t) (4.61)
c
Simplificando, obtenemos la siguiente forma para la ecuacién:

1 1
B+ 5|IVull® — av?u = / £ dx— ~p+a(t) +b(t)
¢ f (4.62)
:/f- dx — —p+ c(t)
c P

En nuestra solucion (4.56), suponemos que el término de potencial (4.32) es constante e igual a c. Por
lo tanto, la ecuacién -b se simplifica de la siguiente manera:

1
Oyu + §||Vu||2 —aViu=c (4.63)
Calculemos las derivadas de u en términos de h:

Derivada temporal de (4.59):

Ou = —204% (4.64)
Derivada espacial de (4.59):
h
Vu = —2@% (4.65)
Calculemos la norma al cuadrado de (4.65):
Vh | Vh|?
2 2
IVul|® = H a—=|l = = 4a 2 (4.66)
Ahora calculemos el laplaciano V?u con ayuda de (4.65):
Viu=V-Vu=V- 20 Z o4 ViR _ IR (4.67)
u= u= ” - 2 .
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Sustituyendo estas derivadas en la ecuacién (4.63):

aa L (1T [ (TR IV wes)
Simplificando, , , ,
ST P T . w6
Los términos 2a2”vh7}§”2 y —2a? “Vh—’;”2 se cancelan de la ecuacién , dejando:
—2a8t7h + 2042%% =c (4.70)
que se reduce a la ecuacién del calor:
8h = aV2h — ih “.71)

Ahora sustituimos el valor que suponemos para h (4.58) en la ecuacién (4.71) para verificar que se
cumple la igualdad. De esta manera, comprobamos que efectivamente la expresiéon (4.56) es una
solucién de la ecuacién de Navier-Stokes (4.17), como se muestra a continuacién:

Primero, calculemos la derivada parcial de h respecto a ¢:

_ < 1 ||X — y||2 1
= 2at —_— S . — .
Oth = 0, [e /n (dral)? 2 exp < o o /Cvo(y) dy | dVy

_ 1 x=ylP e _i/
B /Qat [(47rat)3/2 P ( dat Qat 2a CVO(Y) dy )| vy

Descomponemos la derivada parcial respecto al tiempo (4.72), como se muestra a continuacién:

(4.72)

1 3(4ra) 3
- == 47
O |:(47r0£t)3/2] 2(4mat)3/2+1 2t (4mat)s/?’ (4.73)
Ix=yl* e, 1 _(Ix=yl* _ e Ix=yl* e, 1 /
8texp{ 4ot 2at %0 Cvo(Y) dy ¢ = Aot? 2% exp dat Qat % CVO(Y) dy
4.74)

Sumando ambas partes, tenemos:

3
Oth = /Q {_Qt(47rat)3/2 exp (_ lat 22 ),V dy)

1 Ix—yl* ¢ Ix—yl> ¢ 1/
+(4mt)3/2< tat?  2a) 7P ot %0’ 2a cVO(Y) ) vy

Simplificando, tenemos:

1 3 Ix—yl* ¢ Ix—yll>2 ¢ 1 /
h=| c—sm\ " T 1z 2a Y S L Ep dv)d
o /g (4mact)3/2 < 2t + dat? 2 ) FP dat 2 2a CVO(Y) y | dVy

(4.76)
Ahora calculamos el laplaciano de & (4.58) respecto a x, como se muestra a continuacion:
-5 1 x—yl* 1
V2h = V2 at/i _7_7/ -dy | dV,
x [6 " Jo (amatysz P Gat 20 J W) ) dYy
=€_it/év26xp —X_Y||2—1/V()-d dv, 4.77)
 (dmat)?z ' dat | 2a ), W) 4y ‘

(&

g

of 1 g _lx—yl? 1 / .
/Q (47rat)3/2vx Vxoxp 4at 20 CVO(Y) dy | dvy

Ahora calculamos el gradiente de x de la exponencial, como se muestra a continuacién:

et [ L ,M,i/ _ Jlx—.VHQ,L/
Vih=e /9(47rat)3/2vx {exp( dat 2a CVO(Y) dy ) Vx dat 20 CVO(Y) dy )| dVy
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El siguiente paso consiste en evaluar el gradiente del exponente de la exponencial:
- 1 Ix—yl* 1 x — yII?
2h = 2at / B x _ / . d X - d
v ‘ o (dmat)3/2 Vx| exp dot 2a Je vo(y)-dy | V dat W
- 1 x—yl* 1 / 2(x—y)
= 2at —— = Vx * - v . d - 7 d
c /Q (4rat)3/? v {exp < dot 2a Jo voly) - dy dot W
e 1 Ix—yl* 1 / x—y
=—¢ 2l [ —— V. = JR - .d d
¢ /Q (4rat)3/? v {exp ( dat 2a e voly) - dy 2at W
Aplicamos la regla del producto dentro del operador de divergencia:

e 1 x—yl* 1 / xX—y
2 = — 2(:yt _— _— . .
Vih=—e /Q (4rat)3/? {VX <P ( 4ot 2a CVO(Y) y 2at

< — yi* i/ X—y
+ exp( 1ot 5 Cvo(y) dy | Vx ot avy

Consideramos que el término V - (32 | = 53
2at 2at

V2h = —e‘ﬁt/Q 7(47ra1t)3/2 {VX exp (_|X4_az’||2 — % /CVO(Y) .dy) . XQ;ty
(AL ) 3 g
= [ g oo (Pl g o))
+ exp (—”X;atyQ - i/CVO(Y) : dy) ta} dVy
=t [ gmag (e (g g o))
_ 2 _
v. (—”me ),xMy

Ix — ylII? i/ 3
+eXp( 4at 2a CVO(Y) dy 2at dvy

_X-Yy) xX-y _|X—Y||2_1/ dy) B
( 2at 20t +exp( 4at 2c CVO(Y) dy 20t dVy

et [ [ _”X_Y||2_1/ :
- /9(47rat)3/2 P 4ot 2a CVO(Y) dy

—5 1 Ix—yl* 3 Ix-yl* 1 /
= —e¢ 2’ - — = J0 cdv ) dv
‘ /ﬂ (47Tat)3/2 { 4a2t? + 20t exp dat 2a CVO(Y) y y
Por lo tanto el laplaciano de h es:

1 3 Ix—ylP Ix—yl* ¢, 1 /
2
S . SR (S, A SN o | . 7
vh /Q (47rat)3/2< 2at | daziz ) OP dat 2at 2a CVO(Y) dy | dVy  (478)

Reacomordando términos y multiplicando por « la ecuacién (4.78), tenemos:

1 3 Ix—yl? Ix—yl* ¢ 1 /
2 P —_—— p— —_—— —_—— .
aVih= /ﬂ(4mt)3/2( 2 T darz )P Tot 2al 2a ), vol)-dy)dVy ] (479)
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Sustituyendo la derivada temporal de h ([£.76) y el laplaciano (#.79) en la ecuacion ( , obtenemos:
1 Ix—yl* ¢ Ix—yl* e, 1 /
/ﬂ (4rat)3/? ( 2t + dat? 2 ) P dat 2at 2a /e voly) - dy ) dVy
1 IIx = yII? Ix—yl> e, 1 /
_ X yiE ey 2 : 4.80
/Q (4mat)3/2 ( 2% " daz )P Iat 20’20 ), VoW dy ) dly (4.80)

¢ 1 Ix—yl* ¢, 1 /
204/9 (4mat)3/? exp( 4at 2at 2a CVO(Y) dy | dVy

¢ 1 Ix-yl* ¢ 1 /
205/9(47rat)3/2 eXp( dot 2at 20 CV0<Y) dy | dVy

¢ 1 Ix-yl* ¢, 1 /
= T %0 | (A3 =t = dy | dVa
20 /n (4rat)3/? P ( dat 200 2a Je vo(y) - dy Y

Por lo tanto la solucién 4.56)), es en efecto, solucién de la ecuacién de conservacién de momento lineal

de Navier-Stokes (4.17).

Observamos que esta soluciéon satisface tinicamente la ecuacién de conservacién del momento
lineal homogénea (4.17), sin cumplir necesariamente la condicién de incomprensibilidad V - v = 0.
Por lo tanto, vamos a investigar las condiciones bajo las cuales esta funcién cumple con la condicién
de incomprensibilidad.

Para un fluido incomprensible, la ecuacién de conservacién de masa es (4.18)). Sustituyendo la expre-
sién de (4.56) en esta ecuacién, obtenemos:

V.v=V.{_-2aV1 e [ L =yl 1 vo(y) - dy ) dV;
- avioe ¢ o (drat)s2 P dat | 2a fo o)) Ay
— 20V los et [ L Clx=ylE 1 vo(y) - dy ) dV;
AR C T (drat)siz P dot 20 ), 0 )4y
. L Ix — y1? 1/’ -
= — 2at — S A .
= 2« [e /Q (Irat)i2 exp ( 1ot 5 ), vo(y) - dy | dVy

. | byt L
201.t _— 2 —_——— e — .
e /Q (4mat)3/2 Vi exp < 4ot 2 Jo vo(y) - dy | dVy

Para que se cumpla la ecuacién de conservacion de masa (4.18), es necesario demostrar que la integral
en ([4.87) es cero, es decir:

VZQX 7M7i ()d dV. =0 (482)
Q P 4at 201 CVO y)-ay y = )
icando el teorema de la divergencia a la ecuacion (4.82), obtenemos:
Aplicando el de la diverg 1 @32) ob
2 Ix=yl* 1 / .
/V exp< Tt % Cvo(y) dy | dVy
Ix=yl* 1 /
/ Vi Vxexp< ot %0 o(y) -dy | dVy
oo dat y
_ Ix—yl* 1 / Cx-yl* 1 /
_/(mexp( dat 2a Je dat %0 CVo(y) dy | -ndAy
byl L, 2y
- T 4ot 20 A
/Zm eXp( It 2a e vo(y) - dy o | mdAy

Ix—yl> 1 / x—y
= - I — . - N A
/89 P ( 4ot 2a Je voly) - dy 2at nddy,

en donde 902 denota la frontera de Q2 y n es el vector normal unitario a esa frontera.

(4.81)

(4.83)
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Para que la integral (4.83) sea cero, la siguiente expresién puede cumplirse, aunque no necesariamente
debe hacerlo:

XY a=
> =0 (4.84)
Simplificando (4.84), obtenemos:
(x—y)-n=0 (4.85)

Esto indica que el vector x — y es ortogonal al vector normal n. Para que esta condicién sea verdadera,
x y y deben estar en el mismo hiperplano perpendicular a n.

En el caso de nuestro fluido, esto significa que el flujo de la velocidad del fluido es tal que no
hay acumulacién ni salida de fluido a través de la frontera cuando se cumple la condicién. Dado
que Vv esté relacionado con el gradiente del logaritmo del integral de la funcién de distribucién, esta
ortogonalidad asegura que el flujo no atraviesa la frontera en la direccién normal a ella, manteniendo
la integridad del sistema.

Por lo tanto, la solucion presentada en (4.56) cumple con los requisitos del sistema de ecuaciones
de Navier-Stokes, ya que satisface tanto la ecuacién de conservacién del momento lineal como la
ecuacién de conservacién de masa.

En el contexto del flujo conservativo, la solucién para el campo de velocidad, denotada como v(x, ),
estd representada por la funcién obtenida en (4.56). Bajo la suposicion de que v = Vu, donde u es un
campo escalar, la solucién depende de una funcién G(x, t), que satisface la ecuacion presentada en
(4.46).

Para caracterizar el régimen del flujo, se utiliza el nimero de Reynolds, que se define formalmente
en (4.1.1). Este parametro adimensional mide la relacién entre las fuerzas inerciales y viscosas en el
fluido, y se calcula de la siguiente forma:

vl
"

Re (4.86)

En este caso, la velocidad caracteristica ¢, se puede interpretar como la magnitud de v(x, t), es decir,
by = |v(x, )| = [Vu(x, )],

lo que permite calcular el nimero de Reynolds en funcién de la posicion x y el tiempo ¢. Esto propor-
ciona un valor local que puede variar a lo largo del sistema y permite una evaluacion detallada del
régimen de flujo.

Aunque intuitivamente el hecho de que v = Vu pueda sugerir un comportamiento de flujo la-
minar, esto no garantiza que el flujo sea efectivamente laminar. El gradiente de un campo escalar no
proporciona informacién suficiente para concluir el régimen del flujo, ya que también podrian estar
presentes efectos no lineales que conduzcan a turbulencia. Por lo tanto, la aplicacién del niimero de
Reynolds es crucial para distinguir entre flujo laminar y turbulento.

4.3.2. Simulacién

Se realizaron varias simulaciones en MATLAB con el objetivo de analizar el comportamiento del
flujo de un fluido, utilizando la solucién presentada en ([#.56). Aunque se llevaron a cabo multiples
simulaciones, en esta subseccion se presentaran los resultados de dos simulaciones especificas. El
codigo utilizado para estas simulaciones se encuentra en el Apéndice C (C.0.T). A continuacion, se
muestran los pardmetros utilizados en las simulaciones. Consideraremos un fluido contenido dentro
de un elipsoide con semi-ejes @ = 4m, b = 3m y ¢ = 2m, centrado en el origen. Se supondran
condiciones de no deslizamiento, de modo que la velocidad del fluido en la superficie del elipsoide
sea cero.

» Fuente:c =1 Jkg™!.

» Densidad: p = 1,2kgm 3.

» Viscosidad Dindmica: t =1 x 1072 Nsm™ 2y u =1 Nsm™2.
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» Longitud caracteristica:
¢ = (abe)'/? (4.87)

= Velocidad inicial:
sen(z +y + 2)
vo(x) = cos(z +y + 2) ms™! (4.88)

sen(x +y + z) cos(z +y + 2)

En muchas simulaciones de dindmica de fluidos, se utiliza un valor critico de Re = 2000 para
determinar el régimen de flujo (ver [20]). Este valor representa el punto de transicién entre dos

comportamientos fundamentales del flujo de un fluido, tal como se detalla en la seccién (4.1.1):

» Cuando Re < 2000: El flujo es laminar, caracterizado por un movimiento suave y ordenado de
las capas de fluido. En este régimen, las particulas de fluido se mueven en trayectorias paralelas

y no se observan perturbaciones significativas entre las diferentes capas del fluido.

» Cuando 2000 < Re < 10*: El flujo entra en un régimen de transicién, donde se observa un
comportamiento intermedio. En esta fase, pueden comenzar a aparecer perturbaciones en el
flujo, y se producen cambios en la estructura de las capas de fluido. El flujo puede volverse
inestable y experimentar fluctuaciones en la velocidad y la presion.

» Cuando Re > 10*: El flujo es turbulento, lo que se manifiesta con un comportamiento cadtico,
con remolinos, mezclas intensas y fluctuaciones en la velocidad y presién del fluido. Este
comportamiento caético es el resultado de la inestabilidad creciente en el fluido conforme el

Ntmero de Reynolds aumenta.

El valor de Re = 2000 es un estandar aproximado que se utiliza comtinmente como referencia para
la transicién del flujo laminar al turbulento. Aunque el valor exacto del Nimero de Reynolds para
esta transiciéon puede variar segtin las condiciones del flujo, 2000 representa un punto de inflexién
importante, ya que indica el inicio de un rango de transicion que se extiende hasta Re < 10%. Este
intervalo es significativo en muchas aplicaciones, ya que marca el comienzo del comportamiento

turbulento en el flujo.

En la tabla correspondiente a la primera simulacién, se presentan algtinos valores del niimero de
Reynolds Re en funcién del tiempo. Como se puede observar, en todo momento el flujo se mantiene
en régimen laminar cuando la viscosidad dindmica del fluido es de u = 1 x 1072 Nsm~2. Ademas, se
puede notar que el niimero de Reynolds tiende a cero conforme avanza el tiempo, lo que confirma
que el flujo sigue manteniéndose laminar.

Tiempo (s) Re Estado del Flujo
0.1 0.11269 Flujo Laminar
0.4667 0.004033 Flujo Laminar
0.8333 0.00017521 Flujo Laminar
1.2 8,0054 x 10~° Flujo Laminar
1.5667 3,7482 x 10~7 | Flujo Laminar
1.9333 1,781 x 1078 Flujo Laminar
2.3 8,5506 x 10710 |  Flujo Laminar
2.6667 4,1377 x 10~ | Flujo Laminar
3.0333 2,0147 x 10712 | Flujo Laminar
3.4 90,8588 x 10~ ™ Flujo Laminar
3.7667 4,8444 x 10~ | Flujo Laminar
4.1333 2,3887 x 10~ 16 Flujo Laminar
4.5 1,1813 x 10717 |  Flujo Laminar
4.8667 5,8572 x 10~ | Flujo Laminar
5.0 2,9105 x 1072° | Flujo Laminar

Cuadro 4.1: Solucién 1: Valores del Ntimero de Reynolds en funcién del tiempo para p = 1 x

107 2Nsm™2

En la siguiente figura (4.3) se muestra la gréfica correspondiente a la simulacién de cada componen-
te del vector de velocidad, lo que permite observar con mayor detalle el comportamiento individual

de cada direccién del flujo.
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Superficie de v, Superficie de v, Superficie de v,
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Figura 4.3: Soluci6n 1: Simulacién del campo de velocidad en Matlab para =1 x 1072 Nsm 2

Se presenta la grafica obtenida de la simulacién numérica. En esta simulacion, se observa
c6mo el flujo permanece en régimen laminar a lo largo del intervalo de tiempo considerado. Los
valores correspondientes se han calculado utilizando las condiciones iniciales establecidas, y el
comportamiento observado es consistente con el andlisis tedrico del flujo en condiciones laminares. La
grafica permite visualizar la disminucién progresiva del Ntiimero de Reynolds conforme el tiempo
avanza, lo cual es indicativo de la estabilizacién del flujo.

Campo de Velocidad v(x, #): Flujo Laminar

Figura 4.4: Soluci6n 1: Visualizacién del flujo laminar con y = 1 x 1072 Nsm ™2

De forma analoga, se realizard una simulacién con p = 1 Nsm ™2 para analizar el comportamiento
del flujo bajo estas condiciones. La informacién del estado del flujo, se encuentra en la tabla (4.2):

Tiempo (s) Re Estado del Flujo
0.1 3115.9939 | Flujo de Transicién
0.4667 1004.8192 Flujo Laminar
0.8333 773.899 Flujo Laminar
1.2 191.636 Flujo Laminar
1.5667 92.5769 Flujo Laminar
1.9333 40.0357 Flujo Laminar
2.3 37.5149 Flujo Laminar
2.6667 25.6295 Flujo Laminar
3.0333 15.7759 Flujo Laminar
3.4 9.9851 Flujo Laminar
3.7667 8.0167 Flujo Laminar
4.1333 4.0585 Flujo Laminar
4.5 2.8613 Flujo Laminar
4.8667 2.2429 Flujo Laminar
5.0 1.8517 Flujo Laminar

Cuadro 4.2: Solucién 1: Valores del Numero de Reynolds en funcién del tiempo para = 1 Nsm ™2

En la siguiente figura (4.5) se muestra cada componente del vector de velocidad. Como se indica
en la tabla (4.2), el flujo se encuentra en un estado laminar, lo cual se refleja en el comportamiento
suave y ordenado de cada componente del vector de velocidad.

Noviembre del 2024



CAPITULO 4. Ecuaciones de Navier-Stokes 59

Superficie de v, Superficie de v, Superficie de v,

Figura 4.5: Solucién 1: Simulacién del campo de velocidad en Matlab para 1 = 1 Nsm ™2

En esta simulacién, se puede observar como el ntimero de Reynolds Re varia en funcién del tiempo,
manteniendo un estado de flujo laminar a lo largo del intervalo temporal considerado. Los valores de
Re coinciden con los presentados en la Tabla (.2), lo que confirma la consistencia de los resultados
obtenidos mediante la simulacién.

Campo de Velocidad v(x, 9: Flujo de Transicién

Figura 4.6: Solucion 1: Visualizacion del flujo laminar con 1 = 1 Nsm ™2

4.3.3. Conclusiones

Se realizaron multiples simulaciones en MATLAB para diferentes valores de densidad y viscosidad
dindmica. En particular, se llevaron a cabo dos simulaciones clave para y = 1 x 1073 Nsm™2 y
p =1 Nsm~2, en las cuales el comportamiento del fluido fue siempre laminar. Adicionalmente, se
ejecutaron més simulaciones con otros valores de y, y en todas ellas se observo que el flujo perma-
necia en régimen laminar. Esto nos indica que, bajo las condiciones estudiadas, el fluido no presenta
turbulencias.

Aunque se modificaron los pardmetros de las simulaciones, este comportamiento no depende exclusi-
vamente de la viscosidad del fluido, sino también de otros factores como la longitud caracteristica del
problema, la densidad y la velocidad del fluido. Estos elementos son esenciales para determinar si un
flujo es laminar o turbulento. Sin embargo, todas las simulaciones confirmaron que, al suponer un
campo de velocidad conservativo (#19), el flujo tiende a mantenerse laminar.

El comportamiento del fluido también depende de la presién del fluido, la aceleracién externa
de las fuerzas externas del fluido y de una funcion temporal ¢(¢). En la solucion [@.56), se tomé
G=c ‘@), y en la simulacion se consider6 C' = 1 Jkg~'. No obstante, la dependencia de G es
esencial para obtener una solucién analitica para la velocidad del fluido. Esta relacién entre la pre-
sion del fluido, la aceleracién externa, y la funcion ¢(t) juega un papel crucial en la estabilidad del flujo.

La suposicién de que la velocidad es conservativa implica que no hay rotaciones en el fluido, lo
que también sugiere que la aceleracion externa debe ser conservativa. Esta condicién, junto con la
eleccionde G =1 Jkg~ !, llev6 a que las simulaciones confirmaran un flujo laminar estable en cada
caso, incluso al variar los pardmetros del problema.

En cuanto a la viscosidad dindmica, se esperaba que, cuando p fuera pequefio, es decir, y =
0,01Nsm~2, el nimero de Reynolds fuera méas grande que cuando u = 1Nsm™2. Sin embargo,
ocurri6 lo contrario: en general, se observo que cuando p es mas pequerio, el nimero de Reynolds

tiende a ser mas alto.

En conclusién, las simulaciones demostraron que, bajo las suposiciones impuestas, el modelo es
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adecuado para estudiar fluidos laminares. El hecho de que la aceleracién externa se conserve, junto
con la dependencia de G, contribuye a la estabilidad del flujo laminar observado, lo que valida el
enfoque adoptado para obtener una solucién analitica de la velocidad del fluido.

4.4. Suposicién de la Velocidad como la Rotacién de una Funciéon
Vectorial

Sea 1(x,t) : © x RT U {0} — R? una funcién suave, donde £2 C R3 representa un dominio fisico
adecuado. Asumimos que ¥ cumple con las siguientes condiciones:

La relacion:
v=V X1 (4.89)

indica que el campo v es el resultado de la rotacional de ). Esta expresion es esencial en el contexto de
flujos rotacionales, donde v representa un campo de velocidad asociado a movimientos en un fluido,
reflejando asi la naturaleza vorticosa del mismo.

La suposicién de que 1) es un campo de Beltrami, que satisface la relacion:
V xp =) (4.90)

para algun escalar A con unidades de m ™!, implica que la rotacional de v esté alineada con el propio
campo. Esta caracteristica es relevante en el estudio de flujos en los que se espera que la estructura del
campo de velocidad se mantenga, incluso si 9 evoluciona en el tiempo. En particular, esto permite
describir sistemas en los que la dindmica del flujo puede estar influenciada por su propia configura-
cién, facilitando un anélisis méas profundo de los comportamientos vorticosos en fluidos.

Estas condiciones establecen un marco tedrico robusto para el estudio de las ecuaciones de mo-
vimiento de fluidos, permitiendo un anélisis detallado de las interacciones y comportamientos en
sistemas con propiedades vorticosas y conservativas.

La condicién conduce a la siguiente relacion:
Ve =0, 4.91)

lo cual se deduce del hecho de que la divergencia de un campo derivado como un rotacional siempre
es nula.

Por lo tanto, la ecuacién de conservacién de masa (4.18) se satisface trivialmente con estas supo-
siciones. Es decir, no es necesario verificar que la solucién obtenida cumpla con esta condicién, ya que
se cumple de forma trivial.

Primero, calculamos la derivada temporal del campo de velocidades v. A partir de la ecuacion

(4.89), se sigue que:
0pv = 0y(V x 1) (4.92)

Luego, calculamos el laplaciano del campo de velocidades:
Vv = V3(V x 9) (4.93)

A continuacién, evaluamos el término convectivo (v - V)v utilizando la expresién para la velocidad
dada en (4.89). Este término puede descomponerse en una suma que involucra tanto el gradiente de
|v]|? como la vorticidad V x v, segtin la propiedad presentada en (A.14). El resultado es el siguiente:

(v-V)v= %VHVW +(Vxv)xv (4.94)

Para calcular V x v, hacemos uso de una propiedad fundamental del célculo vectorial, conocida como
la identidad del doble producto vectorial. Esta propiedad se expresa de la siguiente forma:

Vx(Vx0)=V(V 0)- Ve (4.95)
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donde ® es un campo vectorial que se asume continuo y suave en el dominio considerado.

Esto nos lleva a:
Vxv=Vx(Vx)=V(V- ) - V=V, (4.96)

donde utilizamos la condicién (4.91).

Sustituyendo esta expresién en el término convectivo (4.94), obtenemos:
1
(v-V)v= 5VHV x P> = V2 x (V x ) (4.97)

Finalmente, al sustituir las derivadas del campo de velocidades (4.92), (4.93) y el término convectivo
(4.97) en la ecuacion de Navier-Stokes (#.17), obtenemos la siguiente expresion:

1 1
O (V x ) + 5V||v x |2 — V2 x (V x ) —aV3(V x ) = f — ;Vp (4.98)
A continuaci6n aplicamos el operador rotacional a la ecuacion (#.98), obteniendo:
1 1
V x |0:(V x ) + 5V||v x || — V2 x (V x ) —aV3(V x 1/;)] =V x (f— pr) (4.99)

Para simplificar la expresion en (#.99), recordamos que el rotacional de un gradiente es nulo para
cualquier funcién potencial escalar. Esto nos permite reducir la ecuacion de la siguiente manera:
KV (Vx)—Vx [V x (Vxy)—aV? [Vx(Vxy)=Vxf (4.100)
Sustituyendo la ecuacién en (4.100), obtenemos:
O(=V?p) =V x [V*h x (V x ¥)] —aV?(=V?¢) =V x f
Esta expresién se puede reescribir como:
V2(0p — aV?P) + V x [V2 x (V x 9)] = -V x f (4.101)

Considerando nuestras suposiciones dadas por las ecuaciones (4.91) y (4.90), podemos simplificar el
segundo término de la ecuacién (4.101). Utilizando la ecuacién (4.96)), obtenemos:

V x (V x4) = —V%p (4.102)
Dado que % es un campo de Beltrami, podemos expresar la relacién anterior como:
V x (\p) = =V (4.103)

A partir de la expresiéon (4.103), se deduce que el laplaciano de 9 se puede escribir de la siguiente
manera:
V2p = -\ (4.104)

Ahora, calculamos el producto vectorial en la ecuacién (4.101), sustituyendo la propiedad del campo
de Beltrami y el resultado obtenido en (4.104), tal como se muestra a continuacién:

V29 x (V x4p) = =A%p x (Mp) = =3 x p =0 (4.105)

Sustituyendo esta simplificacién en la ecuacién (4.101), llegamos a la forma final:

V(i — aVeh) = =V x £, 1h(x,0) = tho(x) (4.106)

Por lo que podemos resolver el sistema:

Ohp — aV? = h(x,t),

4.107
VPh = -V x f (+107)
Con la ayuda de (4.104), podemos reescribir el sistema (4.108) de la siguiente forma:
Oph + aX?yp = h(x,t), (4.108)
VZh=-V xf (4.109)
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La solucién de la ecuacién (4.108) puede descomponerse en dos partes, la solucién homogénea vy, (x, t)
y la solucién particular ¢, (x, t):

Y(x,1) = n(x, 1) + hp(x, 1)
La solucién homogénea satisface:
Otpn(x, 1) + aX*ehu(x,t) = 0
La solucién de esta ecuacién es:
pr(x,t) = Po(x) exp (—ar’t) (4.110)

donde 1 (x) representa el estado inicial del sistema en ¢ = 0.

La solucién particular se obtiene mediante el método de funciones de Green:

t
Pp(x,1) = / / G(x—y,t—s)h(y,s)dVyds
0 Jo
La funcién de Green G(x — y,t — s) satisface la ecuaciéon homogénea asociada:
0,G(x —y,t —s8) +aN’G(x —y,t —s) =0(x —y)6(t — 5) (4.111)
Por lo que, la funcién de Green para 1, es:
Gx—y,t—s)=exp(—aX*(t—s))s(x—y)

Esta funcién de Green permite relacionar la respuesta del sistema a una perturbacién puntual en el
espacio y el tiempo. La delta de Dirac d(x — y) tiene la propiedad de colapsar la integral espacial. Es
decir, para cualquier funcién f(y):

/Q F¥)8(x — y)dVy = f(x) (4.112)

Esto implica que al integrar sobre y, la delta de Dirac selecciona el valor de la funcién en el punto
donde y = x. Siguiendo (4.112), nuestra integral se simplifica a:

Pp(x,1) = /t exp (—aX?(t — s)) h(x, s)ds (4.113)
0

Finalmente, la solucién completa considerando tanto el estado inicial (4.110) como la respuesta a la
fuente (4.113) se expresa como:

P(x,t) = Po(x) exp (—ar’t) + /0 exp (—aX*(t — s)) h(x, s)ds (4.114)

Se observa que, para que la solucion (4.114) describa un campo de Beltrami, es necesario que el campo
h también lo sea. Esto requiere que se satisfaga la siguiente condicién:

V xh=Ah (4.115)

Dado lo anterior, podemos reescribir la ecuacién (4.109). Para cualquier campo de Beltrami con la
misma A constante, utilizando la relacion (#.104), obtenemos:

V?h = —)\°h (4.116)
Aplicando rotacional a la ecuacién (4.109), se llega a la expresion:
V2(V xh) = -V x (V x f) (4.117)

Dado que h es un campo de Beltrami y teniendo en cuenta (.95), podemos afirmar que se cumple la
siguiente relacién:
VZ(Ah) = — [V (V - f) — V7] (4.118)

A partir de la expresién (4.116), se deduce que:
~Nh=—[V(V-f) - V] (4.119)
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De aqui se concluye que el campo h debe tener la siguiente forma:

h= ;3 [V (V-f) — V*f] (4.120)

Ahora necesitamos calcular . Sabemos que v(x,0) = v tiene la forma:

vo =V X g = Mg (4.121)
Por lo tanto, 1 se obtiene como:
1
Yo = Vo (4.122)

Noté que al calcular el rotacional de la ecuacion (4.121), podemos deducir que
V x Vo = )\Vo, (4123)

lo que implica que la velocidad inicial debe satisfacer necesariamente la condicién de ser un campo de
Beltrami para el mismo escalar A.

Sustituyendo las expresiones y en la ecuacion (4.114), obtenemos:
P(x,t) = %vo(x) exp (—aX?t) + % /Ot exp (—aX(t — ) {V [V - f(x,5)] — V*(x,s)} ds  (4.124)
Aplicando el operador rotacional a la ecuacion (4.124), obtenemos:
V x(x,t) = %V X Vo (x) exp (—aA?t) — % /Ot exp (—aX?(t — 5)) V2V x f(x, s)] ds (4.125)

Por lo tanto, la velocidad del fluido, de acuerdo con nuestra suposicién [@.89), es la siguiente:

v(x,t) = %V x vo(x) exp (—aA?t) — % /Ot exp (—aX?(t — 5)) V2V x f(x, s)] ds (4.126)

Esta expresion para la velocidad considera que v es un campo de Beltrami, lo cual, como hemos
observado, simplifica notablemente los célculos. Esta simplificacién permite encontrar una solucién
analitica para la ecuacién de Navier-Stokes, lo cual serfa de otro modo muy complicado de obtener.

4.4.1. Comprobacion:

Es necesario verificar que la expresion (4.126)) constituye una solucién de la ecuacién de Navier-
Stokes (#.17). Iniciaremos el proceso estableciendo que 1) se comporta como un campo de Beltrami.

A partir de la ecuacién (4.122), se deduce que V x vy = A?4)y. Ademads, dado que en la ecuacioén (4.109)
se considera que h es un campo de Beltrami, la ecuacién (4.125) se simplifica de la siguiente forma:

V x ah(x,t) = Mpo(x) exp (—ar’t) + %/ exp (—aX?(t — s)) V?[V?h(x, s)] ds (4.127)
= Mo (x) exp (—ar?t) / exp (—aX?(t — 5)) V2[~A\?h(x, s)] ds (4.128)
Ry

= Mo (x) exp (—ar’t) . / t exp (—aX?(t — s)) V?h(x, s) ds (4.129)

A Jo
= Mpo(x) exp (—a’t) l/ exp (—aX’(t — s)) [-A*h(x, s)] ds (4.130)

AJo
= Mo (x) exp (—ar?t) + A /t exp (—aX?(t — s)) h(x, s) ds (4.131)

0

= Mpo(x) exp (—aX’t) + /\/ exp (—aX?(t — ) {V [V - £(x,5)] — V*f(x,s)} ds (4.132)
0

~ (4.133)
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De esta manera, se ha demostrado que ¥ es efectivamente un campo de Beltrami. Dado que 1 es un
campo de Beltrami, el término conectivo se simplifica de la siguiente forma:

(v-V)v = S VIV + (V x v) v
= LYV + [V % (VX 4)] x (7 x 9)

_ %VHVHQ + [V x ()] x (\ap)

SYIVIZ + 0% x ()

1
L9V X0
1
= 29w
Sustituyendo la expresién (4.126) en la ecuacién (#17), obtenemos:
1 1
0V % )+ GVIV < 9l? oV (V x ) =V (4.134)

Procedemos a calcular el rotacional de la expresién (4.134), como se ilustra a continuacién:
0 [V x (Vx)]—aV?[Vx(Vxy)=Vxf (4.135)

Utilizando la propiedad (4.95)), y teniendo en cuenta que V - ¢ = 0 debido a que v es un campo de
Beltrami, obtenemos:
O (V) —aV? [-Vp] =V x f (4.136)

o bien
V(0,0 + aX®y) = -V x f (4.137)

Para verificar la ecuacién (4.137), comenzaremos calculando la derivada temporal de (4.124):
t
dp(x,t) = —alvg(x) exp (—aX’t) — %/ exp (—aX?(t — 5)) {V[V - f(x, s)] — V*f(x,5)} ds
0

1
t {V[V-f(x,t)] — V*f}
(4.138)
Ahora multiplicamos v por a\? la funcion (4.124):

aX*p(x,t) = alvg(x) exp (—aX’t) + % /0 exp (—aX?(t — 5)) {V [V - f(x,5)] — V*(x,s)} ds (4.139)

Por lo tanto, al sumar y obtenemos:
Oph(x,t) + ar?ap(x,t) = % {V[V-f(x,t)] — V*f} (4.140)
Considerando la solucién dada en {#120), la ecuacién se reescribe como:
Opb(x,t) + aX*p(x,t) = h(x, 1) (4.141)
Aplicando el operador laplaciano a la ecuacién se puede expresar de la siguiente manera:
V2[0sh(x, 1) + aX®p(x, )] = VZh(x,t) (4.142)

Para que se cumpla la igualdad de (4.142), se tiene que cumplir VZh = —V x f y esta se cumple en
(4.120), donde se considero que h es un campo de Beltrami.

Por lo tanto, hemos confirmado que se cumple la igualdad de la ecuacién (¢.137). En consecuencia,
hemos demostrado que la solucién dada en (4.126) es una solucion de la ecuacién de Navier-Stokes

(4.17), considerando a 1 como un campo de Beltrami.

En este escenario, se asume que el campo de velocidades v estd dado por el rotor de un campo
de Beltrami v, es decir, v = V x . La solucién correspondiente a esta suposicién se encuentra
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formalmente en (4.126)), donde el campo de Beltrami 1) satisface las condiciones especificas de autoad-
juntabilidad y alineamiento con su propio rotor.

Para caracterizar el comportamiento del flujo en este caso, se emplea nuevamente el ntiimero de
Reynolds, definido en (4.1.1). El nimero de Reynolds en este contexto se calcula de la siguiente forma:

vl
"

Re (4.143)

En este caso, la velocidad caracteristica ¢, se define como la magnitud del campo de velocidades
v(x,t), que esta relacionado con el campo de Beltrami v a través de:

by = VO )| = [[V x b (x, 1)

De manera similar al caso anterior, el cdlculo local del ntimero de Reynolds, dependiendo de la
posicién x y el tiempo ¢, permite evaluar si el flujo es laminar o turbulento. Aunque la estructura
del campo de velocidades como un rotor sugiere un flujo méas complejo, esto no asegura que el flujo
sea laminar. Incluso con un campo de Beltrami, pueden existir inestabilidades que conduzcan a un
régimen turbulento.

4.4.2. Simulacion

Se realizaron varias simulaciones en Matlab con el objetivo de analizar el comportamiento del flujo
del fluido bajo nuestra suposicion en ([@.89), donde 1 es un campo de Beltrami. Sin embargo, solo se
mostrardn los resultados de dos de estas simulaciones. En particular, se emple6 la solucién presentada
en [£.126). El codigo utilizado para llevar a cabo esta simulacion se encuentra en el Apéndice C (C.0.2).
En este caso, la velocidad inicial debe ser un campo de Beltrami, tal como se establece en la ecuacién
(4.123). Ademas, se considerara un campo de aceleracién externa que depende tanto de la posicién
como del tiempo. Se supondran condiciones de no deslizamiento, es decir, la velocidad del fluido en
la frontera del dominio serd cero. La simulacion se llevard a cabo en un cubo centrado en el origen,
con un lado de 4m. Los pardmetros definidos para esta simulacién son los siguientes:

» Coeficiente de Beltrami: A = —1m ™.
s Desndiad: p = 1,2kgm 3.
» Viscosidad Dindmica: g =1 x 107 Nsm 2y u=1Nsm™2.
» Longitud caracteristica: £ = 4m.
» Aceleracién externa:
cos(x +y + z)sin(t)
f(x,t) = | sin(z +y+ 2)sin(t?) | ms™* (4.144)
cos(y) +z+t

Eligimos a la velocidad como un campo vectorial que cumple la condicién de ser un campo de
Beltrami:
sin(y) + cos(z)
vo(x) = | sin(z) + cos(z) (4.145)
sin(x) + cos(y)

Para verificar que este es un campo de Beltrami, necesitamos que se cumpla la condicion (#.123) para
alguna constante .

Calculamos el rotacional V x v, para ver si es proporcional al campo vy:
Derivada parcial de vy, = sin(z) + cos(y) respecto a y: —sin(y).
Derivada parcial de vg, = sin(z) + cos(x) respecto a z: cos(z).

Derivada parcial de vy, = sin(y) + cos(z) respecto a z: — sin(z).

Derivada parcial de vy, = sin(z) + cos(y) respecto a x: cos(x).
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Derivada parcial de vy, = sin(z) + cos(x) respecto a : —sin(z).
Derivada parcial de v, = sin(y) + cos(z) respecto a y: cos(y).
Asi:

—sin(y) — cos(z)

V x vg = | —sin(z) — cos(z) | = —vq

—sin(z) — cos(y)
Entonces, se cumple que:

V x Vo = —Vo

Esto demuestra que el campo (4.145) es un campo de Beltrami con A = —1.

De igual forma que en la primera simulacién utilizaremos el valor critico de Re = 2000 para de-
terminar el régimen de flujo.

A continuacién se presentan algtinos valores del ntimero de Reynolds Re en funcién del tiempo.
Como se puede observar, en todo momento el flujo se mantiene en régimen turbulento cuando la
viscosidad dindmica del fluido es de = 1 x 102 Nsm ™2

Tiempo (t) | Reynolds (Re) Estado

0 11753.4292 | Flujo Turbulento
0.050505 11769.698 Flujo Turbulento
0.25253 11845.313 Flujo Turbulento
1.6667 20829.7249 | Flujo Turbulento
1.8182 21932.0028 Flujo Turbulento
1.8687 22267.8486 | Flujo Turbulento
21212 23847.4464 | Flujo Turbulento
2.8788 27373.4115 | Flujo Turbulento
2.9798 27582.8504 | Flujo Turbulento
3.0303 27646.5501 | Flujo Turbulento
3.9394 25489.5235 Flujo Turbulento
3.9899 25216.146 Flujo Turbulento
4.0404 24913.1421 Flujo Turbulento
4.899 19477.0526 | Flujo Turbulento
4.9495 19145.9709 | Flujo Turbulento
5 18872.2835 | Flujo Turbulento

Cuadro 4.3: Solucién 2: Valores del Ntimero de Reynolds en funcién del tiempo considerando p =
1% 107?Nsm™>

La gréfica (.7) ilustra la simulacion de cada componente del vector de velocidad. En este caso, el
fluido presenta un comportamiento turbulento, aunque moderado, ya que el niimero de Reynolds no
es lo suficientemente alto para generar una turbulencia completamente caética.

Superficie de v, Superficie de v, Superficie de v,

Figura 4.7: Soluci6n 2: Simulacién del campo de velocidad en Matlab para =1 x 107* Nsm ™2

A continuacién se presenta el campo de velocidad, en el cual los vectores exhiben un desplaza-
miento caético, evidenciando la presencia de turbulencia, como se ilustra en la figura .
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Campo de Velocidad v(x, t): Flujo Turbulento

Figura 4.8: Soluci6n 2: Visualizacién del flujo turbulento con = 1 x 107 Nsm ™2

A partir de la gréfica, se observa que el campo de velocidad del fluido tiende a ser turbulento. Esto
sugiere la presencia de estructuras complejas en el flujo, lo que puede influir en la dindmica del sistema.

De forma andloga se presentan algtinos valores del ntiimero de Reynolds Re en funcién del tiem-
po. Como se puede observar, en todo momento el flujo se mantiene en régimen laminar cuando la
viscosidad dindmica del fluido es de u = 1 Nsm™2.

Tiempo (t) | Reynolds (Re) Estado

0 11.7534 Flujo Laminar
0.050505 11.2858 Flujo Laminar
0.25253 9.6108 Flujo Laminar
1.6667 9.0353 Flujo Laminar
1.8182 9.0601 Flujo Laminar
1.8687 9.054 Flujo Laminar
2.1212 8.9155 Flujo Laminar
2.8788 7.3925 Flujo Laminar
2.9798 6.9698 Flujo Laminar
3.0303 6.7446 Flujo Laminar
3.9394 2.6526 Flujo Laminar
3.9899 2.5093 Flujo Laminar
4.0404 2.2082 Flujo Laminar
4.899 6.0033 Flujo Laminar
4.9495 6.2516 Flujo Laminar
5 6.4564 Flujo Laminar

Cuadro 4.4: Solucién 2: Valores del Numero de Reynolds en funcién del tiempo considerando p =
1NSm

La siguiente gréfica muestra el comportamiento del fluido para cada componente del vector
de velocidad. En este caso, cada componente exhibe un patrén suave y predecible, caracteristico
del flujo laminar, donde no se observan fluctuaciones bruscas ni cambios caéticos en la direccién o
magnitud de los vectores.

Superficie de v, Superficie de v, Superficie de v,

Figura 4.9: Solucién 2: Simulacién del campo de velocidad en Matlab para 1 = 1 Nsm ™2

De forma similar a las simulaciones anteriores, se presenta el campo de velocidad. Aqui los vectores
se desplazan ordenadamente, lo que indica que el fluido estd en un estado laminar, como se observa

en la figura (4.10).
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Campo de Velocidad v(x, ): Flujo Laminar

Figura 4.10: Solucién 2: Visualizacion del flujo laminar con pp = 1 Nsm ™2

4.4.3. Conclusiones

En la simulaciones, se analizaron varios casos para la viscosidad dindmica . Es importante tener
en cuenta que la turbulencia no depende tinicamente de i, sino también de otros factores como
la densidad del fluido, la velocidad y la longitud caracteristica del problema. Estos elementos son
cruciales para determinar si un flujo es laminar o turbulento.

» Para valores de 1 més pequefias, como p = 1x107% Ns-m ™1, el flujo muestra un comportamiento
con baja turbulencia, sin alcanzar niveles significativos de turbulencia intensa. En este caso, el
namero de Reynolds Re es algo elevado, lo que sugiere que las fuerzas inerciales tienen una
influencia mayor que las fuerzas viscosas. Esto favorece la formacién de vértices, aunque estos
son muy pequefios y la turbulencia observada es de caréacter débil.

» En el caso p = 1 Nsm™!, el flujo presenta un comportamiento laminar, con un namero de
Reynolds menor a 2000. Esto significa que las fuerzas viscosas son suficientes para disipar la
energia cinética y mantener el flujo suave y ordenado. Este es un flujo tipico donde la viscosidad
es lo suficientemente grande para prevenir la turbulencia.

En este caso, se confirma nuestra intuicién, ya que para el flujo conservativo el comportamiento con
respecto a p resulté ser opuesto. Tras realizar diversas simulaciones, se observé que al disminuir los
valores de 11, el comportamiento del fluido tiende a volverse més inestable. En particular, cuando y se
aproxima a cero, el flujo exhibe caracteristicas asociadas a la turbulencia, con un aumento significativo
en el nimero de Reynolds. No obstante, a pesar de que el ntimero de Reynolds es elevado, el flujo
sigue conservando estructuras bien organizadas, aunque con mayor presencia de vorticidad.

Es relevante sefialar que el comportamiento del flujo también estd condicionado por las condiciones
iniciales v(x) y el campo de aceleraciéon externa f(x,t). Estos parametros desempefian un papel
crucial en la dindmica del fluido, modulando la evolucién del flujo a lo largo del tiempo. En resumen,
la transicién hacia un flujo con caracteristicas turbulentas depende principalmente de la viscosidad,
pero también esta influenciada por la densidad, la velocidad, la longitud caracteristica y las fuerzas
externas aplicadas.
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Conclusiones

Conclusién 1: Deduccién Rigurosa de las Ecuaciones de Navier-Stokes

El primer objetivo de esta tesis, que consisti6 en llevar a cabo una deduccién matematica rigurosa de
las ecuaciones de Navier-Stokes, se ha cumplido con éxito. La importancia de esta deduccién radica
en su capacidad para proporcionar una comprension clara y precisa de la formulacién matemaética que
subyace a estas ecuaciones esenciales en la mecanica de fluidos. A lo largo del trabajo, se ha llevado a
cabo un andlisis exhaustivo de los teoremas y principios matemadticos que sustentan estas ecuaciones,
prestando especial atencién a la conservacién del momento lineal.

El enfoque sistematico y detallado utilizado ha permitido abordar cada componente de las ecuaciones
sin dejar poros o lagunas que pudieran comprometer su validez. Este proceso ha llevado a una
clarificacién de los fundamentos fisicos involucrados, asi como a la articulacion de una base teérica
solida que respalda la dindmica de los fluidos. La rigorosidad de esta deduccién no solo enriquece el
conocimiento en el campo de la modelacién matematica, sino que también proporciona herramientas
valiosas para la comprensién de fenémenos complejos que involucran el comportamiento de los
fluidos en diferentes contextos.

Este trabajo facilita el aprendizaje y la ensefianza de las ecuaciones de Navier-Stokes en diversas
carreras, incluyendo las Licenciaturas en Modelacién Matemética, Matematicas y Fisica. Al ofrecer un
marco formal y detallado, se contribuye a que los estudiantes de estas disciplinas puedan abordar el
tema con mayor claridad y confianza. La formalizacién y rigor presentados en esta tesis son pasos
claves hacia una comprension méas profunda y completa de las interacciones fluidas.

Conclusion 2: Solucién de las Ecuaciones de Navier-Stokes

Se logré cumplir con el segundo objetivo de esta tesis, que consisti6 en calcular soluciones analiticas de
las ecuaciones de Navier-Stokes bajo las suposiciones de velocidad conservativa y velocidad rotacional
en campos de Beltrami. Dado que las funciones de velocidad resultaron ser complejas, fue necesario
utilizar MATLAB para analizarlas, permitiendo asf una comprensién mas clara del comportamiento
del flujo.

En primer lugar, se model¢ el flujo bajo la suposicién de que la velocidad se conserva, analizan-
do el estado del fluido en funcién del ntimero de Reynolds. En este contexto, se observé que el flujo
es laminar. Posteriormente, se exploré un segundo modelo en el que la velocidad se definié como el
rotacional de una funcién. En este caso, se concluyé que el fluido tiende a ser turbulento para valores
muy pequertios de la viscosidad, resultado que también se deriva del andlisis del nimero de Reynolds.
Esta metodologia facilité una comparacion clara entre los diferentes escenarios analizados.

Se evidencié que los campos de Beltrami, definidos por una relacién especifica entre la rotacio-
nalidad y la velocidad, permiten obtener soluciones que satisfacen las ecuaciones de Navier-Stokes
bajo ciertas condiciones. No obstante, este enfoque resalta la complejidad inherente al analisis de
flujos rotacionales en comparacién con sus contrapartes irrotacionales.

Ademas, al suponer que la velocidad se conserva, se llega a la ecuacién de calor, que incluye una
fuente G. Esta ecuacién puede resolverse de manera més sencilla que las ecuaciones de Navier-Stokes,
lo que subraya la utilidad de esta suposicién en el andlisis de flujos.

Por lo tanto, aunque la resolucién en campos rotacionales es factible en escenarios concretos co-
mo los campos de Beltrami, es necesario un mayor desarrollo tedrico para extender estas soluciones a
un espectro mas amplio de flujos rotacionales. Esto abre nuevas lineas de investigacién en el campo
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de la mecdnica de fluidos.
Con esta dltima reflexién, se concluye esta tesis, reafirmando la importancia de continuar explo-

rando y profundizando en el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes en diferentes contextos de
flujo.

Noviembre del 2024



71

Apéndice A
Notaciéon Indicial

Este apéndice se centra en la notacién indicial, que es decisiva para el desarrollo de las ecuaciones
de conservacién del momento angular. La notacién indicial simplifica significativamente los calculos
matematicos involucrados en esta deduccién, permitiendo una representacién més clara y compacta
de las operaciones tensoriales y vectoriales.

Se introducird de forma muy resumida la notacién indicial, ya que resulta esencial para obtener
el término conectivo y demostrar la simetrfa de la matriz de esfuerzos, asi como para simplificar la
divergencia de esta matriz. Dominar esta notacién y familiarizarse con las convenciones y operaciones
descritas en las secciones anteriores de este apéndice es crucial para la comprensién y resolucion de
los calculos que se llevaran a cabo.

A.1. Introducciéon

La notacién de indices, también conocida como notacién de Einstein, es una herramienta ma-
tematica poderosa que simplifica la representacion de sumas y productos en expresiones algebraicas.
Introducida por Albert Einstein en 1916, esta notacién es particularmente ttil en fisica avanzada y
otras disciplinas que manejan vectores, matrices y tensores (ver secciéon 1.1 [10]).

Convenciones Generales:

» Indices Repetidos (Suma de Einstein): Cuando un indice aparece repetido en una expresion,
se asume que se estd sumando sobre todos sus posibles valores. Esta convencién simplifica la
notacién y evita la escritura explicita de sumas.

= Indices Mudos y Libres: Los indices que aparecen dos veces en una expresioén se denominan
indices mudos y se someten a la convencién de suma de Einstein. Por otro lado, los indices que
aparecen una sola vez se denominan indices libres y representan diferentes casos o componentes.

Coordenadas:

= Coordenadas Cartesianas: Las coordenadas (x,y, z) pueden expresarse utilizando indices como
variables de control z; parai =1,2,3,donde z1 =z, 22 =y y 23 = z.

» Coordenadas Cilindricas: De manera similar, las coordenadas cilindricas (r, 6, z) se pueden
expresar como z; paras = 1,2,3,donde z1 =7, 20 = 0y 3 = z.

» Coordenadas Esféricas: Las coordenadas esféricas (r, 0, ¢) también se pueden expresar utilizan-
do indices como x; parai =1,2,3,donde z1 =7, 22 =0y 23 = ¢.

Suma de Einstein

La notacién de indices permite simplificar expresiones complejas. Por ejemplo, la suma de los cuadra-
dos de las coordenadas en un sistema tridimensional se expresa como:
3
2_ .2, .2, .2_ .2 .2 .2 2
sC=x"+y +2°=x]+x3+r3= E T; = ;%

i=1

En esta expresion, el subindice ¢ se repite dos veces, lo que indica una suma sobre <.
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A.2. Delta de Kronecker

En el contexto de la teoria de tensores y la notacién indice, es fundamental utilizar el simbolo de
Kronecker, que se define de la siguiente manera (ver seccién 1.1 pag. 2 [10]):

Definicion

La delta de Kronecker, denotada por §;;, es una funcién matematica que simplifica la notaciéon en
expresiones algebraicas y en la notaciéon de indice.

5ij{1 R (A1)

0 sii#j

donde ¢ y j son indices que pueden tomar valores en un conjunto finito de ntimeros enteros.

Propiedades:

s Identidad de Kronecker: La delta de Kronecker actia como la matriz identidad en el espacio de
indices. Esto significa que para cualquier vector v y un indice ::

E (52‘j7}j = V;
J

» Ortogonalidad: La delta de Kronecker se utiliza para expresar la ortogonalidad de vectores en
espacios euclidianos. Si e; y e; son vectores ortogonales en una base, entonces:

e; - ej = 5ij
» Simplificacién de Expresiones: En la notacién de indice, ;; permite simplificar la manipulacién

de tensores y matrices. Por ejemplo, en una suma sobre indices, la delta de Kronecker selecciona
términos especificos:

> Aidr; = Ay
k

= Relacién con la Notacién de Indice: La delta de Kronecker facilita el trabajo con la notacién
de indice al proporcionar una forma de simplificar expresiones que involucran sumas sobre
indices repetidos. En la notacién de Einstein, §;; ayuda a expresar y manipular términos en las
ecuaciones de manera compacta y eficiente.

Algunos ejemplos
Ejemplo A.2.1. El producto punto de dos vectores u,v € R?, donde u = u,e; y v = vje;, se define como:
u-v=(ue;) - (vje;) = wv;(e; - ej) = uvjd;; = usv;
Las coordenadas cartesianas se representan como x; parai = 1,2, 3.
Ejemplo A.2.2. La derivada de x con respecto a cada una de las coordenadas es:
Ozx=1 Oyr=0, O0,x2=0
Estas derivadas se pueden expresar de manera compacta utilizando la delta de Kronecker:
ox;

- = ajl‘i = (51']‘

Ox;

Este mismo principio se aplica en coordenadas cilindricas y esféricas de manera andloga.

A.3. Simbolo de Levi-Civita

La inclusién del simbolo de Levi-Civita en nuestros desarrollos es esencial debido a su capacidad
para simplificar la representacién de productos vectoriales y la formulacién de identidades en espacios
tridimensionales. Este simbolo es especialmente til en la representaciéon compacta de operaciones
como el producto vectorial y el célculo de determinantes en notacién tensorial (ver seccién 1.1 pag. 8

[100).
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Definicién

El simbolo de Levi-Civita, denotado como ¢;;, es un tensor completamente antisimétrico que se
utiliza para representar productos cruzados y determinantes en el espacio tridimensional.

+1 si (4,7, k) es una permutacién par de (1, 2, 3),
gijk = § —1 si (4, ], k) es una permutacién impar de (1,2, 3), (A.2)
0  sialguno de los indices es igual.

Para una mejor comprension del simbolo de Levi-Civita y sus permutaciones, consulte la figura (A.1):

® © 6 ¢
" N

Figura A.1: Representacién grafica del simbolo de Levi-Civita ¢;;,. La imagen muestra las permuta-
ciones de los indices (4, j, k) y el signo asociado: €;;, = 1 para permutaciones pares y €;;, = —1 para
permutaciones impares.

Geométricamente, el simbolo de permutacién se puede visualizar como un cubo que representa
las permutaciones de los indices.

La figura (A.2) muestra como las permutaciones de los indices (i, j, k) se corresponden con los
diferentes signos del simbolo de Levi-Civita ¢;;.

O‘~
A Tre(1,2,3)
(1,3,2) " ¢ e
'/' e o, E
.. o o, & (132
E ’*o.‘/ox’:o\ :
3,1,2)¢ & ‘o e \'Q
' /"o é R
o.. ¢ #1231
DOV '/'
(3,2, 3

Figura A.2: Representacién geométrica del simbolo de Levi-Civita como un cubo con permutaciones
de indices.

En la figura (A.2), los puntos azules representan configuraciones donde al menos dos coordenadas
son idénticas, y por lo tanto el valor asociado es 0. Los puntos rojos corresponden a permutaciones de
indices que resultan en un valor de 1, mientras que los puntos amarillos indican configuraciones con
un valor de —1.

Propiedades

= Antisimetria: El simbolo de Levi-Civita es antisimétrico respecto a la permutacién de cualquier
par de indices. Es decir, si se intercambian dos indices, el signo del simbolo cambia:

Eijk = —Ejik
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= Producto Cruzado: En notacién de indice, el producto cruzado de dos vectores u y v se puede
expresar utilizando el simbolo de Levi-Civita. Si u = u;e; y v = v;e;, el producto cruzado u x v
es:
u XV =¢&g;jrUjvVjeg

= Determinante: El simbolo de Levi-Civita también se relaciona con el cdlculo de determinantes.
En una matriz 3 x 3, el determinante puede ser expresado usando el simbolo de Levi-Civita
como:
det(A) = 5ijkA1iA2jA3k

» Relacién con la Notacién de Indice: En la notacién de indice, el simbolo de Levi-Civita facilita
la manipulacién de productos tensoriales y la formulacién de identidades vectoriales. Su uso
permite expresar de manera compacta operaciones como la divergencia y el rotacional en
términos de componentes.

Para ilustrar el uso del simbolo de Levi-Civita, consideremos el producto cruzado de dos vectores u 'y
\&
(u X V)]C = EijkUVj

Siu= (u1,ug,us) yv=(v1,vs,v3), entonces:
(U X V)1 = €123U203 + E132U3 V2,

y asi sucesivamente para los otros componentes.

Algunos ejemplos

Ejemplo A.3.1. Consideremos el triple producto escalar u - (v x w) en notacion indicial, donde u,v,w € R>.
Este producto se puede expresar como:
u-(vxw)

Utilizando la notacion indicial, esto se desarrolla de la siguiente manera:

u- (v xw)=ue; - (vje; X wyey)
= u;e; - (vjwi(e; X ey))
= ugvjwile; - (ej x ex)]
= UV jWEEiji;
= EijkUiVj Wk

Aqui, €51, es el simbolo de Levi-Civita, que representa el producto escalar del producto vectorial de v y w con el
vector u.

Ejemplo A.3.2. Vamos a desarrollar el siguiente triple producto vectorial en notacion de indices:
ux (vxw)=(u-wo-—(u-v)w,

donde u,v, w € R3.

Para ello, consideramos la k-ésima componente del triple producto vectorial:

[ x (v X W) = eijpuilv x wl;
= €ijkUiEnmjUnWm
= €kijEnmjUiUnWm
= (Oknlim — OkmOin)UiVnWm
= Okn Oim Ui Vp Wiy, — Oyn O U Uy W,
= U VpW; — UpUp W
= (u-w)vg — (u-v)wg
=[(u-w)v— (u-v)w
Por lo tanto, el resultado es:
ux (vxw)=(u wo-— (u-o)w

Notamos que el desarrollo en notacién de indices facilita la manipulacion y el entendimiento de este tipo de
productos vectoriales.

Noviembre del 2024



CAPITULO A. Ecuaciones de Navier-Stokes 75

Como se observa, los subindices en el simbolo de Levi-Civita son libres. Por lo tanto, podemos
expresar ¢;;;, en términos de ¢;;;, usando la delta de Kronecker:
Eijk = E1jk0U;
Al desarrollar este producto, podemos obtener una propiedad importante.

3 3 3
€ijk = €1jk0l = ElmkO1iOmj = Elmn01iOmjonk = E E E E1mn01i0m;Onk

=1 m=1n=1
= £12301302;03% + £23102i03;01% + €31203;01;02% + £13201303; 02k + €32103:02;01k
+ £21302;01;03%
= 014025031 + 02i03;01% + 03;01;02 — 61;03;02% — 03i02j01% — 0240103k
= 014(02j03% — 03;02k) + 02 (035015 — 01;03k) + 03:(1;02% — 02;01k)

5y By 5y B Sy O
= Sydet (%2 %) _gpdet (00 %39 ) 4 oyidet (04 0%
1ice (52k 53k> 2i0e <5ik 53k) T+ oside <52k 51k>

01;  02; O3
= det 51]' 52j (Sgk
01k G2k O3k

Podemos considerar el producto de permutaciones, como el producto de ¢;;i ¥ €pqr. Ademas, dado
que |A| = |AT|, donde A es una matriz 3 x 3, podemos realizar la siguiente operacion:

S 0o Oy Sip 02y G3p)
Eijk&‘pq,-:d@t 51]' (52]' 53k det 51q 52q 53,1
01 02k Osp 01 O2r O3y
01 02 O3 dp O1g O1r
= det 513’ (52]' 53k det (521, (52[1 52r

51]{2 52k 53k 63;7 53(1 537‘

[ (815 62 O dip b1 O1r
= det 61]' 52]‘ 53]@ 52;0 52(1 527«
| \01x 02k O3k d3p 03q O3y

01i01p + 02402p + 03;03, 01401 + 02i02¢ + 0303 01401, + 0202, + 03;03,
= det 61j51p + 62j52p + 53j§3p 51]'61(1 + 62j52q + 53j63q 51]'(5174 =+ 523‘527, + 53j637“
01101p + O2xd2p + O3k03p 01101 + O2k02¢ + 03103 O1x01r + d2p02, + G363,

Cada elemento de la matriz puede expresarse utilizando la notacién de suma de Einstein. Por ejemplo,
el primer elemento se escribe como:

01301p + 02402p + 03:03p = ImiOmp = Jip,
Por tanto, el producto de permutaciones es:

57Jp 5iq 57,'7‘
EijkEpqr = det (5j (qu 6jr s

5k:p 5kq 61@7‘

5'Lp 5iq 5'L’k
EijkEpgk = det | Ojp  Ojq Ok

Okp Okg Okk

Oip  0ig  Oik
= det 5jp §jq 5j
5kp 5kq 3

Por ultimo, se desarrolla el determinante, quedando como:
EijkEpak = Okp(Digdjn — 0ikdjq) — Orq(Jipdjn — djpdir) + 3(dipdjq — digdjp)
= 5iq5jp - 51'105]@ - 5ip5jq + §iq5jp + 35ip5jq - 351’(15]‘11
= ipdjq — digjp

Sir = g, ocurre lo siguiente:

Obteniendo la siguiente propiedad:

€ijkEpgk = OipOjq — 0igljp (A.3)
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A.4. Producto Tensorial

El producto tensorial, también conocido como producto exterior, es una operacién que combina
dos espacios vectoriales para formar un nuevo espacio vectorial. Es clave en la teoria de espacios
vectoriales y en muchas aplicaciones de la fisica y la ingenierfa (ver [17]).

Definicién
Dados dos espacios vectoriales V' 'y W sobre un campo F, el producto tensorial de V' 'y W, denotado
por V ® W, es un espacio vectorial construido de manera que satisfaga ciertas propiedades universales.

En otras palabras, para cada par de espacios vectoriales V' y I, existe un espacio vectorial V @ W
junto con un mapeo lineal bilineal

RK: VW —=VIW

(v,w) —vew (A4)

que satisface la propiedad de bilinealidad. Es decir, para cualquier espacio vectorial Z y cualquier par
de aplicaciones lineales f : V — Zy g : W — Z, existe una tnica aplicacién lineal f® g: VO W — Z
tal que:

(f@g)(vow) = f(v) gw)
Notacién y Propiedades

En notacién indice, el producto tensorial de dos tensores o matrices A y B se denota como A ® B.
Si A tiene componentes A;; y B tiene componentes By, entonces el tensor producto A ® B tiene
componentes
(A®B)ju = Aij B

Algunas propiedades importantes del producto tensorial incluyen:
= Bilinealidad: Para cualquier vector v € V' y wy,wy € W, y para cualquier escalar a € F,
VR (W] + W) =VQR W] +VE®Ws
(av) @ W = a(vew)

» Asociatividad: El producto tensorial es asociativo hasta isomorfismo. Es decir, para cualquier
espacio vectorial U, se cumple que

VeW)eU =2V (WaeU)

» Distribucién sobre la suma:
Vol oW=(VeW)
VeWeaelU)2(VeW)s (VeU)

®
3
®
&

Algunos ejemplos

Ejemplo A.4.1. Producto Tensorial de Vectores

w1
Dado un vector v € R? y un vector w € R3, donde v = (21> yw = | we |, el producto tensorial
2
w3

v @ w es una matriz 2 x 3 cuyas componentes estdn dadas por:

VW, V1W2 V1W,
VR W= 3.
V2Ww1 VW2 V2W3

Ejemplo A.4.2. Producto Tensorial de Tensores

Consideremos dos tensores A y B con componentes A;j y Byy. El producto tensorial A @ B es un tensor
de cuarto orden cuyas componentes son:

(A®B)jx = AijBr

Este tensor puede ser utilizado en diversas aplicaciones, como en la descripcién de sistemas fisicos o en la solucion
de ecuaciones diferenciales en miiltiples dimensiones.
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A.5. Operadores Diferenciales

Los operadores diferenciales son herramientas esenciales en el andlisis matemético y en la for-
mulacién de ecuaciones diferenciales que describen fenémenos fisicos. A continuacién, se presentan
algunos operadores diferenciales comunes utilizando notacién indice (ver seccién 2.9 péag. 64 [9]).

= Operador Gradiente: El operador gradiente, denotado por V, se aplica a una funcién escalar
f(z;) para obtener un campo vectorial. En notacién indice, el gradiente se expresa como:

of

V1=

e; =0;fe;, (A.5)
donde x; representa las coordenadas espaciales z, y, y z en un sistema de coordenadas tridimen-
sional. El gradiente V f indica la direccién y magnitud del mayor aumento de f.

= Operador Divergencia: El operador divergencia se aplica a un campo vectorial F para medir la
expansién o compresion en un punto dado. En notacién indice, la divergencia de F se define
como:

_or;

= o

donde la suma sobre el indice repetido i se realiza de acuerdo con la convencién de Einstein. La

divergencia proporciona una medida de la generacién o absorcién de flujo en el campo.

V-F

O;Fy, (A.6)

s Operador Rotacional: El operador rotacional, o curl, se usa para encontrar la rotacién de un
campo vectorial F. En notacién indice, el rotor se expresa como:

OF;
VxF= gijkaixj’ek = 5ijk8,;Fjek, (A7)
donde €;;;; es el simbolo de Levi-Civita y F; son las componentes del campo vectorial. El rotor

mide la tendencia de un campo vectorial a rotar alrededor de un punto.

» Operador Laplaciano: El operador Laplaciano se aplica a funciones escalares para medir la
tendencia de una funcién a ser mayor o menor en comparacién con sus vecinos. En notacién
indice, el Laplaciano de una funcién f se define como:

0% f

2 2
Vof = =0; f, (A.8)
donde doble derivada parcial suma las contribuciones de todas las direcciones espaciales .
El laplaciano es fundamental en la formulacion de ecuaciones diferenciales parciales, como la
ecuacién de Poisson y la ecuacién de calor.

Algunos ejemplos

Hasta ahora hemos visto que la notacién indicial es una herramienta indispensable para simplificar
calculos, especialmente cuando nos enfrentamos a expresiones complejas en algebra vectorial. Sin
embargo, esta notacién no siempre es necesaria, ya que en muchos casos los cdlculos sencillos pueden
realizarse de forma directa utilizando la notacién vectorial habitual. Es comtin, ademas, trabajar
simultdneamente con ambas notaciones, aprovechando la claridad de la notacién vectorial cuando
es posible y recurriendo a la indicial cuando los calculos lo requieren. A continuacién, mostraremos
algunos ejemplos de propiedades del calculo vectorial en ambas notaciones, destacando como se
complementan entre si.

Ejemplo A.5.1. Verificaremos la siguiente identidad vectorial:
fx(Vxg)=(Ve)-f—(f Vg, (A9)

donde f y g son campos vectoriales.
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Para comprobar esta igualdad, comenzamos analizando el lado izquierdo de la ecuacién. Conside-
ramos la k-ésima componente del vector resultante:

[f X (V x )|k = eijrfi(V x g);
= Eijkfignmjangm
= Ekijgnmjfiangm
= (Okndim — OkmOin) fiOngm (A.10)
= 0knOim fiOngm — OkmOin fiOngm
= [i0kgi — fnOngk
= (Okgi)fi — [nOngk

Finalmente, multiplicando ambos lados de la ecuacién (A.10) por el vector unitario ej, obtenemos la
verificaciéon deseada de la propiedad:

fx(Vxg)=(Ve) f—(f Vg
Ejemplo A.5.2. Verificaremos la siguiente identidad vectorial mds compleja:
Vf-g)=Ff-V)g+(g- Vf+fx(Vxg)+gx(VxT), (A11)
donde £ y g son campos vectoriales.
Empezamos expandiendo el lado izquierdo:

V(f-g)=Vf-g+Vg-f
=Vf-g+Vg-f+(f-V)g—(f-V)g+(g-V)f—(g-V)f (A.12)
=f-Vg+(g-V)f+Vf-g—(f-V)g+Vg-f—(g-V)f

Finalmente, aplicando la propiedad previamente demostrada (A.9) en la ecuacién (A.12), obtenemos:
V(E-g)=(-Vig+(g- V)E+Ex(Vxg)+gx(Vxi)
Esto concluye la verificacién de la segunda propiedad vectorial.

Si suponemos que f y g son iguales, obtenemos la siguiente propiedad. De acuerdo con la ecua-
cién (A.11), se tiene:

VE-£) = - VF+ (- VIF+f X (VxE)+£fx(VxI)
=2(f - V)f +2f x (V x ) (A.13)
=2(f f —2(V x 1) xf

Alternativamente, la ecuacién (A.13) puede escribirse de la siguiente manera:
1
(f-V)f = 5V||f||2 +(V xf)xf (A.14)

Esta tltima propiedad sera ttil para la resolucion de la ecuacién de Navier-Stokes (4.5), bajo las dos
suposiciones relacionadas con el campo de velocidad.

Ejemplo A.5.3. Verifiqguemos la identidad vectorial:
V x (¢f) = (V) x f +9(V x f), (A.15)
donde 1) es un campo escalar y £ un campo vectorial.

Para demostrar esta identidad, utilizamos la notacién de indices en el término del lado izquierdo
V x (¢f), 1o cual nos da:

[V x (¥f)]; = €ix0; (W fr),

donde ¢;;;;, es el simbolo de Levi-Civita y 0; indica la derivada parcial respecto a la coordenada x;.
Aplicando la regla del producto a la derivada, obtenemos:
9 (Y fr) = (99) fr + (05 fi)
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Sustituyendo esto en la expresion inicial, tenemos:
[V x ()]s = eiji [(8;9) fis + (05 f1)]
Al separar los términos, resulta en:
[V x (¥f)]; = ik (0;9) fr + €110 (0; fr)

El primer término, ¢;;1(9;v) fx, corresponde al i-ésimo componente del producto cruzado (V) x f,
segun la definicién del producto cruzado:

(Vi) x £], = € (05%) fx

El segundo término, ;5% (9; fi), puede reescribirse como ;1 (9; f), que es el i-ésimo componente
de ¥(V x f), es decir:
[(V x £)]; = ey (95 fi)

Por lo tanto, combinando ambos términos, obtenemos:
[V x ()]s = (V) x f]; + [¥(V x £)];

Con esto, hemos comprobado la identidad propuesta.

Resumen de las Notaciones en Indices

A continuacién, se presenta una tabla que resume las notaciones en indices y tensoriales que serdn
ttiles para el desarrollo de conceptos en el segundo capitulo. Esta tabla facilita la comparacién entre
diferentes formas de notacién y proporciona una referencia rapida para los operadores y simbolos
utilizados en el contexto de la teoria de tensores y operadores diferenciales.

Operacion Notacién Tensorial Notaciéon Indi-
cial
Vector u Ui€;
Tensor T Tije; @ e
Producto Escalar u-v U;0;
Delta de Kronecker dij
5 — 1 sit=j
10 sii#£ g
Simbolo de Levi-Civita Eijk

1 si(4,4,k) es una permutacién de (1, 2, 3)
gijk =4 —1 si(i,7,k)esuna permutacién de (1,3,2)
0  sii,jokserepiten

Producto Vectorial uxv €ijkUiVj€k
Producto Tensorial Vector-Vector uvl =uQ®v Uvj€; D e;
Traza de un Tensor tr(T) T
Producto Tensor-Vector T-v Tivje;
Determinante de un Tensor det(T) €ijk 11T T3
Producto Tensorial Escalar Vector- (au)®@v =a(u®v) auvie; ® e;
Vector

Funcién Vectorial F fie;
Divergencia de una Funcién Escalar V-f oi f
Laplaciano de una Funcién Escalar Vaf o2 f
Divergencia de una Funcién Vectorial V -F 0i fi
Divergencia de un Tensor V-T 0;T;;e;
Gradiente de una Funcién Escalar Vf 0;fe;
Gradiente de una Funcién Vectorial VF 0;fie; ®e;
Rotacional de una Funcién Vectorial V xF €ijk0ifier

Cuadro A.1: Resumen de Simbolos en Notacién Indicial
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Apéndice B

Teoremas, Lemas y Definiciones
Relevantes

B.1. Lemas y definiciones

En este apéndice, se presentaran de forma concisa algunas definiciones, lemas y teoremas que
sirven como apoyo para la comprensién del contenido de la tesis. Estas contribuciones son esenciales
para contextualizar los conceptos tratados a lo largo del trabajo.

Las siguientes dos definiciones nos ayudardn a entender de mejor forma el teorema de la férmula de
Jacobi.

Definicién B.1.1. Cofactor. Sean C y M matrices n x n, el cofactor C tiene entradas C;;, dadas por

CZ" = (—1)i+jd€t(Mij),

donde la matriz C es llamada matriz de cofactores de M.

Definicién B.1.2. Determinante de una matriz. Sea M una matriz n x n, el determinante de M estd dado
por

det(M) = C11My1 + CroMig + -+ - +C1, My, = chk]\/jlk
k=1

La tiltima expresion es llamada expansion por cofactores.

B.1.1. Teorema del Valor Medio para Integrales de Superficie y Volumen de
Campos Vectoriales

En este trabajo, utilizamos una generalizacion del Teorema de Valor Medio a varias variables basa-
da en [18], aplicada al tetraedro de Cauchy-Euler. Esto permitié aproximar las integrales de superficie
evaluando el campo vectorial en puntos especificos sobre cada cara del tetraedro, simplificando los
calculos de manera significativa.

Los siguientes teoremas complementan la parte matematica del capitulo 2, donde se discute el tensor
de esfuerzo. Estas formulaciones son claves para entender la relacion entre los campos vectoriales y
las integrales de superficie y volumen, y proporcionan una base sélida para el andlisis posterior.

Teorema B.1.1. Sea S una superficie en R3 parametrizada por una funcién x = ®(u,v), que mapea un
dominio compacto y convexo D en el plano uv a la superficie en R3. Supongamos que F es una funcion vectorial
continua sobre S. Entonces, existen puntos (u;,v;) € D para cada componente F;, tales que:

Fy(®(u1,v1))
/F(‘P(um))dS: Fo(®(ug,v2)) | A,
S F5(®(us, v3))

donde x; = ®(u;,v;) paracada i = 1,2,3 y A es el drea total de la superficie S.



CAPITULO B. Ecuaciones de Navier-Stokes 81

Aqui, el teorema de valor medio se aplica individualmente a cada componente de F, resultando
en puntos (u;, v;) distintos para cada componente.

Demostracion:
La funcién vectorial F esti definida como:
Fi(x) Fy(®(u,v))
F(x) = | Fa(x) | = | F2(®(u,v))
F3(X) F3(‘I’(U7’l}))

Consideremos la integral de superficie de cada componente F; de la funcién vectorial F sobre la
superficie S:

/Fi(é(u,v))dS:/ Fi(®(u,v))||®, x ®,]| dudv,
S D

donde ||®, x ®,|| es el factor de escala que convierte el area diferencial en el dominio D al drea
diferencial en la superficie S en R®.
El 4rea total de la superficie S es:

A= / [|@y x ®,] dudv (B.1)
D

Dado que D es compacto, la funcién F; o ® alcanza sus valores extremos en D. Es decir, existen:

;= min F(®(u, M; = méx Fy(®(u,
mi = min (®(u,v)) ¥y (i (®(u,v))

Entonces, tenemos las desigualdades:
m; < Fy(®(u,v)) < M;
Multiplicamos por ||®,, x ®,]|:
mil| @ B, < F(®(w,0))[ @0 x Bl < M|y x B

Integrando sobre D, obtenemos:
mz/ @y, x @y dudv < / Fi(®(u,v))]|®y X 4| dudv < Ml/ | @y x @, dudv
D D D
Simplificamos sustituyendo (B.1):
S

Dividiendo por A:
1
s
Para aplicar la convexidad de D a cada componente F;, consideramos dos puntos arbitrarios P; y Q;
en D. La convexidad del dominio D garantiza que el segmento de linea que conecta estos dos puntos

estd contenido dentro de D. Parametrizamos este segmento de linea mediante:
gi(t)=(1—-¢)P; +tQ; para te]0,1]

Aqui, g;(t) es una funcién lineal que describe el segmento de linea entre los puntos P; y Q; en el
dominio D. La convexidad de D asegura que para cada ¢ € [0, 1], el punto g;(¢) pertenece a D.

Debido a la continuidad de la funcién F; y a que D es convexo, el valor de F; sobre el segmento
de linea {g;(t)};c[0,1] tomard todos los valores entre m; y M;. En otras palabras, existe un punto
(ui,v;) € D tal que, por (B.2), podemos expresar:

%/SF?;(‘I}(U,U))dSZFi(';’(uivvi))

Esto implica que:
/ F(®(u, v)) dS = F(®(us, v:))A
s

Esto completa la demostracién del teorema.
Q.E.D.
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Teorema B.1.2. Sea Q una region tridimensional en R? parametrizada por una funcion x = ®(u, v, w) que
mapea un dominio compacto y convexo D en el espacio wvw a la regién Q2 en R3. Sea F una funcién vectorial
continua en ), es decir, F : 0 — R3. Entonces, existen puntos (u;, v;, w;) € D tal que:

Fy(@(u1,v1))
/ F(@(u,v,w))dV: FQ(@(U27U2)) ‘/,
@ F3(®(us3,v3))

donde x; = ®(u;,v;, w;) y V es el volumen total de la region €.

Demostracion:
La funcién vectorial es:
Fi(x) Fi(@(u,v))
F(x) = | F2(x) | = | Fa(®(u,v)) (B.3)
Fs(x) F3(®(u,v))
Consideremos la integral de volumen de cada componente F; de la funcién vectorial F sobre la region

/ Fy(®(u,v,w))dV = / F(®(u,v,w))|[(®y x ®,) - | dudv dw,
Q D

donde || ®, x ®, - ®,,|| es el factor de escala que convierte el volumen diferencial en el dominio D al
volumen en R3.

El volumen total de la region 2 es:
V= / |(®y X D) - By | dudv dw
D

Dado que D es compacto, la funcién F; o @ alcanza sus valores extremos en D. Es decir, existen:

i = { F7, P s Uy Mi = A Fl P y Uy
mi=  min (®(u,v,w)) 'y o i (®(u, v, w))

Entonces, tenemos las desigualdades:
mi| (P X By) - Pyy| < Fi(@(u, v, w))|(Py X By) - Pyy| < M;|(Py, X B,) - oy

Integrando sobre D, obtenemos:
m,»/D (@, X @) - ®y| dudvdw < /DFL-(@(u,v,w))K'I)u X @) - ®y| dudvdw
< Mi/D [(®, x D) - ®y| dudvdw
Simplificando, tenemos:
m;V < /QEZ(‘I’(vavw)) dv < M;V

Dividiendo por V:
m < o / Fi(®(u,v,w)) dV < M (B.4)
Q

Para aplicar la convexidad de D a cada componente F;, consideramos dos puntos arbitrarios P; y Q;
en D. La convexidad del dominio D garantiza que el segmento de linea que conecta estos dos puntos
estd contenido dentro de D. Parametrizamos este segmento de linea mediante:

gi(t) = (]. — t)PZ +tQ; para t€ [0, 1]

Aqui, g;(t) es una funcién lineal que describe el segmento de linea entre los puntos P, y Q; en el
dominio D. La convexidad de D asegura que para cada ¢ € [0, 1], el punto g;(t) pertenece a D.

Debido a la continuidad de la funcién F; y a que D es convexo, el valor de F; sobre el segmen-

to de linea {g;(t)}+c[o,1] tomard todos los valores entre m; y M;. En otras palabras, existe un punto
(ui, i, w;) € D tal que, por (B.4), podemos expresar:

1
V/QFZ-(@(u?v,w))dV = F;(®(u;, vi, w;))
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Esto implica que:
/ F(®(u,v,w)) dV = F(®(us, vs, w;))V
Q

Esto completa la demostracién del teorema.
Q.E.D.

B.1.2. Lema de Conmutatividad en Exponenciales Matriciales

De [19] redactamos el siguiente lema, el cual nos ayudaré a completar la parte matematica del
capitulo 3, permitiendo asi finalizar la bisqueda de la forma de la funcién isotrépica G.

Lema B.1.1. Sean A y B matrices en M3y 3(R). Si AB = BA, entonces:

A+B _ A B
Demostracion:
Si Ay B conmutan, se tiene:
o
ATB _ Z (A+B)"
]
n=0 n

1
:I+(A+B)+§(A+B)2+~~-
1
:I+A+B+§(A2+AB+BA+B2)+~~~
1
:I+A+B+§(A2+2AB+B2)+~~

1 1
:(I+A+§A2+~~~)(I+B+§B2+m)

= 6A6B

Q.E.D.

B.2. Descomposicién de Matrices Simétricas y Proyeccion en Espa-
cios Propios

En esta seccion del Apéndice B se enunciaran los lemas necesarios para demostrar el Teorema
de la Representacion para Isétropos, lo cual es de gran interés ya que, con la ayuda de estos lemas,
encontraremos una forma especifica de la matriz de esfuerzos, que se calculard en la seccién del
capitulo 3. Consideremos los valores propios y vectores propios de la matriz D. Esta consideracion es
crucial porque permite descomponer la matriz de deformaciones en componentes fundamentales, fa-
cilitando asi la comprensién de cémo G se relaciona con D (ver [13]). De manera formal, introducimos
la siguiente ecuacioén:

Dui = )\iui7 ||ul\| = 1,
donde A; (i = 1,2,3,...,n) son los valores propios de D y u; son los vectores propios asociados. Esta
ecuacién nos permitird examinar como D puede ser descompuesta y utilizada para deducir la forma
especifica de G(D).

Para facilitar esta descomposicién, introducimos el operador de proyeccién Py, el cual proyecta
un vector v sobre el vector propio u;:

PuiV = v u u; = (V . ui)ui (B5)
u; -y

Este operador de proyeccion es 1til porque nos permite expresar cualquier vector v en términos de los
vectores propios de D. Asi, podemos descomponer D en componentes ortogonales, lo cual es esencial
para analizar la forma de G(D).

Ahora, para formalizar esta descomposicién, presentamos el siguiente lema que establece la relacion
entre D y sus vectores y valores propios:
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Lema B.2.1. Sea D una matriz simétrica con una base ortonormal de vectores propios {u1,uz,us, ... U}ty
valores propios {A1, A2, As, . .., An }. Entonces, D se puede expresar como:

donde P, es el operador de proyeccién sobre el vector propio u;.

Demostracion:
Para cualquier vector v € R", podemos escribirlo en una combinacién lineal ver figura (B.I):

vV = Z )\iui = )\iui, (B6)
i=1

noté que \;u; estd expresado en su forma indicial.

Recordando u; - u; = 6;5, ya que la base es ortonormal, entonces podemos definir a v - u; de la
siguiente forma:

v-u; = /\iui ‘U = )\i(si]’ = )\j,

de manera equivalente v - u; = \;, por lo que al sustituir en (B.6), obtenemos:

v = Z(v Su;)u;

i=1

Usando el hecho de que Du; = A;u; para cualquier ¢ y teniendo en cuenta (B.5), podemos aplicar D a
v:

Dv=D li(v . ui)ui]
= Xn:(v -u;)Du;
= i(v . ui))\iui

= En: )\1(V . ui)ui
i=1

= <§: )\iPui> A\
i=1

Dado que esto es cierto para cualquier vector v € R", podemos concluir que:

D= Z AiPy,
i=1

Esto demuestra el lema (B.2.1]) Q.E.D.
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uz
)\2112 *************
v
(v uz)uy (V ’ uQ)uQ
u;
(V : ul)ul Aug

Figura B.1: Descomposicién de v en términos de vectores propios.

Ahora, con esta idea de descomponer D en términos de las proyecciones, podemos introducir
un segundo lema. Este lema nos permitird representar D de una manera especifica utilizando una
base ortonormal de vectores propios, donde uno de los vectores tiene un valor propio distinto y los
vectores ortogonales a este comparten un valor propio comun.

Lema B.2.2. Si D es una matriz simétrica y u es vector propio de D con valor propio A\, tal que para cualquier
vector normal v perpendicular a u, v es un vector propio de D con valor propio \s, entonces D admite la
representacion:

|D = ol + (M — )Py,

Demostracion:
La proyeccién de v sobre u es Py,v = (v - u)u.

Figura B.2: Proyeccién de un vector en el subespacio generado por un vector propio
Siguiendo la figura (B.2) w toma la forma
w=v-—P,v
Ahora despejamos v y sustituimos (B.5), obteniendo:

V=w+P,v=w+ (v-u)u (B.7)
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Como Du = A\;u y Dw = A\,w, entonces sustituyendo (B.7) en Dv se obtiene:

Dv=D[w+ (v-u)u]
=Dw + (v-u)Du
=Xow+ (V- u)\u
=A(v—Pyv)+ (v -u)\u
= Xo(I = Py)v+ A\ Pyv
= (Mol — APy + A Py)v
= Mol + (A1 — Ag)Py)v

Por tanto, se obtiene que

|D = Dol + (M — )Py |

Q.E.D.
Para analizar la matriz D en términos de proyecciones, es esencial comprender como se representa la
proyeccién sobre un vector propio especifico. Para un vector v y un vector propio u, la proyeccién P,v
se puede expresar de diversas maneras equivalentes:

Pv=(v-u)ju=u(v-u) =uu’v=(u@u)v (B.8)

Aqui, P,V se representa utilizando el producto tensorial u ® u, que proporciona una forma concisa
para expresar la proyeccién en términos de tensores:

®9

Ahora, con esta comprension de la proyeccién en términos de tensores, podemos enunciar y demostrar
un lema importante que describe como las proyecciones se transforman.

Lema B.2.3. Sea u un vector en R™ y P, la proyeccién sobre el subespacio generado por u. Para cualquier
matriz D, se cumple que:
DP,D" = Pp,,

donde Pp, representa las proyeccion sobre el subespacio generado por Du.

Demostracion:
Dado que P, = u ® u por (B.9), podemos escribir:

DP,D” = D(u® u)D”
= D(uu”)D”
~ (Du)(Du)”
= (Du) ® (Du)
= Ppy

DP,D” = Pp,
Q.E.D.

Este lema es de crucial importancia para la demostracién del Teorema de la Representacion para
Isétropos, ya que nos proporciona herramientas clave para entender la relaciéon entre la matriz D y la
forma especifica de G(D).

Por lo tanto, se cumple que:

Para avanzar en la demostracion, es esencial introducir y analizar la matriz de reflexién en torno
al vector u. Esta matriz de reflexién, denotada como Ry (ver figura[B.3), juega un papel importante
en la descomposicion y andlisis de la matriz D. Su relevancia se destaca en el hecho de que permite
establecer una conexién directa entre los vectores propios de D y los de G(D).

La reflexion es una transformacién simétrica que proporciona un caso particular interesante pa-
ra estudiar como las matrices simétricas se comportan bajo tales transformaciones. Esto es ttil para
analizar la estructura interna de matrices simétricas en términos de sus vectores y valores propios.

Ademas, en el Teorema de Representacion para Isétropos, G(D) debe ser invariante bajo todas
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las rotaciones y reflexiones que preservan las propiedades de simetria de D. Esto se debe a que
las propiedades fisicas de un medio isétropo no deben depender de la orientacién del sistema de
coordenadas. En otras palabras, las caracteristicas intrinsecas del medio deben permanecer inalteradas
ante cualquier rotacién o reflexion del sistema de referencia. La invariancia bajo estas transformacio-
nes asegura que G(D) represente correctamente las propiedades del medio sin introducir artefactos
debidos a la eleccion del sistema de coordenadas.

La matriz Ry es una herramienta util para construir y analizar G(D) de manera que se mantenga esta
invariancia. Esto nos permitird deducir una forma precisa y aplicable de G(D) que sea consistente con
los principios de isotropia y simetria del medio continuo en estudio.

L 2
8

Figura B.3: Reflexién de v sobre u.

Especificamente, la matriz de reflexién nos ayudard a demostrar que cada vector propio de la
matriz simétrica D también es un vector propio de G(D). Este resultado es de gran utilidad ya que
facilita la formulacién y prueba del Teorema de la Representacién para Isétropos de manera formal.
La relacién entre D y G(D) que se establece a través de la reflexion sera crucial para comprender
la estructura y las propiedades de G(D), permitiendo una representacién detallada y precisa en el
contexto de sistemas is6tropos.

A continuacién, procederemos a analizar la matriz de reflexién Ry en relacién con la proyeccién
sobre el subespacio generado por el vector u.

Siguiendo la figura (B.3), podemos expresar la matriz de reflexién en términos de P, de la siguiente
manera:
Ryv=v—2P,v=(I1-2P,)v

De aqui, se deduce que la matriz de reflexién R, se puede expresar como:
R,=1-2P, (B.10)

Esta expresién proporciona una forma compacta y ttil de representar la matriz de reflexién en térmi-
nos de la matriz de proyeccién P,.

Utilizando la ecuacion (B.9), podemos expresar (B.10) de la siguiente manera:

Ry =1-2uqu] (B.11)

Para aplicar la definicién de isotropia mds adelante, es crucial que G(D) sea invariante bajo la rotacién
de Ry, lo que implica que R, debe ser una matriz ortogonal. Esta propiedad de la matriz R, serd
esencial para demostrar que cualquier vector propio de la matriz simétrica D es también vector propio
de G(D). Siguiendo esta idea, presentamos el siguiente lema:

Lema B.2.4. La matriz R,, definida como la reflexion respecto al vector u, es ortogonal. Es decir, cumple la
siguiente propiedad:

R,RI =1,

donde R, =1—2u®@u.
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Demostracion:
Para demostrar que la matriz R, es ortogonal, debemos verificar que cumple con la relacién R,R. =1,
como se muestra a continuacion:

Recordando que u ® u = uu’, entonces

RR! = (I-2u@u)(I—-2u®u)’
I-2u@u)[l-2ueu)’]
(I-2u®u)[I - 2(uu’)7]
(I —2uu”)(I - 2uu’)

=TI —4uu” + 4(uu”)(uu’)
=1—4uu” +4u(u-w)u”

=1—4uu” + 4u||ul|?u”

=1—4uu” + 4uu”
=1

Por lo tanto, hemos demostrado que Ry es una matriz ortogonal, ya que:
R,RY =1

Q.E.D.
Para avanzar en la demostracién del Teorema de la Representacién para Isétropos, necesitamos
establecer una relacién crucial entre la matriz de reflexién Ry, y los vectores propios asociados. El
siguiente lema serd fundamental en este anélisis, ya que afirma que si v es llevado a su opuesto por
la reflexion respecto a u, entonces v debe ser un miiltiplo escalar de u. Esta propiedad es clave para
demostrar que los vectores propios de D son también vectores propios de G(D).

Lema B.2.5. Si R,v = —v, entonces v es un miiltiplo escalar de u. Es decir, existe un escalar A € R tal que
U= AL

Demostracion:
La matriz de reflexiéon R, estd definida como Ry =1 — 2u ® u segtin . Entonces, aplicando Ry a
v, obtenemos:
Ryv=(I1-2u®u)v

B.12
=v—2u(u-v) (B.12)
Dado que R,v = —v, sustituimos en la ecuacién (B.12):
—v=v—2u(u-v)
Reorganizando, obtenemos:
v=(u-v)u
Esto implica que v es un multiplo escalar de u, donde A = u - v. Por lo tanto, v = Au.
Q.E.D.

Para avanzar en la demostraciéon del Teorema de la Representacién para Isétropos, es crucial
establecer algunos resultados preliminares que nos ayudaran a comprender mejor la estructura de
las matrices involucradas y sus propiedades bajo transformaciones especificas. En este contexto,
presentamos dos lemas que facilitaran el desarrollo y la comprensién del teorema.

Primero, consideramos el siguiente lema:
Lema B.2.6. Dados u y v como vectores normales, existe una matriz ortogonal Q tal que Qu = v.

Demostracion:
En el lema (B.2.4) demostramos que Ry, es ortogonal, como se define en (B.11). Ahora consideramos el

vector w definido por:
u—v
W= —r
lu = vi|
Dado que:
lw = vIJ* = fJu* = 2(u-v) + [|v]|* = 2 = 2(u-v),

Noviembre del 2024



CAPITULO B. Ecuaciones de Navier-Stokes 89

se deduce que:

Ryu=(I-2w@w)u
= (I—-2ww’)u

=u-2ww'u

T
u—v u—v
w2 () (=)
a1 a1

2
=u———(u—-v)(u’ —vHu
[lu —v][?
2
—u—-———(uwu” —uv’ —vu? +vwwu
(u=v) - (u—v)
2
=u-— 72(uuTu —uviu—vulu +vwlu)
[lw —v]]

El producto punto se puede representar como u’ u = u - u. Sustituyendo esta expresion en la ecuacion
anterior, obtenemos:

Rwu:u—ﬁ[u(u-u)—u(v-u)—v(u-u)+v(v~u)}
—u o fullul? — u(vw) Vil ()
:ufl_lﬁ[ufu(vu)—erv(v'u)]
:u—ﬁ[u(l—v-u)—v(l—v-u)]

—u—-u+v

Q.E.D.
Este lema establece que para cualquier par de vectores normales u y v, siempre es posible
encontrar una matriz ortogonal que transforme u en v. La capacidad de encontrar tal matriz ortogonal
es esencial para analizar cémo las transformaciones afectan los vectores propios y las estructuras
simétricas. Este resultado nos permitird manejar de manera més efectiva las transformaciones y rota-
ciones en el espacio de vectores, lo cual es crucial para el lema de la seccién del capitulo 3.
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Codigos de Matlab

Cédigo C.0.1. Cédigo para la segunda solucion de la ecuacion de Navier-Stokes.

90

P
t_1

wlt_f = 5;
N

2| y1_param = 1; 2 yl(l) =1
3| y2_param = 1.°2; s y2(l) =172
y3_param = 1.73; % y3(1l) = 173

| dy2_dl = 2.x1; % Derivada de y2(1)

clear all;
clc;

% Parametros

rho = 1.2; % Densidad del fluido (ejemplo: aire en kg/m”3)
mu = 0.01; % Viscosidad dinamica

alpha = mu / rho; % Viscosidad cinematica

c = 1; % Fuente para G=c

o

Dimensiones del elipsoide

a = 3; % Semi-eje en la direccion x

b = 2; % Semi-eje en la direccion y

c =1; % Semi-eje en la direccion z

% Longitud caracteristica

L = (a b *c) (1 / 3) ; % Longitud caracteristica

Tiempo
i = 0.1; % Tiempo inicial

= 100; % Particiones del intervalo de tiempo
t_vals = linspace(t_i, t_f, N); % Valores de tiempo

)| num_frames = length (t_vals);

o

% Definimos la malla en el espacio
n = 0.5; % Espaciado de la malla (aumentado para mayor densidad)
[x, y, z] = meshgrid(-a:n:a, -b:n:b, -c:n:c);

% Creamos una mascara logica para los puntos dentro del elipsoide

w|elipsoide_mask = (x.°2 / a2 +y."2 / b"2 + z.°2 / c"2) <= 1;

% Campo inicial (vector de velocidad inicial vO0(y))
[vl, y2, y3] = meshgrid(-a:n:a, -b:n:b, -c:n:c);

% Definimos la velocidad inicial

| vOx = sin(yl + y2).*cos(y3);

vy = cos(yl).+sin(y2 + y3);
vO0z = sin(yl + y2 + y3).#*cos(yl + y2 + y3);

% Parametrizar la curva r (1)
1l = linspace (0, 1, 100); % Valores de 1

o3

% Derivadas de la parametrizacion
dyl_dl = 1; % Derivada de yl(1) =1
2%1
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dy3 dl = 3.%1.72; % Derivada de y3(1) = 3x1°2
$ Inicializar el vector integrand
integrand = zeros (size(l)); % Inicializar el vector integrand

% Evaluar el campo en los puntos parametrizados (con interp3 en lugar de interpZ2)
for i = l:length(1l)

% Interpolar los valores de v0x, v0y y v0z
vO0x_interp = interp3(yl, y2, y3, v0x, yl_param(i), y2_param(i), y3_param(i));
vO0y_interp = interp3(yl, y2, y3, v0y, yl_param(i), y2_param(i), y3_param(i));
vO0z_interp = interp3(yl, y2, vy3, v0z, yl_param(i), y2_param(i), y3_param(i));

% Calcular el integrando
integrand (i) =
v0x_interp % dyl_dl +
v0y_interp * dy2_dl(i) +
v0z_interp * dy3_dl(i);
end
$ Calcular la integral de linea usando la regla del trapecio
integral value = trapz(l, integrand); % Usando la regla del trapezoide
% Parametrizacion de la curva sobre el elipsoide
1 = linspace (0, 1, 100); % Parametro 1 para recorrer la curva
theta _param = 1 % pi; % Ejemplo: theta(l) linealmente varia entre 0 y pi

o)

s| phi_param = 1 * pi / 2; % Ejemplo: phi(l) varia entre 0 y pi/2

% Parametrizacion de la curva sobre el elipsoide
yl_param = a * cos(theta_param) .+ sin(phi_param);
y2_param = b * sin(theta_param) .* sin(phi_param);
y3_param = Cc * coSs(phi_param);

% Derivadas con respecto al parametro 1
dyl_dl (-sin(theta_param) .»* sin(phi_param));

a +*
2| dy2_dl = b % (cos(theta_param) .x* sin(phi_param));
31 dy3_dl = ¢ *

(-sin (phi_param));

% Evaluar la integral sobre la curva parametrizada

o3

integrand = zeros (size(1l)); % Inicializar el vector integrand

| for i = 1:1length(1)

)

% Interpolar el campo de velocidad en la curva parametrizada
vO0x_interp = interp3(yl, y2, y3, v0x, yl_param(i), yZ2_param(i), y3_param(i));
v0y_interp = interp3(yl, y2, y3, v0y, yl_param(i), y2_param(i), y3_param(i));
v0z_interp = interp3(yl, y2, y3, v0z, yl_param(i), y2_param(i), y3_param(i));
% Calcular el integrando
integrand (i) =
v0x_interp * dyl_dl(i) +
v0y_interp * dy2_dl(i) +
v0z_interp * dy3_dl(i);
end
% Calcular la integral de linea
integral_value = trapz(l, integrand);

o

% Inicializar la figura

figure (’Position’, [100, 100, 1400, 800]);
colormap jet;

shading interp;

axis tight;

o

% Inicializamos las superficies y el campo de flechas

| subplot (2, 2, 1);
3| surf_vx = surf(x(:,:,1), v(:,:,1), zeros(size(vOx(:,:,1))));

title(’Superficie de v_x");
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5| xlabel ("x’);

ylabel(’y’);

7| zlabel ("v_x");

set (geca, ’Position’, [0.05, 0.55, 0.25, 0.35]);

subplot (2, 2, 2);

surf_vy = surf(x(:,:,1), y(:,:,1), zeros(size(vOy(:,:,1))));
title(’Superficie de v_y’);

xlabel ("x");

ylabel(’y’);

zlabel ("v_y’);

set (geca, ’Position’, [0.35, 0.55, 0.25, 0.35]);

subplot (2, 2, 3);

surf_vz = surf(x(:,:,1), y(:,:,1), zeros(size(v0z(:,:,1))));
title(’Superficie de v_z’);

xlabel ("x’);

ylabel(’y’);

3| zlabel ("v_z’);

set (gca, ’Position’, [0.65, 0.55, 0.25, 0.35]);

o3

% Hacemos la ventana del campo de flechas mas grande (quiver3)

7| subplot (2, 1, 2);

quiver3_field = quiver3(x, y, 2z, zeros(size(v0x)), zeros (size(v0y)),
zeros (size (v0z)));

xlabel ("x’);

ylabel (’y’);

2| zlabel ("z7);
3| axis tight;

set (geca, ’Position’, [0.1, 0.05, 0.8, 0.4]);
% Condiciones de frontera para el campo de velocidad
for i = 1l:num frames
t = t_vals(1i);
% Inicializar campo de velocidad para este t
arg = zeros (size(x));
% Integral sobre yl, y2, y3 en el elipsoide
for yl = -a:0.1:a
for y2 = -b:0.1:b
for y3 = -c:0.1:c
% Verificar si el punto esta dentro del elipsoide
if (y1°2/a"2 + y2°2/b"2 + y3°2/c"2) <=1
% Exponencial en la integral
exp_factor = exp(—-((x — yl). 2 + (y — y2).72 +...
+ (z - y3).7°2) / (4 » alpha * t) +
- (c » t)/ (2 % alpha) +
- 1/ (2 # alpha) # integral_value);
arg = arg + exp_factor;
end
end
end
end
% Normalizar por el factor de integral
factor = 1 / ((4  pi * alpha  t) " (3/2));
arg = arg * factor;

% Condiciones de frontera: No deslizamiento
$(campo de velocidad igual a cero en la frontera)
% Aplicamos la condicion de no deslizamiento en las fronteras del
for ix = 1:length(x)
for iy = l:length(y)
for iz = 1:length(z)

)

% Condicion de frontera para el elipsoide

Noviembre del 2024

elipsoide




CAPITULO C. Ecuaciones de Navier-Stokes

181 if (x(ix)"2 / a2 + y(iy)~"2 / b "2 + z(iz)"2 / c"2) > 1
182 % No deslizamiento: ponemos la velocidad a cero

183 vx(ix, 1y, 1iz) = 0;

184 vy(ix, iy, 1iz) = 0;

185 vz(ix, iy, 1iz) = 0;

186 end

187 end

188 end

189 end

190
191 % Gradiente de la velocidad
192 [grad_vx x, grad_vy_y, grad_vz_z] = gradient (arg, 0.1, 0.1, 0.1);

)

194 % Velocidad

195 vx = -2 % alpha * grad_vx_x;
196 vy = -2 % alpha * grad_vy_y;
197 vz = -2 # alpha * grad_vz_z;

)

199 % Calculamos la magnitud del campo de velocidad
200 v_magnitude = sqrt(vx. 2 + vy. 2 + vz. 2);

201

202 % Calculamos el numero de Reynolds en cada punto

203 Re = (rho * v_magnitude * L) / mu;

204

205 % Determinar el estado del flujo basado en el numero de Reynolds
206 if any(Re(:) > 10000)

207 flujo_estado = ’Flujo Turbulento’;

208 elseif any (Re(:) >= 2000)

200 flujo_estado = ’Flujo de Transicion’;

210 else

211 flujo_estado = ’Flujo Laminar’;

212 end

213

214 % Actualizar las superficies

215 set (surf_vx, ’ZDbata’, vx(:,:,1));

216 set (surf_vy, ’ZDbata’, vy (:,:,1));

217 set (surf vz, ’ZData’, vz (:,:,1));

218

219 % Actualizar el campo de flechas

220 set (quiver3 field, ’UData’, vx, ’VData’, vy, ’WData’, vz);
221

22 % Actualizar el titulo

23 title (sprintf(’Campo de Velocidad v(x, t): %s’, flujo_estado)
224 , ’FontSize’, 14);

226 % Pausar para crear el efecto de animacion

227 pause (0.1);

28 disp([’Tiempo: ’ num2str(t) ’, Re: ’ num2str (max(Re(:))) ’/,
229 Estado: 7 flujo_estado]);

20| end

Cédigo C.0.2. Cédigo para la segunda solucion de la ecuacion de Navier-Stokes.

1|clear all; clc;

3| $ Parametros:
i lambda = -1; % 1/m

sirho = 1.2; % Densidad del fluido (ejemplo: aire en kg/m”3)
slmu = 0.001; & Viscosidad dinamica

7|alpha = mu / rho; % Viscosidad cinematica

s| L = 4; % Longitud caracteristica del fluido en un cubo

9

wla = 0; % Intervalo de tiempo [a, b]

nlb = 5;

o|N = 100; % Particiones del intervalo de tiempo

3| t_vals = linspace(a, b, N); % Valores de tiempo
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num_frames = length (t_vals);

s|ds = t_vals(2) - t_vals(1); % Paso de tiempo

% Hacemos la malla
n=20.1;
[x, v, z] = meshgrid(-L/2:n:L/2, -L/2:n:L/2, -L/2:n:L/2);

% Campo vectorial inicial vO0(x)
v0x sin(y) + cos(z);
sin(z) + cos(x);
vO0z = sin(x) + cos(y);

o3

% Inicializar la figura

figure (’Position’, [100, 100, 1400, 800]);

colormap jet;

axis tight;

% Inicializar las superficies y el campo de flechas
subplot (2,3,1);

3| surf_vx = surf(x(:,:,1), y(:,:,1), zeros(size(vOx(:,:,1))));

title(’Superficie de v_x’);

xlabel ("x’);

ylabel ("y’);

zlabel ("v_x");

set (geca, ’Position’, [0.05, 0.55, 0.25, 0.35]); % Hace el grafico mas chico

subplot (2,3,2);
surf_vy = surf(x(:,:,1), y(:,:,1), zeros(size(vOy(:,:,1))));

| title (" Superficie de v_y’);
5| xlabel ("x7);

ylabel(’y’);

s\ zlabel ("v_y’);

set (geca, ’Position’, [0.35, 0.55, 0.25, 0.35]);

subplot (2,3, 3);

surf_vz = surf(x(:,:,1), y(:,:,1), zeros(size(v0z(:,:,1))));
title(’Superficie de v_z’);

xlabel ("x");

ylabel(’y’);

| zlabel ("v_z");

set (geca, ’Position’, [0.65, 0.55, 0.25, 0.35]);

% Hacemos la ventana del campo de flechas mas grande (quiver3)
subplot (2,1,2);

quiver3_field = quiver3(x, y, z, zeros (size(v0x)), zeros (size(v0y)),
zeros (size (v0z)));

xlabel ("x");

ylabel ('y’);

zlabel ("z");

s|axis tight;

% Hace el grafico de quiver3 mas grande

;| set (gea, ’Position’, [0.1, 0.05, 0.8, 0.4]);

% Bucle sobre los valores de t

w|for 1 = 1:num frames

t = t_vals(1i);

% Termino exponencial
exp_factor = exp(-alpha » lambda”2 * t);

)

% Calcular el rotacional de v0(x) numericamente

[curl_v0x, curl_vO0y, curl_v0z] = curl(x, y, z, v0x, v0y, v0z);
vx = (1 / lambda) #* curl_v0Ox #* exp_factor;
vy = (1 / lambda) #* curl_v0y =* exp_factor;
vz = (1 / lambda) x curl_v0z x exp_factor;

Noviembre del 2024




CAPITULO C. Ecuaciones de Navier-Stokes

95

)

% Inicializar el termino integral
integral_term x = zeros (size (x));
integral term y = zeros (size(x));
integral_term z = zeros(size (x));

$ Aproximacion de la integral con suma discreta
for j = 1:1
s = t_vals(j);

% Definir el campo vectorial f(s, t)
fx = cos(x + y + z).*sin(s);

fy = sin(x + y + z).#sin(s."2);
cos(y) + z + s;

[
N
Il

exp_integral_factor = exp(-alpha  lambda"2 * (t - s));
% Calcular el rotacional de f(x, s)
[curl_fx, curl_fy, curl_fz] = curl(x, y, z, ftx, fy, fz);

% Aproximar el laplaciano del rotacional
laplacian _curl_fx = del2(curl_fx, n);
laplacian _curl_fy = del2(curl_fy, n);
laplacian_curl_fz = del2(curl_fz, n);

% Sumar contribuciones al termino de la integral
integral_term x = Iintegral_ term x +...

- (1 / lambda"3) # laplacian_curl_fx * exp_integral_factor =+ ds;
integral_term y = integral_term.y +...

- (1 / lambda"3) #* laplacian_curl_fy * exp_integral_factor * ds;
integral_term z = integral_term z +...

- (1 / lambda"3) = laplacian_curl_fz * exp_integral_factor * ds;

end

% Sumar las contribuciones

vx_total = vx + integral_term x;
vy_total = vy + integral_term y;
vz_total = vz + integral_term z;

% Aplicar condiciones de frontera (no deslizamiento)
vx_total([1, end], :, :) = 0;
vx_total(:, [1, end], :) 0;

vy_total([1, end], :, :) = 0;
vy_total(:, [1, end], :) = 0;

vz_total([1, end], :, :) = 0;
vz_total(:, [1, end], :) = 0;

)

% Calcular la magnitud del campo de velocidad
v_magnitude = sqrt (vx_total. 2 + vy_total. 2 + vz _total. 2);

% Calcular el numero de Reynolds
Re = (rho * v_magnitude #* L) / mu;
% Determinar el estado del flujo basado en el numero de Reynolds
if any(Re(:) > 10000) % Flujo turbulento
flujo_estado = ’Flujo Turbulento’;
elseif any (Re(:) >= 2000) % Flujo de transicion

flujo_estado = ’Flujo de Transicion’;
else % Flujo laminar
flujo_estado = ’Flujo Laminar’;

end

Noviembre del 2024




CAPITULO C. Ecuaciones de Navier-Stokes

96

)

% Escalar la visualizacion de la velocidad (opcional)

scale factor = 1 / mu; % Aumentar o reducir la velocidad visualmente
vx_total scaled = vx_total +* scale_factor;

vy_total_scaled = vy_total x scale_ factor;

vz_total_scaled = vz _total #* scale factor;

% Actualizar las superficies

set (surf_vx, ’ZDbata’, vx_total_ scaled(:,:,1));
set (surf_vy, ’ZData’, vy_total_scaled(:,:,1));
set (surf_vz, ’ZData’, vz_total_ scaled(:,:,1));

% Actualizar el campo de flechas
set (quiver3_field, ’UData’, vx_total_scaled, ’VData’, vy_total_ scaled,
'WData’, vz_total_scaled);

% Actualizar el titulo
title (sprintf(’Campo de Velocidad v(x, t): %s’, flujo_estado),
'FontSize’, 14);
% Pausa para animacion
pause (0.1);
disp([’Tiempo: ’ num2str(t) ’, Re: ’ num2str (max(Re(:))) ’,
Estado: ’ flujo_estado]);
end
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