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Objetivos

Objetivos generales

v
v

v

Estudiar series y secuencias que permiten aproximarse al nimero 7 con precisién arbitraria.

El estudio se divide en tres grandes etapas que surgen de manera natural, cada etapa se distingue
de la anterior en que cambian las mateméticas utilizadas. La segunda etapa empieza con la
invenciéon del Caélculo Infinitesimal y las series, y la tercera etapa empieza con el uso de la
Geometria Algebraica. Entonces buscamos estudiar los distintos algoritmos que surgieron en
estas tres etapas y analizar su velocidad de convergencia.

Promover el interés en las Matematicas.

Objetivos especificos

v

NN

SNEEN

Presentar un analisis de la aportacion Arquimediana, considerando que en aquella época ni
existian los ntimeros decimales, no existia la trigonometria.

Abordar brevemente su historia e identificar antecedentes del nimero 7.
Comparar las aproximaciones antiguas con las actuales.
Calcular 7 con la mayor precision matematica posible con los recursos disponibles.

Estudiar la velocidad de convergencia utilizando Python observando la capacidad del algoritmo
para generar digitos correctos de m, y que tan rapido lo hace.

Estudiar la velocidad de convergencia de forma teorica, a través del analisis de error.
Estudiar la normalidad de 7.

Realizar pruebas y validaciéon de resultados obtenidos a medida que se calcula 7, asegurandose
que no haya errores en los célculos.
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Introduccion

“Sin Matemdticas no hay nada que hacer. Todo a
tu alrededor es Matemdticas. Todo a tu alrededor
son numeros”.

Shakuntala Devi.

Aunque 7 es considerado un concepto intrinseco en las Matematicas avanzadas, su relevancia
se expande més alla de los confines de las aulas universitarias. Incluso a edades tempranas, como
en primaria, los estudiantes ya estan informados de este namero, lo que subraya la importancia de
comprender 7 desde una edad temprana y destaca su papel fundamental en la educaciéon Matematica.

A lo largo de los siglos, numerosos matematicos se han dedicado a calcular 7 con la mayor precision
posible y comprender la naturaleza de su convergencia. La bisqueda ha conducido a descubrimientos
fascinantes y ha desafiado constantemente los limites del conocimiento matematico. La importancia
de 7 trasciende las fronteras de las Matematicas, encontrando aplicaciones en campos tan diversos
como Fisica, Ingenieria, Astronomia, Estadistica y ciencia de la Computacion.

Adentrarse en el fascinante mundo de 7 y sus maravillas matemaéticas nos invita a explorar sus
diversos aspectos. Por tanto, es fundamental iniciar nuestra discusion presentando la definicién de
este nimero.

El valor de este namero se obtiene dividiendo la longitud de una circunferencia entre el didmetro
y no importa el tamano del circulo, es notable que esta proporcién permanezca constante, inde-
pendientemente del tamano del circulo. Sea grande o pequeno, la relacién entre estas dos medidas
siempre serd la misma, aproximadamente 3.14---. El nimero m como irracional que es, la secuencia
decimal es infinita no periodica, lo que significa que no puede ser expresado de manera precisa en
forma de fraccion. La busqueda de métodos para calcular 7 con mayor precision, asi como el estudio
de sus propiedades matematicas, ha llevado a importantes avances en el conocimiento matemético y
ha generado un interés continuo en este ntimero irracional.

En esta tesis, nos enfocaremos en el estudio de los algoritmos para calcular al nimero 7 y su
velocidad de convergencia. La convergencia, en el contexto de 7, se refiere a como las aproximaciones
sucesivas del valor de este nimero se acercan cada vez mas a su valor real, es decir, convergencia
significa que el limite de la secuencia o serie existe. Exploraremos diferentes algoritmos que surgieron
a lo largo de la historia, y como iban mejorando su capacidad para hallar cada vez méas digitos
correctos de este nimero. Al comprender mejor la convergencia de 7, no sélo ganamos una apreciacion
mas profunda de esta constante matematica fundamental, sino que también obtenemos perspectivas
valiosas sobre la naturaleza de la precision matemaética y los limites de la computacién numérica.
A través de este estudio, esperamos contribuir al cuerpo de conocimiento existente sobre esta cons-
tante y su convergencia, asi como inspirar nuevas investigaciones en este apasionante campo de estudio.
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Nuestro objetivo principal es analizar y comparar varios métodos de convergencia de m, desde
las aproximaciones geométricas de la antigiiedad hasta las sofisticadas series del siglo XX. Ademas,
investigaremos céomo la convergencia del nimero 7 estd intrinsecamente ligada a otros conceptos
matematicos, como las secuencias infinitas y las series numéricas.

A pesar de los avances significativos en el célculo de 7 a lo largo de los siglos, atn existen areas de
investigacion abiertas en este campo. La comprensién més profunda de la convergencia de los métodos
de calculo de 7 no sélo contribuira al conocimiento teérico en Matematicas, sino que también puede
tener implicaciones practicas en areas como la optimizacién de algoritmos y la precision numérica en
calculos computacionales.

Al presentar su relevancia historica, espero que con este trabajo las personas despierten un mayor
interés en el tema y motivarlas a aprender mas sobre el ntimero 7, pues en los digitos de esta constante
puede estar la fecha de su cumpleanos, el namero de su celular, tu clave interbancaria, mensajes
codificados es decir que puede aparecer en cualquier secuencia finita de ntimeros. La investigacion
sobre los métodos de aproximacion de 7 no sélo representa una exploracion fascinante de la historia de
las Matemaéticas, sino que también tiene implicaciones fundamentales en diversos campos cientificos
y tecnologicos. Este trabajo no sélo contribuird al cuerpo de conocimientos matemaéticos, sino que
también ofrecera herramientas practicas y perspectivas valiosas para comprender y mejorar los
métodos de aproximaciéon de 7 en la actualidad.

En la Tesis se presentaran los métodos matemaéticos que se han empleado para la aproximacion
mas precisa del numero 7. La estructura de la Tesis se divide en tres etapas: la geométrica, la del
Calculo Infinitesimal y la moderna (siglo XX).

— Capitulo 1. Etapa geométrica

En esta etapa, exploramos detalladamente el método geométrico utilizado por Arquimedes de
Siracusa, destacando las Proposiciones 1 y 2 de su trabajo. En este analisis, interpretamos tanto
la demostracion moderna como la demostracion del siglo XIX, proporcionando un contexto claro
para la comprensiéon de sus contribuciones. Este capitulo inicia la exploracion detallada de las
aproximaciones de 7 desde una perspectiva geométrica.

— Capitulo 2. Etapa del Céalculo Infinitesimal

Esta fase de la investigacién nos apartamos del enfoque geométrico y procedemos a introducir
el método del célculo de Gregory-Leibniz, el cual se basa en el uso de series. Luego, exploramos
la influencia de Abraham Sharp en el desarrollo de este campo y como, a partir de sus contri-
buciones, se derivaron las formulas tipo Machin, que jugaron un papel crucial en la historia del
célculo de 7.

— Capitulo 3. Etapa moderna (siglo XX)

Con el siglo XX inicia una nueva etapa de formulas para calcular m con una velocidad de
convergencia muy superior a las obtenidas en siglos anteriores. El personaje que inaugura esta
etapa es el genio indio Srinivasa Ramanujan que obtiene una larga lista de series para % En
todas ellas y en todas las series y sucesiones modernas que se han obtenido desde entonces se
utilizan matematicas avanzadas, integrales elipticas y geometria algebraica.

Presentamos un apartado dedicado a los anexos.
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Introduccion

* Anexo A. Busqueda de secuencias en el niimero 7.

Este anexo se enfoca en explorar la normalidad de m mediante el anélisis de secuencias en sus
digitos. Mas que definir la normalidad, nos sumergimos en céomo los patrones de secuencias
contribuyen a su caracterizacién como un namero normal. Emplearemos co6digos para explorar
y explicar este concepto, compartiendo los resultados para detectar y analizar secuencias en los
digitos de 7, lo que enriquecera nuestra comprension de su comportamiento.

* Anexo B. Aritmética de precision arbitraria.

Proporcionamos informacion sobre como realizar célculos con precision arbitraria en Python,
utilizando la biblioteca mpmath, la cual empleamos en nuestros cédigos. Esta capacidad para
trabajar con una precision arbitraria es crucial en el estudio de ntmeros como m, donde la
exactitud numérica es esencial para obtener resultados confiables y precisos.

* Anexo C. Coédigos en Python.

En este espacio, se incluyen los programas desarrollados en Python para la aproximaciéon de ,
proporcionando a los lectores una referencia practica y detallada de la implementacion de los
métodos discutidos en el texto principal.

Finalmente incluimos un apartado con las conclusiones y reflexiones finales a las que llegué después
de haber realizado la Tesis, la cual fue elaborada utilizando el sistema de composicion tipografica
ETEX. Ademas, empleamos Python para los codigos elaborados, lo que permitié una mayor eficiencia
en la implementacion y ejecucion de los algoritmos utilizados.

Cabe mencionar que para las demostraciones usaremos el siguiente signo: B, indicando el final de
cada prueba.

Las imagenes que aparecen en este trabajo han sido empleadas exclusivamente para fines acadé-
micos y sin 4&nimo de lucro. Todos los derechos de autor de las imagenes pertenecen a sus respectivos
duenos, y se han utilizado con respeto a las normativas de uso justo o las licencias correspondientes.

En todo el documento emplearemos la forma bibliografica APA (American Psychological Associa-
tion) 2019, 72 edicion, para realizar citas y referencias bibliograficas.

Antecedentes

En esta introduccién, se presentan los antecedentes histéricos del naimero m que datan de épocas
anteriores al famoso matemaético griego Arquimedes. Estos antecedentes proporcionan un contexto
fundamental para comprender la evoluciéon del estudio de este ntimero irracional a lo largo del tiempo
y su significado en diversas culturas y civilizaciones.

e Cultura Egipcia

Aunque es probable que este asombroso numero fuera conocido con anterioridad, las primeras
evidencias documentadas de su conocimiento estan en el Papiro de Ahmes, que fue descubierto en
Tebas, una antigua ciudad en Egipto, en las ruinas de un edificio. También llamado papiro de Rhind
en honor al escocés Alexander Henry Rhind, quien lo adquirié en una ciudad turistica a orillas del
Nilo en el siglo XIX. (Beckmann, 2006, p.29, [3]).
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Figura 1: Papiro de Ahmes. (OpenMind BBVA, 2021).

El papiro se estima que data de alrededor del 1650 a.C. y fue escrito por el escriba egipcio Ahmes,
quien dio la primer aproximacion de m cuando dijo que si construimos un cuadrado con un lado cuya
longitud sea ocho novenos del didmetro de un circulo, entonces el area del cuadrado sera igual a la
del circulo. En cambio, el desafio consistia en crear un cuadrado empleando las herramientas clasicas,
como una regla sin marcas y un par de compases, de manera que su area fuera equivalente a la del
circulo proporcionado. (Posamentier & Lehmann, 2004, p.42, [16]).

Navarro (2010, [14]), argumenta que dicha aproximacién se encuentra en el problema namero 50
de los 87 que contiene, nos dice: «Un campo circular tiene un didmetro de 9 khet (1 khet ~ 50 m).
;,Cual es su area?». Con los conocimientos actuales, sabemos que la formula para calcular el area de
un circulo es 772, entonces tenemos que:

Sin embargo, el propio papiro presenta el método para calcular el area, que consiste en:

64

2
81d

donde d es el didmetro. Ahora bien, como d = 9, sustituyendo

81 64, 64 , G4
T Nt =) =5 8
81
— =~ 64
7r4 6

2
TR g ~ 3.160493827

Cuadratura del circulo

N

—— Circulo de didmetro 9
[ Cuadrado de lado 8

N

Figura 2: Un cuadrado de lado 8 equivale en superficie a un circulo de didmetro 9.
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Aunque la aproximacion no se expresa en términos de 7, implica un valor de 7 de:

= % ~ 3.160493827

Sin embargo, esta aproximaciéon es menor que la obtenida, supuestamente, por lo egipcios en Giza
alrededor del ano 2600 a.C. La relacion entre el perimetro y la altura de las piramides de esa ciudad

es de - aunque se atribuye a razones divinas segin los arquitectos de la época, muchos interpretan

esto como una mistica aproximacion a 7. Aceptando esta explicacion, llegamos a la conclusion de que

92
~ 23142
T

una cifra bastante precisa.

Si examinamos el proceso utilizado en el Papiro de Rhind, podemos deducir cuén cerca estaban
los antiguos egipcios del valor real del nimero 7. Esta es una aproximacion razonablemente cercana
a lo que sabemos actualmente.

Uno de los aspectos més destacados del papiro de Ahmes es el uso de fracciones y aproximaciones
de nimeros racionales en la aritmética y la geometria.

En la opiniéon de Zhukov (2004, [19]), la presentacion del escriba Ahmes se asemeja al estilo de
las antiguas tablas babilénicas. En sus textos, también se encuentran métodos para resolver diversos
problemas préacticos.

e Cultura babilénica

Ahora avanzamos significativamente en el tiempo hacia la época de los babilonios, que abarca
desde el 2000 a.C. hasta aproximadamente el 600 a.C.

Posamentier y Lehmann (2004, [16]), expresan que en 1936, se desenterraron algunas tablillas
matematicas en Susa, ubicada cerca de Babilonia. La traduccién de la tablilla de Susa se publico
parcialmente en 1950, se centra en diversas figuras geométricas. Una de estas tablillas compara el
perimetro de un hexagono regular con la circunferencia de su circulo circunscrito. La manera en que
llevaron a cabo esta comparacion llevo a los mateméaticos contemporaneos a inferir que los babilonios

1
utilizaban 3 + 3= 3.125 como su aproximacioén para, 7.

Es importante destacar que los babilonios utilizaban un sistema sexagesimal, es decir, con base 60
en lugar de 10. Los antiguos babilonios afirmaban de que el perimetro de un hexagono es precisamente
seis veces el radio del circulo circunscrito. Esta elecciéon es evidentemente la razon por la cual decidieron
dividir el circulo en 360°, una convenciéon que perdura hasta nuestros dias. Entonces, la tablilla de
Susa nos da el valor de la razon,

67
C

c
donde 1 es el radio y C la circunferencia de circulo circunscrito. Al utilizar la definiciéon de © = o

-
llegamos a que:

3 57 36

=760 602

de donde se sigue que:
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1
77%34—@:3.125

es decir, el valor de m que los babilonios probablemente emplearon para obtener la razéon indicada en
la tablilla.

Cultura Judia y Cristiana

A medida que avanzamos a través de la historia del nimero 7, exploraremos co6mo su presencia
se reflejo en la Biblia. Desde la perspectiva de algunos autores, sugieren que este documento sagrado
abordo su valor.

“Hizo asimismo el mar de metal fundido de diez codos de borde a borde, era perfectamente
redondo; su altura era de cinco codos, y tenia treinta codos de circunferencia”.

I Reyes 7:23

“También hizo un mar de fundicion, el cual tenia diez codos de un borde al otro,
enteramente redondo; su altura era de cinco codos, y un cordon de treinta codos de largo lo
cenia alrededor”.

II Cronicas 4:2

En el primer libro de los Reyes, se describe minuciosamente la construcciéon de un templo por
parte del maestro Hiram, encargado por Salomén, el Rey de Israel. Este edificio de veneraciéon
era adornado por una piscina destinada a la purificaciéon de los sacerdotes llamada “mar fundido”.
(Zhukov, 2005, p.17, [19]).

De acuerdo con el par de versiculos de la Biblia se infiere que la circunferencia es igual a 30 codos

y el didmetro a 10 codos. La representaciéon del valor de 7 en este libro sagrado es % =3.

Beckmann (2006, [3]), indica que el Libro de los Reyes fue redactado por los antiguos judios como
un texto religioso alrededor del ano 550 a.C., aunque sus fuentes remontan a varios siglos antes. En
esa época, la aproximacién a m era conocida con una precisiéon considerable, pero aparentemente
no era asi para los editores de la Biblia. El Talmud judio, que es esencialmente un comentario del
Antiguo Testamento, fue editado en el ano 500 d.C. A pesar de su fecha tardia, sostiene que “aquello
que en una circunferencia es de tres brazas de largo tiene una braza de ancho”.

Cultura India

En la antigua India, los textos védicos del siglo IX a.C., que son una coleccion de escrituras
sagradas de la cultura hindi, presentan diversas aproximaciones de 7 basadas en consideraciones
practicas: el valor més preciso se deriva de calculos astronémicos y se halla en los Shatapatha

339
Brahmana; donde se representa como, m & 108 ~ 3.1388--- . (Navarro, 2010, p.24, [14]).

Existe mucha evidencia indirecta sobre las contribuciones matematicas de la India. No obstante, se
han extraviado los registros directos, y los documentos mas antiguos disponibles son los Siddhantas,
tratados o escrituras en sanscrito que abordan conocimientos especificos, o sistemas de astronomia
publicados alrededor del 400 d.C., aunque, por supuesto, el conocimiento en ellos tiene una proce-
dencia mas remota.

Un Siddhanta publicado en el afio 680 d.C. incorpora el valor de

177
~ — = 3.141
T3+ 1250 3 6
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que apenas se diferencia del valor sexagesimal

~3 80 30
TR 50 G0z
empleado por los babilonios en épocas anteriores.

La antigua sabiduria de los indios fue resumida por Aryabhata en el Aryabhatiya escrito en el ano
499 d.C. Este texto ofrece soluciones a diversos problemas, aunque no revela explicitamente como se
lleg6 a ellas. Uno de los problemas consiste en sumar 4 a 100, multiplicar por 8 y sumar 62,000. El
resultado es aproximadamente la circunferencia de un circulo con un diametro de 20,000. De donde
se infiere

62832
TR —— =
20000
como en el Siddhanta. Bashkara, quien naci6 en 1114 d.C., proporciona este valor y asegura su pre-

3.1416

cisién, es decir, afirma que es exacto, a diferencia del valor inexacto de 3?. (Beckmann, 2006, p.32, [3]).

Es necesario senalar que la difusion del conocimiento en esa época fue bastante reducida, y muchas
otras aproximaciones, a veces bastante malas, surgieron después del descubrimiento de esos primeros
valores.

A continuacién, mostramos la tabla que resume las aproximaciones utilizadas por las culturas
mencionadas:

Cultura Ano Documento Aproximacion
Egipcia 1650 a.C Papiro de Ahmes 3.16
Babilénica 2000 a.C. Tablilla de Susa % =3.125
Judia siglo IX a.C. | La Biblia (Reyes I, 7:23) 3
India 499 d.C. Aryabhatiya 3.1416

Cuadro 1: Aproximaciones de 7 utilizadas antes de los célculos de Arquimedes

Estas primeras aportaciones no llegaron a la precision que Arquimedes de Siracusa obtuvo, pero
muestran que desde tiempo atrés ya usaban este nimero.

Por lo tanto, abordaremos a continuacion la figura destacada de Arquimedes de Siracusa, el
renombrado matematico griego, para discutir los contenidos en los documentos que explicamos
anteriormente, en lo que se usé el nimero 7.

Cabe destacar que en la Tesis solo incluimos procedimientos que implican una aproximaciéon a 7 con
cualquier precisiéon que se desee. Se omiten los calculos histéricos que sélo generan una aproximacion
aislada, como la obtenida por los egipcios, babilonios, judios e indios, aproximaciones que se muestran
en el Cuadro [1}
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Capitulo

Ktapa geométrica

En este capitulo, exploraremos las técnicas iniciales para estimar el valor de 7, que fueron de tipo
geométrico y prevalecieron durante alrededor de dos milenios. El famoso mateméatico Arquimedes
de Siracusa se posiciona como el maximo representante del método geométrico. En su obra “Sobre
la Medida del Circulo”, aparecen 3 proposiciones de las cuales la segunda es una consecuencia de la
tercera, por eso nos referimos principalmente a la primera y la tercera proposicion.

e La Proposicién 1 trata sobre el area de un circulo, ahi se demuestra que esta area es igual al

perimetro por el radio.

e La Proposicién 3 trata sobre la comparacion del perimetro de la circunferencia con relacion a
los perimetros de los poligonos inscritos y circunscritos, y usando el método de exhauciéon se
prueba que el perimetro de estos poligonos converge al perimetro de la circunferencia, que si le

ponemos diametro 1, su perimetro vale 7.

“Las matemdticas revelan sus secretos
solo a quienes se acercan con amor
puro, por su propia belleza”.

Figura 1.1: Arquimedes de Siracusa.
(Instituto de Matematicas UNAM, S.F.)

Arquimedes fue ingeniero, fisico, astronomo y ma-
tematico griego, es reconocido como el cientifico
més destacado de la Antigiiedad y una de las men-
tes mas brillantes de la historia. Las contribuciones
de Arquimedes a la ciencia son innumerables. En su
faceta como matemaético, los logros de Arquimedes
son numerosos. Ademés de aproximarse al valor de
m, se ocup6 de calcular el perimetro, area, volumen
y centro de gravedad de diversos cuerpos geométri-
cos como esferas, cilindros, parabolas y espirales.
También se dedicé al estudio de ecuaciones diofan-
ticas, contribuy6 en la concepcién y el calculo de
grandes ntimeros, entre otros temas. La muerte de
Arquimedes ocurri6 en el ano 212 a.C. durante el
asedio de Siracusa. Plutarco cuenta que Arquime-
des, al observar un esquema en la arena, le dijo al
soldado romano que iba a arrestarlo: "no toques
mis dibujos". Esto enfureci6 al soldado, quien lo
mat6 con su espada. (Navarro, 2010, p.27, [14]).
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Sus demostraciones que analizamos detalladamente en las siguientes péginas, y que tomamos
del libro de Heath (1897, [II]), nos permiten sumergirnos en la mente analitica de este genio
griego. Arquimedes gener6 un procedimiento de aproximacién arbitraria al niimero 7, aproximando el
perimetro de una circunferencia mediante poligonos y doblando el nimero de lados, procedimiento que
viene a ser el origen del célculo infinitesimal que surgié dos milenios después. Este analisis minucioso
revela la profundidad de su genialidad y su impacto duradero en la mateméatica. Aqui es crucial
destacar la dificultad principal que enfrent6. No contaba con un sistema de numeracion posicional,
como al que estamos acostumbrados hoy en dia. Por ejemplo, para aproximar el perimetro de la
circunferencia usando un hexagono circunscrito surge la necesidad de calcular v/3, que Arquimedes
aproxima con la fraccién % sin especificar el procedimiento, pero se sabe que los griegos tenian
diversos procedimientos para acercarse a este nimero mediante fracciones, uno de ellos es el método
de las fracciones continuas, que los historiadores de la mateméatica arquimediana tienen el consenso

que Arquimedes utilizo para hacer estas aproximaciones a ntumeros irracionales.

Durante los siguientes dos mil anos, las nuevas aproximaciones a 7 consisten basicamente en
incrementar el niimero de lados. Este proceso destaca la evolucion constante y la perdurable influencia
de las contribuciones de Arquimedes en la exploracion y comprension del namero 7.

Nota. Bajo el entendido que las demostraciones de las dos secciones siguientes son de
contenido historico, pretendemos modificarlas lo menos posible, el simbolo AB se usa de
dos formas distintas, lo mismo significa el segmento rectilineo del punto A al punto B, o
la medida de ese segmento, y se deja a la madurez del lector el distinguir cuando es una
cosa o la otra.

1.1. Proposiciéon 1. Sobre el area del circulo

La demostracion original de Arquimedes, redactada en griego antiguo, lamentablemente se ha
perdido con el devenir del tiempo, y la informacién que tenemos se basa en traducciones subsistentes
a lo largo de los anos.

Se destaca la importancia de la bibliografia mas antigua, resaltando que este autor, Thomas
Heath, se apoy6 en gran medida en las investigaciones del eminente filologo danés, Johan Ludvig
Heiberg (1854-1928), conocido por su labor en la edicién y estudio de textos antiguos, especialmente
en griego antiguo. Heiberg demostré su habilidad para identificar trabajos, como evidenciado por su
descubrimiento de un documento en la Biblioteca de Estambul, que inmediatamente reconocié como
obras de Arquimedes. Estos trabajos estaban originalmente redactados en danés y latin.

Posteriormente, Heath llevé a cabo una edicion critica y traduccion al inglés de las obras completas
de Arquimedes, basdandose en los manuscritos originales y en el trabajo previo de Johan Ludvig
Heiberg. Su obra monumental, “The Works of Archimedes” (1897, [I1]), resulto6 crucial al proporcionar
acceso a las complejas contribuciones mateméticas de Arquimedes para el publico de habla inglesa. La
meticulosa labor de Heath permitio la difusion y comprension de las ideas matemaéticas de Arquimedes
en el mundo anglofono, asegurando que su legado perdurara y fuera apreciado tanto en el d&mbito
académico como més alla. Por estas razones, citamos y reconocemos la contribucion fundamental de
Heath en este trabajo.

La idea de la demostracion de Arquimedes consiste en aplicar el Axioma de Tricotomia para
comparar el drea del circulo y el area del triangulo (ver la Figura. Entonces se descarta que estas
dos cantidades no pueden ser una mayor que la otra, lo que en automatico implica que las dos areas
son iguales.
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Azxioma de Tricotomia. Dados dos numeros a y b, una y solo una de las
siguientes afirmaciones es cierta: a <b, a=b o a>b.

Proposicion 1

El drea de cualquier circulo es igual al drea de un tridngulo rectingulo en el que uno de los lados
alrededor del dngulo recto es igual al radio y el otro a la circunferencia del circulo.

Figura 1.2: Aqui r es el radio y P el perimetro de la circunferencia.

Demostracion. Esta demostracion y las figuras fueron tomadas del libro de Heath (1897, [I1]), y
las frases en letra itédlica son comentarios que agregamos para aclarar las ideas.

Sea ABCD el circulo dado y K el tridngulo descrito.

Figura 1.3: ABCD circulo

Figura 1.4: Tridangulo K. La base es el perimetro y la altura es el radio de la circunferencia.

1. Supongamos que el drea del circulo es mayor que el drea de K.
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IT.

Inscriba un cuadrado ABC D, bisecar los arcos AB, BC, CD, DA, (observar la Figura luego
dividir (si es necesario) las mitades, lo cual aumenta al doble el namero de lados del poligono.
Continuar con este proceso de biseccion hasta que el area del poligono sea mayor que el area del
triangulo K.

En un lenguaje mds simple y actual, lo anterior significa que empezamos con la
hipdtesis que el drea del circulo A. es mayor que el drea del tridngulo Ay, y ambas son
cantidades fijas, cantidades que forman el intervalo [Ay, A.). Adicional a lo anterior,
tenemos una secuencia de poligonos inscritos con un numero de lados creciente, esto
genera una secuencia creciente de dreas que en algun momento tendrd que quedar
dentro del intervalo [Ay, Ac].

Lo anterior es equivalente a decir que desde alguna parte de la secuencia, el drea del
poligono serd mayor que el drea del tridngulo,

drea del poligono > drea del tridngulo K. (1.1)

Sea AFE cualquiera de sus lados, y ON la perpendicular sobre AE desde el centro O. Entonces
ON (el apotema del poligono) es menor que el radio del circulo y por lo tanto es menor que la
altura de K. También el perimetro del poligono, por estar inscrito, es menor que el perimetro
de la circunferencia, que es igual a la base de K. Entonces el area del poligono es menor que K.

En lenguaje actual,

drea del poligono = = - apotema - perimetro del poligono

< = - radio - perimetro de la circunferencia

DN = N =

= drea del tridngulo K.

Lo cual contradice a la ecuacion . Por lo tanto, no es cierto que el drea del circulo
sea mayor que el drea del tridngulo K.

Supongamos que el drea del circulo es menor que el drea de K.

Circunscriba un cuadrado y permita que dos lados adyacentes, tocando el circulo en E, H, se
unan en T. Biseque los arcos entre los puntos de contacto adyacentes y dibuje las tangentes en
los puntos de biseccion. Sea A el punto medio del arco EH y FAG la tangente en A. Entonces el
angulo TAG es un angulo recto. Ver Figura[I.3]

Por lo tanto

TG > GA
>GH

De ello se deduce que el area del triangulo FTG es mayor que la mitad del area TEAH.

De manera similar, si se biseca el arco AH y se dibuja la tangente en el punto de biseccion, se
cortard del area GAH mas de la mitad.

Asi, al continuar el proceso, finalmente llegaremos a un poligono circunscrito tal que los espacios
interceptados entre él y el circulo sean juntos menores que el exceso de K sobre el area del
circulo. Por tanto, el area del poligono sera menor que K.

4



Capitulo 1. Etapa geométrica

Es decir, circunscribimos un cuadrado y vamos doblando el nimero de lados del poli-
gono hasta que la resta de las dreas del poligono y del circulo sea tan pequena como
sea mecesario, en particular, menor que la resta de las dreas del tridngulo y del circulo.
FEntonces

drea del poligono — drea del circulo < drea de K — drea del circulo

ast que
drea del poligono < drea de K. (1.2)

Ahora bien, dado que la perpendicular desde cualquier lado del poligono es igual al radio del
circulo, mientras que el perimetro del poligono es mayor que la circunferencia del circulo, se
sigue que el area del poligono es mayor que el tridngulo K.

En lenguaje actual,

drea del poligono = — - apotema - perimetro del poligono

>

N — N —

- radio - perimetro de la circunferencia

= drea del tridngulo K.

Lo que nos lleva a una contradiccion de . Por lo tanto, no es cierto que el drea
del circulo sea menor que el drea del tridngulo K.

Entonces por tricotomia el area del circulo es igual al area de K. |

De la igualdad de éreas, se deduce facilmente la féormula del area del circulo que todos conocemos

base - altura  perimetro - radio  27r-r 9
A= 5 = 5 = 5 = Tr-.

Es asombroso que Arquimedes usando el método de exhauciéon pudo encontrar propiedades de
diferentes figuras geométricas, como el area del circulo y el volumen de la esfera, entre otras. Algo
realmente impresionante para la época.

La Proposicién 1 representa, asi, el inicio de un enfoque mateméatico innovador que caracteriza las
contribuciones de Arquimedes a la Geometria antigua.

1.2. Proposiciéon 3. Sobre el perimetro del circulo

A diferencia de la demostracion de la Proposicion 1, que implicaba la comparacion de areas, aqui
trataremos sobre la comparacion de perimetros de poligonos inscritos y circunscritos. Siguiendo el
método de exhaucion, Arquimedes duplico el nimero de lados desde un hexagono hasta obtener un
poligono de 96 lados, generando una secuencia de aproximaciones a m por abajo y por arriba. Es
sorprendente que este método sea el antecedente méas antiguo del célculo diferencial e integral, 2000
anos antes de su descubrimiento.
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El método desarrollado por Arquimedes representa el primer algoritmo genuino para calcular ,
que explicamos en la seccion 1.2.2, ya que tiene la capacidad de generar un valor extremadamente
preciso para esta constante de manera arbitraria. (Borwein, 2011, p.5, [6]).

Arquimedes de Siracusa desarrolldé un método para calcular m que se mantuvo sin cambios
significativos durante aproximadamente 1,900 afios, resistiendo mejoras sustanciales. (Beckmann,
1971, p.3, [2]).

Proposicion 3.

. . . . 1
La razén de la circunferencia de cualquier circulo a su didmetro es menor que 3— pero mayor

7
ue BE
e o7y

A continuacién se presentan los calculos que Arquimedes llevo a cabo para estimar el perimetro del
poligono de 96 lados y la correspondiente aproximaciéon a 7. En la actualidad, este proceso se lleva a
cabo utilizando una calculadora y un ejercicio basico de Trigonometria. Sin embargo, si eliminamos la
calculadora, las funciones trigonométricas y también el sistema de numeracion posicional, calcular el
perimetro del poligono se convierte en un desafio que s6lo un genio mateméatico podria haber logrado
hace dos mil anos.

Explicacion general. La idea basica parte del hecho que el perimetro de la circunferencia sobre
el didmetro es igual a w, y se establecen cotas por abajo y por arriba para el perimetro utilizando

poligonos.

En lo que sigue AB es el didmetro de la circunferencia. Entonces

Perimetro poligono inscrito < Perimetro circunferencia < Perimetro poligono circunscrito.

Perimetro poligono inscrito < Perimetro circunferencia < Perimetro poligono circunscrito

AB AB AB

Perimetro poligono inscrito Perimetro poligono circunscrito
<< .
AB AB
La esencia de la demostracion de la Proposicion 3 consiste en la manera como Arquimedes se las
ingeni6 para calcular el valor de la divisién del perimetro del poligono inscrito de 96 lados entre el
didmetro, y analogamente con el poligono circunscrito. Primero encuentra las siguientes cotas usando
fracciones.

6336 Per. pol. ins. Per. pol. circ. 14688
<7 <

< < .
2017 + ¢ AB AB 4673 + 3

Por transitividad de las desigualdades
6336 14688
<< —.
2017 + 4 4673 + 5

De donde obtenemos

1137 6336 14688 667 + 5

= << = )
8069 2017 +1 ~ 7 " 4673+ 1 1673 1 1

3+
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pero
667 + 3 _ 667+35 1
4673+ 5 4672+ 1 T
y
137 _ 10x 11347 _ 10x 113 _ 10
8069 71 x113+46 = 71 x 113 71
Finalmente

10 1
3+ — 3+ —.
+71<7r< +7

Nota. Con el fin de darle mayor claridad a la siguiente demostracion historica, que pre-
tendemos modificar lo menos posible, hacemos las siguientes aclaraciones:

e El simbolo a : b significa dividir a sobre b, es decir,

a
:b —-.
a es 2

e Comentarios entre corchetes son agregados por el autor Heath.

e Comentarios en italica y llaves son los que agregamos para reforzar ideas.

Demostracion.

I >OmTm

Figura 1.5: Representacion grafica correspondiente a la primera parte de la demostraciéon de la
Proposicion 3.

I. Sea AB el didmetro de cualquier circulo, O su centro, AC la tangente en A; y sea el dngulo
AOC un tercio de un angulo recto. Entonces

OA: AC[= V3 :1] > 265 : 153 (1.3)

OC : CA[=2:1] =306 : 153 (1.4)

Primero, dibuja OD que biseca el dngulo AOC y que se encuentra con AC en D. Segun se
muestra en la Figura Ahora
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CO:0A=CD:DA.

{Esta afirmacion es correcta debido al Teorema de la Bisectriz, el cual afirma que en un
tridngulo NOAC, la division entre dos lados es igual a la division de las partes en las que queda
dividido el tercer lado por la bisectriz del dngulo interno opuesto, es decir, CO/OA es igual a
CD/DA.}

De modo que

CO+0OA:CA=0A:AD.

{Esto es cierto porque

Cco _ CD co _ ¢D CO+0A _ CD+DA
6a=Dpa —— oeatl = patl — =537 =%pa
CO+0A _ CA CO+0A _ OA
—" T04 T Da — T Cc4A T Da
Por lo tanto, al sumar ([L.3]) y (1.4) tenemos
OA: AD > 571 : 153. (1.5)

Asi que

OD? : AD*[ = (OA? + AD?) : AD?
> (5712 + 153%) : 153?]
> 349450 : 23409,

de modo que

1
OD : DA > 5912 : 153, (1.6)
En segundo lugar, sea OF la bisectriz del angulo AOD (ver Figura , intersectdndose con
AD en E.
[Entonces

DO :0A=DFE:FEA

de modo que
DO +0OA:DA=0A: AE|]

Por lo tanto, por y obtenemos
OA: AE[> (591% +571) £ 153]
> 1162% £ 153. (1.7)
[Se deduce que
OE?: EA? > {(1162%)2 + 1532} : 1532
> (1350534§—?l + 23409) : 23409

> 13739432731 : 23409.]

8
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1
OF : EA> 1172 : 153. (1.8)

En tercer lugar, sea OF la bisectriz del d4ngulo AOF), intersectdandose con AE en F' (ver Figura
).

Obtenemos asi el resultado (correspondiente a (1.5)) y (1.7]) anteriores), que

1 1
OA: AF[> (11625 +11725) : 153]

1
> 2334+ 153. (1.9)
[Por lo tanto
1
OF? . FA% > {(23341)2 + 153%} : 1532

1
> 54721321—6 : 23409.]

1
OF : FA > 2339 : 153. (1.10)

En cuarto lugar, dejemos que OG divida el d4ngulo AOF, intersectdndose con AF en G (ver
Figura|1.5)).
Por (1.9) y (1.10), tenemos entonces

1 1
OA: AG[ > (23347 +23397) : 153
> 4673% £ 153.

Ahora bien, el angulo AOC, que es un tercio de un dngulo recto, ha sido bisecado cuatro veces,
y se sigue que

1
ZAOG = yr (un angulo recto).

Haz que el angulo AOH en el otro lado de O A sea igual al angulo AOG, y deja que G A producido
se encuentre con OH en H.

Entonces )
/GOH = 7l (un angulo recto).

Por tanto, GH es un lado de un poligono regular de 96 lados circunscrito al circulo dado.
Y dado que
1
OA: AG > 46735 : 153,

mientras que

AB =204, GH =2AG,

se deduce que

1
AB : (perimetro del poligono de 96 lados)[ > 46735 : 153 x 96]

> 4673% : 14688.
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14688 6671

Pero —-g =3+ T
46731 46731

6671

46723

<3+

1
<3z.
Por lo tanto, la circunferencia del circulo (siendo menor que el perimetro del poligono) es a
fortiori (con mayor razén) menor que 3% veces el didmetro AB.

II. A continuacion, sea AB el didmetro de un circulo (ver Figura, y sea C' en el circulo tal que
el angulo C'AB sea igual a un tercio de un angulo recto. Unase BC.

Entonces
AC : CB[= V3 :1] < 1351 : 780.
Primero, sea AD que biseca el 4ngulo BAC y encuentra BC en d y el circulo en D. Une BD.

Entonces

/BAD = /dAC
= /dBD,

y los angulos en D, C son ambos angulos rectos. { Esto es por el sequndo Teorema de Tales, que
afirma que en una circunferencia con didmetro AB y C' cualquier otro punto de la misma curva,

entonces el dngulo ZACB = 90°}.

Se deduce que los triangulos ADB, [ACd], BDd son semejantes. Este aspecto es evidente al
observar la Figura|1.6

Figura 1.6: Representacion grafica correspondiente a la segunda parte de la demostraciéon de la
Proposiciéon 3.

Por lo tanto

AD : DB = BD : Dd
[= AC : Cd]
= AB: Bd
=AB+ AC : Bd+ Cd
=AB+ AC : BC
o BA+ AC : BC = AD : DB.

10
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[Pero
AC : CB < 1351 : 780,

por lo anterior, mientras que

BA:BC=2:1
= 1560 : 780.]
Entonces
AD : DB < 2911 : 780. (1.11)

[Por consiguiente

AB?: BD? < (2911% + 780?) : 780”
< 9082321 : 608400.]

AB:BD < 3013% : 780. (1.12)

En segundo lugar, sea AF la bisectriz del angulo BAD, encontrandose con el circulo en E (ver
Figura ; y que se una a BFE.

Luego demostramos, del mismo modo que antes, que

AE : EB[=BA+ AD: BD
3
< (30131 +2911) : 780], por y (T12)
< 5924% : 780
4

3 4
24~ x —: —
< 5924- x 3 780 x 3

< 1823 : 240. (1.13)

[Por lo tanto

AB?: BE? < (1823? + 2402?) : 240°
< 3380929 : 57600.]

Entonces

AB: BE < 1838% : 240 (1.14)
En tercer lugar, sea AF bisectriz del angulo BAE, encontrandose con el circulo en F' (ver Figura
139).
Asi que

AF : FB[=BA+ AE : BE

9
< 36617 : 240, por (LI3) v (LI9)]
11

9 11
l—x —:24 —
< 366 11><40 O><40

11
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< 1007 : 66. (1.15)

[Se deduce que

AB?: BF? < (1007 + 662) : 66>
< 1018405 : 4356.]

Por lo tanto )
AB : BF < 10096 : 66. (1.16)

En cuarto lugar, supongamos que el angulo BAF' sea bisecado por AG y que coincida con el

circulo en G (ver Figura .
Entonces

AG : GB]| = BA+ AF : BF]
1
< 20167 : 66, por (LI y (LT9).

[Y
1
AB?: BG? < {(20166)2 + 662} : 66

1
< 4069284 — : 4356.
36 ]

Por lo tanto 1
AB : BG < 20171 : 66,

donde L
BG : AB > 66 : 20171 (1.17)

[Ahora, el 4ngulo BAG que es el resultado de la cuarta biseccion del angulo BAC, o de un tercio
de un angulo recto, es igual a un cuadragésimo octavo de un angulo recto.

1
Por tanto, el angulo subtendido por BG en el centro es 21 (un angulo recto).]

{Dado que ZBAC se definié como un tercio de un dngulo recto, y ZBAG es la cuarta biseccion
90° 90°

de /BAC, entonces /BAG = 391 = 15" Ademds /BOG = 2/BAG ya que es una

propiedad general de las circunferencias que el dngulo central es el doble del dngulo inscrito

90°  360°

48 96'}

para un mismo arco de circunferencia. Por lo tanto ZBOG =2 -

Por tanto BG es un lado de un poligono regular inscrito de 96 lados.

De la desigualdad ([1.17)) se deduce que

1
(perimetro del poligono) : AB[ > 96 x 66 : 20171]

> 6336 : 2017%.

12
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6336 _ .10
20171 7 71

10
7

1 veces el didametro.

Mucho mas entonces la circunferencia del circulo es mayor que 3

{Por transitividad,

Perimetro de la circunferencia  Perimetro del poligono inscrito 6336 10
— > — > - >3
Didmetro Didmetro 20174 71

}

Por lo tanto, la razén de la circunferencia al didmetro, es decir, su division,

es menor que 3%, pero mayor que 3%.

El esquema de Arquimedes constituye el primer algoritmo verdadero, en el sentido de que es capaz
de producir un valor arbitrariamente preciso para w. También representa el nacimiento del anélisis
numérico y de errores, todo ello sin notacién posicional ni trigonometria moderna.

Nota. Sobre la Proposicion 2, hay la polémica historica del orden invertido, es decir, que
depende la Proposicién 3, lo cual no es propio de Arquimedes, por lo que se cree que es
debido a alteraciones a lo largo de los dos milenios.

Proposicion 2

El drea de un circulo es al cuadrado de su didmetro como 11 a 14.

Area del circulo 2 w2 mr? o 11

Diametro al cuadrado D2 (27,)2 T 42 4 ~ 7N

Si bien para un circulo mayor corresponde un érea mayor, lo que esta proposicion dice es que la
division del area entre el didmetro es constante y proporciona una aproximacion en forma de fraccion,
que por cierto se obtiene de la Proposicién 3 cuando el poligono inscrito tiene 96 lados. Es evidente
que lo que el enunciado afirma como una igualdad, en realidad es una aproximacién, pero asi solian
escribir en la antigiiedad.

1.2.1. Hexagono

En este apartado, detallaremos lo que Arquimedes realizo en el caso especifico del hexagono regular.
Es importante tener en cuenta que las tnicas herramientas disponibles para €l eran regla y compas,
ademés de la Geometria Euclidiana que los griegos desarrollaron y dominaron en ese tiempo.

13
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Figura 1.7: Hexagono inscrito dividido en tridngulos equilateros.

Al observar la figura anterior podemos notar que el perimetro del hexégono es 67, ya que los lados
de los tridngulos equildteros miden lo mismo, y el radio r es uno de los lados.

Para el hexagono circunscrito dividimos de la misma manera en tridngulos equilateros, claramente
los lados del hexdgono ya no miden lo mismo que el radio, como sucedia en el caso del hexégono
inscrito.

P b Q

2b

Figura 1.8: Hexagono circunscrito.

En la época de Arquimedes, sus conocimientos mateméticos se basaban en una comprension
avanzada de la Geometria y la Aritmética. Aunque carecia de las herramientas matematicas
contemporéaneas, los griegos de su época poseian un sélido dominio de las operaciones aritméticas
fundamentales, como la suma, resta, multiplicacion y division.

Un resultado con el que ya contaban en aquella época, evidentemente, es el Teorema de Pitagoras,
que aplicado al triangulo rectangulo AOPQ de la Figura nos permite obtener

14
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b:ﬁ.

2r
Como puede verse del dibujo, el perimetro del hexagono circunscrito es 12 veces b, es decir, %

Tomando ambos resultados y comparéndolos con el perimetro de la circunferencia, tenemos:

12r
6r < 2mr < —,

V3

de donde obtenemos finalmente

3<m<2V3. (1.18)

Todo lo que resta de la seccion es para seguir una de las hipotesis sobre como Arquimedes pudo
haber obtenido las aproximaciones de /3 usando fracciones.

Es crucial destacar que, a pesar de las limitaciones tecnoldgicas de la época, Arquimedes desem-
pend un papel crucial en el desarrollo de las Matematicas y la Geometria, sentando las bases para
muchos principios que perduran en la actualidad. Su ingenioso uso de la Geometria y el razonamiento
matematico lo distingue como uno de los grandes pensadores mateméticos de la antigiiedad.

.Coémo aproximé /3 usando fracciones?

Hay que resaltar que los antiguos griegos solo trabajaban con fracciones y, con el Teorema de Pita-
goras descubrieron los ntimeros irracionales; sin embargo, no podian aproximarlos con la facilidad con
la que lo hacemos ahora, al no contar con un sistema numeérico posicional. Lo que se sabe es que para
aproximarse a estos niimeros irracionales, necesariamente debieron desarrollar diversos procedimientos.

Es fundamental senalar que a lo largo de su demostracion, Arquimedes utiliza aproximaciones
racionales de ciertas raices cuadradas sin ofrecer evidencia alguna. En ninguno de sus documentos
se especifica como obtuvo los valores aproximados con racionales para v/3, ya sea por exceso o por
defecto.

Segin Heath (1921, [12]), la Proposicién 3, que contiene la aproximacion aritmética de m, es la
maés interesante. El método implica calcular aproximadamente el perimetro de dos poligonos regulares
de 96 lados, uno de los cuales esté inscrito y el otro circunscrito. El calculo se basa en establecer un
limite superior e inferior del valor de v/3, el cual Arquimedes asume sin comentarios como conocido,
a saber,

265 1351
<3< .
153 780
En los tiempos de Arquimedes, las funciones trigonométricas atn no se habian desarrollado. En sus
calculos para v/3, Arquimedes elegia como aproximacion la fraccion simple %. Sorprendentemente,

esta aproximacion posee una precision notable: /3 — % < 0.000025. En otra instancia, utilizaba la
estimacion %, la cual aproxima atn con mayor precision al namero /3, con un error de % -3 <

0.000001. Es importante enfatizar que estas aproximaciones son notables por su elevada exactitud,
considerando la falta de herramientas matemaéticas avanzadas en ese periodo histérico. (Zhikov, 2005,
p.27).
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Aunque la descripcion exacta de su método se ha perdido en gran medida, se cree que uséd
aproximaciones mediante fracciones continuas periodicas para aproximar /3. (Heath, 1921, p.52,

I12)).

Coincidiendo con diversos autores, analizaremos el método que encontramos mas convincente:
el método de fracciones continuas periddicas. Para una comprensiéon més completa, comenzaremos
proporcionando la definicién de fracciones continuas simples.

Fracciones continuas

Una fraccién continua es una expresion de la forma

1
Gt

a2+

a3 _|_ -
en la que a1, a9, as, ... son enteros positivos. (Hall y Knight, 1948, p.326, [10]).

O en forma abreviada L1

ay + ——
a2+a3+

(1.19)

Ejemplo. La fraccion continua que representa /3 es una secuencia periodica.

Comenzamos separando la parte entera de v/3, y a lo que resta, /3 — 1, lo multiplicamos por su
conjugado.

\/§=1+(\/§—1)=1+(\/§_1)(\/§+1)—1+ 2 -

V3+1 T B+l Bn

Ahora, al denominador @ le separamos la parte entera y a lo que resta le racionalizamos el
denominador multiplicando por su conjugado. Y asi sucesivamente.

\/§+1:1+ﬁ—1_1 (V3-1)(V3+1) _, 2 1

? S OV i B OV T BV B
Vil o4vEo1oy WB-D3HY 9

V341 :2+\/§+1
V3+1l o VB-1 - (V3-1)(V3+1) 2 1
=l =1t 251 _1+2(\/§+1) 1+—\/ngl
_ o, BB+ 2
V3+1=2+V3-1=2+ i _2+¢§+1

Podemos notar que los cocientes se repiten periddicamente, generando la siguiente secuencia pe-
riédica:

1
V3=1+ : (1.20)
1+ I
) 1
+—
2+

2+

14+
16
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O en forma abreviada

11 1 1 1 1
V3i=14—— _— - - -

Una fraccion reducida es aquella que se obtiene de una fracciéon continua cuando se detiene la
operacion en algin cociente. Asi, a; es la primera reducida de la fraccion continua 1) ay + é es
la segunda reducida, etc.

Lo que haremos a continuacion es establecer una ley de fracciones reducidas que permitan calcular
una fraccion reducida a partir de las dos anteriores, de una manera sencilla y sistematica, mediante
una férmula recurrente.

Sea la fraccion continua
1 1 1
al + _— ..
a2+ a3+ as+

Las primeras tres fracciones reducidas son

ar ajaz +1 az(aras + 1) + ay
1 ’ as ’ as - az + 1 '

Supongamos que se contintia la secuencia anterior. Denotemos los numeradores de estas fracciones
reducidas como pi, p2, ps3,--- vy los denominadores como ¢, ¢, ¢3,- -+, donde p, v ¢, no necesaria-
mente son primos relativos.

Probaremos por induccion para n > 3 que para la reducida de orden (n) se cumple

Pn = GnPn—1 + Pn—2, Gn = OnQn—1 + Gn—2. (121)
Para n = 3, observamos en las dos primeras reducidas que p; = a1, ¢1 = 1, p2 = a1a2 +1, g2 = ag,

entonces la tercera reducida verifica p3 = asps + p1 v q3 = azqz + q1.

Entonces lo que sigue es suponer que las férmulas de recurrencia (1.21]) son ciertas para n y
probaremos que son ciertas para n + 1.

1
An+1

La reducida de orden (n + 1) difiere de la de orden n reemplazando el cociente a,, + en el

lugar de a,, es decir,

1
(CLn + Ant1 )p”_l + Pn—2 _ an+1(anpn—1 + pn—2) + Pn-1
(an + ﬁ)anl + qn—2 anJrl(ananl + (anz) + Gn—1
An+1Pn + Pn—1

An+1qn + Gn—1

Entones si hacemos

Pn+1 = Qn41Pn + Pn—1, n+1 = On+t1qn + qn—1.

Vemos que el numerador y denominador de la reducida de orden (n + 1) siguen la ley (1.21)),
que se supuso verdadera para la reducida enésima. Y como se demostré que la ley es verdadera para
n = 3, entonces también es cierta para n = 4, y asi sucesivamente; entonces es verdadera para toda
n > 3.

Entonces hemos logrado demostrar el siguiente teorema para calcular una reducida a partir de las
dos anteriores, usando formulas recurrentes. (Hall y Knight, 1948, p.329, [10]).
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Teorema 1. Ley de formacion de las reducidas sucesivas. Dadas dos fracciones reducidas consecutivas

Pn—2 Pn—-1 .o ., Pn R p
Y , la siguiente reducida — se calcula con las siguientes formulas recurrentes
dn—2 dn—1 dn

Pn = GnPn—1 + Pn—2, Qn = QnQn—1 + qn—2. (122)

para n > 3.

Observacion. La utilidad del Teorema 2 es que bastan las primeras dos fracciones re-
ducidas de una fraccién continua para calcular todas las siguientes, usando las férmulas

recurrentes ([1.22)), y esto se puede programar en Python y generar toda la secuencia de
fracciones que se van aproximando a la fraccién continua.

Por ejemplo, para v/3 la secuencia de fracciones que se van aproximando a este ntimero se obtienen
de las formulas recurrentes (1.22]) y usando como coeficientes a1, as, as, . .. los obtenidos en la secuencia
) s U3,
periodica (1.20): 1,1,2,1,2,1,2,..., obteniéndose la siguiente secuencia

1
1=—
1
L 2
171
L 1 22)+1 5
+1+1 1(2)+1 3
2
- 1 542 7
14 11 3(1)+1 4
2+ 7
L 1 _7(2)+5 19
+1+ 1 T 4(2)+3 11
2+ T
14+ -
- 1 _lam+7 _ 26
14 11 11(1)+4 15
2+ I
14 I
2+ -
- 1 _26(2)+19 71
14 11 15(2) + 11 41
2+ I
1+ I
2+
14+ -
1 71(1) +26 97
1+ 1 :41513115:%
14 i
2+ I
14 I
2+ I
14 T
2+ =
1 97(2) + 71 265
b+ I T 56(2) 141 153
1+ T
24+ T
14 T
2+ I
14 I
2+
14+ -
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265 1351

Es notable observar que la novena y la doceava reducidas, 153 y 50 son las que utiliza Arqui-

medes en la Proposicion 3. (Zhuakov, 2005, p.27, [19)]).

265 1351
15 < V3 o
o en forma decimal es atun mas claro el grado de aproximacion a /3

1.732026 ... < 1.732050... < 1.732051 ...

La Figura [I.9| muestra en forma grafica como se comporta la secuencia de fracciones reducidas de
/3, observemos como estas fracciones van oscilando y convergiendo hacia v/3.

>89

571 N /780 200/

\ /1851362 797 T 26
56 |15 |4 |

/ / /

\ \ \\ / /)
\ - /
- /

I /

) \,,v//// /

Figura 1.9: Secuencia de fracciones que convergen a v/3.

A pesar de no conocerse los métodos especificos que Arquimedes utilizaba en sus calculos
numeéricos, es merecedor de elogio no sélo por sus calculos precisos en el manejo de fracciones, y el

uso de un sistema de notacién literal en operaciones que involucran la extraccion de raices cuadradas
de ntimeros grandes. (Zhukov, 2005, p.28, [19]).

Hoy en dia, las calculadoras y software de célculo numérico facilitan enormemente estos calculos,
pero en la época de Arquimedes, este tipo de métodos requeria un agudo ingenio matematico. Su
enfoque es un testimonio de su habilidad excepcional en el campo de las Matematicas y de la inventiva
de los antiguos matemaéticos griegos.
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1.2.2. Secuencia general

Poligono inscrito

Para el caso de un poligono regular inscrito de n lados, a partir del tridngulo rectangulo mostrado
en la Figura[l.10} calculamos uno de los lados del poligono usando trigonometria elemental.

Figura 1.10: Poligono inscrito de n lados.

De la Figura vemos que uno de los lados del poligono mide 2/, entonces el perimetro del
poligono es n - 2¢. El valor de ¢ se calcula con la funcién seno, obteniéndose por trigonometria de
tridangulos rectangulos que £ = r - sen §. De donde obtenemos

perimetro del poligono inscrito = 2nr - sen 6.

Poligono circunscrito

Para el caso de un poligono circunscrito de n lados, de manera similar a lo anteriormente expuesto,
calcularemos uno de los lados del poligono usando trigonometria. De la Figura [I.11] vemos que uno
de los lados del poligono mide 2s, entonces el perimetro del poligono es n - 2s. El valor de s se calcula
con la funcion tangente, obteniéndose que s = r - tan §. De donde obtenemos

perimetro del poligono circunscrito = 2nr - tan 6

Figura 1.11: Poligono circunscrito de n lados.
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Ahora uniremos los dos perimetros anteriores en la siguiente desigualdad
Perimetro poligono inscrito < Perfmetro del circulo < Perimetro del poligono circunscrito

obteniendo
2rn -senf < 2wr < 2rn - tand.

Finalmente

n-senf < <n-tand.

Para obtener la secuencia de Arquimedes, lo que hacemos es duplicar el nimero de lados, es decir,
aplicaremos los siguientes cambios

¢
2’
n — 2n,

0 —

sustituyendo en [1.2.2

0 0
2n-sen - < 7 < 2n - tan -,
n S€H2 ™ n an2

duplicando nuevamente

0 0
227”L-sen2—2 <7T<22n~tan?7

repitiendo el proceso j veces
- 0 - 0
2n-sen — <7 < 2n - tan —.
27 27

El valor de 6 se obtiene del poligono inicial de 6 lados, es decir, § = 30° y n = 6. Sustituyendo en
la desigualdad anterior obtenemos

. 30° ; 30°
i6 . g iG .
276 - sen 57 <7< 276 - tan 57 " (1.23)

Convergencia

Las desigualdades de (1.23]) generan dos secuencias que se aproximan a 7 por arriba y por abajo,
con un grado de precision arbitrario. Es facil probar su convergencia utilizando el limite:

sen
lim =1,
z—0 X
donde z estd dado en radianes.
. . . . 30° 7/6 . . .
Para el poligono inscrito definimos = := 5 = o5 Claramente j — oo implica x — 0, entonces
. 30° /6 sen
lim 276 - sen — zlimi-&senx:w-h'm =T.
j—00 27 =0 T z—=0 I
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De manera analoga, para el poligono circunscrito usamos la misma relaciéon entre x y j, obteniendo

3 . 30° T . tanx
lim 276 - tan = lfim — /6 -6-tanz = 7 lim
j—o0 J z—0 T z—=0
senx 1 1 ., senzx
= - lim — = lim - lim =7m-1-1=m.
z—0 COST T z—0 cosT z—0 X

Nota. Todos los céalculos numéricos son ejecutados con la misma computadora, sus es-
pecificaciones de software y hardware estan indicadas en la primera pagina del Anexo

C.

Aplicando las secuencias de (|1.23]) para j = 0,1,2,3,4, que corresponden al hexadgono regular y
sus cuatro duplicaciones, obtenemos las siguientes tablas. Como podemos ver, con los poligonos de
Arquimedes se obtienen entre dos y tres decimales de 7.

6 (6) sin(30°) 3
30°
12 ) sin 3.105828541230248
30°
24 ) sin 3.132628613281234
30°
48 ) sin 3.139350203046866
. 30°
96 16 - (6) sin 16 3.141031950890505

Cuadro 1.1: Aproximaciones del nimero 7 por poligono inscrito.

6 (6) tan(30°) 3.464101615137754
12 2. (6) tan (30 ) 3.215390309173473
30°
24 4-(6)tan 3.159659942097500
30°
48 8- (6) tan 3.146086215131434

30°
96 16 - (6) tan < G > 3.142714599645368

Cuadro 1.2: Aproximaciones del niimero 7 por poligono circunscrito.
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Aqui presentamos la grafica de las aproximaciones del nimero 7:

Aproximacion de i por poligonos inscritos y circunscritos

—&— Poligono inscrito
—e— Poligono circunscrito
3.4 1
=
@ 3.3
=
=)
2
[%)
E
% 3.2 1
g
[=R
< &
3.1 1
3.0 +
T T T T T
20 40 60 80 100

Numero de lados del poligono
Figura 1.12: Aproximaciones a 7 obtenidas por Arquimedes.
En la Figura [[.12] se puede observar claramente como, a medida que aumenta el ntimero de lados
de la figura geométrica inscrita y circunscrita en el circulo, la aproximacion al valor de 7 es mejor.

Este fenomeno ilustra la idea fundamental del calculo del limite: a medida que se aumenta la cantidad
de lados, la figura se asemeja mas y mas al circulo, lo que refleja la convergencia hacia el valor de 7.

Python en las secuencias de Arquimedes

En el Anexo C, hemos proporcionado un c6digo en Python llamado “La secuencia de Arquimedes”,
disenado con la intencién de calcular los digitos de 7 hasta donde la capacidad de la computadora lo

permita.

El primer desafio al que nos enfrentamos fue la limitacion en la precision de los célculos aritméticos
del software. Como se ensena en el curso de Métodos Numéricos, esta limitacion se debe a la capacidad
habitual de representar hasta 16 decimales mediante el sistema de punto doble flotante. (Chapra &
Canale, 2011, p.59, [§]).
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El niimero 7 en sistema doble flotante. Empecemos por escribir al niimero 7 en sistema
binario

11.00100100001111110110 - - -

Ahora, el sistema doble flotante usa una versién parecida a la notacion cientifica donde el
punto decimal se mueve inmediatamente después del primer digito no nulo. La idea es mover el
punto binario hasta justo antes del primer digito no nulo, es decir,

0.1100100100001111110110- - - x 2%,

Como la eficiencia computacional siempre es una caracteristica a tomar en cuenta, y siempre
sucede que después del punto binario va el digito 1, entonces este digito se omite en la memoria
de la computadora y se conserva solo la cadena de 52 bits siguientes, que son los que forman la
mantisa. Por lo tanto, para el caso del nimero 7 tenemos la siguiente secuencia

0.11001001000011111101101010100010001000010110100011000 x 2%

Este es el naumero flotante més cercano y menor a 7, y el siguiente nimero flotante se obtiene
sumando otro nimero igual que el anterior, pero con todas las posiciones de la mantisa en cero
y sblo su tltimo digito con valor 1.

0.00000000000000000000000000000000000000000000000000001 x 22 = 2753 a2 1.1 x 107'6.

Esto significa que la méaxima precision que puede alcanzar un algoritmo usando el sistema de
representacion doble flotante para calcular los digitos del nimero 7 son 16 decimales.

Entonces cada vez que corremos un algoritmo en Python las aproximaciones de m que despliega
en pantalla siempre son con 16 decimales aproximadamente, llegara un momento en que los 16
decimales ya son correctos, y esto podria ser lo mejor que el algoritmo es capaz de hacer.

Nos dedicamos a buscar un sistema de numeraciéon en Python que nos permitiera realizar
operaciones aritméticas con precisiéon arbitraria. Encontramos la solucién en el médulo mpmath. Para
maés detalles, consulte el Anexo B.

El siguiente codigo para la secuencia de perimetros de poligonos inscritos es una version simplificada
pero completamente funcional, creada con el propésito de facilitar la explicacion.

from mpmath import * #usamos la biblioteca mpmath para calcular con
precisioén arbitraria
n=int (input ("decimales correctos: "))

s mp.dps=n+10 #Es el numero de decimales que se usan en los calculos

pi_t=mp.mpf(str(pi)[:n+2]) #truncamiento de pi exacto a n decimales
while Error>0:
p=a* sin(b) #aprox de pi por arquimedes
p_t=mp.mpf (str(p) [:n+2]) #truncamiento de pi aproximado
Error=abs(pi_t-p_t)
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j=j+
a=2%a
b=b/2
print ("aprox de pi con ", n,
print ("j=",j)

cifras decimales exactas es ", p_t)

Es relevante enfatizar que al ejecutar el codigo no implica automaticamente el célculo de
un nimero arbitrariamente grande de digitos de m, sin limite alguno. Es decir, el cédigo no es
autocorrectivo. En cada ejecucion, es necesario establecer explicitamente el nimero de digitos con los
que se realizarédn las operaciones aritméticas, y este sera el limite para el calculo de los digitos de 7.
Si se requieren mas digitos, sera necesario ejecutar nuevamente el programa, especificando un margen
mayor de precision.

El programa solicita al usuario el nimero de digitos de m que se desean obtener, denotado como
n. Luego, se indica al moédulo mpmath que utilice n+10 digitos para llevar a cabo las operaciones.

Por qué 10 digitos adicionales? Se considera un minimo necesario utilizar las n cifras deseadas de
m, y se agregan 10 digitos extra de manera arbitraria. El programa procede a calcular progresivamente
cada término de la secuencia. Este proceso se realiza de forma optimizada al almacenar el término
anterior de la secuencia. La ejecucion se detiene cuando los primeros n digitos de nuestra aproximacion
de 7 coinciden con los primeros n digitos del valor de 7 predeterminado en el médulo mpmath, que se
considera como el “m verdadero”.

Por ejemplo, si solicitamos calcular los primeros 100,000 digitos de 7, el programa utilizaréa
100,000+4-10 digitos en todas sus operaciones aritméticas y luego procedera a calcular cada término
de la secuencia de manera progresiva. Es fundamental destacar que el programa calcula cada término
de la secuencia desde 7 = 0,1,2,3--- hasta 167,000 duplicaciones del hexagono. Esto provoca que el
tiempo de ejecucién comience a crecer de manera exponencial, como en este caso donde el tiempo
requerido fue de 1234 segundos.

A continuacion presentamos los resultados en forma gréfica y tabular para la secuencia (|1.23))
correspondiente a poligonos inscritos y circunscritos. Como se puede observar en las siguientes figuras,
la relacion entre el nimero de decimales correctos generados y el valor de j de la secuencia es casi
lineal.

Convergencia de m en la secuencia de Arquimedes: n vs j Convergencia de n en la secuencia de Arquimedes: n vs j

161 175

14 A
15.0 1

12 4
12.5 A
10 4
-10.0 4
]
7.5 1
5.0 4

2 2.5

04 0.0 4

Figura 1.13: Con 16 duplicaciones del hexagono inscrito y 18 del circunscrito se obtienen 10 decimales de .
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Convergencia de 1 en la secuencia de Arquimedes: n vs j Convergencia de i en la secuencia de Arguimedes: nvs j
175
150 4 150 1
125 4 1254
100 + 100 4
i ]
71 75 4
50 50 4
25 25+
04 0
T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
n n

Figura 1.14: Con 165 duplicaciones del hexagono inscrito y 167 del circunscrito se obtienen 100 decimales de

.
Convergencia de T en la secuencia de Arquimedes: n vs j Tiempo de calculo de las cifrasdem: nvs t
200 T
15000 - 175 1
12500 4 130
125
10000 4
) t100
i
7500 4 5
5000 - 50
25 1
2500 1
o
T T T T T T
04 ] 2000 4000 B000 8000 10000
0 2000 4000 6000 8000 10000 n

Figura 1.15: Con 16,609 duplicaciones del hexdgono inscrito se obtienen 10,000 decimales de 7 en 196

segundos.
Convergencia de 1 en la secuencia de Arquimedes: n vs j Tiempo de calculo de las cifrasdem: nwvs t
15000 200
12500 4
150
10000 4
. t
! 100
7500 +
5000 4 50 4
2500 4
o
T T T T T T
07 ] 2000 4000 6000 8000 10000
0 2000 4000 6000 8000 10000 n

Figura 1.16: Con 16,610 duplicaciones del hexdgono circunscrito se obtienen 10,000 decimales de 7 en 227
segundos.
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Como podemos ver en las Figuras y el comportamiento entre n y j es casi lineal.

Entonces aplicando regresion lineal a los datos de la Figura del poligono inscrito, es decir,
ajuste por minimos cuadrados para encontrar la recta que mejor se ajusta a estos datos, obtenemos
la ecuaciéon

j =1.663-n.
Siendo el cuadrado del coeficiente de correlacion
R? = 0.9998,

que como podemos ver es una correlacion lineal casi perfecta.

n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
J 17 19 21 23 25 26 27 30 31 33

n 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
j 34 36 38 40 41 43 45 46 47 49

n 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
j 53 53 54 56 58 60 61 62 65 66

n 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
j 67 70 71 72 75 76 78 80 83 83

n 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
j 84 87 89 89 91 93 94 96 98 99

n 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
j 100 103 105 107 107 109 112 112 114 117

n 71 72 73 74 75 76 T 78 79 80
J 117 120 120 122 125 127 127 129 130 132

n 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
J 134 136 137 141 141 142 144 146 147 149

n 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
J 151 153 155 157 157 160 160 162 164 165

Cuadro 1.3: Datos del poligono inscrito de la Figura m

Conclusiones.

Si bien la férmula para la recta de mejor ajuste j = 1.663 - n, se obtuvo para poligonos
inscritos con n = 100, en relacion a la Figura [[.14] la ecuacion se mantiene esencialmente igual
para valores mayores de n.

Desde un punto de vista geométrico, la formula implica que se necesitan 1.663 duplicaciones
en el namero de lados del poligono para obtener un digito adicional de 7.

Asi, en lugar de calcular todos los valores de j desde el inicio de la secuencia j = 0, podemos
utilizar la férmula j = 1.663 - n. para estimar cuantas duplicaciones del poligono serfan necesarias
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para obtener cualquier cantidad de digitos de 7, con un solo calculo sin necesidad de calcular toda la
secuencia. Esto nos permite ahorrar tiempo y recursos computacionales.

Si bien la ecuacion j = 1.663 - n representa la recta de mejor ajuste, el valor de j debe ser un
nimero entero, pero el producto 1.663 - n no lo es, asi que lo que haremos es redondearlo al primer

entero superior.

Vamos a ilustrar esta idea mediante una tabla, por ejemplo, si deseamos n = 5 digitos de m,
sustituimos en la féormula j ~ 1.663 - 5 = 8.315 < 9, con este valor sustituimos en (1.23)) obteniendo:

3.141592106 < 7 < 3.14159375

n | J=<1.663-n a<nwm<b
a = 3.141592106
5 9
b =3.14159375
a = 3.141592517
6 10
b= 3.141592927
a = 3.1415926450
7 12
b=3.1415926707
a = 3.141592653055
8 14
b= 3.14159265466
a = 3.141592653456
9 15
b= 3.141592653857
a = 3.14159265358144
10 17
= 3.141592653607
a = 3.141592653589793238462157
20 34
b=3.14159265358979323846362
30 50 a=3.141592653589793238462643383279390
b=3.141592653589793238462643383279729
40 &7 a=3.14159265358979323846264338327950288419716281
b=3.1415926535897932384626433832795028841971826
50 84 a = 3.141592653589793238462643383279502884197169399375105437
b=3.14159265358979323846264338327950288419716939937510659

Cuadro 1.4: Aproximaciones de 7 usando poligonos inscritos y circunscritos usando la féormula de
aproximacion j ~ 1.663 - n.

Como podemos observar en el Cuadro en la columna de la izquierda se indica el nimero de
cifras correctas de 7 que se desean obtener, la segunda columna hace la estimaciéon del valor de j
que se necesita, es decir, el nimero de doblamientos del hexagono, y la tercera columna muestra la
aproximacién de 7 con poligonos inscritos y circunscritos. Se puede observar que se obtienen mas
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cifras correctas de las que se solicitaron al inicio.

Del cuadro podemos observar que es notable la rapidez de este método para obtener cifras
correctas de 7, donde se utiliza la formula de aproximacion j = 1.663 - n, pues basta con evaluar
las dos secuencias de Arquimedes para un solo valor de 7. Mas de un millon de digitos de 7 en 13
segundos, ver Cuadro [T.4}

n J b—a Tiempo
50 84 1.2e — 51 0.0004 seg
100 167 1.2e — 101 0.0004 seg
1,000 1,663 2.6e — 1,002 0.001 seg

10,000 16,630 2.4e — 10,013 0.02 seg
100,000 | 166,300 | 1.le — 100,123 0.2 seg
1,000,000 | 1,663,000 | 7.de — 1,001,227 = 13.1 seg

Cuadro 1.5: Mas de un millon de digitos de m en 13 segundos usando la formula de aproximaciéon
j ~1.663 - n.

Nota. En la tercera columna se usa notaciéon cientifica con la escritura que se acostumbra
en programacién, en particular en python, por ejemplo, 1.2e—51 significa lo mismo que
1.2 x 1075,

Con las muestras obtenidas de ambos codigos para las secuencias de Arquimedes, tanto para
poligonos inscritos como circunscritos, notamos que el valor de j es muy similar para un ntmero
dado de cifras decimales de 7. Por ejemplo, al considerar 10 cifras decimales, observamos que para
el poligono inscrito, el valor de j es 16, mientras que para el circunscrito es 18. Para 100 cifras
decimales, encontramos que j es 165 para uno y 167 para el otro. De manera similar, para 10,000
cifras decimales, j es 16609 y 16610, respectivamente. De esto, podemos concluir que el poligono
inscrito tiende a aproximarse al valor de m con menos duplicaciones que el circunscrito.

Matematicos usando el método geométrico

Nos referimos a los matematicos que aplicaron el método geométrico, gradualmente aumentando
el namero de lados de los poligonos. El método de aproximaciéon de m mediante poligonos inscritos
y circunscritos ha sido utilizado por diversos matematicos a lo largo de la historia. A continuacion,
presentamos algunos matemaéticos destacados que han contribuido a este enfoque después de la época
de Arquimedes.

El método concebido por los matematicos de la antigiiedad para calcular la longitud de la
circunferencia mediante poligonos inscritos y circunscritos se mantuvo relevante durante casi dos

milenios. (Zhukov, 2005, p.31, [19]).

¢ Claudio Ptolomeo (c. 100-170 d.C.), un astrénomo, astrologo y geografo egipcio de origen

griego. En el siglo IT (aproximadamente entre el afio 100 y 170 d.C.) utilizo6 un poligono de 120 lados

1 _
para aproximar m, obteniendo 7 & %7; ~ 3+ 17270 /2 3.1416. (Navarro, 2010, p.28, [14]).

Mientras que Zhukov (2005, [19]), afirma que Ptolomeo obtuvo ese resultado con un poligono
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regular inscrito de 720 lados.

Comparando con la formula (1.23) que derivamos o construimos del método de Arquimedes para
el poligono inscrito tenemos:

Numero de lados Formula Aproximaciéon por poligono inscrito
30°
120 20 - (6) sen ( 50 ) 3.1412337969447
30°
720 120 - (6) sen 120 3.1415826850175

Cuadro 1.6: Comparacion del namero de lados del poligono.

Por lo tanto, podemos deducir que el poligono de 720 lados se acerca mas al valor sugerido por
Claudio Ptolomeo.

e Liu Hui (220-280 d.C.), en el siglo III, por el afio 264 d.C. aplico una variante del poligono
inscrito arquimediano con 192 lados, obteniendo el valor 3.141024 < 7 < 3.142704. Después, mejorando
el método hallé 7 ~ 3.14159 con un poligono inscrito de 3,072 lados. (Beckmann, 2006, p.33, [3]).

Ademas, incorporé el sistema decimal en sus célculos para otorgar una apariencia maéas elegante
a los resultados. A pesar de que el sistema decimal se origin6 en China, su aplicaciéon se limitaba a
cinco decimales (desde 107!, se denominaban fen, li, hao, miao y hu), y a partir del sexto decimal,
los digitos se expresaban mediante fracciones. (Jansson, 2019, p.4, [13]).

e Zu Chongzhi (429-500 d.C.), incorpor6 el método para aproximar 7 en su obra matematica,
Zhui shu [z] (Método de composicion matemdtica). En registros fragmentarios, se menciona que por el
afno 464 d.C., Zu y su hijo Zu Geng adaptaron y mejoraron el método de Liu Hui, usando un poligono

de 12,288 lados. Cémo Zu obtuvo la proporciéon “muy cercana” de 13 sigue siendo desconocido. Este

valor es correcto hasta el sexto decimal, y el séptimo decimal proporciona una indicacién mas precisa
de las cifras restantes, 3.1415926 < 7 < 3.1415927. (Berggren et al., 1991, p.24-26, [4]).

e Aryabhata (c. 476-550 d.C.), destacado patriarca de los sabios indios, en el afio 500 d.C., lo-
gro obtener un valor de 7 igual a 3.1416 utilizando un poligono de 384 lados. (Navarro, 2010, p.31, [14]).

e Leonardo de Pisa (circa 1170-1250), conocido como “Fibonacci”’, también se dedico al
estudio de m, utilizo un poligono de 96 lados, siguiendo la metodologia de Arquimedes, pero con la
ventaja de poder calcular las raices cuadradas utilizando el novedoso sistema aritmético decimal.
En 1220, present6 una aproximacion de m cercana a 3.141818 en su obra “Practica geometriae” ,
utilizando de manera algo libre el método de Arquimedes. (Navarro, 2010, p.31, [14]).

e Jamshid al-Kashi (1380-1429), conocido como “el de Samarcanda”, en 1424, no calculd T,
sino 27, y lo hizo utilizando el sistema sexagesimal de numeracion. Al llegar a las 9 cifras en este
sistema (donde, por ejemplo, % =01y ﬁ = ﬁ = 0.01), obtuvo una aproximacién precisa de 7

con 16 cifras en el sistema decimal. El calculo de al-Kashi se realizé de la siguiente manera:

9 6—|—16—|—59+28+1+34+51+46+14+50
T = — —_— _— _— — _— _— —_— _—
60 602 603  60* 60> 606 607  60% 607

utilizando poligonos de 3 x 2% lados. (Navarro, 2010, p.32, [14]).
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e Francois Viéte (1540-1603) abogado francés y matemaético aficionado, utilizé el principio
de agotamiento similar al de Arquimedes, Viéte aplico esta idea a poligonos con 393,216 lados,
describiendo los célculos resultantes como un producto infinito. En su obra “Variorum de rebus
mathematicis responsorum, liber VIII”, representé los poligonos mediante tridngulos y abordd =
utilizando un cuadrado en lugar de un hexagono. Al dividir el poligono en triangulos, descubrié una
relaciéon interesante entre la circunferencia de un poligono de n lados y otro de 2n lados, expresada
como cos . Este enfoque llevo a la primera expresion analitica para m mediante una secuencia infinita
de operaciones algebraicas. (Jansson, 2019, p.5, [13]).

En 1593, la aproximacion de « fue entre 3.1415926535 y 3.1415926537. La férmula desarrollada por
Vieéte, vinculada a la variable n, fue clave en este contexto, aunque su aplicacion se vio obstaculizada
por la complejidad del calculo, que involucraba sucesivas extracciones de raices cuadradas. Francois
Viéte demostro lo que, en términos modernos, se expresaria como:

™

2 2 2 2
—9. 2. . .
V2 242 /o 75
V2EV2 o et va \/2+\/2+\/2+ 2+2
(Navarro, 2010, p.32, [14]).

e Adriaan van Roomen (1561-1615), en 1597 el gedmetra holandés, presenté los resultados de
su calculo, alcanzando 17 cifras decimales de 7 mediante un poligono de 23° = 1,073, 741, 824 lados
(Zhukov, 2005, p.31, [19]).

e Ludolph van Ceulen (1540-1610), profesor holandés de ciencias matematicas y militares
en la Universidad de Leiden, dedicé 25 anos a calcular con alta precisién el nimero 7. A principios
del siglo XVII, utilizando el método geométrico de Arquimedes, duplic6 el numero de lados de los
poligonos inscritos y circunscritos, llegando a un poligono de 35,512, 254, 720 lados y calcul6 20 cifras
decimales de 7. Luego, por el ano 1610, avanzo6 en el calculo de las siguientes cifras de m, utilizando
un poligono de 22 lados, es decir, 262 = 4,611, 686,018,427, 387,904, donde obtuvo 35 decimales
correctos para m &~ 3.14159265358979323846264338327950288 - - - . Estos digitos fueron grabados en
la lapida de su tumba en Leiden, como indic6é en su testamento. En memoria de este excepcional
calculista, sus coetdneos lo llamaron durante mucho tiempo el nimero de Ludolph. (Zhukov, 2005,
p-32, [19]).

eWillebrord Snel van Royen (1580-1626), también conocido como Snell o Snellius, alumno
de Van Ceulen, abordé el calculo de 7, logrando 35 digitos correctos publicados en 1621 en su obra
Cyclometricus. El método de Snell resulté méas eficaz que el de Van Ceulen, usando un poligono
de 230 = 1,073,741,824 lados. Similarmente, mientras Arquimedes logré la precisién correcta a
dos lugares con un poligono de 96 lados, Snell alcanz6 la misma precisiéon utilizando un hexagono.
Ademas, Snell determiné con exactitud el valor a siete lugares a partir de un poligono de 96 lados.
(Berggren et al., 1991, p.220, [4]).

eChristoph Grienberger (1561-1636), jesuita austriaco y astrénomo, establecié en 1630 un
nuevo récord de digitos de 7, alcanzando los 39. (Navarro, 2010, p.35, [I4]).

Grienberger fue uno de los tltimos en utilizar el método de Arquimedes para realizar calculos, ya
que posteriormente surgié el método analitico y se abandoné la division de poligonos para calcular el
valor de 7. (Berggren et al., 1991, p.220, [4]).
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En la siguiente tabla, mostramos las aproximaciones de cada matematico.

Meétodo Geométrico
Matematicos Ano Lad?s del Aproximaciéon
poligono
Claudio Tolomeo 150 720 37T = 3.1416
Liu Hui 263 3,072 3.14159
Zu Chongzhi 464 12,288 3.1415926 y 3.1415927
Aryabhatha 500 384 3.1416
Fibonacci 1220 96 3.141818
Jamshid al-Kashi 1424 3 x 228 3.1415926535897932
Francgois Viéte 1593 393, 216 3.1415926535
Adriaan van Roomen 1597 230 3.14159265358979323
Ludolph van Ceulen 1610 262 3.1415926535 8979323846264338327950288
Willebrord Snel van Royen | 1621 230 3.1415926535897932384626433832795028841
Christoph Grienberger 1630 1040 3.14159265358979323846264338327950288419

Cuadro 1.7: Aproximaciones a 7 con el método geométrico.

La destacada precision lograda por los matematicos chinos, muestra que poseian herramientas
de célculo méas avanzadas que sus contemporéneos occidentales. Este logro no se atribuye sélo al
sistema decimal, ya que el uso de esta base numeérica sblo refleja la conveniencia de contar con
diez dedos en lugar de un numero con méas divisores, como el doce. Aunque todos los pueblos
adoptaron la base diez (o sus multiplos, como veinte en los sistemas francés o danés) para la
numeracion, los chinos fueron innovadores al descubrir el equivalente al digito cero. Tanto los
babilonios como los chinos representaban sus ntimeros mediante potencias de su base (10 en Chi-
na, 60 en Babilonia), una practica que ain seguimos utilizando hoy en dia. (Beckmann, 2006, p.34, [3]).

La admiraciéon por Arquimedes perdura en la actualidad, es aclamado como el pensador més
grande de su tiempo, con innumerables inventos ingeniosos y logros mateméticos. Como prueba de su
popularidad, el 29 de octubre de 1998, un libro suyo, sobre el calculo de areas y volamenes, se vendid
por 2 millones de délares en una subasta de Christie’s. (Posamentier & Lehmann, 2004, p.59, [16]).
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Etapa del Calculo Infinitesimal

En este capitulo, abordaremos la significativa transformacion que experimento6 la metodologia para
calcular aproximaciones del nimero 7. Este cambio implica la transicion desde el método geométrico
hacia un enfoque analitico, que se destaca por ser mas eficiente y, sobre todo, su precisiéon mejorada.
En este contexto, destacaremos las contribuciones significativas de figuras como Newton y el dao
Gregory-Leibniz, cuyos trabajos fueron fundamentales en la adopciéon de este enfoque mas avanzado
en la aproximacion de .

En esta secciéon, nos sumergiremos en el estudio de la serie de Gregory-Leibniz, abordando asi
la colaboraciéon de ambos autores en el desarrollo de esta férmula, analizando céomo sus esfuerzos
conjuntos dieron lugar a una de las series més conocidas para la aproximaciéon del namero .

Figura 2.1: James Gregory (1638-1675), Figura 2.2: Gottfried Wilhelm Leibniz
(Britannica, 2023). (1646-1716), (Britannica, 2023).

Primero, vamos a ofrecer una breve introduccién para comprender el proceso de deduccion de la
serie.
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Deduccién de la serie

Segun Berggren et al. (1997, [4]), la formula arctan fue obtenida de forma independiente alrededor
de 1670 por Gottfried Wilhelm Leibniz, James Gregory y un matematico indio, cominmente atribuido
a Nikalantha. (p.92).

Dicho con palabras de Jansson (2019, [13]), el matematico del sur de la India, Nilakantha, conocia
la formula ya a mediados del siglo XV. La obra de este autor, escrita en sanscrito, no fue descubierta
hasta 1835, es decir, muchos anos después de que Gregory y Leibniz ya hubieran presentado la formula.

Como expresa Zhukov (2005, [19]), la siguiente serie:

> x5 a7

arctana::x—§+€—7+--~ (aqui |z] <1) (2.1)
fue descubierta por el matematico inglés James Gregory, en el afio 1670. Al parecer Gregory no se

percaté de que su serie tenia relacién con el ntimero 7.

A continuacion probaremos que la serie (2.1]) converge para |z| < 1. La idea esta basada en observar
1
142

[0, z].

que es el resultado de una serie geométrica, y luego se integra término a término en el intervalo

Teorema 2. La siguiente férmula converge para |z| <1

. P2t T 42n42
— n n+1
arctanxf:z:f§+€f7+~'+(fl) + (1) /0 T dt. (2.2)

Demostracion. Para analizar su convergencia utilizamos la siguiente formula conocida de la suma
geométrica

1 —pntl
T+r+r?+r 4+ = ———
1—r
n+1
para 7 # 1. Sumamos en cada lado de la ecuaciéon
1 2 3 n Tn+1
——=1l4+r+ri+ri+-+r'+
1—r 1—r
Sustituyendo r = —t? tenemos
2, 44 2 4 ()
=124t (D)2 () 2.3
o + + (DM () (2:3)
Integrando término a término en el intervalo [0, z]
o B . 220+l T 42042
tanz =z — —+— — " +...+(-1)" 1)t dt. 2.4
arctanz = — — + — -+ + ( )2n+1+( ) /01—|—t2 (2.4)

Lo que atn necesitamos demostrar es que la integral en la expresion (2.4)) tiende a cero a medida

que n — oo. Para |z| <1
T 42n+2 ||
/ ——dt| < / 2 dt.
o 1+12 0
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Resolviendo la segunda integral y evaluando en los limites

/I ‘t2"+2 e £2n+3 _ |ip[2n+3
0 2n+3], 2n+3°

Debido a que |x| < 1, es claro que |z[?"*3 <1y

oS 1 25)
n+3 ~ 2n+3 '
Juntando los resultados anteriores
T p2n+2 || 1
0< / dt g/ 22 qr < .
o 1+1¢t2 0 2n+3
1 . . .
Dado que i3 tiende a cero cuando n — oo, entonces la integral en 1D tiende a cero.
n
[ |
2.1. Serie de Leibniz con x =1
La serie
T 1 1 1 1 1
—=1l——-4+=-—=4+-——+--- 2.6
4 sty 7o " (26)

fue descubierta en 1673 por el matematico aleman Gottfried Wilhelm von Leibniz, y en su honor
recibi6 el nombre de serie de Leibniz. Esto nos permite calcular m con una precision tan grande
como se desee. Bueno, s6lo en teoria porque en la practica la convergencia es extraordinariamente
lenta, tiene a su favor ser de las primeras series que se usaron para calcular a 7, pero como pode-
mos ver en el Cuadro[2.1] se necesitan 1,700 millones de términos de la serie s6lo para obtener 9 digitos.

Escribiendo la serie (2.6) en forma de sumatoria

2 _ 7
4 = 27 +1
nos permite obtener el término genérico, y con él podemos programar un cdédigo en Python, del cual

extraemos los datos del Cuadro Para una mayor comprension se recomienda revisar el Anexo C,
Serie de Leibniz.
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n digitos | j términos | Tiempo de ejecucion  Aproximaciéon a 7
1 18 2 seg 3.1941879092
2 118 2.9 seg 3.14999586659
3 1,687 2.2 seg 3.14100023658
4 10,793 2.8 seg 3.1415000095285
5 136,120 3.7 seg 3.14159999999479
6 1,530,011 5.5seg 3.141592000000165
7 18,660,265 35.6 seg 3.1415926000000025
8 156,001,138 4.8 min 3.14159265999999997
9 1,700,659,131 52 min 3.141592653

Cuadro 2.1: Obtencion de n digitos de m sumando los primeros j términos de la serie.

Como se puede ver en el Cuadro se necesita mucho esfuerzo y tiempo de computo para generar
unos pocos digitos de 7w contados con los dedos de una mano. Se puede apreciar que para ir de un
renglén al siguiente, el valor de n aumenta una unidad y j se multiplica aproximadamente por 10. Lo
anterior se traduce en que para obtener un digito més de 7, el niimero de términos que se requiere
de la serie se multiplica aproximadamente por 10, esto hace que el esfuerzo de computo y el tiempo
crezca exponencialmente, lo anterior significa que para agregar un digito mas sea cuestion de minutos
en los primeros digitos, luego el siguiente digito en horas y el siguiente en dias, el siguiente digito
puede ser semanas o meses.

Una consecuencia de lo comentado en el parrafo anterior es que al graficar los datos del Cuadro
el ascenso es casi vertical, ver Figuras 2.3 y 2.4] por lo que es muy razonable convertir a escala
logaritmica la variable que crece muy rapido, en este caso, el niimero de términos j.

Convergencia de n en la serie de Leibniz por términos

140000 ~

120000 ~

100000 A

80000 +

Términos

60000 4

40000 4

20000 +

T T T
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
Cifras decimales correctas

Figura 2.3: Serie de Leibniz, 136 mil términos de la serie para obtener 5 digitos de 7.
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1eg Convergencia de 1 en la serie de Leibniz por términos

16+

144

1.2 4

1.0

0.8 4

Terminos

0.6

0.4 4

0.2

0.0

~1e
NER 3
wi@

T
4 5 6 7 8
Cifras decimales correctas

Figura 2.4: Serie de Leibniz, 156 millones términos de la serie para obtener 8 digitos de .

156 millones de términos para obtener 8 decimales de

108 4

107 4

106 4

Términos

1 2 3 4 5 6 7 8
Cifras decimales correctas

Figura 2.5: Serie de Leibniz, relacién n vs j, con escala logaritmica en el nimero de términos j.

En términos précticos, la formula de Leibniz resulta altamente ineficiente para calcular w, ya
que demanda un elevado ntmero de iteraciones para alcanzar unos pocos digitos. Por ejemplo, para
obtener 10 decimales correctos de 7, segin se puede ver en el Cuadro se proyecta alrededor de
unos 20 mil millones de términos de la serie.
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“[S

2.2. Serie de Abraham Sharp con x =

Abraham Sharp (1651-1742) en 1699 usoé la serie del arcotangente dj con el valor z = ?7

obteniendo la serie

T V3 1 1 1 1 1 1 1
l— -+ — — — + — — + - +- ).
9 ' 45 189 ' 729 2673 ' 9477 32805

6 3

(2.7)

Notemos lo rapido que aumenta el denominador. Con esta serie pudo calcular una cantidad recérd
de 71 decimales exactas del nimero 7. De hecho, Sharp calculé 72 decimales, pero el altimo resulté ser
incorrecto; sin embargo, se entiende, ya que se estima que Sharp sumoé aproximadamente 300 términos
de su serie.

Figura 2.6: Abraham Sharp.
(Art UK, S.F.).

A continuacion sustituimos x = — en la serie (2.1)), y hacemos algunas manipulaciones algebraicas

que facilitan el ejercicio computacional, pero que genera la misma secuencia encontrada por Sharp.

0 m2n+1
arctan z = ;(—1)”m7 (2.8)
2n+1
V3
m = n 3
E = arctan — = ngo(—l) TH,

= 2n +1 o 2n +1
> 2.3.3 .33 > 3z—n
— _1\n 72 _1\n .
S e S
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Y es precisamente esta tultima sumatoria la que calculamos para aproximar a 7, es decir,

3z-n

=23 (o
T g;%< U

n digitos | j términos Tiempo Aproximacién a w
10 19 0.004 seg 3.1415926535714033818
100 205 0.01 seg 3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582

09749445923078164062862089986280348253421170679496208212
3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582
0974944592307816406286208998628034825342117067982148086
5132823066470938446095505822317253594081284811174502841
0270193852110555964462294895493038196442881097566593344
6128475648233786783165271201909145648566923460348610454
3266482133936072602491412737245870066063155881748815209
2096282925409171536436789259036001133053054882046652138
4146951941511609433057270365759591953092186117381932611
7931051185480744623799627495673518857527248912279381830
1,000 2,090 0.2s seg 1194912983367336244065664308602139494639522473719070217
9860943702770539217176293176752384674818467669405132000
5681271452635608277857713427577896091736371787214684409
0122495343014654958537105079227968925892354201995611212
9021960864034418159813629774771309960518707211349999998
3729780499510597317328160963185950244594553469083026425
2230825334468503526193118817101000313783875288658753320
8381420617177669147303598253490428755468731159562863882
3537875937519577818577805321712268066130019278766111959
092164201989516681463

10,000 20,950 38.2 seg
100,000 209,580 4.3 hrs
200,000 419169 27.738 hrs

Cuadro 2.2: Obtencién de n digitos de 7w con la suma de los primeros j términos de la serie de Sharp.

Es notable la serie de Sharp sobre la serie de Leibniz, s6lo cambiando el valor de z en la serie
del arco tangente, en 4.3 horas se obtienen 100 mil digitos de 7. Mientras que con la serie de Leibniz
apenas llevibamos 8 digitos con una hora de cémputo, y observando la tendencia, el noveno digito
requiere medio dia, el décimo digito alrededor de una semana, y el onceavo necesita unos tres meses.
En general, en todas las series, el crecimiento en el tiempo de computo es exponencial.
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Convergencia de m en la serie de Sharp por términos

Convergencia de 1 en la serie de Sharp por términos

17.5 1

15.0 4

12.5 4

10.0 +

Términos

7.5

5.0 1

2.5 1

0.0

Términos

140 4

120 4

100 4

o4

Cifras decimales correctas

Convergencia de m en la serie de Sharp por términos

T T T T T T
20 30 40 50
Cifras decimales correctas

10

Convergencia de 1 en la serie de Sharp por términos

200 4

150 4

Términos
=
(=]
o
1

50

Términos

2000 1

1500 4

1000 4

500 A

o4

T T T
40 60
Cifras decimales correctas

T
100

T T T T
400 600 800 1000

Cifras decimales correctas

T
200

Figura 2.7: Obtencién de n digitos de 7 con la suma de los primeros j términos de la serie de Sharp.

La segunda figura anterior corresponde a los 71 digitos obtenidos por Sharp quien requirié cerca de
300 términos de la serie, y es de notar que con la tecnologia actual s6lo se requirieron aproximadamente
la mitad.

2.3.

Series tipo Machin

En esta seccién analizaremos como ciertos matematicos eligieron combinaciones de arcotangentes
para expresarlas como una serie con convergencia mas rapida que la serie de Leibniz. Las siguientes
combinaciones de arcotangentes son conocidas como series tipo Machin, en honor a la primera de las

cuatro combinaciones creada por John Machin (1680-1751). En el arcotangente de 1 ponemos g, y en

los restantes arcotangentes usamos la sumatoria (2.8]).

Teorema 3. Series tipo Machin.

a) Serie de John Machin.

1 1
arctan 1 = 4 arctan 5 arctan —

40
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oo
77. 4 1 2 9
Z 2n+1 52n+1  9392n+1 |- (2.9)
b) Serie de Leonhard Euler.

1
arctan 1 = arctan 3 + arctan 3

T o= (-] 1 1
Z - Z() 27’l+ 1 |:22n+1 + 327l+1:| :
n=
¢) Serie de William Rutherford.

1 1 1
arctan 1 = 4 arctan 5T arctan 70 + arctan 99’

. 4 1 1
Z n+ 1 | 52n+1 — 7p2n+l + 992n+1 |
d) Serie de L.K.Shulz.

1 1 1
arctan 1 = arctan 3 + arctan E + arctan 3’ (2.10)

= 1 1 1
Z ’I’L+ 1 | 22n+1 + 52n+1 + 82n+1 :

Demostracion. Partimos de la formula de la tangente para la suma de dos angulos

tan A + tan B
1—tanAtan B’

Sustituyendo A = arctana y B = arctan b, obtenemos

tan (A+ B) =

tan (arctan a + arctan b) tan (arctan a) + tan(arctanb) a+b
n (arctan a + arctan b) = = )
1 — tan (arctan a) tan (arctand) 1 —ab

entonces
a+b
arctan a 4+ arctan b = arctan .
1—ab
a
Finalmente sustituyendo a = b—l yb= b— encontramos que
1 2
a1by + bia
arctan - + arctan -2 = arctan @2+ braz . (2.11)
b1 bg bl bg — 1049

Repitiendo el procedimiento para la formula de la tangente de la resta de dos dngulos, obtenemos

arby — b1a2>

ay a2
arctan — — arctan — = arctan
bl b2 + a1as

1 2

(2.12)

Y sustituyendo a1 = as y by = by en (2.11)) obtenemos

2a1b
2arctan (Zi) = arctan <b%a—1 ;%) (2.13)
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a) Serie de John Machin. Partimos de la expresion

1 1 1
4 arctan — = 2arctan — + 2arctan —.
arc an5 arc an5 + 2arc an5

Del lado derecho de esta ecuacion, aplicamos la formula (2.13)) en cada uno de los dos términos, es

1
decir, 2 arctan 5= arctan 12’ entonces

1 5 5
4 arctan — = arctan — + arctan —.
5 12 12

5 5 120
Ahora a esta suma le aplicamos la formula (2.11)), o sea, arctan 12 + arctan = arctan 19’ por
lo tanto,
A arct 1 ; 120
arctan — = arctan —.
5 119
Aqui le restamos la ecuacion % = arctan1
4 t 1 T t 20 tan 1
rctan — — — = arctan — — arctan 1.
aca5 2 arcta 119 arcta,

120 1
Del lado derecho aplicamos la formula (2.12)), a saber, arctan 19 ~ arctan 1 = arctan 239 obte-

niendo finalmente

3

4 239"

1 1
4 arctan 571 = arctan —

1 1
b) Serie de Leonhard Euler. Usando la formula (2.11) para arctan 3 + arctan 3’ tenemos

1 1
arctan 3 -+ arctan § = arctan 1.

c¢) Serie de William Rutherford. Lo que haremos es probar que las siguientes dos férmulas son
ciertas, de donde es inmediato que su suma es la respuesta solicitada.

A arct 1 ; 1 ¢ 49
- — an — = —.
arctan ¢ — arctan -, = arctan o

t 19 + arct ! tan 1
arctan — + arctan — = arctan 1.
50 99

Para probar que la primera de estas dos igualdades es verdadera, comenzamos con la resta

1 1
4arctan = — arctan —,
arctan 5 arctan 70

. 1 120
pero en el inciso a) probamos que 4 arctan F = arctan 119’ entonces |

¢ 120 ¢
arctan — — arctan —.
119 70

Para esta resta utilizamos la formula (2.12)), dando como resultado
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; 120 ; 1 . 49
arctan — — arctan — = arctan —.
119 70 50
. . 1 120 . ,
Volviendo a aplicar 4 arctan F = arctan 1o queda probada la primera féormula. Para la segunda
: 9 1
igualdad aplicamos la formula (2.11)) a la suma arctan 0 + arctan 99’ y el resultado es inmediato.

d) Serie de L.K.Shulz. Aplicando la formula (2.11)) a los primeros dos términos de la suma

1 1 1
arctan 3 —+ arctan 5 + arctan §

nos da

1 1 1 7 1
arctan 3 -+ arctan g -+ arctan g = arctan § -+ arctan §

Y volviendo a aplicar (2.11) a los tltimos términos de la ecuacion anterior, obtenemos finalmente
que

1 1 1
arctan 3 -+ arctan 3 -+ arctan § = arctan 1.

John Machin

Segun Navarro (2010, [14]), este matematico britanico ocup6
el puesto de secretario de la Royal Society durante 29 afios,
pero su legado principal radica en una tnica féormula que
lleva, su nombre. Esta féormula, en combinacién con la serie
de Taylor, facilita el calculo de m de manera eficiente debido
a su rapida convergencia. (p.93).

Machin desempené un papel crucial, siendo el primero en cal-
cular 100 decimales utilizando su férmula, pero su verdadero
impacto radica en haber allanado el camino para la inves-
tigacion de la formula del arcotangente. En la actualidad,
las férmulas de tipo Machin son herramientas ampliamente
aceptadas y han experimentado un importante desarrollo in-
dependiente. (p.40-41).

1 1
Calculando los desarrollos en 1) para las funciones arctan 3 y arctan @:

Figura 2.8: John Machin.
(Mathematics, 2015).

1 2n+1
1 (5) 11 1 1
1 R —1)" - _ _
arctatl g > (-1) m+l 5 3.5 5.5 757

n=0

43



Maria Fernanda Dominguez Cerda

o0

1
tan — = "
arctan 539 7;)( )

Se deduce que:

1 2n+1
239) 1 1 1 1

2n+1

=239 3.9308 T

5.2305  7-2307

™ 1 1 1
Ly (=
=

5 3.5 5.5 757

! = + = = + (2.14)
239 3-2393  5-239% 7.2397 S

El dltimo desarrollo posibilité a John Machin calcular 100 cifras decimales del ntimero 7. Este logro
fue publicado en el ano 1706 por W. Jones en “Sinopsis de los logros matematicos”, donde por primera
vez se registro el uso de la letra 7 para representar la relaciéon entre la longitud de la circunferencia y
su didmetro. (Zhukov, 2005, p.49, [19]).

n digitos | j términos | Tiempo

Aproximacién a w

10 7 0.003 seg

3.1415926535886022287

100 70 0.2 seg

3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820
9749445923078164062862089986280348253421170679941505546

1000 713 39.2 seg

3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820
9749445923078164062862089986280348253421170679821480865
1328230664709384460955058223172535940812848111745028410
2701938521105559644622948954930381964428810975665933446
1284756482337867831652712019091456485669234603486104543
2664821339360726024914127372458700660631558817488152092
0962829254091715364367892590360011330530548820466521384
1469519415116094330572703657595919530921861173819326117
9310511854807446237996274956735188575272489122793818301
1949129833673362440656643086021394946395224737190702179
8609437027705392171762931767523846748184676694051320005
6812714526356082778577134275778960917363717872146844090
1224953430146549585371050792279689258923542019956112129
0219608640344181598136297747713099605187072113499999983
7297804995105973173281609631859502445945534690830264252
2308253344685035261931188171010003137838752886587533208
3814206171776691473035982534904287554687311595628638823
5378759375195778185778053217122680661300192787661119590
9216420198922101829

Cuadro 2.3: Obtenciéon de n digitos de 7 con la suma de los primeros j términos de la Férmula de

Machin.
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Capitulo 2. Etapa del Céalculo Infinitesimal

Convergencia de 1 en la serie de Machin por términos Convergencia de  en la serie de Machin por términos
71 70
6 4 60
54 50
S 4 & 40 -
c c
E E
34 @ 30 4
21 201
14 10 4
0 0
T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 20 40 60 80 100
Cifras decimales correctas Cifras decimales correctas

Convergencia de 1 en la serie de Machin por términos

700 +

600 +

500 +

400

Términos

300 4

200 +

100 A

T T T T T
200 400 600 800 1000
Cifras decimales correctas

o4

Figura 2.9: Féormula de Machin, nimero de términos de la serie para obtener n decimales correctos.
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Leonhard Euler

El suizo Leonhard Euler ha sido uno de los matematicos
méas eminentes de la historia. A pesar de perder la vista, su
extraordinaria memoria y habilidades para el calculo mental
le permitieron seguir trabajando hasta su fallecimiento,
acaecido mas de veinte anos después en Rusia. Euler fue
quien popularizé el uso del simbolo griego 7 para representar
la constante w, ademéas de introducir otras notaciones como
f(z) para funciones de una variable z, ¢ para la unidad
imaginaria, la constante e y el simbolo de sumatoria Y.
Sus contribuciones son vastas y han dejado una marca
indeleble en areas como el calculo infinitesimal, las funciones,
la teoria de ndmeros, la topologia, la teoria de grafos, la
fisica y la astronomia; incluso un asteroide lleva su nombre.
En el campo de las series, Euler dio a conocer numerosas
relacionadas con el ntumero 7. (Navarro, 2010, p.118, [14]).

Sin embargo, posiblemente lo mas significativo es que el emi-
nente Leonhard Euler (1707-1783), ademas de deducir serie Figura 2.10: Leonhard Euler.
tras serie acerca de m también sugirié6 que es un ntimero tras- (BBC, 2018).
cendental, es decir, no es solucién de un polinomio con coefi-

cientes enteros. (Navarro, 2010, p.41, [14])

1 1
Reescribiendo las expansiones en Ii para evaluar las funciones arctan 3 y arctan §:

0o 2n+1
1 (3) 11 1 1
t - = —1)ml2 — - _ _
arcgtn<2) ;( oIt T3 E s T
1\ & (H 1 1 1
t J —1)n23 - - _ _
arcan(?,) n;( o1 T3 3w 5w Tyt

Obtenemos

T (1 1 N 1 1 N N 1 1 N 1 1 N
4 \2 3.2 5.25 7.927 3 3-33 5.3 7.37 '

46




Capitulo 2. Etapa del Céalculo Infinitesimal

n digitos

j términos

Tiempo

Aproximacioén a

10

15

0.007 seg

3.141592653578372567

100

163

0.6 seg

3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820
9749445923078164062862089986280348253421170679732435508

1000

1656

1.7 min.

3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820
9749445923078164062862089986280348253421170679821480865
1328230664709384460955058223172535940812848111745028410
2701938521105559644622948954930381964428810975665933446
1284756482337867831652712019091456485669234603486104543
2664821339360726024914127372458700660631558817488152092
0962829254091715364367892590360011330530548820466521384
1469519415116094330572703657595919530921861173819326117
9310511854807446237996274956735188575272489122793818301
1949129833673362440656643086021394946395224737190702179
8609437027705392171762931767523846748184676694051320005
6812714526356082778577134275778960917363717872146844090
1224953430146549585371050792279689258923542019956112129
0219608640344181598136297747713099605187072113499999983
7297804995105973173281609631859502445945534690830264252
2308253344685035261931188171010003137838752886587533208
3814206171776691473035982534904287554687311595628638823
5378759375195778185778053217122680661300192787661119590
92164201989498518967

Cuadro 2.4: Obtencion de n digitos de w con la suma de los primeros j términos de la Férmula de

Euler.
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Convergencia de nt en la serie de Euler por términos Convergencia de m en la serie de Euler por términos
160 -
14
140 1
12
120 -
10 1
" " 100 1
2 81 2
£ E 80
w w
Fogl [
60
4 40
21 204
0 0
T T T T T T T T T T T T
(1] 2 4 6 8 10 0 20 40 60 80 100
Cifras decimales correctas Cifras decimales correctas

Convergencia de i en la serie de Euler por términos

1500 4

1250 1

1000

Términos

750 4

500

2504

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
Cifras decimales correctas

Figura 2.11: Féormula de Euler, nimero de términos de la serie para obtener n decimales correctos.

William Rutherford

En 1841, el matematico inglés William Rutherford (1798-1871) utilizé una foérmula de Machin
para calcular 7 hasta 208 digitos, de los cuales 152 eran correctos. Luego, en 1853, volvid a la tarea

utilizando nuevamente la formula de Machin y logro establecer un récord de 440 cifras. (Navarro,
2010, p.42-43, [14]).

1 1 1
Reescribiendo las expresiones en 1) para calcular los valores de arctan R arctan 0 y arctan ®:

1 > ()2t 1 1 1 1
t Z) = —1)nls - _ _
aman<5) 2 VST s s e Ty Tt

n=0
1) & H™ 1 1 1
" i _nins - -
arctan (7()) n:O( ) om+ 1 70 3.703 + 5.705 7707 + )
0o 2n+1
1 (55) L ! !
¢ L :E:_IRL:7_ -
arc an<99> (-1) m+1 99 3.993"‘5.995 7.997+ )

n=0
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Capitulo 2. Etapa del Céalculo Infinitesimal

Obteniendo finalmente

T _ 4 1 1 4 1 L 1 1 L 1 1 L
4 5 3-5%  5.5° 70 3.703  5.705 7-707

(2.15)
1 1 1 1
* (99_ 309 T 5005  7.997 +>
n digitos | j términos @ Tiempo Aproximacioén a
10 7 0.006 seg 3.1415926535886022287
100 70 0.3 seg 3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820

9749445923078164062862089986280348253421170679941505546

3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820
9749445923078164062862089986280348253421170679821480865
1328230664709384460955058223172535940812848111745028410
2701938521105559644622948954930381964428810975665933446
1284756482337867831652712019091456485669234603486104543
2664821339360726024914127372458700660631558817488152092
0962829254091715364367892590360011330530548820466521384
1469519415116094330572703657595919530921861173819326117
9310511854807446237996274956735188575272489122793818301
1000 713 58.6 seg | 1949129833673362440656643086021394946395224737190702179
8609437027705392171762931767523846748184676694051320005
6812714526356082778577134275778960917363717872146844090
1224953430146549585371050792279689258923542019956112129
0219608640344181598136297747713099605187072113499999983
7297804995105973173281609631859502445945534690830264252
2308253344685035261931188171010003137838752886587533208
3814206171776691473035982534904287554687311595628638823
5378759375195778185778053217122680661300192787661119590
9216420198922101829

Cuadro 2.5: Obtencion de n digitos de m con la suma de los primeros j términos de la Férmula de
William Rutherford.
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Términos

Convergencia de 1 en la serie de William por términos Convergencia de i en la serie de William por términos
70 1
60
50
2 40
c
E
& 30 4
201
10 4
o4
T T T T T T T T T T T T
(1] 2 4 6 8 10 0 20 40 60 80 100
Cifras decimales correctas Cifras decimales correctas

Convergencia de 1 en la serie de William por términos

700 +

600 +

500 +

400

Términos

300 4

200 4

100 A

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
Cifras decimales correctas

Figura 2.12: Férmula de William, ntimero de términos de la serie para obtener n decimales correctos.

L.K.Shulz

El matemaético vienés L.K. Schulz von Strassnitzky (1803-1852) dedujo la formula de arcotangente
(2.10)), la cual utilizo el prodigio calculador Johann Martin Zacharias Dase en 1844 para calcular 200
decimales correctos de m en menos de dos meses. (Beckmann, 1971, p.103).

A  3.14159 26535 89793 23846 26433
83279 50288 41971 69399 37510
58209 74944 59230 78164 06286
20899 86280 34825 34211 70679
82148 08651 32823 06647 09384
46095 50582 23172 53594 08128
48111 74502 84102 70193 85211
05559 64462 29489 54930 38196.

Cuadro 2.6: Digitos correctos obtenidos por Dase en menos de dos meses en 1844.
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Capitulo 2. Etapa del Céalculo Infinitesimal

1 1 1
Evaluando las series en 1) para obtener los valores de arctan > arctan 3 y arctan gz

%) 2n+1
1 (3) 1 1 1
fan (= ) =S (—1)n2l = - -
arcan(2> 2V T =y s m s T

<1>2n+1
" 5 1 1 1 1
arctang = Z(—l)”i

P ont1 5 3.5 (5.5 7.5
0o 2n-+1
1 (1) 1 1 1 1
t Z) = —1)n28 - _ _ -
arcan(s) ;0( Vo ¥T T8 e 5w Tw

Finalmente tenemos:

(2.16)
1 1 1 1
+(8_3 gty 7.8 )
n digitos | j términos @ Tiempo Aproximacioén a
10 15 0.008 seg 3.1415926535783725868
100 163 0.7 seg 3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820

9749445923078164062862089986280348253421170679732435508

3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820
9749445923078164062862089986280348253421170679821480865
1328230664709384460955058223172535940812848111745028410
2701938521105559644622948954930381964428810975665933446
1284756482337867831652712019091456485669234603486104543
2664821339360726024914127372458700660631558817488152092
0962829254091715364367892590360011330530548820466521384
1469519415116094330572703657595919530921861173819326117
9310511854807446237996274956735188575272489122793818301
1000 1656 1.9 min 1949129833673362440656643086021394946395224737190702179
8609437027705392171762931767523846748184676694051320005
6812714526356082778577134275778960917363717872146844090
1224953430146549585371050792279689258923542019956112129
0219608640344181598136297747713099605187072113499999983
7297804995105973173281609631859502445945534690830264252
2308253344685035261931188171010003137838752886587533208
3814206171776691473035982534904287554687311595628638823
5378759375195778185778053217122680661300192787661119590
92164201989498518967

Cuadro 2.7: Obtencion de n digitos de m con la suma de los primeros j términos de la Férmula de
Shulz.
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Convergencia de n en la serie de Shulz por términos Convergencia de 1 en la serie de Shulz por términos
160 -
14
140 1
12
120 -
10 1
" " 100 1
2 8 2
£ E 80
w w
Fogl [
60
4 40
21 204
0 0
T T T T T T T T T T T T
(1] 2 4 6 8 10 0 20 40 60 80 100
Cifras decimales correctas Cifras decimales correctas

Convergencia de 1 en la serie de Shulz por términos

1500 4

1250 1

1000

750 4

Términos

500

2504

T T T T T
200 400 600 800 1000
Cifras decimales correctas

o4

Figura 2.13: Formula de Shulz, nimero de términos de la serie para obtener n decimales correctos.

En el capitulo 2 hemos discutido varias series y métodos para calcular m, pero ninguno ofrece la
combinacion de rapidez y precision de la secuencia de Arquimedes. Mientras que métodos como la
serie de Machin proporcionan una forma algebraica eficiente de aproximar m, la secuencia de Arqui-
medes utiliza una aproximacién geométrica que converge mas rapidamente con menos iteraciones,
especialmente cuando se utilizan poligonos de un niimero de lados cada vez mayor.

Presentamos a continuacion el Cuadro[2.8]con resultados de comparacion entre estos dos métodos,
evaluando su precision y eficiencia:
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Capitulo 2. Etapa del Céalculo Infinitesimal

n Secuencia de Arquimedes | Serie de Machin
10 0.005 s 0.007 s
100 0.01 s 0.2s
1,000 0.5s 47 s
2,000 2.4s 7.6 min
3,000 6.6 s 26.1 min
4,000 14 s 1.1h
5,000 25 s 2.6 h

Cuadro 2.8: Obtencion de n cifras correctas en la secuencia de Arquimedes para poligonos inscritos

(1.23) y la serie de Machin (2.9)).

Comparacién de tiempos de célculo

—8— Secuencia de Arguimedes
—&— Serie de Machin

8000 4

6000 +

Tiempo (s)

4000 4

2000 4

0 &

& & &
b L4 .

T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

Figura 2.14: Comparacion de tiempos de célculo entre la secuencia de Arquimedes y la serie de
Machin.

La capacidad de la secuencia de Arquimedes para alcanzar una precision significativa con un
numero razonable de pasos iterativos la hace una herramienta poderosa y eficiente en la bisqueda de
una aproximacién precisa de 7.
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Capitulo

Etapa moderna (siglo XX)

Esta tercera etapa se distingue de la etapa anterior, la del célculo infinitesimal, por dos aspectos,
primero la velocidad de convergencia que es muy superior a lo conocido hasta entonces, y segundo
por el tipo de Matematicas utilizadas que, en general, se refieren a integrales elipticas y Geometria
Algebraica. Quien inaugura la etapa actual de series y sucesiones es el genio indio Srinivasa Ramanu-
jan que obtiene una larga lista de series para %

En el presente capitulo exploramos las contribuciones de figuras muy destacadas en el estudio de
m: Srinivasa Ramanujan y los hermanos Chudnovsky.

A continuacion, ilustramos algunos aspectos sobre la rapidez con que se obtienen digitos correctos
de 7, marcando un cambio significativo con respecto a las etapas anteriores. Esta transicion se
distingue por la notoria mejora en la precision de las aproximaciones. Nos enfocaremos en la
presentacion del influyente trabajo de Ramanujan, cuyas contribuciones destacadas jugaron un
papel fundamental en esta nueva era de aproximaciones mas precisas del numero . Al igual que
muchos matematicos ilustres antes que él, Ramanujan se sinti6 fascinado por m: la razon entre la
circunferencia y el diametro de cualquier circulo. Basandose en su estudio de ecuaciones modulares,
formul6 expresiones exactas para 7 y derivd valores aproximados a partir de ellas.

Gracias al trabajo de varios investigadores en las décadas recientes, como los hermanos Chudnovsky
y Jonathan Borwein, este taltimo mejor conocido como el Doctor 7, los métodos de Ramanujan son
ahora mejor comprendidos y se han implementado como algoritmos. Ademas, también examinaremos
las contribuciones de los hermanos Chudnovsky, quienes han enriquecido considerablemente nuestra
comprension y célculo de niimeros como 7. Explicaremos como su trabajo se ha visto favorecido por
la férmula de Ramanujan, lo que les ha permitido desarrollar un algoritmo que converge mucho maés
rapido hacia .

3.1. Srinivasa Ramanujan (1887-1920)

En esta seccién, exploraremos las aportaciones de Ramanujan en relacién con la aproximacion del
namero 7.

La evolucion del calculo de 7 adquirié una nueva dimension con la entrada en escena de Srinivasa
Ramanujan, cuyo genio matematico dejo una huella imborrable en la historia de las matematicas. En
un momento en que el mundo atn se maravillaba con la enigmética naturaleza de esta constante,
Ramanujan irrumpi6é con una serie de brillantes innovaciones que llevaron el conocimiento humano
sobre 7 a nuevas alturas. Desde su humilde origen en la India hasta su reconocimiento como uno de
los matematicos mas influyentes del siglo XX, Ramanujan desafi6 las convenciones establecidas con
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su enfoque singular para calcular 7. Sus métodos, caracterizados por su elegancia y eficacia, abrieron
puertas a nuevas posibilidades y desafiaron las expectativas de lo que se consideraba posible en el
ambito del calculo matematico.

Figura 3.1: Srinivasa Ramanujan. (OpenMind BBVA, 2016).

Entre los enfoques recientes para calcular 7, destacan los tesoros mateméticos desenterrados gracias
al renovado interés en el trabajo de Ramanujan. Sin embargo, gran parte de su obra sigue siendo
inaccesible para los investigadores, ya que esta contenida en sus cuadernos personales, donde escribié
usando su propia nomenclatura, algo similar a lo que vimos con Arquimedes. Ramanujan no solia
incluir pruebas formales para sus teoremas, lo que ha generado frustracion entre los matematicos que
han estudiado sus notas. Hasta donde sabemos, no existe una redaccién matematica de este alcance
o dificultad. (Borwein, J. M. & Borwein, P. B., 1997, p.112, [5]). Finalmente los hermanos Borwein,
Jonathan y Peter, fueron los primeros en dar demostraciones completas y rigurosas de las 17 series de
Ramanujan. (Guillera, 2009, p.9, [9]).

Segun los relatos de sus companeros de escuela, Ramanujan tenia un conocimiento notable de las
expansiones decimales de nimeros como e, 7 y otros. Utilizando su habilidad construy6 las aproxima-
ciones del nimero 7 con una precision de 3,8,9 cifras decimales.

19
Eﬁ — 3. 14182968 - - -

192 %
(92 i 22) — 3. 1415926525826 - - -
1
63 (1T415V5) _ o 4150265380568 -
25 7+ 15v5

Ramanujan era capaz de manipular nimeros enormes sin depender de ninguna técnica compu-
tacional. Su actitud hacia los nimeros era profundamente apasionada. (Zhikov, 2005, p.62-63, [19]).

En 1914, el prodigioso matemético hinda Srinivasa Ramanujan, presenté6 numerosas férmulas
para determinar el valor de 7. Algunas de estas formulas eran sumamente complejas y requeririan
la llegada de la computacion para ser empleadas de manera efectiva. Estas contribuciones fueron
compartidas en sus famosas “Cartas a Hardy”, correspondencia con el matemético britanico G.H.
Hardy, asi como también en sus propios cuadernos y publicaciones mateméaticas. Ademas, algunas
de sus contribuciones fueron presentadas en conferencias y simposios mateméticos de la época.
(Posamentier & Lehmann, 2004, p.71, [16]).

Una de estas férmulas es:
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Capitulo 3. Etapa moderna (siglo XX)

1 2v2 <X (4n)1(1103 + 26390n)
7 9801 Z (n!)*(396)4n - (3.1)

Teorema 4. La serie de Ramanugjan satisface la siguiente relacion
1
99"

Ap+1
an

lim

n—o0

Demostracion. Considerando que a,, es el término genérico de la serie, es decir,

(4n)!(26390n + 1103)

I = T A(396)
entonces
(4(n +1))!(26390(n + 1) + 1103))
Ang1 ((n + 1)1)4(396)4(n+1)
an (4n)1(26390n + 1103)
(n!)4(396)4n
~ (4n+4)! n \* 396%  26390n + 27493
T (4n)! (n+1)!)  3964n+4  26390n + 1103
_ (4n+4)(4n +3)(4n + 2)(4n + 1)(4n)! 1 a\* 1 26390n+27493
- (4n)! (n+1) n!) 3964 26390n + 1103
~ (4n+4)(4n + 3)(4n + 2)(4n + 1)(4n)! 1 1 263900 + 27493
- (4n)! (n+1)* 396* 26390n + 1103
C (An+4)An+3)4n+2)(dn+1) 1 26390n + 27493
N (n+1)4 3964 26390n + 1103
_4n+4 In+3 dn+2 4dn+1 1 26390n + 27493
n4+1 n+1 n+l1 n+1 396% 26390n+ 1103 °
Entonces
, Qpt1 . 4n+3 in+2 |, 4dn+1 1 . 26390n + 27493
Iim [—— | =4- lim - lim - lim . cllm —
n—oo | an nsoo n4+1 nooo n4+1 noo n+1 396%4 nooo 26390n + 1103
1 1
—4-4-4-4-— . 1=—.
3964 994

El Teorema [ tiene dos importantes consecuencias.

1. El criterio de la razon o del cociente implica la convergencia de la serie.

2. La velocidad de convergencia.
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Como es bien sabido de los cursos de analisis real, una manera de probar que una serie converge
es aplicando el criterio de la razén.

avz+1

Teorema 5. Criterio de la razén. Sea la serie Y a, y supdngase que: lim
n—oo | Gy

=, entonces

la serie
(a) converge sir <1,
(b) diverge sir>1,y

(¢) no es concluyente si r = 1.

Al aplicar este Teorema [5] a la serie de Ramanujan tenemos las siguientes consecuencias:

1
= 9od < 1, entonces la serie de

an+1
Qn

1. Dado que en el Teorema |4 ya demostramos que lim

n— oo

Ramanujan converge.

2. Y acerca de la rapidez con la que se generan digitos correctos de 7, observemos que para n
suficientemente grande

1 1
N = ———— ~ 1.041 x 107" = 107°.
99 ~ 96059601 )

An 41
QA

Por lo tanto, cada término es aproximadamente 1078 del término anterior para n grande,
aunque computacionalmente pudimos observar que desde los primeros valores de n ya tiene este

: : 1 : : :
comportamiento. Asi, la convergencia es a — agregando aproximadamente 8 digitos por término.
0

Entonces
Un41 =~ 10_8an.

Asi, en cada término nuevo que se agrega de la serie, el punto decimal se recorre 8 posiciones y éstas
ya no modifican el valor de la suma y por tanto la aproximacién de 7, como puede verse en los primeros
términos de la serie, a3 = 0.00002- - -, as = 0.0000000000002 - - -, a3 = 0.000000000000000000002 - - -,
en cada término se agregan 8 ceros mas.

Digitos de w deseados | Ntimero de términos de la serie Tiempo
100 12 5.0 seg
1,000 125 3.3 seg
10,000 1250 3.6 seg
100,000 12500 47.6 seg
1,000,000 125000 6402.1s = 1.8 horas

Cuadro 3.1: Formula de Ramanujan. 8 digitos de m por cada término de la serie.

En honor a Ramanujan, continuamos explorando las maravillas de 7 y seguimos adentrandonos
con la profundidad de su misterio matematico.
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Analisis del codigo en Python

El punto principal de esta seccion es ilustrar como se puede optimizar un algoritmo para minimizar
el niimero de operaciones aritméticas, lo que nos hace ganar en dos direcciones, en tiempo de cémputo
y en una menor acumulaciéon de errores. La idea basica es utilizar lo ya calculado en cada término
para minimizar las operaciones en el término siguiente. Una inspeccién a simple vista de la sumatoria
de Ramanujan

i 1103 + 26390n)
4n

o )4(396)

nos permite observar que

= En 1103 + 26390n hay I multiplicacion y 1 suma, la cual se optimiza guardando su valor en la
memoria, y en cada iteraciéon del bucle se realiza solo I suma, la de 26390.

(1103 + 26390n) + 26390 = 1103 + 26390(n + 1).

= En 396" vemos 4n — 1 multiplicaciones, para optimizarlo se calcula 396* una sola vez, se le pone
nombre a ese valor, y en cada iteracién del bucle se multiplica por ese valor.

396*" - 396 = 396" t1),

o sea, de 4n — 1 multiplicaciones por cada paso en el ciclo, la redujimos a I multiplicacion.

4n)!
= En la expresion E '))4 hay 14+4n—2+n — 243 = 5n multiplicaciones y 1 division. La estrategia
n!
iy : : . . . (4n)!
para reduccién de operaciones es la misma, guardar el valor de la iteracién anterior ()1 y
n!

modificarlo para obtener el siguiente valor.

| |
4n)! Valor nuevo= (4(n + 1))t

(T ((n+ DT

Valor anterior =

(4n+1))!  (dn+4)! (4n+4)4n+3)(4n +2)(4n + 1)(4n)!

(n+ 1% ((n+1)nh* (n+1)4(n!)*
_ (Un+4)(n+3)(An+2)(dn+1) (4n)!
B (n+1)* (n)*

4
= (n+1)(4n +3)(4n + 2)(4n + 1) - Valor anterior
(n+1)(n+1)3

4(4n+3)(dn +2)(dn + 1)
B (n+1)3
4(a® — a)

= W - Valor anterior
n

- Valor anterior

donde hemos definido a = 4n + 2, entonces (4n +3)(4n+2)(4n+1) = (a+ 1)a(a — 1) = a® — a.
Entonces ahora tenemos 1 + 2 4+ 2 = 5 multiplicaciones y 1 division.
En resumen, hemos disminuido de 5n multiplicaciones a sélo 5.

= En conclusion, para el célculo del nuevo término de la serie, si so6lo tomamos en cuenta las
multiplicaciones que son las operaciones que més se realizan, hemos bajado el nimero de 1 +
dn—14+5n=9n asélo1+5=6.

99



Maria Fernanda Dominguez Cerda

La evolucion del calculo de 7 dio paso a una nueva fase donde la tecnologia moderna, en forma de
calculadoras, se convirtié en una herramienta indispensable. Después de las aportaciones de Rama-
nujan, la llegada de las calculadoras marcé un nuevo hito en la biisqueda de mayor precisién en su valor.

En 1946, D. F. Ferguson, de Inglaterra, descubri6é un error en el calculo de William Shanks, seguido
por John W. Wrench Jr., de Estados Unidos, quien en enero de 1947 logré extender el calculo a 808
lugares decimales. A pesar de un tropiezo en el lugar decimal 723, Ferguson y Wrench Jr. trabajaron
juntos para corregirlo en enero de 1948, utilizando una calculadora de escritorio. No contentos
con ello, al afio siguiente, con el esfuerzo combinado de Wrench Jr. y Levi B. Smith, matematicos
estadounidenses, el calculo de 7w se extendié atun mas, alcanzando 1,120 lugares decimales, todo
ello realizado tnicamente con una calculadora de escritorio. Este episodio destaca la tenacidad y
colaboracién necesarias para desvelar los misterios de 7, incluso con herramientas aparentemente
simples. (Posamentier & Lehmann, 2004, p.71, [I6]).

Este cambio no s6lo permitié corregir errores previos, como el descubierto por D. F. Ferguson en
el calculo de William Shanks, sino que también posibilité la ampliacion significativa del namero de
lugares decimales calculados, como lo demostraron John W. Wrench Jr. y Levi B. Smith.

3.2. Hermanos Chudnovsky

La busqueda del mayor numero de lugares decimales para 7 alcanzo cifras extraordinarias con los
hermanos Chudnovsky, David y Gregory. Su historia es un tanto inusual. Emigraron a los Estados
Unidos desde la Unién Soviética en 1978 después de obtener doctorados en Matematicas de la Acade-
mia de Ciencias de Ucrania. Alquilaron dos supercomputadoras para hacer sus calculos, decididos a
obtener el valor méas preciso para m. Hubo algunos problemas en el camino. Gregory, cinco anos més
joven, padecia miastenia gravis, un trastorno autoinmune de los misculos, y tuvo que permanecer
en cama la mayor parte del tiempo. Realiz6 la mayor parte de su trabajo desde su cama. Ambos
hermanos estaban casados y durante un tiempo vivieron de los ingresos de sus respectivas esposas,
mientras perseguian sus desafios matematicos. El gasto de las supercomputadoras eventualmente
los obligd a construir las suyas propias, ocupando gran parte de su apartamento. En 1981 las cosas
se facilitaron un poco cuando Gregory gan6 una beca de la Fundacion MacArthur en Matematicas.
Esto proporciond un seguro médico muy necesario y resolvid sus problemas financieros inmediatos.
Gregory continué trabajando desde su cama, escribiendo férmulas matemaéticas y persiguiendo el
valor de 7, mientras también hacia avances en varias otras areas de las Matematicas. Esta es sélo una
de las muchas historias que se pueden encontrar en la rica historia de 7. (Posamantier & Lehmann,
2004, p.73).

Los hermanos se especializaron principalmente en teoria de nimeros, especialmente en aritmética
modular, series infinitas de funciones hipergeométricas, funciones elipticas y otros temas avanzados.
Esto los llevo al estudio de las series convergentes de 7, una area que ya habia sido explorada por S.
Ramanujan en el siglo pasado.

La féormula de los hermanos Chudnovsky es una poderosa herramienta para calcular el valor de 7
de manera altamente precisa y eficiente. Se expresa como sigue:

1 12 i(_l)k (6k)! 545,140, 134k + 13,591,409

™ 640,3209/% & (3k)1(k)? 640, 3203F

Se ha empleado para calcular una cantidad asombrosa de digitos de 7 con una precisiéon extraor-
dinaria.
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3.141592653589793238
46264338327950288419 3 1.7¢ — 42
7167678854846
3.14159265358979323846
2643383279502884197169 4 1.0e — 56
39937510582098494740802
3.14159265358979323846
2643383279502884197169 5 5.9e — 71 3 seg
3993751058209749445923
078163466946902

2.9 seg

2.8 seg

Cuadro 3.2: Resultados de términos y tiempos con la férmula de los hermanos Chudnovsky.

Aprox 100 digitos de 7 7 2.2e — 99 3.1 seg
Aprox 1,000 digitos de 7 72 1.2e — 1018 4.2 seg
Aprox 100,000 digitos de 7 7143 5.6e — 100012 | 60.6 seg
Aprox 1,000,000 digitos de 71429 1.4e — 1000015 1.4 hrs

Cuadro 3.3: Hermanos Chudnovsky. 14 digitos de 7 por cada término de la serie.



Maria Fernanda Dominguez Cerda

Nombre Ano Digitos de «
Ferguson 1946 620
Ferguson Jan 1947 710
Ferguson and Wrench Sep 1947 808
Smith and Wrench 1949 1,120
Reitwiesner et al. (ENIAC) 1949 2,037
Nicholson and Jeenel 1954 3,092
Felton 1957 7,480
Genuys Jan 1958 10,000
Felton May 1958 10,021
Genuys 1959 16,167
Daniel Shanks and Wrench 1961 100,265
Guilloud and Filliatre 1966 250,000
Guilloud and Dichampt 1967 500,000
Guilloud and Bouyer 1973 1,001,250
Miyoshi and Kanada 1981 2,000,036
Guilloud 1982 2,000,050
Tamura 1982 2,097,144
TamuraandKanada 1982 4,194,288
Tamura and Kanada 1982 8,388,576
Kanada, Yoshino, and Tamura 1982 16,777,206
Ushiro and Kanada Oct 1983 10,013,395
Gosper Oct 1985 17,526.200
Bailey Jan 1986 29,360,111
Kanada and Tamura Sep 1986 33,554,414
Kanada and Tamura Oct 1986 67,108,839
Kanada, Tamura, Kubo et al Jan 1987 134,217,700
Kanada and Tamura Jan 1988 201,326,551
Chudnovskys May 1989 480,000,000
Chudnovskys Jun 1989 525,229,270
Kanada and Tamura Jul 1989 536,870,898
Chudnovskys Aug 1989 1,011,196,691
Kanada and Tamura Nov 1989 1,073,740,799
Chudnovskys Aug 1991 2,260,000,000
Chudnovskys May 1994 4,044,000,000
Takahashi and Kanada Jun 1995 3,221,225,466
Takahashi and Kanada Aug 1995 4,294,967,286
Takahashi and Kanada Sep 1995 6,442,450,938
Takahashi and Kanada Jun 1997 51,539,600,000
Takahashi and Kanada Apr 1999 68,719,470,000
Takahashi and Kanada Sep 1999 | 206,158,430,000
Kanada and nine-person team at University of Tokyo Sep | 2002 | 1,241,100,000,000

Cuadro 3.4: Tabla obtenida del libro de Posamentier & Lehmann [I6].
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Algoritmos modernos con alto orden de convergencia

De manera general, durante el ultimo siglo, desde Ramanujan, podemos asegurar que la teoria
de integrales elipticas' ha dominado el mundo de los algoritmos modernos para calcular al nimero
m. Segun hemos podido observar, la carrera para calcular cada vez méas digitos estd pasando a un
segundo plano. Ahora la novedad son los algoritmos, ya sea presentados en modo de series o de
secuencias recurrentes, que en cada iteracién suman una cantidad fija de digitos, como la formula de
Ramanujan que suma 8 digitos en cada término, o la formula de los hermanos Chudnovsky que suma
14 o 15 digitos por cada término que se agrega a la sumatoria.

Otros algoritmos de convergencia ain més poderosa son aquellos que en cada iteraciéon multiplican
el nimero de digitos correctos por una cantidad fija, esto ya es un crecimiento exponencial. Por ejemplo,
el algoritmo de Jonathan Borwein and Peter Borwein (1985) que incluimos en la siguiente tabla, tiene
la propiedad de que su convergencia es de orden 4, esto significa que el error en la préoxima iteracion
es aproximadamente el error anterior elevado a la cuarta potencia, y esto hace que si ya tenemos por
ejemplo, 20 decimales correctos, entonces el error es €, ~ 1072°, y en la préxima iteracién, el nuevo
erTor es €,41 ~ e ~ 1078 o sea, que el ntimero de cifras correctas se multiplico por 4 en un solo
paso.

Los datos presentados a continuacion fueron extraidos del articulo de Agarwal R., Agarwal H. y
Sen S. (2013, [I]), que detalla el calculo de 7 hasta diez billones de digitos. En dicho articulo, los
autores exploran las contribuciones que se han hecho cronolégicamente, desde los primeros registros
que se conocen, es decir, desde hace 5,000 afios hasta la fecha actual. Solo se indica la época, el autor,
y su contribuciéon mediante una frase breve. Y al final una abundante bibliografia para conocer los
detalles. (p.38-46).

e 1914

Srinivasa Ramanujan (1887-1920). La mas famosa de las series que cred,

1 2V2 i (4n)!(1, 103 + 26, 390n)
T 9801 ~ (n!)4(396)4n ’

se ha utilizado para calcular m con un nivel de precisiéon nunca antes alcanzado. Cada término
adicional de la serie suma aproximadamente 8 digitos.

e 1976

Richard Brent y Eugene Salamin descubrieron de forma independiente un algoritmo basado en
una media aritmético-geométrica que modifica ligeramente el algoritmo de Gauss-Legendre. Establece

ag =1, bg = % y30:§.Parak‘:1,2,3,... calcula

1Mas informacién sobre como usé Ramanujan las integrales elipticas para generar sus 17 series para el nimero % se
puede consultar en su primer articulo publicado en 1914 fuera de la India [18].
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ar = Bt + br—1
k 2 )
b, = vag—1 - br_1,
ck = ai — b, (3.2)
sk = sp_1 — 2"cp,
2a2
Pr = —
Sk

Entonces p; converge cuadraticamente a m, es decir, cada iteracion duplica el nimero de digitos
precisos. De hecho, las iteraciones sucesivas deben producir 1, 4, 9, 20, 42, 85, 173, 347 y 697 digitos
correctos de . La vigésimo quinta iteracion debe producir 45 millones de digitos decimales correctos
de .

e 1984

Jonathan Borwein y Peter Borwein proporcionaron el siguiente algoritmo. Establece zg = v/2,
Yo =0y ap =2+ /2. Itera

1
VRt =

xk+1:72 s
1+yk>

= €T —_—
Yk+1 =/ k(yk+$k )

1+ £Ek+1)

Op4+1 = OpYk+1 (1 ¥ Ui

Entonces ayj converge a m cuarticamente. El algoritmo no se corrige automaticamente; cada
iteracion debe realizarse con el nimero deseado de digitos correctos de .

e 1985

Jonathan Borwein y Peter Borwein dieron el siguiente algoritmo. Establece ag = 6 — 4v2 y 4o =

V2 — 1. Ttera

Bl

1-(1-yp)

Ye+1 =
1+ (1 —y)

)

Bl

ak+1 = ar (1 + yk+1)4 — 22y (1 + Yk+1 + y12c+1) .

. 1 . . . . .
Entonces aj converge cuarticamente a —, es decir, cada iteracién cuadruplica aproximadamente
T

el namero de digitos correctos.
e 1988

Jonathan Borwein y Peter Borwein desarrollaron la serie

(A+ Bn)
T 122 3n Ccnts

3
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donde

A =212,175,710,912v/61 + 1,657, 145, 277, 365,
B = 13,773,980, 892, 672v/61 + 107, 578, 229, 802, 750,
C = [5,280(236, 674 + 30, 303v/61)]>.

Cada término adicional de la serie agrega aproximadamente 31 digitos.
e 1989

David y Gregory Chudnovsky desarrollaron la siguiente serie hipergeométrica generalizada de
rapida convergencia:

1 ad 11 1,4 45,140, 134
7:122(71),1 (6m) 3,591,409 + 545, 140, 13 n
4 n=0 ( n>

n!)3(3 (640, 3203)"+ =
Cada término adicional de la serie agrega aproximadamente 15 digitos. Esta serie es una version

mejorada de la de Ramanujan (3.1]). Fue utilizada por los hermanos Chudnovsky para calcular méas
de mil millones (exactamente 1,011,196,691) digitos en una IBM 3090.

e 1991

Jonathan Borwein y Peter Borwein mejoraron el algoritmo de Salamin-Brent (3.2)). Establecieron

1 V3—1
an = — S =
0 3}’ 0 B

. Iteran

3

Thtl = 1,

T o 58
_rk-i-l*l

Sk4+1 = D) ,

_ .2 k(o2
Apy1 = Thp10k — 3" (1 — 1).

1
Entonces — converge ctibicamente a 7, es decir, cada iteracién aproximadamente triplica el nimero
Qg
de digitos correctos.
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Conclusiones

Hoy en dia, el nimero 7 sigue siendo esencial en Matematicas y ciencias aplicadas, continuando
su legado como un enlace fundamental entre diferentes ramas del conocimiento matemaético.

Sin duda alguna, la magia y el interés por este nimero nunca terminara, ya son 5,000 anos de
historia los que posee. Con el tiempo vendran nuevos estudios y descubrimientos, vendran libros,
articulos de investigacion, nuevos teoremas, tal vez el descubrimiento de propiedades hoy desconocidas.

En esta investigacion sobre la convergencia del nimero 7, se han explorado diversas facetas de
este fascinante numero irracional y su relacion con la convergencia de diferentes secuencias y series
matemaéticas.

A través del analisis de métodos numéricos, algoritmos y aproximaciones, se ha evidenciado como
esta constante matematica fundamental ha sido crucial en el desarrollo de la ciencia, la ingenieria
y la tecnologia. El desarrollo de los algoritmos para converger hacia el valor preciso de 7 no sélo
ha permitido avances significativos en campos como la fisica, la informéatica y la ingenieria, sino
que también ha inspirado una profunda apreciaciéon por la belleza y la complejidad de las matematicas.

Ha sido sumamente fascinante explorar, desde una perspectiva histérica, el origen y la evolucion
de los algoritmos para calcular m con una precisiéon arbitrariamente alta. Es crucial resaltar la
eficiencia del método de Arquimedes, a pesar de que en su época, las limitaciones tecnolbgicas le
impidieron obtener mas digitos de w. Mediante la implementacién del cédigo, hemos comprobado
que este método es considerablemente mas rapido que el utilizado en la etapa inicial del Céalculo
Infinitesimal, basado en la serie de Gregory-Leibniz. Ademas, pudimos notar que, aunque se trata de
una serie, la convergencia es muy lenta en comparacion con las secuencias de Arquimedes.

La formula de Ramanujan ha sido ampliamente adoptada por su capacidad para generar un
gran numero de digitos de 7 en relativamente pocas iteraciones. La eficiencia de esta férmula se
demostro atun mas en 1987, cuando los hermanos Chudnovsky calcularon mas de 1 millon de digitos
de 7 utilizando métodos computacionales modernos basados en la féormula de Ramanujan. Desde
entonces, esta formula ha sido una herramienta fundamental para investigadores y entusiastas de
los niimeros, destacando su importancia duradera en el célculo de este niimero irracional fundamental.

Ademas, la convergencia del ntmero 7 no sélo es un fenémeno matematico, sino también un
simbolo de la curiosidad humana y la bisqueda incansable de la precisién y el conocimiento. A lo
largo de la historia, 7 ha fascinado a matematicos, cientificos y entusiastas por igual, sirviendo como
un recordatorio de la capacidad del ser humano para comprender y modelar el mundo que nos rodea.

Es importante destacar que este trabajo representé un desafio significativo debido a diversas
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dificultades encontradas durante el proceso. En primer lugar, nos enfrentamos a la tarea de desarrollar
codigos que fueran capaces de calcular 7 con precision arbitraria. Esto implicaba encontrar y utilizar
bibliotecas adecuadas que permitieran trabajar con este nivel de precision, asi como comprender y
utilizar varias funciones matematicas necesarias para la implementacién. Ademaés, nos encontramos
con limitaciones en cuanto a la capacidad de las computadoras utilizadas, sobre todo en lo que se
refiere al hardware, principalmente el procesador. El procesamiento de grandes cantidades de datos
y calculos intensivos requeridos para calcular 7w con alta precision exigia un alto rendimiento de
los equipos, lo que a veces resultaba en tiempos de ejecuciéon prolongados o incluso en el bloqueo
de las méquinas. Un desafio adicional surgié cuando el programa se ejecutaba durante un tiempo
determinado y, por diversas razones, como cortes de energia o problemas técnicos, se interrumpia
la ejecucion y se perdia todo el progreso realizado hasta ese momento. Superar estas dificultades
implicaba mantener una atenciéon constante al proceso de ejecuciéon y tomar medidas para mitigar los
riesgos de interrupcion.

En resumen, este trabajo representdé un desafio significativo debido a las multiples dificultades
encontradas, incluida la necesidad de desarrollar cédigos complejos, la limitada capacidad de las
computadoras disponibles y los riesgos de interrupciéon durante la ejecucion del programa. Sin
embargo, superar estos obstaculos nos permitié aprender y crecer como investigadores, y los logros
obtenidos son testimonio del compromiso y la dedicacién invertidos en este proyecto.

Este recorrido a través de la historia del nimero 7, desde sus origenes hasta los problemas mas
complejos de la actualidad, sobre todo el de encontrar algoritmos cada vez mas veloces, nos ofrece
una valiosa oportunidad de acercarnos a una de las constantes mateméticas méas fundamentales
y fascinantes. A pesar de la antigiiedad de este legendario nimero, y a pesar de los miles de
anos de investigacién que han pasado, seguimos descubriendo nuevas facetas de sus propiedades y
aplicaciones. El nimero 7 sigue siendo un enigma en muchos aspectos, y su presencia persistente
en nuestra vida cotidiana es un recordatorio constante de su importancia. Desde las geometrias
mas simples hasta los calculos mas complejos en ciencia y tecnologia, m sigue desafiando nuestra
comprensioén y generando preguntas fascinantes sobre la naturaleza de las mateméticas y el uni-
verso que habitamos. A pesar de los avances que hemos logrado en el estudio de 7, queda mucho
por descubrir y comprender. Este viaje a través de su historia nos invita a seguir explorando,
investigando y asombrandonos ante las maravillas matematicas que este nimero tan simple,
pero tan profundo, encierra. El nimero 7 continuaré siendo una fuente inagotable de inspiraciéon
y descubrimiento para generaciones venideras, asegurando que su legado perdure a lo largo del tiempo.

En dltima instancia, esta investigacién destaca la importancia de seguir explorando y compren-
diendo la convergencia del ntimero m, no sélo por su utilidad practica en aplicaciones cientificas
y tecnologicas, sino también por su capacidad para inspirar y enriquecer nuestra comprension del
universo y nuestro lugar en él.
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Anexo A: Bisqueda de secuencias en el
numero 7

“Explorar pi es como explorar el universo”.
David Chudnovsky.

Este anexo se centra en la exploracion de la normalidad de m mediante el analisis de secuencias
presentes en su expansiéon decimal. En lugar de simplemente definir la normalidad, nos sumergimos en
la comprension de cémo los patrones de secuencias contribuyen a su caracterizacién como un niamero
normal. Utilizaremos codigos para explorar y explicar el concepto de secuencias, y compartiremos
los resultados obtenidos a través del desarrollo de dicho cédigo. Esto nos permitira detectar y ana-
lizar las secuencias presentes en los digitos de 7, lo que contribuird a nuestra comprension de su
comportamiento.

Acerca de la busqueda de secuencias en el desarrollo decimal del nimero 7, se cree que cualquier
secuencia de una longitud dada, aparecen en la cola decimal con distribucién uniforme. Esta propiedad
se conoce como normalidad.

(Es normal el nimero 7?7

Aunque este es un problema abierto, el consenso entre la comunidad cientifica es que el nimero 7
tiene la propiedad de normalidad.

Normalidad significa que para todas las secuencias de una longitud prefijada se calcula su
frecuencia relativa de apariciéon en una cadena de n digitos, entonces se calcula el limite cuando
n — oo. Si el limite es el mismo para todas las secuencias, el niimero es normal.

Ejemplo de nimero que no es normal: 0.101010--- en base dos, ya que hay secuencias que no
contiene, por ejemplo “00” y “11”.

Ejemplo de nimero que si es normal: 0,1234567891011121314151617 - - - , se conoce como el nime-
ro de Champernowne, contiene todas las secuencias en orden creciente: del 0 al 9, luego del 10 al 99, etc.

La estrategia. Para afirmar que un namero es normal, no sblo se requiere que los digitos del
0 al 9 tengan la misma probabilidad de aparecer en su expansion decimal, sino también que todas
las secuencias de digitos de todas las longitudes posibles, como 00,01,02,...,97,98,99 para dos
digitos, 000,001,002,...,998,999 para tres digitos, y asi sucesivamente, tengan igual probabilidad
de ocurrencia. Es un criterio mas riguroso que implica una uniformidad estadistica en todas las
combinaciones posibles de digitos en la expansion decimal del namero. (Berggren et al., 1991, p.408,
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).

Los datos experimentales recopilados hasta entonces
200,000,000,000 cifras decimales de 7 (excluyendo la parte entera), todas las cifras parecen

ocurrir aproximadamente con la misma frecuencia:

indican que,

Cifra | Cuantas veces aparece | Porcentaje
0 20 000 030 841 10.00001542 %
1 19 999 914 711 9.999957355 %
2 20 000 013 697 10.00000685 %
3 20 000 069 393 10.00003470 %
4 19 999 921 691 9.999960846 %
5 19 999 917 053 9.999958526 %
6 19 999 881 515 9.999940758 %
7 19 999 967 594 9.999983797 %
8 20 000 291 044 10.00014552 %
9 19 999 869 180 9.999934590 %

Cuadro 3.5: Frecuencias en 200 000 000 000 digitos de 7.

Como se puede apreciar en la referencia al Cuadro 3.5 la frecuencia de cada cifra decimal es
practicamente equivalente a un décimo, con un margen de error que no excede el 0.0015 %. (Zhtkov,
2004, p.69, [19]).

El programa de Dave Andersen examina las primeras 100 millones de cifras de 7w para encontrar
cualquier niamero natural ingresado por el usuario y presenta los resultados de la busqueda. (Andersen,
como se cité en Zhakov, 2004, p.69).

Longitud del ntiimero | Posibilidad de encontrar
1-5 100 %
6 Casi el 100 %
7 99.995 %
8 63 %
9 9,5%
10 0.995 %
11 0.09995 %

Cuadro 3.6: Ejemplo: Probabilidad de encontrar cadenas en 7.
(Andersen, como se cito en Zhukov, 2004, p.69).

Ahora procederemos a explicar el concepto de secuencias y compartir los resultados obtenidos
mediante el cédigo que desarrollamos para detectar dichas secuencias en los digitos de .

= Secuencias de longitud 1. Con esta longitud hay 10 secuencias distintas posibles:
0,1,2,---,9. Entonces en los primeros diez digitos, cada secuencia aparece 1 vez en prome-
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dio, algunas secuencias aparecerédn 0 veces. En los primeros 100 digitos cada secuencia aparece
en promedio 10 veces, y asi sucesivamente en los primeros 10" digitos, cada secuencia aparece
en promedio 10™1.

Esto es en promedio, pero en la medida en que cada secuencia se acerque cada vez maéas al
promedio, entonces se refuerza la idea de uniformidad, al menos para secuencias de longitud
1. Esto es precisamente lo que estamos observando que sucede, segin los c6édigos que hemos
elaborado en Python.

Longitud n=10 n=100 n=1000 n=10000 n=100000
Namero | Frec. | % | Frec. | % | Frec. % | Frec. % Frec. %
0 0 0 8 8 93 9.3 968 9.68 9999 9.999

20 8 8 116 | 11.6 | 1026 | 10.26 | 10137 | 10.137
10 12 12 | 103 | 10.3 | 1021 | 10.21 | 9908 | 9.908
10 11 11 | 102 | 10.2 | 974 9.74 | 10025 | 10.025
10 10 10 93 9.3 | 1012 | 10.12 | 9971 9.971
30 8 8 97 9.7 | 1046 | 10.46 | 10026 | 10.026
10 9 9 94 9.4 | 1021 | 10.21 | 10029 | 10.029
8 95 9.5 970 9.7 | 10025 | 10.025
12 12 | 101 | 10.1 | 948 9.48 | 9978 | 9.978
10 14 14 | 106 | 10.6 | 1014 | 10.14 | 9902 | 9.902

O |00 | N |O ||| W [N+~
= O | O | Wik |N

Cuadro 3.7: Numero de veces que aparece cada secuencia de longitud 1 en los primeros n decimales.

Secuencias vs Frecuencias

10100 A
10050 A
1]
g
=
@
3
(W]
£ 10000 A
9950
9900 A
T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Secuencia

Figura 3.2: Gréfica de secuencias de 1 digito hasta una longitud de 100,000.
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= Secuencias de longitud 2. De acuerdo con la regla de la multiplicacion de la combinatoria,
con esta longitud hay 10 x 10 = 102 secuencias distintas posibles: 00, 01, 02, -- - , 98, 99.

En los primeros cuatro decimales 3.1415 - - - | aparecen 3 secuencias de longitud dos: 14, 41 y 15.
Continuando con esta idea, en los primeros 10 decimales hay 9 secuencias: 14, 41, 15, 59, 92,
26, 65, 53, 35. Por lo tanto, en los primeros 102 + 1 digitos, hay 102 secuencias de longitud dos,
justo la misma cantidad de secuencias distintas posibles, lo que da un promedio de aparicién de
1 vez cada secuencia. Algunas secuencias aparecen 0 veces.

Continuando con la misma idea, en los primeros 10 + 1 digitos hay 102 secuencias de longitud
dos, y dividiendo entre el nimero de secuencias posibles, que es 102, nos da un promedio de 10
veces cada secuencia.

Y asf sucesivamente, para los primeros 10" + 1 digitos, dividimos entre 102, que es el ntimero de
posibles secuencias distintas de longitud dos, obtenemos que cada secuencia aparece en promedio
0% _ 1on-2

102 '

Esto es en promedio, lo que observamos en los cédigos de Python es que, conforme la longitud
de 7 va creciendo, el porcentaje de aparicién de cada secuencia se va uniformizando.

Secuencia | n=10 | n=100 n=1000 | n=10000 n=100000
00 0 0 7 85 998
01 0 0 10 103 1027
02 0 1 10 98 962
03 0 1 103 993
04 0 0 98 968
05 0 1 14 89 1007
06 0 2 101 1009
07 0 1 93 1017
08 0 1 83 1001
09 0 1 16 115 1017

Cuadro 3.8: Numero de veces que aparece cada secuencia (00-09) en los digitos de 7.

En los Cuadros [3.9] a condensamos el estudio de la localizacién de secuencias de longitud k
en los primeros n + k — 1 decimales utilizando frecuencias, desde la frecuencia promedio que seria el
niumero de veces que aparecen las frecuencias si aparecieran con la misma probabilidad en un caso
hipotético, luego las frecuencias minima y maxima corresponden al caso real de busqueda sobre el
namero 7, y finalmente introducimos el concepto de frecuencia escalada que seria dividir la frecuencia
real entre la frecuencia promedio. El objetivo de esta definicién es que en todas las tablas la frecuencia
promedio oscila alrededor del nimero 1, y entre mas grande se hace la longitud del nimero 7 la
frecuencia escalada tiende hacia 1, como se puede observar en las tablas.
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Frec prom 10 100 1,000 10,000 100,000
Frec min 4 80 934 9,721 99,314
Frec max 18 124 1,100 10,239 100,816
Frec esc (0.4, 1.8] | [0.8, 1.24] | [0.93, 1.1] [0.97, 1.02] [0.99, 1.01]
00 7 85 998 9,938 99,662
01 10 103 1,027 9,891 100,058
98 8 100 997 10,054 100,386
99 11 91 968 10,084 100,069

abajo casos particulares.

Secuencias vs Frecuencias

Cuadro 3.9: Secuencias de longitud 2 en los primeros n + 1 digitos de . Arriba datos generales y

1100

1075

1050

1025 4

Frecuencia

1000 +

975

U

950

.'-=-—-.'.

“

L

l
:J(Tb}l

|

Secuencia

T
29

Figura 3.3: Gréfica de secuencias de 2 digitos hasta una longitud de 100,000.

Frec prom 10 100 1,000 10,000
Frec min 2 72 898 9,632
Frec max 21 130 1092 10,296
Frec esc [0.2,2.1] | [0.72, 1.3] | [0.898, 1.092] | [0.963, 1.030]
Tiempo 2.3 seg 29 seg 5.0 min 54.8 min

Cuadro 3.10: Secuencias de longitud 3 en los primeros n + 2 digitos de 7.
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Secuencias vs Frecuencias

130 +——

120 —— —1—

110 +—HH Hira pahen i e L Lt LR R A R R B BLR LArme

100 4 i i P A

Frecuencia

70

000 999
Secuencia

Figura 3.4: Gréafica de secuencias de 3 digitos hasta una longitud de 100,000.

Frec prom 10 100
Frec min 1 64
Frec max 24 141
Frec esc [0.1, 2.4] [0.64, 1.41]
Tiempo 4.3 min 49.3 min

Cuadro 3.11: Secuencias de longitud 4 en los primeros n + 3 digitos de .

Secuencias vs Frecuencias
25

20

15 A

Frecuencia

10 4

| K
5 | SN i I [T I II\IIIlIII\ III||||| IR
IIII | II| l IIIII IHII‘ II | H} \ III}I L] III W II|I| ||| HI

T
0000 9999
Secuencia

Figura 3.5: Grafica de secuencias de 4 digitos hasta una longitud de 100,000.
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Frec prom 10 100
Frec min 0 58
Frec max 26 147
Frec esc [0.0, 2.6] [0.58, 1.47]
Tiempo 7.1 hrs 4.6 dias

Cuadro 3.12: Secuencias de longitud 5 en los primeros n + 4 digitos de 7.

Secuencias vs Frecuencias

Frecuencia
(=] [l N w Y v o ~l [+=]
L L L L L L

T T
00000 99999
Secuencia

Figura 3.6: Gréafica de secuencias de 5 digitos hasta una longitud de 100,000.

75



Maria Fernanda Dominguez Cerda

76



N}

Anexo B: Aritmética de precision arbitraria

En este apartado mencionaremos en que consiste la precision arbitraria, exploraremos especifica-
mente la biblioteca mpmath, una herramienta poderosa que permite realizar calculos numeéricos con
precisiéon arbitraria en Python. Veremos cémo configurar la precision, realizar operaciones bésicas y
aprovechar las caracteristicas avanzadas de esta biblioteca.

En ocasiones, es necesario realizar operaciones aritméticas con niimeros reales con una precision
superior a los 16 digitos proporcionados por el tipo de dato float (doble precision) en Python. Para
abordar esta necesidad, existen diversos proyectos que ofrecen bibliotecas especializadas. La mayoria
de estas bibliotecas acttian como interfaces para proyectos escritos en C+-+, pero aqui examinaremos
una opcién diferente: la biblioteca mpmath. Lo notable de mpmath es que esta completamente escrita
en Python, lo que, en principio, puede hacerla méas lenta, pero también la hace més accesible para
comprender y modificar el codigo. (Sanders, 2013, p.18, [15]).

Para importar la biblioteca, se utiliza la instruccién
from mpmath import *

Para modificar la precision, establecemos
mp.dps = 50

Ahora, para generar un nimero decimal con la precisién mencionada, llevamos a cabo el siguiente
procedimiento

x = mpf(’1.0°)

En esta expresion, el nimero se representa como una cadena. Cuando realizamos operaciones con
x, los calculos se ejecutan con precision miultiple. Por ejemplo,

print(x/6., x*10)
print (mpf (22.07) **2%*x2%*2%*2)

Con mpmath, no hay limite del exponente que se puede manejar. También estan definidas muchas
funciones, por ejemplo, sin, exp y log. Para imprimir un nimero con una precision dada, se usa el
comando, que en el siguiente ejemplo implica imprimir el ntiimero x con 20 decimales.

nprint (x, 20).

En este apartado, hemos examinado la biblioteca mpmath para realizar calculos con precision
arbitraria en Python. mpmath emerge como una herramienta fundamental en situaciones donde la
precision numérica desempena un papel crucial. Es importante senalar que hemos incorporado esta
biblioteca en nuestros c6édigos en Python para garantizar resultados precisos.
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Este anexo presenta una recopilacion de los codigos en Python empleados en cada capitulo
para llevar a cabo las aproximaciones del nimero 7. Estos codigos reflejan las distintas estrategias
y métodos explorados a lo largo del trabajo con el fin de calcular con precision arbitraria este
nimero fundamental en matematicas usando la biblioteca mpmath. Cada coédigo proporciona una
aproximacion de m acompanada de los pasos necesarios para su obtencion, ofreciendo asi una visién
completa de las diversas técnicas utilizadas en el estudio .

El mo6dulo sys en Python se utiliza para realizar configuraciones especificas del sistema en un
entorno de desarrollo como Spyder. Una de estas configuraciones es la precision de las cadenas que
representan numeros enteros, y se logra utilizando la funcién sys.set_int_max_str_digits(0).
Cuando se emplea esta funciéon con el valor 0 como parametro en Spyder, se indica que no hay limite
en la cantidad de digitos que se mostraran al convertir un nimero entero a una cadena. Esto significa
que Spyder mostrara todos los digitos disponibles sin realizar ningtn truncamiento.

Es relevante destacar que este ajuste es especifico de Spyder y puede no ser necesario en otros
entornos de desarrollo de Python. Por lo tanto, si estan utilizando otro entorno de desarrollo para
Python, es posible que no necesiten utilizar esta funcién y pueden omitirla sin problemas.

Datos de laptop utilizada:

Entorno de desarrollo:

-Nombre del dispositivo: LAPTOP-HP Omen 15-dc0006la
- Procesador: Intel Core i7-8750H
- RAM instalada: 8 GB DDR4

Sistema operativo:

- Edicién: Linux Mint 21.3 Virginia

- Base: Ubuntu 22.04 jammy

- Kernel: 6.5.0-28-generic x86_ 64bits:64 compiler
Version de Python:

- Python 3.10.9 64-bit
- Entorno de desarrollo integrado: Spyder version 5.4.1 (conda).
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Etapa geométrica

e Codigo para aproximar w y graficar n vs j con la secuencia de Arquimedes para
el poligono inscrito

Este programa en Python utiliza el método de Arquimedes y la biblioteca mpmath para apro-
ximar el valor de 7 con una precision especifica ingresada por el usuario. Después de solicitar
el nimero de cifras decimales correctas deseadas, el programa itera a través de diferentes preci-
siones, calculando la aproximaciéon de m mediante un proceso iterativo y registrando el ntimero
de iteraciones necesarias para alcanzar la precision deseada. Luego, grafica el namero de cifras
decimales en el eje = y el numero de iteraciones en el eje y para visualizar como varia el esfuerzo
computacional requerido para alcanzar la precisién deseada.

#import sys
#sys.set _int max _str digits(0)

3 from pylab import =

import matplotlib.pyplot as plt

5 from mpmath import * #Usamos la biblioteca mpmath para calcular con precision

arbitraria

s N=int (input ("Namero de cifras decimales correctas: "))

In =[]
1 =]
for n in range(N+1):
In .append(n)
mp. dps=n+10 #Puedes ajustar dependiendo de lo que desees
pi_t=mp.mpf(str (pi) [:n+2]) #Truncamiento de pi exacto a n decimales
j=0
a=>6
b=pi/6
Error=1
while Error >0:
p=ax sin(b) #Aprox de pi por arquimedes
p_t=mp.mpf(str(p) [:n+2]) #Truncamiento de pi aproximado
Error=abs(pi_t—p_t)
=i+l
a=2x%a
b=b/2
1j .append(j—1)
print ("n=",n)
print ( = )
print ("7==", p_
print ( nn )
#print ("In",1In)
#print ("1j",1j)

)

plt.plot(Iln,1j, r’,linewidth=2 marker="0’ ,markersize=7) #Crea la grafica

5 #Personaliza las etiquetas

plt.title ("Convergencia de 7 en la secuencia de Arquimedes: n vs j")
plt.xlabel("n")

plt.ylabel ("j", rotation=0)

plt.grid (True)

plt .show ()

Codigo 3.1: La secuencia de Arquimedes.
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Nota. Para el caso de los poligonos circunscritos es similar, sélo cambia la funcion seno del renglon
17 por la funcién tangente.

e Estimacion de m con el método de Arquimedes para poligonos inscritos utilizando
mediciones de tiempo

Este codigo solo contiene la implementacién destinada a medir el tiempo de ejecuciéon
del codigo anterior utilizando el moédulo time en Python. Utiliza un diccionario llamado
tiempos_calculados para almacenar los tiempos de ejecucion previamente calculados. Antes
de realizar los calculos para un nuevo valor de n, el cdédigo verifica si el tiempo de ejecucién para
ese valor de n ya esta presente en el diccionario. Si el tiempo ya esta almacenado, simplemente se
recupera del diccionario en lugar de volver a realizar los calculos. Esto evita el calculo redundante
de los tiempos de ejecucion para los mismos valores de n.

from pylab import x*
import matplotlib.pyplot as plt
from mpmath import x*

N = int (input ("Namero de cifras decimales correctas: "))
n = []
1t — ]
tiempos calculados = {}
for n in range(0, N + 1, 10): #Se puede cambiar valores
if n in tiempos calculados:
tiempo = tiempos calculados|n]
else:
inicio = time.time ()
mp.dps = n + 10 #Puedes ajustar dependiendo de lo que desees
pi_t = mp.mpf(str(pi)[:n + 2]) #Truncamiento de pi aproximado
i=0
a =6
b=pi /6
Error =1

while Error > 0:
p = a *x sin(b)
p_t = mp.mpf(str(p)[:n + 2])
Error = abs(pi_t — p_t)

j=1
a *= 2
b /= 2
fin = time.time ()
tiempo = (fin — inicio)
tiempos calculados|[n] = tiempo

In . append (n)
1t . append (tiempo)

print ("n=", n)
print ("tiempo=", tiempo)
print(” n)

plt.plot (ln, 1t, marker="o’, linewidth=2, color="g’, markersize="7)
plt.title ("Tiempo de céalculo de las cifras de m: n vs t")
plt.xlabel("n")
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; plt.ylabel("t", rotation=0)

plt . grid (True)

; plt .show ()

Codigo 3.2: Secuencia de Arquimedes para aproximar 7 con poligonos inscritos y graficar n vs t.

Nota. Para el caso de los poligonos circunscritos es similar, sélo cambia la funcion seno del renglon
23 por la funcién tangente.

e Codigo de la grafica de las aproximaciones de 7w con la secuencia de Arquimedes

Este codigo genera la Figura (1.12)) que compara las aproximaciones de m utilizando poligonos
inscritos y circunscritos con diferentes ntimeros de lados. Los puntos de datos representan las
aproximaciones, y la linea conecta estos puntos para visualizar la tendencia.

import matplotlib.pyplot as plt

# Lados del poligono

x= [6,12,24,48 ,96]

s # Valores de y para poligono inscrito

y _inscrito = [3.0000,3.1058,3.1326,3.1394, 3.1410|

# Valores de y para poligono circunscrito

y circunscrito = [3.4641,3.2154,3.1597,3.1461, 3.1427]

# Graficar las funciones

plt.plot(x, y_inscrito, marker="0’, label="Poligono inscrito’,color="blue’)
plt.plot(x, y_circunscrito, marker="0’, label="Poligono circunscrito’,color=’
red )

; # Configurar etiquetas y titulo

plt . xlabel (’Namero de lados del poligono’)

plt.ylabel (’Aproximacion de 77)

plt.legend ()

plt.title (’Aproximaciéon de m por poligonos inscritos y circunscritos’)

# Mostrar la grafica
plt.grid ()
plt .show ()

Codigo 3.3: Grafica para visualizar la convergencia de 7 por el método geométrico.

e Codigo con el método de la pendiente.

Este programa genera los resultados mostrados en el Cuadro (1.5)) con el método de la pendiente.

import sys
sys.set int max str digits(0)

import time
ti = time.time ()

from mpmath import * #usamos la biblioteca mpmath para calcular con precision
arbitraria
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n=1009000
mp. dps=n+10 #Puedes ajustar dependiendo de lo que desees

j=1670000

3 a=06%2%x*]

b=(pi/6)/2xx]

pi_t=mp.mpf(str(pi) [:n+2]) F#truncamiento de pi exacto a n decimales
p=ax sin(b) #aprox de pi por arquimedes poligonos inscrito
p_t=mp.mpf(str(p) [:n+2]) #truncamiento

g=ax* tan(b) #aprox de pi por arquimedes poligonos inscrito

q_t=mp.mpf(str(q) [:n+2]) #truncamiento

print ("n=",n—9000)

5 #print ("pi pol inscrito=",p t)

#print ("pi pol circunscrito=",q t)
print ("pi circun — pi insc = ",q _t—p_t)
print("j:" 7J)

tf = time.time ()

print ("Tiempo: ", tf—ti)

print ("")

Codigo 3.4: Método de la pendiente.

Etapa del calculo infinitesimal

e Codigo para aproximar 7 con la serie de Leibniz

Este programa calcula la cantidad de términos necesarios en la serie de Leibniz para obtener
una cierta precision de m, y luego grafica la relaciéon entre el nimero de términos y la precision
deseada.

from pylab import x*

import matplotlib.pyplot as plt

from mpmath import * “#usamos la biblioteca mpmath para calcular con precisioén
arbitraria

N=int (input ("Namero de cifras decimales correctas: "))

In =[] #numero de decimales correctos

1j =[] #numero de terminos

for n in range(1,N+1):
In . append(n)
mp. dps=n+10 #Puedes ajustar dependiendo de lo que desees
pi_t=mp.mpf(str (pi) [:n+2]) #truncamiento de pi exacto a n decimales
suma = mp.mpf(0)
j=0
Error=1

while Error >0:
suma += 4x((—1)*xj /((2xj+1)))
suma_t=mp.mpf(str (suma) [: n+2]) #truncamiento de pi aproximado
Error=abs(pi_t—suma_t)
j=j+1
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21 1j .append (j—1)

22 print ("n=",n)
23 print ("j=",j—1)
24 print ("suma=",suma)

26 plt.plot (ln,lj ,marker="0",linewidth=2,color="blue’ ,markersize=5)
2s plt. title ("Grafica de cifras decimales correctas VS términos",fontweight="bold’

20 plt.xlabel ("Cifras decimales correctas",fontweight="bold’)
s0 plt.ylabel ("Términos" ,fontweight="bold ")

31 plt.grid (True)

32 plt.show ()

Codigo 3.5: Serie de Leibniz.

e Codigo para aproximar m con la serie de Abraham Sharp

Este cddigo implementa un algoritmo para calcular el valor de 7 utilizando la serie de Sharp de
Abraham Sharp. Comienza solicitando al usuario el ntimero de cifras decimales correctas deseadas
para la aproximacién. Luego, utiliza la biblioteca mpmath para garantizar la precision necesaria
en los calculos. A través de un bucle, calcula la suma de la serie de Sharp hasta que la diferencia
entre esta suma y el valor truncado de 7 alcance la precision especificada. Durante este proceso,
registra el nimero de términos necesarios para alcanzar la precisiéon requerida en cada caso.
Finalmente, representa graficamente la relacion entre el nimero de cifras decimales correctas y
el nimero de términos empleados en la aproximaciéon de m, ofreciendo asi una visualizaciéon de la
convergencia de la serie de Sharp.

import sys
#sys.set int max str digits(0)
from pylab import =

import matplotlib.pyplot as plt

-

N}

IS

5 from mpmath import % “#usamos la biblioteca mpmath para calcular con precision
arbitraria

¢ N=int (input ("Namero de cifras decimales correctas: "))

7

s In=[] #numero de cifras decimales correctas

9 1j=[] +#numero de terminos

10 for n in range(N+1):
11 In .append(n)

12 mp.dps=n+10 #Puedes ajustar dependiendo de lo que desees

13 pi_ t=mp.mpf(str(pi)[:n+2]) #truncamiento de pi exacto a n decimales
14 suma = mp.mpf(0)

15 j=mp.mpf(0)

16 Error=1

17 while Error >0:

18 suma += 2x(—1)**j*x3*%x(1/2—j) /(2% j+1) #Abraham Sharp

19 suma_t=mp.mpf(str (suma) [:n+2]) #truncamiento de pi aproximado

20 Error=abs(pi_t—suma_t)

21 j=j+1

22 1j .append (j—1)

23 print ("n=",n)

24 print ("j=",j—1)

25 print ("suma=",suma)

27 plt.plot (Iln,1j ,marker="0",linewidth=2,color="r’ ,markersize="7)
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plt.title ("Convergencia de m en la serie de Sharp por términos")
plt.xlabel (" Cifras decimales correctas")

plt.ylabel ("Términos")

plt.grid (True)

5 plt .show ()

Codigo 3.6: Serie de Abraham Sharp.

e Codigo para aproximar w con la serie de John Machin

El programa calcula una aproximacion del nimero 7 utilizando la serie de Machin. Solicita al
usuario el nimero de cifras decimales correctas que desea en la aproximacion, luego itera sobre
cada nimero de cifras decimales. Dentro de cada iteracién, aproxima 7 utilizando la serie de
Machin hasta alcanzar la precisién deseada. Registra el numero de términos utilizados en la
aproximacion y lo grafica junto con el numero de cifras decimales correctas.

#import sys

#sys.set _int max str digits(0)

from pylab import x*

import matplotlib.pyplot as plt

from mpmath import * #usamos la biblioteca mpmath para calcular con precision
arbitraria

s N=int (input ("Namero de cifras decimales correctas: "))
In =[] #numero de cifras decimales correctas
lj=[] #numero de terminos

for n in range(N+1):

In . append (n)

mp.dps=n+10 #Puedes ajustar dependiendo de lo que desees

pi_t=mp.mpf(str(pi) [:n+2]) F#truncamiento de pi exacto a n decimales

suma = mp.mpf(0)

j=mp. mpf(0)

Error=1

while Error >0:
suma +=4#(—1)**]j /(2% j+1)*(4d*5xx(—2%j—1) — 239xx(—2xj—1))
suma_t=mp.mpf(str (suma) [:n+2]) #truncamiento de pi aproximado
Error=abs(pi_t—suma_t)
j=j+1

1j .append(j—1)

print ("n=",n)

print ("j=",j—1)

print ("suma=" ,suma)

plt.plot (ln,1j ,marker="0’,linewidth=2,color="r’ ,markersize=7)

plt.title ("Convergencia de m en la serie de Machin por términos")
plt . xlabel (" Cifras decimales correctas")

plt.ylabel ("Términos")

plt.grid (True)

as plt .show ()

Codigo 3.7: Formula de John Machin.
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e Codigo para aproximar 7 con la serie de Euler

Este programa realiza una tarea similar al anterior, pero en este caso, calcula una aproximacién
de 7 utilizando la serie de Euler.

#import sys
#sys.set _int max _str digits(0)

3 from pylab import =

IS

N}

import matplotlib.pyplot as plt

from mpmath import * #usamos la biblioteca mpmath para calcular con precisioén
arbitraria

N=int (input ("Namero de cifras decimales correctas: "))

from time import time

ti=time ()
ln:[] #numero de cifras decimales correctas
1j :[] #numero de terminos

for n in range(N+1):
In .append(n)

mp. dps=n+10 #Puedes ajustar dependiendo de lo que desees
pi_t=mp.mpf(str (pi) [:n+2]) F#truncamiento de pi exacto a n decimales
suma = mp.mpf(0)

j=mp. mpf(0)

Error=1

while Error >0:
suma +=4*x(—1)*xj /(2% j+1)*(2%x(—2%]—1) + 3*x(—2%j—1))
suma_t=mp.mpf(str (suma) [:n+2]) #truncamiento de pi aproximado
Error=abs(pi_t—suma_t)
=i+l

1j .append(j—1)

tf=time ()

tiempo=tf—ti

print ("j=",j—1)

print ("suma=" ,suma)

print ( ’tiempo = ’, tiempo)

plt.plot (In,1j ,marker="0",linewidth=2,color="r’ ,markersize=T7)
plt.title ("Convergencia de m en la serie de Euler por términos")
plt . xlabel (" Cifras decimales correctas")

plt.ylabel ("Términos")

plt.grid (True)

plt .show ()

Codigo 3.8: Formula de Euler.

e Codigo para aproximar 7 con la serie de William

Este programa comparte la funcionalidad de los anteriores, pero en este caso, emplea la formula
de William para calcular una aproximaciéon de 7.

#import sys
#sys.set int max str digits(0)
from pylab import =*

import matplotlib.pyplot as plt
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from mpmath import % #usamos la biblioteca mpmath para calcular con precision
arbitraria

s N=int (input ("Namero de cifras decimales correctas: "))

from time import time

ti=time ()
In =[] #numero de cifras decimales correctas
lj =[] #numero de terminos

; for n in range(N+1):

In . append(n)
mp. dps=n+10 #Puedes ajustar dependiendo de lo que desees
pi_t=mp.mpf(str(pi) [:n+2]) F#truncamiento de pi exacto a n decimales
suma = mp.mpf(0)
j=mp. mpf (0)
Error=1
while Error >0:
suma +=4#(—1)**]j /(2% j+1)*(4*5xx(—2%j—1) — TOxx(—2%j—1) + 99*x(—2%j—1))
suma_t=mp.mpf(str (suma) [: n+2]) #truncamiento de pi aproximado
Error=abs(pi_t—suma_t)
=i+l
1j .append(j—1)

tf=time ()

tiempo=tf—ti

print ("j=",j—1)

print ("suma=" ,suma)

print ( 'tiempo = ’,tiempo)

5 plt.plot(ln,lj ,marker="0",linewidth=2,color="r’ ,markersize="7)

IS

plt.title ("Convergencia de m en la serie de William por términos")

plt.xlabel ("Cifras decimales correctas")
plt.ylabel ("Términos")
plt.grid (True)
plt .show ()
Codigo 3.9: Formula de William.
e Codigo para aproximar m con la serie de Shulz
Este programa sigue la misma estructura que los anteriores, pero esta vez utiliza la férmula de
para calcular una aproximacion de 7.
#import sys
#sys.set _int max str digits(0)
3 from pylab import =
import matplotlib.pyplot as plt
from mpmath import #* F#usamos la biblioteca mpmath para calcular con precision
arbitraria
s N=int (input ("Namero de cifras decimales correctas: "))

from time import time

ti=time ()
In =[] #numero de cifras decimales correctas
lj=[] +#numero de terminos

for n in range (N+1):
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In .append(n)
mp. dps=n+10 #Puedes ajustar dependiendo de lo que desees
pi_t=mp.mpf(str (pi) [:n+2]) F#truncamiento de pi exacto a n decimales
suma = mp.mpf(0)
j=mp. mpf(0)
Error=1
while Error >0:
suma +=4%(—1)**]j /(2% j+1)*(2xx(—2%j —1) + HSax(—2%j—1) + 8*x(—2%j—1))
suma_t=mp.mpf(str (suma) [:n+2]) #truncamiento de pi aproximado
Error=abs(pi_t—suma_t)
=i+l
1j .append(j—1)

tf=time ()

tiempo=tf—ti

print ("j=",j 1)

print ("suma=" ,suma)

print ( ’tiempo = ’, tiempo)

plt.plot (In,1j ,marker="0",linewidth=2,color="r’ ,markersize=T7)
plt.title ("Convergencia de m en la serie de Shulz por términos")
plt . xlabel (" Cifras decimales correctas")

plt.ylabel ("Términos")

plt.grid (True)

plt .show ()

Codigo 3.10: Formula de Shulz.

e Codigo para comparar tiempos de calculo: Secuencia de Arquimedes vs Serie de
Machin

Este programa genera una gréafica comparando los tiempos de céalculo de la secuencia de Arqui-
medes y la serie de Machin segiin el nimero de iteraciones, usando matplotlib para visualizar cual
es més eficiente.

import matplotlib.pyplot as plt

# Datos

n = [10, 100, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000]
arquimedes = [0.005, 0.01, 0.5, 2.4, 6.6, 14, 25]
machin = [0.007, 0.2, 47, 456, 1567, 4049, 9491]

# Crear la grafica
plt.figure (figsize=(10, 6))

plt.plot (n, arquimedes, marker="0’, linestyle="~", color="b’, label="Secuencia
de Arquimedes’)
plt.plot (n, machin, marker="0’, linestyle="-", color="r’, label="Serie de

Machin )

# Agregar titulos y etiquetas

plt.title (’Comparaciéon de tiempos de calculo )
('n’)

plt.ylabel (’Tiempo (s)’)

plt.legend ()

plt.grid (True)

# Mostrar la grafica
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plt .show ()

Codigo 3.11: Grafica comparativa de la secuencia de Arquimedes vs serie de Machin

Etapa del siglo XX

e Codigo para aproximar 7 con la férmula de Ramanujan

Este cdédigo implementa la formula de Ramanujan para calcular una aproximacion del valor de 7.
Primero, solicita al usuario el niimero de términos de la serie que desea utilizar. Luego, establece la
precision de los célculos y realiza iteraciones para calcular la serie de Ramanujan hasta el ntimero
de términos especificado. Finalmente, utiliza la serie calculada para obtener una aproximacion
del valor de 7 y lo imprime junto con una etiqueta identificando el método utilizado.

from mpmath import mp
n = int (input ("Cudntos términos de la serie quieres agregar a partir de 3:"))

; precision=8xn

9

=

0

1

12

13

1
2

3

mp.dps = precision + 10 # Establecer la precision de mpmath

divisor = mp.mpf(396) =*x 4

aux = divisor

factor = mp.mpf(1103+26390)

incremento = mp.mpf(26390)

auxiliar = mp.mpf(6)

coeficiente = mp.mpf(24)

resinicial = mp.mpf(1103)

resfinal = resinicial + coeficiente % factor / divisor

for i in range(2,n):
divisor *= aux
factor += incremento

coeficiente = 4 x(auxiliar ** 3 — auxiliar) / mp.power(i, 3)
auxiliar += mp.mpf(4)
resinicial = resfinal

resfinal += factor % coeficiente / divisor

s pia=(9801 / (2 % mp.sqrt(2) * resfinal))

print ("Ramanujan")
print ("El valor de pi es", pia)

Coédigo 3.12: Formula de Ramanujan

e Codigo para aproximar m con la serie de los hermanos Chudnovsky.

El codigo calcula una aproximacion precisa del valor de 7 utilizando la féormula de los hermanos
Chudnovsky y proporciona informacion sobre la precision de la aproximacion y el tiempo necesario
para calcularla.

from mpmath import
from time import time
ti=time ()
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s n = int (input ("Cuadntos términos de la serie quieres agregar a partir de 3: "))

~

precision=14%n
mp.dps = precision+10 # Establecer la precisién de mpmath

divisor = (—1) % mp.mpf(640320) =*x 3
cubo = divisor
factor = mp.mpf(558731543)

> incremento = mp.mpf(545140134)

auxiliar = mp.mpf(18)

coeficiente = mp.mpf(120)

resinicial = mp.mpf(13591409)

resfinal = resinicial + coeficiente % factor / divisor

for i in range(2,n):
divisor x= cubo
factor += incremento
coeficiente #= (auxiliar #*x 3 — mp.mpf(16) * auxiliar) / mp.power(i, 3)
auxiliar += mp.mpf(12)
resinicial = resfinal
resfinal += factor * coeficiente / divisor

s pi_a= (mp.sqrt(—1 * cubo)) / (12 * resfinal)

error=abs (pi—pi_a)
tf=time ()
tiempo=tf—ti

# Ejemplo de uso
print ("El valor de pi aprox es", pi_a)

print ( 'numero de terminos de la serie = 7, i+41)
print (’error=’,error)
print ('tiempo = ’,tiempo)

Codigo 3.13: Formula de los hermanos Chudnovsky.

Anexo A

e Programa 1

Este codigo busca y cuenta cuantas veces aparece cada secuencia de un solo digito en las primeras
n posiciones decimales de 7, imprime los resultados y luego muestra un grafico de lineas que
representa las frecuencias de las secuencias.

3 import sys

from mpmath import =
import matplotlib.pyplot as plt

s #sys.set int max str digits(0)

n
P =

10%%x5 # longitud de pi, su parte decimal
10%xx1 # secuencias de 0 hasta p—1 a buscar

mp.dps = n + 10
pi_t = mp.mpf(str(pi)[:n+2])
pi_str = str(pi_t)
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print ("Hasta la posicion decimal #", n)

; print ("\n {:712} {:~12} {:~12}" . format("Secuencia" , "Frecuencia", "
Porcentaje"))
I1f = [] # Lista para almacenar las frecuencias
ls = [] # Lista para almacenar las secuencias en cada subintervalo

for m in range(p):

secuencia = str("{:01d}".format(m)) #secuencias de un digito
i =0
for i in range(len(pi_str) — len(secuencia) + 1):
if pi str[i:i + len(secuencia)] = secuencia:
j =1

1f .append(j)

ls . append(str (m))

print (" {:~12} {:~12} {:~12.2f}" .format(secuencia, j, j*x100/n)) #debe
estar dentro del for

Fmin = min(1f)
Fmax = max(1f)

5 print ("\nFrecuencia minima =", Fmin)

print ("Frecuencia maxima =", Fmax)

# Grafica de lineas

plt.plot(ls, If, marker="0’, linestyle="—")
plt.title ("Secuencias vs Frecuencias")
plt.xlabel ("Secuencia')

plt.ylabel ("Frecuencia')

plt.grid (True)

plt .show ()

Codigo 3.14: Busqueda de secuencias en el valor de .

e Programa 2
El codigo busca y cuenta cuantas veces aparece cada secuencia de un solo digito en las primeras
n posiciones decimales de 7, e imprime el resultado para cada secuencia junto con su porcentaje
en relacion con la longitud total de 7. Luego muestra una gréafica de lineas que representa las
frecuencias de las secuencias.

import sys

from mpmath import =

import matplotlib.pyplot as plt

#sys.set _int max str digits(0)

n = 10%x5 +# longitud de pi, su parte decimal

p = 10%%x2 +# secuencias de 0 hasta p—1 a buscar, es la secuencia maxima de

longitud 2

mp.dps = n + 10
pi_t = mp.mpf(str(pi)[:n+2])
pi_str = str(pi_t)

s print ("Hasta la posiciéon decimal #", n)

print ("\n {:712} {:712} {:712}" . format("Secuencia" , "Frecuencia", "
Porcentaje"))

91



Maria Fernanda Dominguez Cerda

If =

[] # Lista para almacenar las frecuencias
ls = [] +# Lista para almacenar las secuencias en cada subintervalo

for m in range(p):

secuencia = str("{:02d}".format(m)) #02 es para buscar secuencias de
longitud 2
=0
for i in range(len(pi_str) — len(secuencia) + 1):
if pi_str[i:i + len(secuencia)] = secuencia:
i +=1

1f .append(j)

ls .append (str (m))

print (" {:~12} {:~12} {:~12.2f}" .format(secuencia, j, j*100/n)) #debe
estar dentro del for

Fmin = min(1f)
Fmax = max(1f)

print ("\nFrecuencia minima =", Fmin)
print ("Frecuencia maxima =", Fmax)
5 # Grafica de lineas
; plt.plot(ls, 1f, marker="0’, linestyle="-")

plt.title ("Secuencias vs Frecuencias")
plt . xlabel ("Secuencia")

plt.ylabel ("Frecuencia")

plt.grid (True)

plt .show ()

Codigo 3.15: Analizador de secuencias en 7: Determinando la frecuencia de ocurrencia de secuencias

de digitos especificas en el valor de 7.

e Programa 3

Este codigo busca analizar la distribuciéon de secuencias de digitos dentro del valor de = hasta
una longitud especifica. Utiliza la biblioteca mpmath para obtener una aproximacion precisa de
7w con la longitud deseada y luego examina la frecuencia de ocurrencia de cada secuencia de
digitos (de 0 a p-1). El proceso implica buscar cada secuencia en la cadena de digitos de 7 y
contar cuantas veces aparece. Finalmente, imprime una tabla que muestra cada secuencia, su
frecuencia de ocurrencia y el porcentaje correspondiente en relacion con la longitud total de .
Este analisis proporciona informacién sobre la distribucion de digitos en 7 y puede ser ttil para

N

estudios estadisticos o para satisfacer la curiosidad matematica sobre la naturaleza de .

import sys
#sys.set int max str digits(0)
from mpmath import x

n=10%x5 # longitud de pi, su parte decimal

; p=1001 # secuencias de 0 hasta p—1 a buscar

mp. dps=n+10

pi_t=mp.mpf(str (pi) [:n+2])
pi_str=str(pi_t)

n

print ("Hasta la posici6n decimal # ", n)
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5 print ("\n {:~12} {:~12} {:~12}" . format("Secuencia" , "Frecuencia", "
Porcentaje"))
1+ for m in range(p):

15 secuencia = str("{:01d}".format (m))

16 j:()

17 encontrada = False

18 for i in range(len(pi_str) — len(secuencia) + 1):

19 if pi str[i:i + len(secuencia)] = secuencia:

20 encontrada = True

21 j+=1

22 print (" {:712} {:712} {:~12.2f}" .format(secuencia, j, j*100/n))

23 # print (secuencia, "frecuencia: ",j, " frecuencia relativa: ", j*100/n,
H()/(’)H)

Codigo 3.16: Analisis de frecuencia de secuencias en 7.
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