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Introduccion

Este trabajo trata sobre el concepto de limites, para entender este concepto nos apoyare-
mos en las series y sucesiones (en los ndmeros reales y complejos). Nos resulta confuso
al principio entender que una serie sea una suma, al reflexionar por qué, nos daremos
cuenta de que “serie”’es una palabra que se usa en el espafiol no-matematico para cosas
que no son sumas: en México decimos que vemos una serie de television, que necesita-
mos el nimero de serie de un vehiculo para asegurarlo, que una serie de contratiempos
me impidi6 publicar esta entrada més temprano el dia de hoy (veridico), entre otras cosas.
Por tanto, para poder trabajar con “series”’en matematicas, debemos estar conscientes de
esta diferencia de significado.

En general, las sucesiones se utilizan para representar listas ordenadas de elementos pero,
sobre todo, dentro de las matematicas discretas son empleadas; asi como dentro de las
ciencias de la computacion, en la teoria de juegos; en economia, cuando se considera una
renta perpetua, los valores actuales de cada uno de sus términos constituyen una suce-
sion; en fisica, la suma de la distancia recorrida por un cuerpo que se deja caer y rebota,
también es un tipo de sucesion, en general sus aplicaciones; en biologia, es frecuente bus-
car el limite de una sucesién como solucién a problemas relacionados con la evolucién
de especies o la expansion de genotipos en una poblacion; tienen algunas aplicaciones
dentro de la ingenierfa y la informatica, por ejemplo en el campo de las comunicaciones
el manejo de las sefiales se hace mediante las series de Fourier, la series de Fibonacci sir-
ven en el campo de la informética para generar nimeros aleatorios; si estamos reuniendo
un dinero en una alcancia y todos los dias colocamos dos mas que el dia anterior enton-
ces tenemos lo que colocamos cada dia esta dado por una sucesion aritmética y el total
que tenemos por una serie o la suma de una sucesion; son usadas siempre en la vida dia-
ria, a veces sin darnos cuenta, asi como en calculo diferencial, ecuaciones diferenciales
ordinarias, analisis real I de la carrera de modelacion matematicas, entre otras.

Se apoya de manera general a los estudiantes de ingenieria y dreas relacionadas del cole-
gio de ciencia y tecnologia de cualquier escuela superior, para comprender los conceptos
de limites que se imparten en los primeros semestres de cualquier carrera relacionada
con las llamadas “ciencias duras”. Por desgracia no se incluye los limites en los temas de
variable compleja los cuales son muy importantes.

En el Capitulo 1 se inicia la construccion de esta teoria comenzando desde el concepto
de funcién hasta llegar al significado de limite de una sucesién y saber calcular limites
de sucesiones sencillas, saber que las sucesiones mondtonas acotadas tienen limite y
saber utilizar este hecho, conocer el concepto de subsucesion y el teorema de existencia



de subsucesiones convergentes en una sucesion acotada, conocer que los conceptos de
sucesion de Cauchy y de sucesion convergente son equivalentes. En el Capitulo 2 se ve
todo lo relacionado con el conocimiento basico de series, trabajamos series con términos
positivos, series absolutamente convergentes, series alternantes, convergencia de series
de potencias. El aparato matemético que describe las capacidades transmutativas de los
numero reales es la teorfa de funciones reales de una variable real. Esto en general lo
vemos en el Capitulo 3 con algunas aplicaciones para un mejor entendimiento de los
limites.
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Capitulo 1

Sucesiones

1.1. Funcion

Un concepto importante de todas las matematicas es, sin duda alguna, el de Funcién. En
muchos campos de la matematica moderna, los estudios y las investigaciones se centran
en el andlisis de funciones. Por ende no debe sorprender que el concepto de funcién sea de
una gran generalidad. Por el momento, iniciaremos nuestra descripcion con comentarios
y definiciones para el caso de funciones de una o mas variables.

En el tratamiento de funciones de una variable real no es adecuado pensar que el trabajo
que se realiza por comprenderlas es limitado puesto que existe una enorme cantidad de
este tipo. En los temas que desarrollaremos a lo largo de este escrito, trataremos de darle
una interpretacion tanto fisica como matematica. Los ejemplos que siguen de funciones
tienen el fin de ilustrar como se trabajan las funciones de una variable real en diversas
dreas.

1. Laregla que asigna a cada nimero su cubo.

2. La fecha de nacimiento que se le asigna a cada ser humano (entendemos su fecha
de nacimiento como el dia de su alumbramiento).

3. SeanV ={a,e,i,o,u} yW = {a,e,o,u}, entonces podriamos definir una regla que
asocie a cada elemento del conjunto V un elemento del conjunto W.

4. Los nimeros que se le asignan a cada pagina de algun libro.

Definicion 1.1.1 (El Concepto de Funcién). Una Funcién f de un conjunto A en un
conjunto B es una ley que aplica a cualquier elemento x de A hace que se transforme en
un elemento f(x) de B. Para todo x € A, el simbolo f(x) representa un tnico elemento
de B, que llamamos el valor de la funcion f es x o la Imagen x bajo f. El conjunto A es
el Dominio de f y el conjunto B es el Contradominio de f. El subconjunto de B es el
Rango de f o Conjunto de valores que toma f en A.
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Dominio Contradominio
Funcion
A f B
—
Valores que lej, Valores que nos
damos a la funcién devuelve la funcién

Las funciones reales de una variable real son funciones f de un subconjunto S de R en
R, que en simbolos las denotas:

f: SCR —- R
e f)

Ejemplo 1. Toda sucesién {a,, }nen de nimeros reales, es una funcién m de N en R,

- . m+1 . S
m — a,,. La siguiente funcién I(m) = 3 I describe la sucesion siguiente:
m J—

2
I = —=1
2
3
2 = -
5
m+1
m

3m—1

1.2. Las sucesiones y sus limites

Un ejemplo de una sucesion de nimeros reales en la vida real es el crecimiento de una
planta. Imagina que tienes una planta joven y mides su altura cada semana. Obtendras
varias medidas que representan el crecimiento de la planta a lo largo del tiempo. Esta
sucesion de medidas es una sucesion de numeros reales.
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Por ejemplo, podrias tener una sucesion como esta:

Primera semana: 10cm.
Segunda semana: 12cm.
Tercera semana: 15cm.

Cuarta semana: 18cm.

Cada nimero en esta sucesion representa la altura de la planta en una semana especifica.
Esta sucesion muestra un patrén claro de crecimiento: cada semana, la planta es un poco
mads alta que la semana anterior. En matemaéticas, podriamos estudiar esta sucesion para
entender patrones de crecimiento, predecir la altura futura de la planta, o incluso modelar
el crecimiento de plantas en general. Este ejemplo ilustra como las sucesiones de niimeros
reales no son solo un concepto abstracto en mateméticas, sino que también se pueden
encontrar y utilizar para comprender fendmenos en el mundo real.

Otro ejemplo de una sucesion de nimeros reales en la vida real es el ahorro de dinero en
una cuenta bancaria con interés compuesto.

Imagina que depositas una cantidad inicial de dinero en una cuenta de ahorros que ofrece
un cierto porcentaje de interés compuesto anualmente. Supongamos que no realizas mas
depositos ni retiros. Cada afo, el saldo de tu cuenta no solo gana interés sobre el monto
original, sino también sobre los intereses acumulados de los afios anteriores. Esto crea
una sucesion de nimeros reales que representa el saldo de tu cuenta a lo largo del tiempo.
Por ejemplo:

Primera ano: $1,000.
Segunda afio: $1,050 (si el interés es del5% por afio).
Tercer afo: $1,102.50 (el saldo del afio2mads el5%de interés).

Cuarta afio: $1,157.63y asi sucesivamente.

La férmula para calcular el saldo en el afio n con un interés compuesto anualmente es:
Saldo en el afio = Monto inicial x (14 tasa de interés)".

Esta sucesion de saldos anuales es un ejemplo cldsico de como las sucesiones de niimeros
reales se utilizan en finanzas para modelar el crecimiento del dinero a lo largo del tiempo
bajo el efecto del interés compuesto.

No cabe duda de que las sucesiones constituyen una herramienta muy util en el estudio
de la topologia de espacios métricos y en particular en el anélisis real. De sobra sabemos
que el anélisis matematico se caracteriza por utilizar los procesos de paso al limite. La
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teoria de sucesiones nos ayudard a introducirnos en el campo de los limites de funciones,
mucho mds complejos y menos intuitivo que los limites de sucesiones.

No basta con el solo conocimiento de la existencia de ciertos nimeros reales para dis-
poner eficientemente de ellos, es necesario precisar su identidad. Precisar la identidad
de cierto nimero (real) significard aproximar por nimeros conocidos, pueda demos-
trarse, deduzcan tal comportamiento o caracteristica del nimero propuesto. La regla de
L’Hospital (véase [5] o [6]) es de especial importancia. La teorias de series y sucesio-

nes son una opcidn que resuelva parcialmente este problema. Las demostraciones para la
convergencia de series se consideran brevemente, con justificaciones intuitivas més que
formales. Las estimaciones numéricas de sumas de series estdn basadas en qué prueba se
uso para demostrar convergencia.

Con el estudio de limites de sucesiones se inaugura el estudio del cdlculo (o anélisis)
infinitesimal. Este nombre se debe a que se va a especular con cantidades infinitesima-
les (infinitamente pequefias) en el cédlculo diferencial e integral, fundamentalmente, y se
reflexionara acerca de sucesiones de nimeros al considerar una cantidad infinita de tér-
minos. Los conceptos del andlisis infinitesimal son de una extraordinaria sutileza y el
fruto de muchos anos de pensamiento. Las sucesiones numeéricas y series pueden parecer
conceptos idénticos, pero como objetos matematicos estdn definidas de distinta manera.
Analicemos, entonces, sus caracteristicas bdsicas y sus definiciones para entender sus
diferencias.

Definicion 1.2.1. Una sucesion es una funcion cuyo dominio es el conjunto de los enteros
positivos.

La imagen de una sucesion serd un conjunto de nimeros reales. Otra definicién que se
puede emplear es la siguiente:

Definicion 1.2.2. Si a cada entero positivo le corresponde un niimero real, diremos que
se define una sucesion.

0.5

Z

En consecuencia, si / representa una sucesion, entonces a cada entero positivo n le corres-
ponde uno y sélo un nimero real /(n), es decir, si el n-ésimo término estd dado por /(n),
entonces la sucesion es el conjunto de parejas ordenadas (n,[(n)), lo cual se representa
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Ccomo.:

de donde (1) es el primer término de la sucesidn, [(2) es el segundo término de la
sucesion y asi sucesivamente, [(n) es el n-ésimo término de la sucesién, muchas veces
también se le llama a éste, término general de la sucesion. A ciertas sucesiones les ocurre
lo siguiente. Al crecer n, el término n-ésimo a, se aproxima a cierto nimero real que lo
representaremos por L. Todas las sucesiones tienen el mismo dominio. Graficamente

0.5

Por lo que en sucesiones no se emplea la notacién de funciones, sino una notacién con
sub-indices, esto es, se reemplaza cada elemento de la imagen [(1),/(2),...,I(n),... por
ai,as,...,dn,...endonde aj es el primer término de la sucesion, a; es el segundo término
de la sucesion y asi sucesivamente, a, es el n-ésimo término de la sucesién o término
general de la sucesion. Notar que los sub-indices representan el dominio de la sucesion.

Con base en lo anterior, se representa a una sucesion mediante su término general co-
mo {a, },en, es decir, las sucesiones por lo regular se definen mediante una férmula la
cual involucra a su término general. A continuacion se presentan algunos ejemplos de
sucesiones.

Ejemplo 2. Consideremos la sucesion { " } .
n+1 neN

Demostracion. Los términos de esta sucesion son

12 n
2737"'7n+17
donde
1 _2 _n
a) = 7,4z 37' ’an_l’l—i—l"

graficamente
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ap

Como podrd notar, los términos de la sucesion se aproximan al nimero real 1. Nos po-
demos acercar al uno tanto como lo creamos necesario, pero es imposible que alguno de

los términos sea precisamente igual a uno.

Se puede establecer que a, tiende a uno cuando »n tiende a infinito y decimos que el limite

de la sucesion es el numero real uno.

2
Ejemplo 3. Consideremos la sucesion " .
5Sn—3 neN

Demostracion. Los términos de esta sucesion son

PR

]

2 4 2n donde 2 4
— .. ay=—-,ay = =
27’ "5, 3’ 1 2’ 2 7
graficamente
R
1r---- 4
,,,,, S
0.5 l l
1 2 3 4 5

2n
a, =
y“n 5n_37
an
N

. . ) 2
Se pude notar, los términos de la sucesion se aproximan al nimero real —. Nos podemos

acercar al dos quintos tanto como lo creamos necesario, pero es imposible que alguno de

. . ) 2
los términos sea precisamente 1gual a g

: 2 : o :
Ya podemos establecer que a, tiende a 5 cuando n tiende a infinito y decimos que el

limite de la sucesion es el ndmero real —.

1
Ejemplo 4. Consideremos la sucesion { } .
n+1 neN

Demostracion. Los términos de esta sucesion son

11 1
PR LR R

O
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donde
1 1 1
a1 = =,ay = =,...,ay = .
1 27 2 37 yUn n+17
graficamente
R
1
05r---4 @
i i an N
1 2 3 4 5

Podemos notar los términos de la sucesion se aproximan al nimero real 0. Nos podemos
acercar al cero tanto como lo creamos necesario, pero es imposible que alguno de los
términos sea precisamente igual a cero.

Ya se pude establecer que a, tiende a cero cuando n tiende a infinito y decimos que el
limite de la sucesion es el nimero real cero. ]

Ejemplo 5. Fije a € R. n +— a es la sucesion de constantes de valor « los términos de

esta sucesion son los nimeros a,4a,...,a,... graificamente
R
1

————— sk -----------a

| | |
0.5 l l l

l l l
| | |
| | I N
1 2 3 4 5

Demostracion. Como podra notar, los términos de la sucesién se aproximan al nimero
real a. Nos podemos acercar a la a tanto como lo creamos necesario, pero es imposible
que alguno de los términos sea precisamente igual a a.

Podemos establecer que a, tiende a a cuando 7 tiende a infinito y decimos que el limite
de la sucesion es el nimero real a. [

Ejemplo 6. Para toda n € N definimos ay;_; := 1, ay; := 0. Es una sucesién {a, },en,
cuyos términos son los nimeros

1,0,1,0,1,0,...,1,0,...

Ejemplo 7. La sucesién {(—1)"},cn es una sucesion cuyos términos son los ndimeros
1=, =1, 1, =1, =1 1,—1,...
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. . 1\" . .
Ejemplo 8. La sucesion { (1 + - es una sucesion cuyos términos son los nd-
neN

1 2 3 1 n
merosZ,(1+—> ,(1+ ) ,...,(1—1——) yen
2 n
es una sucesién cuyos términos son los

1 1
i l.1l—=-.1—-2=
ngmeros 1,1—3,1-7

Ejemplo 10. Podemos definir una sucesién {a, },cn, de la siguiente manera.
1. a;=V2.

2. Si ay esta definido, definimos ag;; = v/2ax. En estas condiciones el principio de
induccién afirma que a, estd definido para cualquier n € N. Los términos de la

n
1
., . 1 l+i l_._L_._L ok
sucesion {a, }nen son los nimeros 22, 22722 22722703 =1 P
Una progresion es una “sucesion de nimeros o términos algebraicos entre los cuales hay
una ley de formacién constante”. Lo que quiere decir esta definicién es que se llama

progresiones a ciertos tipos de sucesiones que se pueden definir dando una regla que
relaciona cada término con el término siguiente.

En la préctica, nunca se usa la palabra progresion de forma aislada, sino que siempre
va acompafiada de uno de estos tres adjetivos: aritmética, geométrica o armodnica. Es
decir, a efectos practicos una progresion es una sucesion que cumple una de estas tres
condiciones:

1. La diferencia entre dos términos consecutivos es constante (progresion aritmética).
2. El cociente entre dos términos consecutivos es constante (progresion geométrica).

3. La sucesion formada por los inversos (el inverso del nimero a es el nimero 1/a)
de cada uno de los términos es una progresion aritmética (progresion armonica).

Asi que, si: todas las progresiones son sucesiones, pero no todas las sucesiones son pro-
gresiones.

Ejemplo 11 (Progresion geométrica). Fijemos a,r € R con r # 1. Definimos la siguiente
sucesion {ay},cn de nimeros reales de la siguiente manera.

1. ay=:a
2. Si ay estd definido, entonces ag,| =: air.

Demostracion. En efecto, en estas condiciones el principio de induccién afirma que a,
estd definido para cualquier natural 7.
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Una tal sucesion {a,},cy se llama progresion geométrica de razén r. Convenimos en
dar valor a las expresiones de la forma S°.

ag = ar*™! para toda k& N.

En efecto, aj = a y ar'~! = a, luego la igualdad propuesta se cumple para el nimero

1. Si la igualdad se cumple para el nimero 7, a, = ar*~!. Entonces, a,,1 = a,r implica
an 1= (ar*Nr, luego a, | = ar™ D=1 Porlo tanto la igualdad se cumple también para
n+1.

El principio de induccién afirma entonces que la relacion se cumple para cualquier natu-

ral.
1—r*
a1+...+ak:a1

para todak € N.

—r

1— 1
I T a, luego la igualdad propuesta se cumple para el niimero
—r

En efecto, aj =aya
1.

Suponga que la igualdad se cumpla para el ntimero n :

1—7"
a+---+a,=a .
1—r
Tenemos
aj+---+app1 = (a1 +---+ap) +ans1.
Entonces
1—"
ay+--+app1 =a = +ant1-
Pero
any1 = ar".
Entonces
1-7r" "
ar+---+apr1=a +ar’,
1—r
luego
1_rn+1
a+---tap1 =a
1—r

Hemos probado que entonces la igualdad también se cumple para n+ 1.

El principio de induccién afirma entonces que la igualdad propuesta se cumple para cual-
quier natural. Alguna consecuencias de las relaciones demostradas son las siguientes.

7k

1. a1—|—~-~—|—ak:a1 para todak € N.

—r
ak — bk

= a1+ d b+ abk T
a—>b

2. Sia,b €Rcona#bya#0, entonces

b*~! para todak € N.
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]

Ejemplo 12 (Progresion aritmética). Fijamos a,d € R. Definimos una sucesion {a, },cy
de nimeros reales como sigue:

1. a; =:a.
2. Si ay, estd definido, entonces a1 =: a; +d.

Una tal sucesion {a,}, serd llamada progresién aritmética de diferencia d.

ap =a+ (k—1)d para toda k € N,
k
ay+--+a= 5(2a+(k—1)d) para toda k € N.

En las graficas de los ejemplos anteriores, podemos observar que cuando mas nos apro-
ximamos a los limites, la distancia entre los términos cada vez es menor de modo que
todos los términos, una vez alcanzada cierta etapa de la sucesion, pueden concentrarse
en un intervalo alrededor del limite entonces L estard en el intervalo que anteriormente
mencionamos.

L—¢ L L+¢

En estd gréfica € representa un nimero positivo. (Ahora definiremos el concepto de
limite de una sucesion considerando la definicién de valor absoluto puesto que estamos
tratando con distancias).

Tomando como base las consideraciones anteriores podemos hacer |a, — L| menor que
cualquier € dada tomando n bastante grande y que a partir de cierto entero particular N se
cuple, esto es, los primeros términos que pueden ser pocos o bastantes, en un momento
dado tiene que rebasar a un cierto nimero N es decir, cuando n > N la distancia entre los
términos serd muy pequefia puesto que en ese instante ya estaremos ubicados dentro del
intervalo en el cual se encuentra el limite. Entonces, una vez que la sucesion alcanza esta
etapa, todos los términos se localizan dentro del intervalo (L — &,L+ €), o bien

—&<a,—L<e
de donde
la, —L| < €

y esto serd vdlido, como ya hemos analizado s6lo para todo n mayor que cierto entero
particular N.

La formulacién precisa del concepto de aproximacién es la siguiente. La definicion for-
mal de limite de una sucesion es:
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Definicion 1.2.3. Dada la sucesion {a, },c decimos que a, — L cuando n — oo, si para
todo € > 0 existe un entero positivo N talque |a, — L| < € para todo n > N y escribimos

lim a, = L.
n—oo

Debe tenerse presente que las sucesiones son funciones y por ello, para una sucesion, lo
mismo que para una funcion, se puede representar por medio de una grafica, ain cuando
no es muy conveniente graficar de igual forma para ambas puesto que el comportamiento
de las sucesiones implica en ciertas ocasiones posibles confusiones.

Para evitar este tipo de problemas, se tiene por costumbre, y de antemano ya lo hemos
hecho, marcar los términos de una sucesion sobre una recta. El hecho de que una sucesion
{an},cn converja a un nimero L lo interpretaremos geométricamente diciendo que la
recta paralela al eje de las abscisas de altura L es una asintota para la coleccién de puntos
(L,ay),(2,a3),...,(N,an),...,(n,a,) ... graficamente

R
Lte g, I  na)
O Vo)
] e bomooe -
Fé2--- oo (2,612) 3 3
*ai”‘(laaID : :
! ! : N
1 2 3 4 5 N n

Entonces para cualquier franja de anchura 2€ > 0, centrada en la recta anterior, existira
N € N tal que la coleccién de puntos (N,ayn), (N+1,an+1),---,(n,a,),. .. estard dentro
de la franja.

Luego los términos ay, a1, --,dn, - - . de la sucesion serdn elementos del intervalo (I —

€,L+ ¢€). Por lo tanto, para cualquier € > 0 existird N € N tal que |a, — L| < € para

cualquier n > N, en simbolos: 1im a, = L si y sélo si existe N € N tal que |a, —L| < €
n—oo

paratodan > N.

Teorema 1.1. Si una sucesion en R converge a algiin niimero, este niimero debe ser el
tinico al que converja la sucesion.

Demostracion. Fijemos una sucesion {a, },c en R tal que converja a un nimero real L.
Supongamos que la sucesion {a,},cn también converja al nimero L'. Vamos a probar
entonces que L = L.

Fijemos € > 0. Observe que |L—L'| < |a, — L|+ |a, — L'| para toda n € N. Para el niimero
; > 0 existen N,N; € N tales que |a, — L| < g paratodan >Ny |a, —L| < ; para
€

5

) € €
No = max{N;,N}. Entonces |ay, —L| < 5y lay, —L'| < 5y

€
toda n > Nj. Luego |a, — L| < la, — L'| < 3 para toda n > max{N,N}. Escriba
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e €
IL—L'| <|ay, —L|+|an, — L'| < sty=¢ Luego |L — L'| < €. Hemos probado que
los numeros € > 0 satisface

IL-L'|<e. (1.1)
Observe que |[L—L'| > 0.

Si |[L — L'| fuera positivo deberia satisfacer la ecuacién (1.1). Esto significaria que |L —
L'| < |L—L'|. Lo cual seria contradictorio. Necesariamente |L — L'| debe ser el nimero
0,luego L—L' =0porloque L=1'. O

Definicion 1.2.4. Considere una sucesion {a, },cn en R y un ndmero real L. Si {a, }nen
convergente a L, diremos que L es el limite de la sucesién {a, },cn cuando n tiende a

+o0 y escribimos lim a, = L.
n—r+-oo

1
Ejemplo 13. Veamos que lim — = 0. Graficamente
n—+oon

0.5 t---------

. 1 1

Demostracion. En efecto, fijemos € > 0. Observe que ‘— — O‘ = — para toda n € N. Por
n n

la propiedad arquimediana de los nimeros reales se justifica la existencia de Ny € N tal

1 1 1 1
que — < €. Observa que n > Ny implica — < —. Entonces — < € para toda n > Ny. Por
N() n N() n

lo tanto

1
——0‘<8paratodan2N0. O
n

nz—n

. ] [
Ejemplo 14. Veamos quenng 173 Gréficamente

R

0.5 ap

aj | N
1 2 3 4 5

2
— 1 2n—1
Demostracion. En efecto, fijemos € > (0. Observe que rn ' "

A1 2| Ao PR

neN.
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2n—1 <2n
Pero para todan € N.
4n*—1 <3n?

< 2 ara toda n € N. Luego n’—n ! 2 ara todan € N. Po
— n .Lu — == n . Por
A2 —1-"3nF 89021 2| " 3P

la propiedad arquimediana de los nimeros reales se justifica la existencia de Ny € N tal

Entonces

e < =€, luego 2 < €. Observa que n > Ny implica 2 < 2 Entonces 2 < &€
ue — < —¢€, lu — ) va que n — < —. —
€N, =25 M 3y, quen = Ko TPUCa 2= 38, 3n

n’—n 1

para toda n > Ny. De donde 1 2

‘ < €. para todan > Ny. 0

1
Ejemplo 15. Veamos que lim — = 0. Graficamente
n—r—+oo 2N

0.5 ---- M

*****

Demostracion. En efecto, fijemos € > 0. Tenemos que

1 1
ﬁ—O‘ = para toda n € N.

Observa que o < — para toda n € N. Por la propiedad arquimediana de los niimeros
n
1 1 1
reales se justifica la existencia de Ny € N tal que A < €. Observa que — < N para toda
0 n 0
1 1
n > Ny. Entonces — < € para toda n > Ny. Luego o < € paratodan > Ny.
n

Por lo tanto

1
ﬁ—0‘<8parat0dan2No. O

Ejemplo 16. Veamos que lim /n = 1.

n—r—-oo

Demostracion. En efecto, fijemos € > 0. Observe que /n — 1 € R para toda n € N.
Considere la expresion [1 4 ({/n— 1)]" paran > 2. De acuerdo con la férmula del binomio

tenemos:
n

-0 = ¥ (7)1

k=0
Pero

kﬁ()(’,j)(%—l)k > (5) -2

n(n—1)
2

Entonces

(W/n—1)* paran > 2.
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Por otra parte
[1+ (/n—1)]" = n para todan € N.

Entonces 1
n> @(\"/ﬁ— 1)? para n > 2.
Luego

(Vn—1)* <

para todan > 2.
n—1

Observa que
2

n—1

4
< — para todan > 2.
n
Entonces 4
(W/n—1)> < = para toda n > 2.
n

Por lo tanto

2
|v/n—1| < — para toda n > 2.
n

[

Por la propiedad arquimediana de los niimeros reales se justifica la existencia de Ny € N
tal que

L g2
N 4
1 € 2 :
Entonces — < T para toda n > Ny, luego — < € para toda n > N;. Escribamos Ny =
n nz
max{2,N; }. Por lo tanto |\/n — 1| < € para toda n > Nj. O

Probaremos a continuacién un resultado de uso frecuente.

Proposicién 1.2. Si las sucesiones {an}nen, {bn }nen satisfacen las condiciones siguien-
tes

1. {an}nen converge a algiin niimero L.
2. {by — an}nen converge algiin cero.
Entonces también {b,},cn converge a L.

Demostracion. Fijemos € > 0. Observe que |b, — L| < |b, — ap| + |a, — L| para todan €
E E
N. Existen Ni, N, € N tales que |b, — a,| < 5 para todan>Nyyla,—L| < 5 para toda

n > N,. Escribamos Ny := max{N;, N, }. Entonces n > Ny implica |b, —a,|+ |a, —L| < €.
Por lo tanto |b, — L| < € para toda n > Nj. O

Como consecuencia podemos observar que la convergencia de una sucesion no dependera
del comportamiento de alguna coleccidn finita de sus términos.

Corolario 1.3. Si las sucesiones {an} e, {bn}nen satisfacen las condiciones siguientes
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1. {an}nen converge a algiin niimero L.

2. Existe N € N tal que a, = by, para todan > N.
Entonces también {b,},cn converge a L.

Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. [

Por otra parte, podemos emplear algunos conceptos de la teoria de funciones y aplicarlos
a sucesiones tales como el siguiente teorema.

Teorema 1.4. Si lim f(x) = L y f estd definida para todo entero positivo, entonces
X—ro0

también lim f(n) = L cuando n es cualquier entero positivo.

n—roo
Este teorema nos permite ampliar nuestro desarrollo, es decir, podemos aplicar los teo-
remas sobre limites de funciones (cuando x tiende a infinito) a los limites que involucren
sucesiones.

Antes de escribir un teorema sobre lo anterior, es preciso establecer algunas definiciones
importantes.

1.3. Sucesiones convergentes y divergentes

Aparece por vez primera la nocién de convergencia. Estudiamos la convergencia de su-
cesiones de nimeros reales, que nos permitird mejorar nuestro conocimiento de la recta
real y serd posteriormente una herramienta clave para estudiar las funciones reales de
variable real. Como por ejemplo si queremos

5n

Ejemplo 17. Determinar si la sucesion {ﬁ} es convergente o divergente.
e
neN

Demostracion. Por la regla de L'Hospital (véase [5] o [6]),

5n ; 5
lim —— = lim =0
n—soo @21 p—so0 D21
en consecuencia la sucesion es convergente. 0
Ejemplo 18. Determinar si la sucesion {n sen —} es convergente o divergente.
nJne
T
- sen —
Demostracion. lim nsen — = lim 1 n_ por la regla de L’Hospital (véase [S] o [6])
n—soo N n—oo
n
T T
——CoS —
. 2 . T
lim —” n—limnacos—=n(l)=n
n—oo 1 n—oo n
n2

en consecuencia la sucesion es convergente. 0
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. . . . Inn ]
Ejemplo 19. Determinar si la sucesion {—2} es convergente o divergente.
n
neN

Demostracion. Por la regla de L’Hospital (véase [5] o [6]).

1
Inn n 1
lim —- = lim L = lim —— =0
n—o 1 n—oeo 2 n—oo 2n
en consecuencia la sucesion es convergente. 0

Observacion 1 (Reconocimiento de patrones en las sucesiones). A veces los términos
de una sucesion se generan mediante alguna regla que no identifica explicitamente el
término n-ésimo de la sucesion. En tales casos, puede ser necesario descubrir el patron
en la sucesion y describir el término n-ésimo. Una vez que el término n-ésimo se ha
especificado, se puede investigar la convergencia o divergencia de la sucesion.

Definicion 1.3.1. Si una sucesion {a,},cn tiene un limite, se dice que la sucesion es
convergente y decimos que a, converge a ese limite. Si la sucesién no es convergente
recibe el nombre de divergente.

Aqui tienes tres ejemplos de la vida real:

Ejemplo 20 (Acercandote a un drbol paso a paso). Imagina que ves un arbol a lo lejos y
decides caminar hacia él. Con cada paso que das, te acercas un poco mads, pero decides
que cada vez dards pasos mds pequefios para no chocar contra el arbol. Si tus pasos se
hacen mds y mas pequefios cada vez, eventualmente estards tan cerca del arbol que no
podras notar la distancia entre td y el drbol. En este ejemplo, la distancia entre tu y el drbol
es una sucesion convergente porque se va haciendo mas pequeiia hasta que practicamente
no existe, acercandote cada vez més a tu objetivo sin pasarte.

Ejemplo 21 (La temperatura del agua caliente al enfriarse). Piensa en una taza de choco-
late caliente que acabas de preparar. Al principio, estd muy caliente, pero decides esperar
a que se enfrie un poco para no quemarte. Con el paso del tiempo, la temperatura del
chocolate caliente disminuye gradualmente hasta que se vuelve agradable y perfecta para
beber. Si mides la temperatura cada minuto, notards que los cambios de temperatura son
grandes al principio pero se hacen mds pequefios hasta que el chocolate alcanza la tem-
peratura ambiente. La sucesion de temperaturas aqui es convergente, ya que se estabiliza
o acerca a un valor especifico (la temperatura ambiente), sin seguir bajando indefinida-
mente.

Ejemplo 22 (Ahorro de monedas en un alcancia). Imagina que tienes un alcancia y de-
cides ahorrar monedas. El primer dia ahorras una moneda, al dia siguiente ahorras la
mitad de lo que ahorraste el dia anterior, es decir, media moneda (puedes pensar en esto
como una cantidad, no literalmente partiendo monedas). Si continuas este patron, cada
dia ahorrards la mitad del dia anterior: un cuarto de moneda, luego un octavo, y asi su-
cesivamente. Aunque sigues ahorrando todos los dias, la cantidad que agregas es cada
vez menor. La cantidad total de dinero en tu alcancia es una sucesién convergente porque
se acerca a un limite (por ejemplo, nunca vas a tener mds de dos monedas si sigues este
patron), incluso si sigues agregando un poco mds cada dia.
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En base a los conceptos anteriores podemos establecer el siguiente teorema.

Teorema 1.5. Si {a,},en Y {bn}nen sSon sucesiones convergentes y ¢ es una constante
entonces

1. La sucesion {a, + by }nen es convergente y

im (an+by) = lim a,+ lim b,.

n—r+oo n—r+oo n—y+oo

2. La sucesion {anb,},cn es convergente y
lim (a,b,) = lim a lim b, |.
n%+<>o( " n) n—y+oo " n—y+oo "

1
3. Enel caso de ser lim by, # 0, la sucesion {b_} es convergente y
neN

n—r—+-oo n
lim 1
fm = rt= 1
n—+o by, lim b, lim b,
n—y+oo n—y+oo
Demostracion. La haremos mds adelante. [
. : . ., [n+l1 .
Ejemplo 23. Determinar si la sucesion es convergente o divergente.
n neN
n 1 1
-+ - 14—
.. L +1 , n n , n . ..
Demostracion. lim = lim =—— = lim —— =1, en consecuencia la sucesioén
n—oo n—oo 't n—soo
n
es convergente. [
. : : ., [4n—1 .
Ejemplo 24. Determinar si la sucesion es convergente o divergente.
n neN
4n 1 1
e e .
Demostracion. lim = lim —-——= = lim — = —, en consecuencia la suce-
n—oo 5n n—oo 571 n—oo 5
., n
sién es convergente. [
2
. : : ., nm+1 :
Ejemplo 25. Determinar si la sucesién es convergente o divergente.
n neN
n? 1 .
N nm U s R .
Demostracion. lim = lim =———— = lim = —, en consecuencia la suce-
n—eo n—eo 1 n—seo 1
5 Z
n n

sién es divergente. 0
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: N [T =1 .
Ejemplo 26. Determinar si la sucesion { 3 es convergente o divergente.
n neN
1 .
el ST B e B .
Demostracion. 1im = lim -———" = lim = —, en consecuencia la su-
n—e  n n—oo n n—oo 1 0
3 n
cesion es divergente. [

n(n+2) n’
n+1 n%+1

Ejemplo 27. Determinar si la sucesioén { } es convergente o diver-
neN

gente.

2 3 34,240
Demostracion. lim (n(n—l— ) " ) lim nnden =

n—e\ n+1  n2+1 :n—>oo(n+1)(n2—|—1)
1
n’ +n>+2n I+-+— ) .
lim ——— = lim n__N~ _ _ 1, enconsecuencia la sucesién es conver-
n—eo 3 +n2+n+1 ”_>°°1+l+i+i
n n? nd
gente. [

Nota 1.3.1. Estos ejemplos también podrian haberse demostrado aplicando la regla de
L’Hospital (véase [5] o [6]).

1
vni+1—n

Ejemplo 28. Determinar si la sucesion { } es convergente o divergente.
neN

Demostracion. Tenemos
3 1 3 1 Vnl4+1+n
Iim —— = lim
n

n—eo\/p2 41 —n —o\/n2+1—n vnl+1+n
vVn2+1+n vVnl+1+n
1

:r}1—r>rolo n2+1—n2 :r}grc}o
1
1+ -+ 1 2
= lim —" =%
n—voo l 0
n
en consecuencia la sucesion es divergente. 0
. . . . [44+2-10" .
Ejemplo 29. Determinar si la sucesién { ———— es convergente o divergente.
9+5-10" | en
4 n 2-10" 4 49
4+2-10" 107
Demostracion. lim S A lim 1()”—10”” —im 19" — —, en consecuen-
n—eQ9+5.10" noe 9 +5-10 n—eo 9 45 5
10" 10" 10"

cia la sucesion es convergente. 0
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2
n?+9

Ejemplo 30. Determinar si la sucesion { } es convergente o divergente.
neN

s

Demostracion. lim Iim ——— = lim

2
n—oo \/m o n—oo 9 n—oo

es convergente. [

=0, en consecuencia la sucesion

. . . .y T .
Ejemplo 31. Determinar si la sucesion { sen —} es convergente o divergente.
neN

2 T

Demostracion. lim sen — = lim nsen — =
n—oo 2n + 1 n noe2n+1 n

) n . T . 1 1 )
lim (hm nsen—) = lim | —— | (w) = =7 en consecuencia la suce-
n—oo 21 + n—soo n N—soo 1 2
2+ -
., n
sion es convergente. O

Ejemplo 32. Probar que la sucesién cuyo término general es

142434 +n
- =

an

1
converge a ok

Demostracion. Tenemos que

1
1+2+3+---+n:”(";r )
en consecuencia
nn+1)
_ 2
a, = "
dedonde( 0 .
nin-+
lim — 2 — i g Tl N
n—soo n2 e 202 n—ee 2 27

Ejemplo 33. Determinar el limite de la sucesién .3,.33,.333,.3333, ...

Demostracion. El n-ésimo término de la sucesion puede escribirse como

SRR B SR
an:_ _ _ “en R
10 102 " 103 10

—3[1+1+1+ + 1]
=108 T10 T 102 1071
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Abhora si
S—1+1—%1-+ + !
a 10 10?2 1071

1
multiplicando ambos miembros por T tenemos

1 1 n 1 n 1 T 1
—_— = — R R e _
10 10 102 103 107

restando (1.2) de esta dltima ecuacion

de donde

9 1 10 1
Z§—=1— i — (1=
1OS o © bien S 9 < 10”)

310 1 1 1
Asi el n-ésimo términoes a, = — — (1 ) = <1 — —) por lo tanto lim —

1(1_

1009\ 100) 3 107

1

g.

ei’l

Ejemplo 34. Determinar si la sucesién {—} es convergente o divergente.
neN

n

Demostracion. Por la regla de L'Hospital (véase [5] o [6])
n n

. € . € . . .
lim — = lim — = o en consecuencia la sucesion es divergente.

n—eo B n—doo

(1.2)

]

]

El siguiente teorema es importante puesto que nos permite determinar los limites, si

existen, de algunas sucesiones diferentes a las que hemos analizado.
Teorema 1.6. Tenemos

1. im " =0,si|r| < 1.
n—oo

2. lim || = oo, si |r| > 1.
n—oo
Demostracion. Se deja como ejercicio al lector.

2
3

n
Ejemplo 35. Determinar si la sucesioén { (——) } es convergente o divergente.
neN

Demostracion. En efecto, puesto que |r| = ‘—g

n—oo

2
‘ =3 < 1 aplicando el inciso 1. del

n
Teorema 1.6 tenemos que lim (—§> =0, en consecuencia la sucesion es convergente.

]

1

10"

):
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Ejemplo 36. Determinar si la sucesién {(1.01)"},_ es convergente o divergente.

Demostracion. En efecto, puesto que |r| = |[1.01| = 1.01 > 1 aplicando el inciso 2. del

Teorema 1.6 tenemos que 1im (1.01)" = oo, en consecuencia la sucesién es divergente.
n—yoo

O

Ejemplo 37. Determinar si la sucesion {1+ (0.1)"}, _ es convergente o divergente.

Demostracion. En efecto, puesto que |r| = ]0.1| = 0.1 < 1 aplicando el inciso 1. del

Teorema 1.6 tenemos que 11’_r>n [1+(0.1)"] =1, en consecuencia la sucesion es conver-
n—roco

gente. [

3+l ()l

Ejemplo 38. Determinar si la sucesién { } es convergente o diver-
neN

gente.

Demostracion. Sea

. 34 (—2)” . 3n+1 + 3+l
lim = lim
n—seo 3n+1 1 (_2)n+1 n—yoo 301 (_2)n+1
3n+l + 3n+l
1 n 2\"1
. 3 3) 3
= lim =
n—soo 1+ _% _g
3 3
2 2 ) o
En efecto, puesto que |r| = 3|73 < 1 aplicando el inciso 1. del Teorema 1.6 tenemos
que
1 n 2X"1 1
3 3) 3 370
lim = ==
n—soo | 2 2 1+0 3
73 3
en consecuencia la sucesion es convergente. 0

Ejemplo 39. Determinar si la sucesion {i} es convergente o divergente.

neN
1 1 n 1
. n o (nn)" nn . nn .
Demostracion. Sea — = = | — | .Sir= — tenemos que analizar si
n 1 2 2
1
nn
0<—x<«1

2

despejando n» < 2 o bien n < 2" lo cual es valido para cualquier entero positivo, por lo

. n . .
tanto lim i = 0 en consecuencia la sucesién es convergente. O
n—yoo
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Ejemplo 40. Determinar si la sucesion {—n} es convergente o divergente.
n neN
1 1 n 1
.. n!  (nla)" nln , nln , ,
Demostracion. Sea — = = Sir= tenemos que analizar si
n" n"t n
1
L
0< <1
n

. 1 . .
despejando n!» < n o bien n! < n" y esto se satisface puesto que

nn—1)(n—2)---2-1<n-n-n---n

de donde
n = n
n—1 < n
n—2 < n
2 n
1 n

. n! ) .
por lo tanto n! < n", luego lim — = 0 en consecuencia la sucesién es convergente. [
n—oon

1.4. Sucesiones monotonas

Ahora vamos a discutir una propiedad importante de ciertas sucesiones de nimeros
reales: la monotonia. Las sucesiones mondtonas son aquellas que siempre siguen el mis-
mo patrén de crecimiento o decrecimiento. Aqui tienes cuatro ejemplos de la vida real
que son féciles de comprender:

Ejemplo 41 (Subir escaleras paso a paso). Imagina que estds subiendo una escalera.
Con cada paso que das, te encuentras un escaléon mas arriba. No importa cudntos pasos
des, siempre estds subiendo y nunca bajas mientras sigas avanzando hacia arriba. Esta es
una sucesion mondtona creciente, porque con cada paso, la altura a la que te encuentras
aumenta.

Ejemplo 42 (La bateria de un juguete disminuyendo). Piensa en tu juguete electrénico
favorito cuando lo usas después de haberlo cargado completamente. Con el tiempo, la
bateria del juguete va disminuyendo gradualmente mientras juegas con él. Cada vez que
revisas, la bateria tiene menos carga que la vez anterior. Esto es un ejemplo de suce-
siébn monoétona decreciente, porque la carga de la bateria solo disminuye con el uso, no
aumenta.
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Ejemplo 43 (Afiadiendo libros a tu estanteria). Si comienzas a leer més libros y decides
guardar cada nuevo libro que terminas en tu estanteria, notards que la cantidad de libros
en tu estanteria solo aumenta con el tiempo. Nunca disminuye, porque estds afiadiendo li-
bros, no quitdndolos. Asi que la sucesion de libros en tu estanteria es mondtona creciente;
siempre va hacia arriba, nunca hacia abajo.

Ejemplo 44 (Hojas cayendo de un arbol en otofio). En otofio, los arboles pierden sus
hojas. Si observas un arbol durante esta estacion, verds que el nimero de hojas en el
arbol disminuye dia tras dia. Cada dia, hay menos hojas en el arbol que el dia anterior, ya
que las hojas contindan cayendo y ninguna vuelve a subir al drbol por si sola. Esta es una
sucesion mondtona decreciente, porque el numero de hojas en el drbol solo disminuye
con el tiempo.

Estos ejemplos muestran como algunas cosas pueden solo aumentar o solo disminuir con
el tiempo, lo cual es la esencia de las sucesiones mondtonas. Como primer resultado
basico, probaremos que toda sucesiéon monétona y acotada es convergente, obteniendo
un método Ttil para probar la convergencia de ciertas sucesiones. De ahi deduciremos
el Teorema de Bolzano-Weierstrass, que es sin duda el resultado mds importante sobre
convergencia de sucesiones. De €l se deduce el teorema de “complitud”’de R, que nos da
una auténtica caracterizacion de las sucesiones convergentes. Por tltimo, las nociones de
limite superior e inferior, ademads de tener utilidad en si mismas, nos permitirdn precisar
mejor el contenido del Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Definicién 1.4.1. Una sucesion {a,}, .y se dice que es

1. Creciente si a, < a, | para toda n.

2. Decreciente si a,, > a, para toda n.
Las sucesiones crecientes y decrecientes reciben el nombre de sucesiones monotonas.

n
2n+1

Ejemplo 45. Probar que la sucesion { } es creciente.
neN

Demostracion. Los términos de esta sucesion son

123 n n—+1
3’577 2n+1"2(n+ 1)+ 1777
dond n n+1 n+1
onde @y = —— Yy ayy1 = = , Vemos que
217 " T o2 )11 2043 a
n_ . n+1
2n+1 "~ 2n+3
resolviendo la desigualdad
n < n+1
2n+1 2n+3
n(2n+3) < (n+1)2n+1)
20 +3n < 20t +3n+1

o
IA

1
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lo cual es valido, en consecuencia la sucesion dada es creciente. O]

( -1 )n+1
Ejemplo 46. Probar que la sucesion {—

} no es mondtona.
n neN

Demostracion. Los términos de la sucesion son

11 1 (_1)n+1 (_1)n+2

;_§>§7_Zv'“7 n 9 n+1 90
(_1)n+1 (_1)n+2
donde a, = ——— y a,4+1 = P tenemos que a; > ap pero a; < az en conse-
n n
cuencia no es monétona. ]
Sn
Ejemplo 47. Andlogamente tenemos que la sucesion {m} es decreciente.
neN

1.5. Sucesiones acotadas

Una sucesion {an}neN es acotada, si el conjunto de sus términos esta acotado, esto es,
si existe un nimero M tal que la desigualdad |a,| < M sea vdlida para todo valor n. En
otras palabras, la desigualdad —M < a,, < M se satisface para todos los términos de la
sucesion.

La Interpretacion geométrica de esta condicion es que toda sucesion (considerada como
un conjunto en el plano) estd contenida entre dos rectas y =M y y = —M. Que una
sucesién {ay },cy de nimeros reales esté acotada significa que existe una franja, paralela
al eje de las abscisas, lo suficientemente ancha para contener a todos los puntos (1,a;),
(2,a2),...,(n,ay),... Graficamente

Mg
" (n7an)
ay (1,(11)
N
1 2 3 4 5 N n
aj (2,612)
aN
-M (N,aN)

Definicién 1.5.1. Se dice que una sucesion esta acotada superiormente (cota superior)
si existe un nimero M (independiente de n) tal que a, < M para todo entero positivo .
(Esto es, si la sucesion esta por debajo de la recta y = M).

Definicién 1.5.2. Se dice que una sucesion estd acotada inferiormente (cota inferior)
si existe un nimero M (independiente de n) tal que M < a, para todo entero positivo n.
(Esto es, si la sucesion esta por arriba de la recta y = —M).
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Ejemplo 48. Determine las cotas superior e inferior, si existen, de la sucesion {— .
n
neN

. . 11 1
Demostracion. Los términos de la sucesion son 1, PR TRRIEE El niimero 1 es una
n

cota superior y cualquier otro nimero mayor o igual a 1 también lo es.

Cualquier ndmero negativo se puede emplear como una cota inferior. Entonces la suce-

. 1 .,
sidn { — es una sucesion acotada. O]
n neN

Las sucesiones acotadas son aquellas que tienen un limite superior e inferior, lo que sig-
nifica que los nimeros en estas sucesiones no son infinitamente grandes ni infinitamente
pequeiios. Aqui tienes cuatro ejemplos de la vida real explicados de manera simple:

Ejemplo 49 (La altura de una montafia rusa). Imagina que estds en un parque de diver-
siones y ves una montafia rusa. Esta montafia rusa sube y baja, pero no importa cudnto
suba, nunca pasa de su punto més alto. También, cuando baja, nunca toca el suelo. La
altura de la montafia rusa desde el suelo hasta su punto mas alto es un ejemplo de suce-
sién acotada: tiene un limite superior (el punto mds alto que puede alcanzar) y un limite
inferior (el suelo, que nunca toca).

Ejemplo 50 (Los puntos que puedes anotar en un videojuego). Piensa en tu videojuego
favorito donde anotas puntos. Hay un puntaje maximo que puedes alcanzar en cada nivel
debido a la cantidad limitada de objetivos o enemigos. También hay un puntaje minimo,
que es cero, ya que no puedes tener menos que eso. Asi que los puntos que puedes anotar
estdn acotados: no pueden ser menos de cero ni mas del maximo establecido por el juego.

Ejemplo 51 (La cantidad de agua en una botella). Si tienes una botella de agua, la can-
tidad de agua que puede contener estd limitada por el tamafio de la botella. No puede
tener mds agua de la que cabe en la botella, y también, si bebes toda el agua, la cantidad
de agua no puede ser menos de cero. Asi que la cantidad de agua en tu botella es una
sucesion acotada: estd limitada por el tamafio de la botella y el hecho de que no puede
ser negativa.

Ejemplo 52 (La temperatura durante el dia). La temperatura durante un dia tiene un
limite mdximo y minimo. Por ejemplo, puede que la temperatura mas alta sea de 30
grados Celsius durante el dia y la mds baja de 15 grados por la noche. No importa qué
suceda, la temperatura se mantiene entre estos dos valores: no cae por debajo de 15
grados ni sube por encima de 30 grados. Esto hace que la temperatura durante el dia sea
una sucesion acotada.

Estos ejemplos ayudan a comprender que las sucesiones acotadas tienen valores que se
mantienen dentro de un rango especifico, sin salirse de ciertos limites superior e inferior.

Ejemplo 53. Determine si la sucesion { } estd acotada.
neN

2n+1
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. ) . 12 n
Demostracion. Los términos de la sucesiéonson —, —, ..., ——— .
) ) ) )

3’5 2n+1

e . . 1 .
cota inferior y cualquier otro numero menor o igual a - también lo es. No existe cota

1
.. El nimero 3 €s una

superior. En consecuencia la sucesion no estd acotada, sin embargo estd acotada infe-
riormente. O

Ejemplo 54. Determine si la sucesion {n},  estd acotada.

Demostracion. Los términos de la sucesion son 1,2,...,n,... El nimero 1 es una cota
inferior y cualquier otro nimero menor o igual a 1 también lo es. No existe cota superior.
En consecuencia la sucesion no estd acotada, sin embargo estd acotada inferiormente. [

Ejemplo 55. Determine si la sucesién 1,—1,2,—2,...,n,—n,... estd acotada.

Demostracion. No estd acotada ni superior ni inferiormente en consecuencia €s una su-
cesion que no esta acotada. (Piense en la grafica y notard que nunca podremos poner
esta sucesion entre las dos rectas). OJ

2n—"17

Ejemplo 56. Determine si 1 10n { ——
Jjemp etermine si la sucesion { T2

} estd acotada.
neN

3 1 2n—17

e | 8 113012
—1 es una cota inferior y cualquier otro nimero menor o igual a —1 también lo es. El
_ . 3n+2
consecuencia la sucesion esta acotada. ]

Demostracion. Los términos de la sucesén son —1, — .. El nimero

nimero —2 es una cota superior puesto que < 2 para todo entero positivo n. En
Por lo trabajado en los ejemplos anteriores, se puede obtener la siguiente.

Definicion 1.5.3. Una sucesion {a,},y se dice que estd acotada si y sélo si tiene una
cota superior y una cota inferior.

Ahora tenemos el siguiente:

Corolario 1.7. Considere una sucesion {a,},cn. Las siguientes condiciones son equi-
valentes

1. {an}nen estd acotada.
2. Existen a,b € R con a < b tales que a, € [a,b] para toda n € N.
3. Existe R > 0 tal que |a,| < R para toda n € N.
Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. 0

Teorema 1.8. Las sucesiones convergentes tienen la propiedad de estar acotadas.
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Demostracion. Considere una sucesién convergente {a, },. - Entonces existe un niime-

ro L tal que L = h’rJrrl a,. Vamos a determinar R > 0 tal que |a,| < R para toda n € N.
n—-+oo

Obsereve que |a,| < |a, — L|+ |L| para toda n € N. Para el nimero 1 existe Ny € N tal
que |a, — L| < 1 para toda n > Np. Luego |a,| < |1|+ |L| para toda n > Ny. Escribamos
R:=mix{|a|,...,|an,~1],1+ |L|}. Entonces |a,| < R para toda n € N. El Corolario 1.7
afirma entonces que la sucesion {a, },en estd acotada. O

Un criterio para la no convergencia de sucesiones es entonces el siguiente.
Corolario 1.9. Si una sucesion no estd acotada, tal sucesion no puede ser convergente.
Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. [

Definicion 1.5.4. Las sucesiones acotadas no necesariamente tendran la propiedad de ser
convergentes.

Ejemplo 57. En efecto, considere la sucesion {(—1)"}, - La sucesion {(—1)"}, o estd
acotada. En efecto, el nimero 1 satisface |(—1)"| < 1 para toda n € N. El Corolario 1.7
afirma entonces que {(—1)"}, oy estd acotada.

Ejemplo 58. La sucesién {(—1)"}, . no estd convergente. En otras palabras, la sucesién
{(=1)"}, e no converge a ningtin nimero real. Fijemos L € R.

Demostracion. Que {(—1)"}, .y no converja a L significa que no para cualquier € > 0
existird Ny € N. Tal que |(—1)" — L| < € para toda n > Ny. O sea, que existe & > 0 para
el cual no existird Ny € N tal que |(—1)" — L| < € para toda n > Ny. Es decir, que existe
€ > 0 tal que para cualquier Ny € N no se cumple |(—1)" — L| < g para toda n > Np.
Equivalentemente, que existe & > 0 tal que para cualquier Ny € N existe n > Ny para el
cual no se cumple |(—1)" —L| < &.

Por lo tanto, que {(—1)"}, . no converja a L quiere decir que existe & > 0 tal que para
cualquier Ny € N es posible encontrar n > Ny que satisfaga |(—1)" —L| > &. {(—1)"},cy
no converge a L.

En efecto, observe que

|(=1)?* —L| = |L—1| paratoda k € Ny |(—1)%*~1 —L| = |L+ 1| para toda k € N. Al
menos uno de los dos ndmeros |L — 1|, |L+ 1| es positivo. Suponga que [L—1| >0y

L—1
escriba & =: u
2
Fije Ny € N. El niimero 2N > Nj satisface: |(—1)>" — L| > &. En todo caso [L+ 1| > 0,
L+1
escriba & =: |——2'—|

Fije Ny € N. El niimero 2Ny — 1 > Nj satisface: |(—1)*~! — L| > &. En todo caso
hemos encontrado & > 0 tal que para cualquier Ny € N podemos determinar n > Ny que
satisfaga |(—1)" — L| > &.

Esto prueba que {(—1)"},cx no converge a L. Por lo tanto la sucesién {(—1)"}, . no es
convergente. 0
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1.6. Interpretacion geométrica

Que una sucesién {a,},n de nimeros reales no converja a un nimero L significa que
existe alguna franja, centrada en la “recta L”, lo suficiente angosta para excluir a una infi-
nidad de elementos de la coleccién de puntos en el plano (1,ay),(2,a2), ...,(N,an),...,
(n,ay),... graficamente

R
Ak (k. ax)
Lyerig, (1, an)
L aN (N an)
L—etgy Qyay) T
a (1,611)
ay: (N’,aN/)
» N

Esto quiere decir que, para algtin € > 0, la franja centrada en la “recta L”, de ancho 2&
excluye a tontos puntos de la forma (n,a,), como nimeros naturales haya. O sea, para
cualquier N € N es posible determinar (n,a,), con n > N, fuera de la mencionada franja.

Existird entonces & > 0 tal que para cualquier natural N puede determinarse n > N, tal

que el ndmero a, ¢ (L—€,L+€).

Por lo tanto, lim a, # L siy sélo si existe & > 0 tal que para toda n € N existe n > N tal
n—yoo

que |a, — L| > &.

Ahora haremos la demostracion del Teorema 1.5.

Demostracion. Escribamos lim a,:=Ly
n—y4-oo n

ma 1.5. En efecto, probaremos LHE (an+by) = L+L'. Fijemos € > 0.
n oo

h’rJr: b, := L. Vamos a probar 1. del Teore-
— o0

Observe que |(a,+by) — (L+L')| < |an — L| 4 |b, — L'| para todo n € N. Existen Nj,N; €
E E
N tal que |a, — L| < 5 para todan >Ny y |b,—L| < 5 para toda n > N,. Escribamos
No := max{Ny,N,}. Entonces |a, — L| + |b, — L'| < € para toda n > Np. Luego |(a, +
by) — (L+L")| < € para toda n > Ny. Por lo tanto L+ L' = h’rJrrl (an+by).
n—s—+oo

Vamos a probar 2. del Teorema 1.5. En efecto, probaremos

lim (anby,) = LL'.

n—r—+oo
Fijemos € > 0.
Observe que |ayb, — LL'| < |ayb, — ayL'| + |a,L' — LL'| para todo n € N.

Entonces
lanb, — LL'| < |ay||b, —L'| +|L||a, — L| para todo n € N. (1.3)
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La condicién L = gl}_l ay, justifica la existencia de Ny € N tal que |a, — L| < 1 para toda
n oo

n > Njy. Luego |a,| < 1+ |L| para todan > Nj.

Entonces |ay||b, —L'| < (14 |L|)|b, — L'| para toda n > Nj.

€
La condicién L' = lim b, justifica la existencia de N, € N tal que |b, — L'| < 2
n——oo 1+ |L|
€
para toda n > N,. Entonces (1+|L|)|b, —L'| < 5 para toda n > N,. Por lo tanto
€
lan||b, —L'| < 5 para todo n > max{Ny,N,}. (1.4)

Nuevamente, la condicion L = llrE ay, justifica la existencia de N3 € N tal que |a, —L| <
n— o0
£

I +2|L’| para toda n > N3.

L]

Luego |L'||a, —L| < (

_|_
8 €
Pero (1+ |L’]) E 5 Entonces

E
|L'||a, — L| < 5 para todo n > Ns. (1.5)

€
) para todo n > Nj.

Aplicando las ecuaciones (1.4) y (1.5) en la relacion (1.3):
lan||bp, — L'| +|L'||an — L| < € para todo n > max{Ny,N,,N3}.

Escribamos Ny =: max{Ny,N,,N3}. Entonces |a,b, — LL'| < € para toda n > Ny. Por lo
tanto LL' = ET (anby).
n oo

Vamos a probar 3. del Teorema 1.5 con la condicion adicional de ser h’rerl b, # 0 proba-
n— o0

1 1
remos que lim — = 7k Existe N € N tal que y # 0 para toda n > N. En efecto, existe

/ 4 ' L
N € N tal que |b, —L'| < - para toda n > N. Entonces |L'| — |b,| < — para toda
n > N. Luego
L/
b | > % para todon > N. (1.6)

Por lo tanto b,, # 0 paratodan > N.
Ob L bl atodan>N. L i6n 1.6 implica ent

serve que | — — — | = ara toda n . La ecuacién 1.6 implica entonces

s, U iy P = P
1 2| — by

3 " paratodan > N. La condicién L' = lim b, justifica la existencia
| L | n— oo
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el 2| —b
de Ny € N tal que |L' —b,| < % para toda n > N;. Luego | P n < € para toda
n > Njp. Escribamos Ny =: max{N,N}.
1 1
— = > Np. im —=—.
Entonces b U < € para toda n > Ny. Por lo tanto nngrrlm b U O]

Corolario 1.10. Si {a, },en Y {Pn}nen son sucesiones convergentes 'y ¢ es una constante
entonces

1. La sucesion constante {c},cN tiene a c como limite.

2. Para cualquier niimero c, la sucesion {cay}nen es convergente y lim (cay,) =

n—r—+oo
c( Iim an) .
n—r+oo

u a Iim q,
. . n . n n—r—+oo .12
3. La sucesion { — es convergentey lim — = ———— si lim b, #0.
bn J pen n—+eo by, lim b,  n—oteo
n——+oo
Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. [

Refiriéndonos al inciso 3. del Teorema 1.5 y al inciso 3. del Corolario 1.10, observamos

. o1 . .
que si by = 0 para algtin k£ < N, la expresion o carecerd de sentido. En este caso, se
k

1
acostumbra fingir que b estd definido para esos naturales k por que, después de todo, el
k

. . 1 e
Corolario 1.3 asegura que aunque asignidramos algun valor a tales = esto no influird ni
k

. . 1
en la existencia ni en el valor de lim —.

n——o0 bn
Teorema 1.11. Si {a, },cn es una sucesion convergente, entonces a sucesion {|a|},cn
es convergente’y lim |a,| =| lim a,|.
n—r—+oo n——+o0

Demostracion. Escribimos L = lim a,. Vamos a probar lim |a,| = |L]|.
n— o0 n—>—-oco

Fijemos € > 0. Observa que ||a,| — |L|| < |a, — L| paratoda n € N. La condicién h’rJrrl an =
n——+oo
L justifica la existencia de Ny € N tal que |a, — L| < € para toda n > Nj.

Entonces ||a,| — |L|| < € para toda n > Np. Por lo tanto h’rJrrl lan| = |L|. O
n——oo

Las siguientes propiedades serdn de gran utilidad cuando se deseen calcular los limites
de sucesiones.

Teorema 1.12 (Criterio de comparacion). Considere una sucesion {b, },.y que satisface
las siguientes condiciones
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1. Existen dos sucesiones {an},cx , {cn} ey tales que a, < b, < c, para todan > N,
para algiin natural N.

2. Las sucesiones {an},cr » {Cn}yen convergen la mismo niimero real. Si escribimos
B=: lim a,=: lim c,.

Entonces {b,},.nconverge al niimero B.

Demostracion. Fijemos € > 0. Observe que a, —B < b, —B < ¢, — B paratodan > N.

La condicién B = lfT cp justifica la existencia de N; € N tal que |c,, — B| < € para toda
Nn—r—+o°

n>Nj.

Entonces ¢, — B < € para toda n > Nj. Luego b, — B < € para toda n > max{N,N}.

La condicién B = lirE a, justifica la existencia de N, € N tal que |a, — B| < € para toda
n—r—+o0

n>N,.

Entonces —€& < a, — B para toda n > N,. Luego —€ < b, — B para toda n > max{N,,N}.

Escribamos Ny =: max{Ny,N,,N}. Entonces —€ < b,, — B < € para toda n > Nj.

Es decir |b, — B| < € para toda n > Ny. Por lo tanto h’rJrrl b, =B. O

n—r o0

Corolario 1.13. Considere una sucesion {by},cn que satisface las siguientes condicio-
nes

1. Existen un niimero B y una sucesion {c,},cy tales que B < b, < ¢, para toda
n > N, para algin natural N.

2. Las sucesion {cy},cy convergen a B.
Entonces {b,},cy converge al niimero B.
Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. 0

Corolario 1.14. Considere una sucesion {by},cx que satisface las siguientes condicio-
nes

1. Existen un niimero By una sucesion {a,},cy tales que a, < b, < B para toda
n > N, para algiin natural N.

2. Las sucesion {an},cy convergen a B.
Entonces {b,}, .y converge al niimero B.
Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. [
Corolario 1.15. {a,}, .y converge a cero si'y solo si {|a|},cn converge a cero.
Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. 0

Teorema 1.16. 1. Una sucesion estrictamente creciente, no acotada superiormente
diverge a infinito. Un Teorema similar es vdlido para sucesiones estrictamente
decrecientes.

Con lo anterior se puede decir que toda sucesion monotona tiene un limite propio
o impropio (dependiendo de que esté acotada o no respectivamente).
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- .1
2. Si lim a,, = Foo, entonces lim — = 0. El reciproco de este resultado no es verda-

n—soo n—eo (1,
dero.
Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. 0

. . L . [cos®n
Ejemplo 59. Determinar el limite de la sucesién T .
neN

Demostracion. Puesto que —1 < cosn < 1 para todo entero positivo n, se sigue que
0< cos’n <1,

dividiendo entre 3" podemos escribir

cos’n _ 1
0< < —
-3 T3
. -1\ [
entonces lim — = lim | = | =O0en este caso r = =, utilizando el Teorema 1.6, por otro
n—oo 3N p—oo 3
s?n

lado lim 0 = 0 concluimos, por el inciso 1. del Teorema 1.12, que lim =0. O]

n—soo n—soo

!
Ejemplo 60. Determinar el limite de la sucesion {m} .
h neN

Demostracion. Puesto que —1 < sen(n!) < 1 para todo entero positivo n, se sigue que,
dividiendo entre n podemos escribir

sen(n!)

1
< -
n

Y

1 1
entonces lim (——) =0y lim — = 0 se concluye, por el inciso 1. del Teorema 1.12,

n—oo n n—oon
. senn!
que lim =0. [
n—oe n

Ejemplo 61. Sea
1 1 1

— —|— +...+
vVn2+1 Vn2+2 vn?+n

Cn

determinar su limite.

Demostracion. Se tiene que

S S
(SR
+ 1
[\S] (\) [\
V2R AVARR AV
—_— :N
+
- 1
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1
Ahora comparando con cada uno de los sumandos de ¢
P Vn?+1 "
1 S 1
n>+1 ~ Vnr+1
1 S 1
V n21 +1 n21 +2
>
Vi+1l T Vn?+3
1 S 1
n?+1 — Vn?2+4
1 S 1
Vi2+1l ~— VnP+n
Al sumar toda la columna derecha como la izquierda obtenemos
n S 1 n 1 T 1
V21— Va2 41 V22 VnZ+n
Andlogamente,
1 1
Vvn?+1 V2 +n
vni4+n > Vn?2+1
n4+n > nf+1
n > 1
1
Ahora comparando 5 con cada uno de los sumandos de ¢,
n“+n
1 S 1
n +1 ~ vVn?:+n
1 S 1
\/n21+2 - \/n21+n
>
\/n21+3 - \/n21+n
>
n*+4 n*+n
1 1
Vn?+n \/n2+n.

Al sumar toda la columna derecha como la izquierda obtenemos

1 1
_|_
Vn2+1 Vn2+2

1 n

+- >
Vn24+n V241

33

(1.7)

(1.8)
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De las ecuaciones 1.7 y 1.7 tenemos,

n n
<cn <

Vi +n " n’+1

por otro lado

B n , 1 1
Ly s 1 1!
ta
y
) n _ i 1 1 1
n1—>oo\/n2_|_1_ngrolo 1 1
1+ —
n
por lo tanto, aplicando el inciso 1. del Teorema 1.12, se tiene h’_r)n cp = 1. 0
n—oo
Ejemplo 62. Sea
1 1 1
an = —— 44
Yn o Yn+l v2n
determinar su limite.
. ) 1 1 1
Demostracion. Se tiene que = > 2> de donde

5
]

v+

1 1 1 1
— > o bien < — multiplicando ambos miembros por n y aplicando el
Vn = o 0 o g Py

inciso 1. del Teorema 1.12 de otras propiedades, se tiene

J__%‘J'

por otro lado

n , 1 . on . 1
lim —— = lim =ocoy lim ——= = lim =00
n—oo 21’1 n—oo A 2 n—e /n n—oo A 1
n’ n’
por lo tanto lim a;, = oo. U

n—oo

Ejemplo 63. Determinar si las sucesiones {n},.n y {—n},cn tienen limite.

Demostracion. La sucesion {n}neN es estrictamente creciente y la sucesion {—n}neN es
estrictamente decreciente, en consecuencia empleando el inciso 1. del Teorema 1.12 se
obtiene que

=y e =

Por otra parte, puesto que las sucesiones tienen un limite impropio se puede tener por el
inciso 2. del Teorema 1.12 que

1 1
lim - =0y lim (——) =
n—oon n—o0 n

como también ya fue probado. 0
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Ejemplo 64. Determinar el limite de las sucesion { /3" +27} .

Demostracion. Aplicando el inciso 1. del Teorema 1.12 se tiene.

n

3n+1+2n+1 313 421 3+3—nz
B o T L e Vo R L S L
T
2 n
3 -] 2
“(5)2

Tem 2y T
3

1 2\"
Dado que en este caso r = 3 por lo tanto 11’_r>n (g) =0, luego 11'_r>n V3r+2n=3. [
n—roo n—oo

. . ., V1! 1
Ejemplo 65. Tenemos que el limite de las sucesion {—} es —, esto es,
n e
neN

o vn! 1
Iim — = —.
n—oo n 14

Ejemplo 66. Determine la convergencia o la no convergencia de la sucesion

nd—4n+2
434202 —1J oy
n®—4n+2

Demostracion. Observe que la sucesion { —————
d A3 122 — 1

} se aproxima asintética-
neN

3
.. n
mente a la sucesion T3 .
4n neN
l’l3

yre

nd—dn+2

Puesto que { m

1 .
} converge a 7 la sucesion debera converger
neN neN

también a 1
Intentemos aplicar el inciso 3. del Corolario 1.10. Ninguna de las sucesiones

{(n® —4n+2Yen,  {4n° +2n% — 1}en

converge por no estar acotadas. Sin embargo,

3 | 4 n 2
n—4n+2 23
b ramE—1 L2 ] para todo n € N.
T Ta
n on
. 4 2 L ‘ 4
Lasucesion | 1 — — + — es combinaci6n de las tres sucesiones {1},en, ¢ —
n ") neN n? J e

{ : }
y - .
n3 neN
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La sucesion {1},cy converge a 1.

) 4 1 .
La sucesion ¢ — converge a 0. En efecto, 1lim — = 0. Entonces, por el inciso
n neN n—-—+oo

11 1
2. del Teorema 1.5 implica lim —— =0, es decir lim — = 0. Luego, por el inciso
n—+eonn n—+teo n

n—-+too  n2 n3

o o .11 o1
efecto, por el inciso 2. del Teorema 1.5 implica lim —— = lim — lim — =0, es
n—+eopns  n—tepn—teon

1 2
1. del Corolario 1.10 implica lim 4— = 0. La sucesién {—} converge a 0. En
neN

1 1
decir lim — = 0. Luego, por el inciso 1. del Corolario 1.10 implica lim 2— = 0.
n—s+oo 3 n—+oo  p3
4 2

— + ;} €s convergente y
neN

Entonces, la sucesion {1 —
n

; 4 2 3 . 4 3 2
Iim 1——2+—3 = Ilim 1— lim —+ lim — =1.
n n

n—r+oo n—r—+oo n—4oo 2  n—oop

. 2 1
Analogamente, la sucesion {4 +—-— —3} es convergente y
n N JueN

2 1 2 1
lim (4+———): lim 4+ lim - — lim — =4.

n—s+foo n nd n—te  noteop  notep
4 2
o . . 1 PV
Luego, por el inciso 3. del Corolario 1.10 implica entonces que la — 5 1
44— — -3
n n neN

sucesion es convergente y que

4 2
S+ m <1__2+_3) 1
lim |1 n’ | T s _

o 2 1 2 1 4
] PFEER ) ey FRE B
n n n—r—4-o0 n n
n—4n+2

Por lo tanto la sucesion { } es convergente y
neN

4n3 +2n% — 1
lm nd—4n+42 1
notoo \4n3 +2n2 —1) 4

]

Ejemplo 67. Fijaa € R™. Determine la convergencia o la no convergencia de la sucesion
{Va}ten-

Demostracion. Sabemos que 11’r£ W/n = 1. Por el inciso 3. del Teorema 1.5 asegura
n—r—oo

1 . 1 1
entonces que lim —= = 1. Existe N € N tal que — <a < N. Entonces — < a < n para
n—+o {1 N n

1
toda n > N. Por lo tanto ? < W/a < {/n para toda n > N. El Teorema 1.12 implica
n

entonces que {1/a},y €s convergente y que h’rJIrl Va=1. ]
n—r—+oo
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Ejemplo 68. Fija R € Q tal que R > 0. Si una sucesion {aj, } .y satisface las condiciones
1. a, > 0 paratodon € N.
2. {an},cn converge a algiin niimero L entonces

a) L>0
b) lim af = LR

n—y+oo
Demostracion. L > 0.
Si L fuera negativo, al condicién 2. justificarfa la existencia de N € N tal que |a, — L| <

—L para toda n > N. Luego a, < 0 para toda n > N, lo cual contradice la condicion 1.
Por lo tanto L debe ser no negativo.

L 1
FijoQ €N, 1lim af = L?. Caso L =0.
n— oo

Fijemos € > 0. La condicién 2. justifica la existencia de Ny € N tal que |a,| < €2 para
l

toda n > Ny. Entonces |ay | < € para toda n > Ny. Por lo tanto 1im al = 0. Caso x > 0.

n—y+oo

Observe que

|an — L|
= ara todan € N.
o-1 Q 2 02 Q P

an? +a,° LQ+ +anQL o+ 0

o1 o2 1 g5  ou 91
Pero la cond1c10n 1. 1mphca a,? 4a,? Le+.---+a’L 2 +L 0 >q,° para toda
1 1
n € N. Luego an . < ——5-~lan — L| para toda n € N. Por el inciso 2. implica
l1r£ |a, — L| = 0. Por el inciso 2. del Corolario 1.10. implica
n— oo
lim_ g Jan L =
Jm (L% > an —
1
Entonces el Teorema 1.12 asegura que hm ay LQ =0.
P
0 _

= P
Por lo tanto lim a,? — Lo, Fijo 0 € N, 111}’_1 ap = L2 para toda P € N. En efecto,

n—y4-o0
aplicando el principio de induccién. La férmula propuesta es vélida para el nimero 1.,
como acabamos de demostrar.
Si la férmula es valida para el nimero K, también serd valida para K + 1. En efecto, que
l

K
la férmula sea vélida para el nimero K significa que IIT al = — Lo, Pero llT al = —Lo.
n——+oo

Entonces, por el inciso 2. del Teorema 1.5 asegura que

K

1
Iim anQ = lim a2 lim a2 =L .
n—y—-oo n—4-oo n—y+oo
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L P

El principio de induccién asegura entonces que HT a? = L0 paratoda P € N. Observe
n——+oo

. P . .
finalmente que existen P,Q € N tales que R = —. En particular tenemos lim lp =0
0

n—+oo 1

paratoda P € N. Iim = (0 paratoda Q € N. [

1
n—r—-oo né

1.7. Subsucesiones, sucesiones mondétonas acotadas y su-
cesiones de Cauchy

Dada una sucesion, si “quitamos’cierta cantidad de términos de tal forma que ain queda
una cantidad infinita de ellos y se conserva el orden de la sucesion original, se genera
un tipo particular de sucesion llamado subsucesién. Las subsucesiones son como escoger
algunos dulces de una bolsa grande, siguiendo un patrén. No tienes que tomar todos los
dulces, solo algunos, siguiendo una regla, como solo tomar los rojos o solo tomar uno si
y uno no. Aqui tienes cuatro ejemplos de la vida real que pueden ayudar a entender qué
son las subsucesiones:

Ejemplo 69 (Saltando en un tablero de ajedrez). Imagina un tablero de ajedrez con to-
das sus casillas, pero decides jugar un juego donde solo saltas en las casillas blancas,
siguiendo el orden del tablero. Aunque el tablero tiene casillas blancas y negras, tu eliges
seguir un camino que solo incluye las blancas. Aqui, las casillas blancas en las que saltas
forman una subsucesion de todas las casillas del tablero.

Ejemplo 70 (Recogiendo conchas en la playa). Piensa que estds en la playa recogiendo
conchas. Hay muchos tipos diferentes, pero decides recoger solo las conchas rosadas.
Aunque pasas por muchas conchas de diferentes colores, solo eliges las rosadas. Las
conchas rosadas que has recogido forman una subsucesion de todas las conchas que viste
en la playa.

Ejemplo 71 (Comiendo frutas de una bandeja). Imagina que tienes una bandeja llena
de diferentes tipos de frutas: manzanas, platanos, y uvas. Decides comer solo las uvas.
Aunque hay muchas frutas en la bandeja, eliges seguir un patréon donde solo consumes
las uvas. Las uvas que comes forman una subsucesion de todas las frutas en la bandeja.

Ejemplo 72 (Viendo estrellas en el cielo). Por la noche, miras el cielo lleno de estrellas
y decides hacer un mapa de las estrellas que forman constelaciones. Aunque hay miles
de estrellas, solo incluyes en tu mapa aquellas que son parte de las constelaciones. Las
estrellas que has escogido para tu mapa forman una subsucesion de todas las estrellas en
el cielo.

Estos ejemplos muestran como se puede escoger una secuencia mas pequeiia a partir de
una mds grande, siguiendo un patrén especifico o una regla de seleccién. En esta seccion
probaremos algunas de sus caracteristicas y veremos cOmo se enlazan sus propiedades
respecto a la sucesion original.
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Definicion 1.7.1. Considere un subconjunto no vacio S de N.
El conjunto S serd llamado finito si estd acotado.
El conjunto S serd llamado infinito si no esta acotado.

Nota 1.7.1. El conjunto vacio es finito.

Ejemplo 73. Los subconjuntos N, {3n|n € N}, {3n—1|n € N}, {3n—2|n e N}, {5"|n €
N}, {5n|n € N}, {5Sn— 1|n € N} de N, son todos conjuntos infinitos.

Observacion 2. Un subconjunto S de N es finito si y solo si existe Ny € N tal que s < N
paratodas € S.

Definicion 1.7.2. Una sucesion {a, }, se dice que es creciente
1. Sia, < a,41 es una sucesion estrictamente creciente.
2. Sia, > ay41 es una sucesion estrictamente decreciente.

Ejemplo 74. Ejemplos de sucesiones estrictamente crecientes:

{21’1 - 1}n€N ’ {zn}nEN ’ {21’1 - 2}n€N ’ {21’1 - 3}n€N ’ {zn}neN )

{3n}n€N ’ {3n}n€N ’ {31’1 - 1}n€N ) {3]1 - 2}n€N ’ {3” - 3}n€N )
{5"},en » entre otras.

Ejemplo 75. Ejemplos de sucesiones estrictamente decrecientes:

{_3n}n€N ) {_Sn}nEN ) {_7n}nEN 7{_1 1n}n€N ’ {_13n}n€N’

{_2n}n€N7 {_3n}n€N7 {_Sn}n€N7 {_7n}n€N7 {_11n}n6N7
{—=13"},cn , entre otras.

Ejemplo 76. Dar cuatro ejemplos de sucesiones estrictamente crecientes.
Demostracion. 1. {n},y los términos de esta sucesion son
1,2,3,....,n,n+1,...
donde a, =nya,y1 =n—+1,luegon < n+1 para toda n.
2. {2n},c los términos de esta sucesién son
2,4,6,....2n,2n+2,...
donde a, =2ny a1 =2(n+1) =2n+2, luego 2n < 2n+ 2 para toda n.
3. {n2 — l}n cy los términos de esta sucesion son
0,3,8,...,n2— 1,n2+2n,...

donde a, =n*> -1y a, 1 = (n+1)*> — 1 = n*> +2n, luego n> — 1 < n> +2n para
toda n.
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4. {n’ }n <y los términos de esta sucesion son
1,8,27,....n, (n+1)3,...

donde a, =1’ y a, 11 = (n+1)3, luego n® < (n+1)3 para toda n.

Ejemplo 77. Dar cuatro ejemplos de sucesiones estrictamente decrecientes.
Demostracion. 1. {—n}, . los términos de esta sucesion son
—-1,-2,-3,....,—n,—n—1,...
donde a, = —nyay1 =—(n+1)=—n—1,luego —n > —n— 1 para toda n.
2. {—2n}, los términos de esta sucesion son
D, 4,6, —2n,—2n—2,...

donde a, = —2ny ay+1 = —2(n+1) = —2n—2, luego —2n > —2n — 2 para toda
n.

3. {1 — nz} los términos de esta sucesion son
neN
2 2
0,-3,-8,....,1—n",—n"—2n,...

donde a,=1-n’ya,; 1 =1—(n+1)> = —n>—2n, luego 1 —n?> > —n?> —2n para
toda n.

1 ) .
4. < — los términos de esta sucesion son
n neN

1 I 1

1
L=, =, ..
72737 7n7n+1’

1 1 1 1
donde a, = - Yy apy1 = P luego p > ot para toda n. .

Las sucesiones mondtonas acotadas son como juegos o situaciones en las que sigues
reglas muy especificas que te hacen avanzar paso a paso en una sola direccion (hacia
arriba o hacia abajo), pero también tienes un limite o una frontera que no puedes pasar.
Aqui van cuatro ejemplos sencillos para explicar este concepto:

Ejemplo 78 (Jugando al “limbo”). Imagina que estds jugando al “limbo”, donde tienes
que pasar por debajo de una barra sin tocarla. Cada ronda, la barra se baja un poco mas.
Asi, la altura por la que tienes que pasar disminuye gradualmente, pero hay un punto en
el que no se puede bajar mds porque o bien tocaria el suelo, o seria imposible pasar sin
caerse. La altura de la barra forma una sucesion monoétona decreciente acotada porque
siempre disminuye, pero no puede bajar de cierto limite.
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Ejemplo 79 (Llenando un vaso de agua hasta cierta marca). Piensa en un vaso transpa-
rente que tiene marcas de medida en el costado. Decides llenarlo de agua hasta una marca
especifica, pero no més alld. Cada vez que afiades agua, el nivel sube, pero te detienes
justo antes de pasar la marca. Este es un ejemplo de sucesion mondtona creciente acotada
porque el nivel de agua sube cada vez que afiades mds, pero hay un limite superior que
has decidido no pasar.

Ejemplo 80 (Subiendo escalones con un limite). Imagina que tienes una escalera de
10 escalones y decides subir un escalon cada dia, pero solo hasta el escalén numero 8,
porque el 9 y el 10 estan pintados de un color que indica que no se pueden usar. Asi,
cada dia estds un poco mds alto, pero no subirds mds alld del octavo escalén. Aqui, los
escalones que subes forman una sucesion mondtona creciente acotada por el nimero
méximo de escalones que has decidido subir.

Ejemplo 81 (Ahorro de dinero con una meta). Supén que decides ahorrar dinero para
comprar algo especial. Cada semana pones algo de dinero en tu alcancia, pero tienes
como objetivo ahorrar exactamente 50, no mas. A medida que pasa el tiempo, la cantidad
de dinero en tu alcancia aumenta, pero una vez que alcanzas los 50, dejas de agregar mas
dinero. La cantidad de dinero ahorrado forma una sucesién mondtona creciente acotada
porque se incrementa con cada cantidad que afiades, pero esté limitada por la meta de 50
que te has propuesto.

Estos ejemplos ayudan a entender como algunas cosas pueden aumentar o disminuir de
manera ordenada y predecible, pero siempre dentro de un rango establecido, sin salirse
de ciertos limites.

Observacion 3. Si una sucesion {an}neN es estrictamente creciente, entonces a, < d,
para toda n < m.

Teorema 1.17. Si S es un subconjunto infinito de N, entonces existe una sucesion es-
trictamente creciente {&t(n)}, oy de niimeros naturales tales que S = {a(n)|n € N}. Tal
sucesion {a(n)}, oy es conocida como la enumeracion creciente del conjunto S.

Intente hacer la demostracién aplicando el principio de induccién y el principio del buen

orden para construir la sucesién {o(n)},,cy -

Observacién 4. Si {B(n)},cy es una sucesion estrictamente creciente de niimeros natu-
rales, entonces {B(n)|n € N} es un subconjunto infinito de N.

En efecto, aplique el principio de induccién para demostrar 3 (n) > n paratodan € Ny
deduzca que el conjunto {B(n)|n € N} no estd acotado.

Nota 1.7.2. Hablar de los subconjuntos infinitos de N es hablar de las sucesiones estric-
tamente creciente de nimeros naturales.

Introducimos ahora el concepto de subsucesion. Considere una sucesién {a, },,. de ni-
meros reales. Elija un subconjunto infinito S de N. Si a cada elemento s del conjunto
S (enumerado crecientemente) le hacemos corresponder el nimero ag, tendremos una
subsucesién de la sucesion {a, },c - En otros términos:
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Definicion 1.7.3. Considere una sucesion {a, },.y de nimeros reales. Si {a(n)},cy es
una sucesion estrictamente creciente de nimeros naturales, la sucesion {aa(n) }neN serd
llamada la c—subsucesién de la sucesion {a, },cy -

Ejemplo 82. {as,},. es la subsucesion de los términos pares de la sucesion {ay,}
En este caso, {aa(n)} es la sucesion {2n}, y de nimeros naturales.

neN -
neN

1
Asi por ejemplo {1—1— 2—} es la subsucesion de los términos pares de la sucesion
n

neN
o),

Ejemplo 83. {a2,_1},cy es 1a subsucesién de los términos impares de la sucesion {a, },,cp -
En este caso, {aa(n) }neN es la sucesién {2n — 1}, de nimeros naturales.

1 —1)"
Asi { 1— } es la subsucesion de los términos impares de la sucesion { 1+ u } .
2n—1 neN n neN

Ejemplo 84. {a>:}, es la subsucesion de los términos con potencia de dos de la suce-

$i6n {a, } e - En este caso, {ag }neN es la sucesion {2"}, _ de nimeros naturales.

2n

. 1
sucesion { — .
) peN

Ejemplo 85. {a,},. es la subsucesién trivial de la sucesién {a,}, . En este caso,
Ag(n) }nEN es la sucesion {n},y de nimeros naturales.

. 1 . (. .
Asi por ejemplo {—} es la subsucesion de los términos con potencia de dos de la
neN

Haremos el andlisis de la convergencia de una sucesion utilizando el concepto de subsu-
cesion.

Proposicion 1.18. Si una sucesion {a, },cn converge a un niimero L, entonces cualquier
subsucesion {aq ) fnen de la sucesion {ay },en converge a L.

Demostracion. Considere una subsucesion {daq,) fnen de {an}fren. Fije € > 0. Existe

Np € N tal que |a, — L| < € para toda n > Ny. Observa que ¢(n) > n para toda n € N.

Entonces |ay,) — L| < € para toda n > Np. Por lo tanto EIJ} Ag(n) = L. O
n oo

Corolario 1.19. Si dos subsucesiones {aq ) }neN, {ap(n) fnen de una sucesion {a, }nen
tienen limites distintos, entonces no es convergente la sucesion {a, }pen.

Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. [

Nota 1.7.3. Si {aa(n) }nen es una sucesion estrictamente creciente de nimeros naturales,
entonces o(n) > n para todan € N.
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1
Ejemplo 86. La sucesioén {(—1)”—1——} no es convergente. En efecto, la subsu-
") neN
1

2n—1

, converge a —1 y la subsucesion

cesion de los términos impares {—1 +
neN

1 . > 1

{1 + —} de los términos pares de la sucesion {(—1)” + —} converge a 1.
2n neN n neN

Teorema 1.20. Considere una sucesion {ay},en para la cual existen dos subsucesiones

{aq(n) tneNs 1ap(n) tnen que satisface las siguientes condiciones:

1. {ag(n) fnen, {a(n) fnen convergen al mismo niimero.

2. {a(n)|n € NYU{B(n)|n € N} = N.

Escribimos lim a =L= lim a . Entonces L= lim a y la sucesion {a
" o(n) " (n) " n { n}neN
es convergente.

Demostracion. Fije € > 0. Buscamos Ny € N tal que n > Ny implica |a, — L| < €. Ob-
serve que la condicion 2 implica que cualquier natural n satisface al menos una de las
condiciones siguientes:

Existek € N tal que n = oa(k) o existe j € N tal que n= () (1.9)
La condicion 1. justifica la existencia de N € N tal que
|agy —L| < € para toda k > Ny |ag(j) — L| < € para toda j > N.

Fije n > max{a(N),B(N)}. Apliquemos la condicién (1.9). Caso en que n = o (k) para
algln natural k.

Tal nimero & satisface entonces la condicién a (k) > a(N). Pero la sucesion {a(m) }en
es estrictamente creciente. Entonces a(k) > a(N) implica k > N. Luego |aq ;) — L| < €.
Por lo tanto |a, — L| < € en este caso. Caso en que n = 3(j) para algiin natural j.

Tal ndmero j satisface entonces la condicién B(j) > B(N). Pero la sucesion {f (m)} en
es estrictamente creciente. Entonces () > B(N) implica j > N. Luego |ag(;) —L| < €.
Por lo tanto |a, — L| < € en este otro caso.

Escribamos Ny =: max{a(N),B(N)}. Hemos probado la implicacién n > Ny implica
lan —L| < €. O

Observacion 5. La convergencia de una o mds subsucesiones de una sucesion {a, }neN
no necesariamente implica la convergencia de la sucesion {ay } ,cn atin en el caso de que
dichas subsucesiones convergieran al mismo niimero.

Por ejemplo, considere la sucesion
1,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,...

las subsucesiones de los términos

a@):@ﬂ,mn):”(%ﬂ)u y y(n) = "D
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convergen todas a cero, pero la sucesion dada no es convergente. Asi pues la condicién
2. del Teorema 1.20 no puede ser omitida. Este ejemplo sugiere la siguiente idea:

Una propiedad que puede tener una sucesion de nimeros reales es que encuentre puntos
de absorcién. Describimos estd propiedad como sigue: Una sucesion {ay, },en de nimeros
reales encuentra un punto de absorcion (o de adherencia) es el nimero real L cuando
todos los elementos s de un conjunto infinito S de N enumerado crecientemente, proximos
a +oo, son transformados en nimeros reales ay que se absorben en L. En nuestro modelo
la descripcion de esta propiedad es la siguiente:

Definicién 1.7.4. Sea {a,},cn una sucesién de nimeros reales. El nimero real L es un
Punto de Adherencia de {a, } ,cn cuando exista una subsucesion {dg,) }nen de {an fren
que converja a L.

Ejemplo 87. Toda sucesion convergente encuentra un tnico punto de adherencia en su
limite.

Ejemplo 88. La sucesion {a, },cr donde ap, = 1y az,—1 = 0 para toda n € N, encuentra
dos puntos de adherenciaen Oy 1.

Ejemplo 89. La sucesion {2n},cn no tiene puntos de adherencia. (La razén es que todas
sus subsucesiones no son acotadas).

Teorema 1.21 (Bolzano-Weirestrass). Toda sucesion acotada de niimeros reales tiene al
menos un punto de adherencia.

Demostracion. Sea {a,},cn una sucesion acotada de nimeros reales. Existe M > 0 tal
que —M < a, < M, paratodan € N.

Sea A = {a € R|a < g, para una infinidad de indicesn}. Se cumple: —M < ay,, para
toda n € N implica —M € A, luego A es no vacio. Ahora bien, a € A implica que existe
n € N tal que a < a,; a, < M lo que implica a < M, luego M es un mayorante de A. Por
lo tanto A es un conjunto acotado superiormente. Sea L := supA.

Afirmamos que para toda € > 0 el conjunto {n € N|L — € < a, < L+ €} es infinito. En
efecto, L — € no es mayorante de A. Entonces existe a € A talque L —€ < a.Peroa € A
implica a < a, para una infinidad de indices n. Luego L — € < a para una infinidad de
indices n, es decir, {n € N|L — & < a,} es infinito.

Ahora bien L+ € € A, luego L+ € < a,, a lo més para un nimero finito de indices n.
Entonces existe Ng € N tal que a, < L+ € paratodan > Ny. Sea N > 0.

Puesto que el conjunto {n € N|L — € < a,} es infinito, existe k € {n € N|L— € < a,} tal
que k > max{N,Np} implica a; < L+ ¢, luego k € {n € N|a, < L+ ¢€}.

Entonces k € {n € N|L—€ < a, < L+ &€} cumple k > N. Por lo tanto {n € N|L— € <
a, < L+ €} no es acotado, es decir, es infinito.

Construyamos una subsucesion {aqy) }nenN de {an }ren tal que L = ngTw““("%

Sea (1) el primer elemento del conjunto {n € N|L—1 < a, < L+ 1}. El natural o(1)
cumple L — 1 < ag (1) < L+ 1. Supongamos construido el natural o(k). Sea a(k+1) el

1 1
primer elemento del conjunto {n eN|L—- 1 <ap <L+ k—ir—l} mayor que o (k). El
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natural ¢¢(k+ 1) cumple:

1 1
(X(k)<a(k+l) y L_k—i——1<aa(k+l)<L+k—|——1'

Aplicando induccién, tenemos construida una sucesion { @(n) },cn estrictamente crecien-

te de nimeros naturales que cumple: L — — < aq(,) < L+ —, para toda n € N. Aho-

ra, aplicando el Teorema 1.12, la subsucesion {a(y) }nen de {an}ren €s convergente y

L= HT aa(n). ]
N—r 0

Entonces, toda sucesion acotada de nimeros reales tiene al menos una subsucesién con-
vergente. La propiedad de Bolzano-Weierstrass es un concepto matemaético que, en tér-
minos sencillos, dice que en cualquier sucesion larga y apretada de nimeros (o puntos),
siempre puedes encontrar una subsucesion (una serie de nimeros seleccionados de la
sucesion original) que se acomoda y se acerca cada vez mds a un punto especifico. Para
explicdrlo, vamos a usar ejemplos de la vida cotidiana que reflejen esta idea de “acercarse
cada vez mds a algo”.

Ejemplo 90 (Las hojas de un arbol en otofio). Imagina que las hojas de un arbol grande
comienzan a caer en otofio. Al principio, caen en diferentes lugares del jardin, pero a
medida que pasan los dias, te das cuenta de que algunas areas del jardin acumulan mas
hojas que otras. Si imaginamos que cada hoja que cae es un ndmero de nuestra sucesion,
entonces las dreas donde se acumulan mds hojas serian como esos puntos especificos a
los que se acercan las subsucesion de nuestra secuencia original. Es decir, aunque las
hojas caen de forma dispersa, hay patrones donde se agrupan mads.

Ejemplo 91 (Gotas de lluvia en una ventana). Piensa en las gotas de lluvia deslizdndose
por una ventana. Al principio, las gotas caen en lugares aleatorios, pero algunas gotas
comienzan a seguir el camino de otras, uniéndose y formando riachuelos mas grandes
que bajan de manera mds directa. Cada gota de lluvia es como un nimero en la sucesion,
y los riachuelos que forman son como las subsucesidn que se van “acercando”o siguiendo
un camino mas definido.

Ejemplo 92 (Personas formando una fila). Imagina que en un parque de diversiones, las
personas comienzan a formar filas para subirse a los juegos. Al principio, pueden estar
dispersas, pero poco a poco, se van ordenando en filas més estructuradas para esperar su
turno. Las personas serian los nimeros de la sucesidn, y la formacién de filas seria como
encontrar esas subsucesion que se van ordenando y acercando a un objetivo comun: el
juego.

Ejemplo 93 (Ahorro de monedas). Si un nifio comienza a ahorrar monedas, al principio
puede que ponga unas pocas en su alcancia en dias aleatorios. Pero si decide que quiere
comprar algo y comienza a ahorrar mds seriamente, empezard a poner monedas mas
frecuentemente y en cantidades que se acerquen a su objetivo de compra. Aqui, cada
vez que ahorra algunas monedas es parte de la sucesion, y el patrén de ahorrar con més
frecuencia y enfoque seria la subsucesion que se acerca al objetivo (comprar el juguete).
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Ejemplo 94 (Luz de un faro). Imagina un faro que gira y emite luz. Si estds en un barco,
verds que la luz pasa por ti de manera intermitente, pero a medida que te acercas al faro,
los momentos en que la luz te ilumina se hacen mas frecuentes y predecibles. En este
caso, cada vez que la luz pasa por ti podria considerarse un “nimero”’en nuestra sucesion,
y el patrén de acercamiento al faro refleja cémo se puede encontrar una subsucesion que
se hace mds y mds predecible a medida que te aproximas. Estos ejemplos ilustran de
manera sencilla como, en la vida cotidiana, podemos encontrar patrones o subsucesion
que se acercan a un punto especifico, reflejando la idea detrds de la propiedad de Bolzano-
Weierstrass.

Esta es la primera propiedad trascendente de las sucesiones de ndmeros reales. La segun-
da propiedad trascendente que estudiaremos se describe en el siguiente teorema.

Teorema 1.22. Toda sucesion monétona acotada de niimeros reales es convergente.
Demostracion. Sea {ay},cn una sucesion monétona acotada de nimeros reales.

1. Supongamos que {a, },cn es creciente. Puesto que la sucesion {a, } < es acotada,
el conjunto A = {a,|n € N} es acotado. Sea L =: supA. Se cumple: a, < L, para
todan € N.

Sea € > 0. L — € no es mayorante de A.

Entonces existe No € N tal que L — € < ay,. Puesto que la sucesion {a,},ecn es
creciente, n > Ny implica ay, < a,. Luego n > Ny implica L — €& < a, < L. Asi
pues n > Ny implica |L — a,| < €. Por lo tanto L = nl_i>r£man.

2. Supongamos que {a, },cn es decreciente. Entonces {—ay, },cn es creciente y ade-
mas acotada. Aplicando 1., {—a,},cn es convergente. Por lo tanto {a,},cn es
convergente.

]

Observacion 6. Si dos subsucesiones de una sucesion convergen a diferentes limites,
entonces la sucesion no es convergente. La reciproca de esta afirmacion no es vdlida en
general. Sin embargo:

Proposicion 1.23. Una sucesion acotada de niimeros reales no es convergente si y solo
si existen al menos dos subsucesiones que convergen a diferentes limites

Demostracion. Sea {ay, }ncn una sucesion acotada de niimeros reales. Supongamos que
existen dos subsucesiones de {a,},cn que converjan a diferentes limites. Aplicando el
Corolario 1.19, {a, } ,en no es convergente.

Reciprocamente, supongamos que {a, },en no es convergente. Aplicando el Teorema
1.21 de Bolzano-Wierstrass, existe una subsucesion {aq,) fren de {an }nen que converge
a un nimero real L.

Aplicando la hipétesis, L no es limite de de {a,},cn. Entonces existe (ap,bp), ap <
L < by tal que el conjunto S = {n € N|a, & (ap,bp)} es infinito. Aplicando induccién
numeramos de manera creciente a S. Existe pues una sucesion estrictamente creciente
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{B(n) }sen de nimeros naturales tal que S = {(n)|n € N}. Entonces {ag,) }nen €s una
subsucesion de {a, }nen tal que ag,) & (ao, bo) para todan € N. {a, },en acotada implica
ag(m & (ao,bo) acotada. Aplicando el Teorema 1.21 de Bolzano-Wierstrass, existe una
subsucesion {agy(n)) tnen de {ag(n) }nen que converge a un nimero real P.

Se cumple ag ) € (a0, bo) para toda n € N implica ag () & (@o,bo) para todan € N por
lo cual L # P.

Por lo tanto { @y, }reN Y {48 (y(n)) }nen son dos subsucesiones de {ay },en que convergen
a diferentes limites. O

Una sucesion {ay },en de nimeros reales es de Cauchy si todos los naturales n préximos
a +oo son transformados en a, que se absorben. Vamos a introducir un concepto que
tiene que ver fuertemente con la completitud de los niimeros reales, las sucesiones de
Cauchy. A continuacién vamos a establecer un criterio intrinseco de convergencia para
sucesiones que es mds general pues puede aplicarse a cualquier sucesion. Este criterio fué
formulado por Bolzano en 1817 y también, independientemente, por Cauchy en 1821,
y establece una condicion necesaria y suficiente para la convergencia de una sucesion.
Dicha condicion se conoce con el nombre de condicion de Cauchy. En nuestro modelo la
descripcion de esta propiedad es la siguiente.

Definiciéon 1.7.5. Una sucesion {a, },cy de nimeros reales es una sucesion de Cauchy
si para todo € > 0 existe un n € N tal que n,m > Ny implica |a, — an| < €.

De alguna manera, la definicién nos dice que la sucesion en el “infinito”se va apretando
sobre si misma. Parece razonable esperar que cuando una sucesion tiene ese comporta-
miento tenga limite, lo cual va a ser cierto, pero de nuevo apoydndose fuertemente en el
Axioma de Completitud. La ventaja de esto, es que ahora, para probar que una sucesion
tiene limite no va a ser necesario tener un candidato, simplemente verificar la condicién
de arriba (jcapaz que aun esto no resulta muy importante, pero vamos a ver mas adelante
que si lo es!).

Para que una sucesion de nimeros reales sea convergente es necesario y suficiente que sea
una sucesion de Cauchy. Esta es la tercera propiedad trascendente de las sucesiones de
numeros reales que estudiaremos. Las sucesiones de Cauchy son un concepto matemético
que se refiere a una secuencia de ndmeros (o puntos) que se van haciendo cada vez mas
y més cercanos entre si a medida que avanzas en la sucesion, sin importar cudn lejos te
encuentres en la lista de nimeros. Aqui hay cinco ejemplos sencillos para explicarlo:

Ejemplo 95 (Acerciandose a un semdforo). Imagina que estds en un coche acercdndote a
un semaforo. Al principio, cuando estds lejos, avanzas ridpidamente, pero a medida que
te acercas al semaforo, reduces la velocidad gradualmente hasta que te detienes. En cada
paso (cada vez que te mueves), estds mds cerca del semaforo que antes, similar a cémo
en una sucesion de Cauchy, cada numero estd mas cerca del siguiente.

Ejemplo 96 (Jugando a la “lava caliente”). Piensa en el juego donde el suelo es “lava’y
debes moverte de un mueble a otro sin tocar el suelo. Cada salto es mds corto porque
intentas ser cuidadoso y no caerte, haciendo que tus saltos sean cada vez mds precisos y
calculados. Tus saltos se van haciendo mds y mds pequefios, acercandote cuidadosamente
a tu destino final, similar a cémo los términos en una sucesién de Cauchy se acercan cada
vez mds entre si.
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Ejemplo 97 (El juego del escondite). Cuando juegas al escondite y alguien estd tratando
de encontrarte, a medida que se acercan a tu escondite, sus pasos se hacen mas pequefios
y cuidadosos para no hacer ruido y darte una pista de su ubicacion. Esta aproximacion
cautelosa, con pasos cada vez mads cortos, es similar a como los términos de una sucesion
de Cauchy se acercan entre si.

Ejemplo 98 (Afinando un instrumento musical). Piensa en cuando afinas un instrumento,
como una guitarra. Al principio, las diferencias en el sonido pueden ser bastante grandes,
pero a medida que te acercas a la nota correcta, haces ajustes mas finos y pequeiios. Cada
ajuste es mds sutil que el anterior, acercando el tono cada vez mads a la afinacion perfecta,
lo cual es similar a la naturaleza de acercamiento de los términos en una sucesion de
Cauchy.

Ejemplo 99 (La temperatura al amanecer). Justo antes del amanecer, la temperatura co-
mienza a cambiar muy lentamente. Si estuvieras midiendo la temperatura cada minuto,
verias que la diferencia de temperatura de un minuto al siguiente es cada vez mds peque-
na. Esto significa que, a medida que pasa el tiempo, los cambios son menos notorios y
la temperatura se estabiliza, reflejando cémo los términos de una sucesién de Cauchy se
vuelven cada vez mds cercanos entre si.

Estos ejemplos ilustran como, en situaciones cotidianas, podemos encontrar comporta-
mientos que se asemejan a las sucesiones de Cauchy, donde los elementos o eventos se
van haciendo cada vez mds cercanos o similares entre si a medida que se suceden.

Lema 1.24. Toda sucesion de Cauchy es acotada.

Demostracion. Sea {ay},cn una sucesién de Cauchy. Para el niimero 1 existe Ny € N tal
que n,m > Ny implica |a, —a,,| < 1. En particular, n > Ny implica |a, —ay,| < 1. Puesto
que: |ay| < |an,|+ |an — an,| para toda n € N, entonces n > Ny implica |a,| < 1+ |ap,]|.
Sea M :=max{|ail,...,|an,—1],1 +|an,|}. Se cumpla |a,| < M para toda n € N. Por lo
tanto {a, } e es acotada. O

Proposicion 1.25. Una sucesion de Cauchy es convergente si 'y solo si existe al menos
una subsucesion convergente.

Demostracion. Sea {a,},cn una sucesion de Cauchy. La Proposicién 1.18 implica la ne-
cesidad de la condicién. Supongamos ahora que esta condicién se cumple. Sea {aa(n) tnen
una subsucesion convergente de {a, },c cuyo limite es L. Sea € > 0. Existen N,N; € N

€
tal que n > Ny implica |ag(,) —L| < 5

L €
n,m >N, implica ]an—am]<§.

Se tiene que ot(n) > n, |a, — L| < |ay — ag(n)| + |agu) — L| para toda n € N. Sea Ny :=
mdx{Ny, N, }. El natural No cumple: n > Np implica a(n),n > No implica |a, — ag ()| <

€ £ . . p
> |ag(n) —L| < 3 implica |a, —L| < €. Por lo tanto L = ngr}rlwan. O
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Teorema 1.26 (Cauchy). Una sucesion de niimeros reales es convergente si 'y solo si es
de Cauchy.

Demostracion. Sea {ap},en de nimeros reales.

1. Supongamos que {a, },cy es convergente. Sea L = nngrrloo a,y &> 0. Existe No e N
€

5

Se tiene: |a, — ap| < |a, — L| + |a,, — L|, para toda n,m € N. Entonces n,m > Ny
implica |a, —ap| < €. Por lo tanto {a, },cn es de Cauchy.

tal que n > Ny implica |a, — L| <

2. Supongamos que {a, },cn es de Cauchy. Aplicando el Lema 1.24, {a, },cn es aco-
tada. El Teorema 1.21 de Bolzano-Wierstrass entonces implica la existencia de un
punto adherente L de {a, },cn. Aplicando la Proposicién 1.25, {a, },en es conver-
gente.

]

Dos razones por las que los Teoremas 1.21, 1.22 y 1.26 dan propiedades trascendente de
las sucesiones de nimeros reales, son las siguientes: Una, porque aseguran la convergen-
cia de sucesiones sin tomar como referencia su limite; y otra, porque dan propiedades de
los nimeros reales equivalentes a su capacidad de supremo e infimo.

Resumiendo la sucesién {a, },en no estd acotada, por tanto no es convergente. Tiene
distintas subsucesiones convergentes, a 0 y 1, por ejemplo. Por tanto tampoco converge
a infinito o menos infinito. Sin embargo si tiene al menos una subsucesion convergente a
infinito. Aplicaciones de las subsucesiones el concepto de subsucesion tiene importantes
aplicaciones tedricas dentro del Andlisis Matematico. Estas aplicaciones las utilizaremos
posteriormente.

Ejemplo 100. Construir por induccién la sucesién {a, },cny como sigue:

1. Transformamos el 1 en el nimero a; =: V2.

2. Habiendo transformado el natural # es el nimero a,,, transformamos el natural n+ 1
en el nimero a, 1| =: v/2a,.

Por ejemplo a; =: v/2, ay =: \/2v/2, a3 =: \/2v/2V/2. La sucesioén {a, } e es conver-
gente. Se cumple:

n
1
T+t 2121 ok

a, =22"22 = para todan € N (1.10)
1 1 n 1
1 Y o by ok
En efecto, a; = ﬂ =22 =217 Supongamos que a, = 2¢=1 = . Entonces
n % n
1Y 1 X s
anp1 =20, =V2\/a, =22 |25 =222k
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Aplicando induccién obtenemos la ecuacién (1.10). Por otro lado, la sucesion {a, }nen

es estrictamente creciente. En efecto, se cumple

n n+1
n+1 1 1

n n . . Y = Y o
Yy % <Y % + zklﬁ =Y % implica 2¢=1* < 251" luego a, < a1 para toda n € N.
k=1 k=1 =

La sucesion {a, },cn es acotada superiormente. En efecto,

il (1)0 i 1\ i 1\*
RORORS 08
=2 2 =1 \2 =0 \2
1 n+1
- (3)
1
:;1_1<—:2_1:1'
()
2
LB .
para toda n € N implica 2&=1% < 2! para toda n € N implica a, < 2 para toda n € N.

Aplicando el Teorema 1.22, {a, },cn es convergente.
La sucesion {ay, },ciy converge a 2. En efecto, sea L = lfrJrrl ay. La subsucesion {ay,+1 }nen
n—r—+oo

de {a, }nen es convergente y L = lfr}rq Ayl
n——oo

La sucesion {/2a, },cn es convergente y 2L = lim +/2a,.

n— oo
Entonces: a,,1 = \/2a,, para toda n € N implica v2L = L, luego L> = 2L. Finalmente,
L>0yL?>=2Limplica L =2.Porlotanto2 = lim a,,.

n——-oo

Ejemplo 101. Construir por induccién la sucesioén {a, },cn como sigue:
1. Transformamos el 1 en el nimero a; =: 1.

2. Habiendo transformado el natural n es el nimero a,,, transformamos el natural n+ 1

en el nimero a, | = a, + (—1)"

n+1
D tracion. Por ejemplo 1 1 1 +1 1 1+1 1
emostracion. a=lam=1—-——a3=1—=—+—a3=1——+———.
P @ =@ 2™ 231’4 273 4
La sucesion {a, },en es convergente. Se cumple a, = 1 — > + 3 ek (=) =
n
n (—1 J—1
)» —( ) para toda n € N. Fijamos Ny € N. Para todo m > Ny se cumple
J=1 J
m -1 j—1
’am _aN0|: )y ( )
J=No+1 J
sim—No=2k—1 | (—=1)No (—1)Not1 (—1)No+2k-2
[N+l No+2 No+ (2k—1)
sim—No=2k | (—=1)M0 (—1)Mo+] (—1)No+2k=1

No+1 = Ny+2 oot No + 2k
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Tomando como factor comtn a (—1)™ obtenemos:

|a —a |§1m N£2k 1 1 B 1 +”.+;‘
mo TN No+1 No+2 No+ (2k—1)
sim—No=2k 1 1 1 1
B N0+1_No+2+”'+No+(2k—1)_N0+2k"

Para todo k € N se cumple:
1 1 1 1
No+l Not2  TNork=1) SNy
2. 0< L +t : - <L
No+1 Nop+2 No+(2k—1) No+2k Ny
(La demostracion se hace usando induccién, se deja como ejercicio al lector). Entonces

1. 0<

para toda m € N, m > Ny implica |a, — an,| < e La sucesion {ay },en es de Cauchy.
0

1 £
Sea € > 0. Existe Ny € N tal que N < > Entonces m,n > Ny + 1 implica |a,, — a,| <
0

2
\am — any| + |an — an,| < N <€ El Teorema 1.26 de Cauchy implica que {a, },en es
0

convergente. (De hecho, lim a, =log?2). OJ
n—r+oo
1 n
Teorema 1.27. Sea la sucesion {a, }nen donde a, = (1 + —) , para toda n € N. En-
n

1 n
lim (1 + —> —e.
n——-oo n

Demostracion. La sucesion {a, },cn es convergente. Sea n € N. Aplicando la férmula
del binomio de Newton obtenemos:

" /n\ 1
“":Z(k)ﬁ’

tonces

k=0
—k+1)---(n—1
donde Z) '_(n i >k! (n )n,k:1,2,...,ny(g):I.Entonces
n k 1 —1n 1
=1+ Z (n—k+ )k' (n )n_k Por lo tanto
k=1 ! n
k—1 1
 (-52)--)
anzl—i—z & 0 ! para todan € N.
k=1 :

La sucesion {ay },cn es estrictamente creciente. En efecto, sea n € N. Se tiene:

k—1 1
e\ ) U
an+1 :l‘l'z

k!

k—1 1
i (1_n—|—1)m<l_n+l> 1
1+Z +

k! (n+1)nt1
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k—1 1
(55 )
1+ .
k=1
Las relaciones:

(52 ()< (55 (53

parak =1,2,...,nimplican a, < a,1.
Para todon € N: g, < 3. Sean € N. Las relaciones

(1—"_1)---(1—1) <1, k=1,2,....n
n n

an:

y
1 1
Egﬁ,paratodaneN.
Implican
() ()
L\ ntl o n] (=N
an=1+), k! :HZW:HZ<§>
k=1 : k=1 k=0
Luego
1”
1—( =
G) .
a, <1+ I <1+ 1:3
1—= 1—=
2 2

Aplicando el Teorema 1.22, la sucesion {a, },cn es convergente. El limite de la sucesién
{an}nen es un nimero real que llamaremos e. Por lo tanto

1 n
e= lim <1—|——> =2.718....
n

n——4-oo

Una de las aplicaciones que se le d4 al nimero e es que se utiliza com base de los Loga-

ritmos Naturales. O
1 n
Ejemplo 102. Se cumple que: e~ ! = 1—1>T ( 1— —) . (Pruebe la afirmacién como ejer-
n o0 n
cicio).

1.8. Divergencia de sucesiones

En esta seccidn el objetivo es prestar atencion a ciertas sucesiones no acotadas de nime-
ros reales, que llamaremos “sucesiones divergentes”. Estudiaremos su relacion con los
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otros tipos de sucesiones que han aparecido hasta ahora: convergentes, acotadas y mo-
nétonas. También adaptaremos las reglas sobre cdlculo de limites, para poder manejar
sucesiones divergentes. Estos ejemplos ayudan a entender como algo puede acercarse
mas y mas a un punto especifico, o valor, hasta que los cambios son tan pequefios que se
considera que ha alcanzado ese punto o valor limite.

Ejemplo 103 (El volumen de la musica en tu reproductor). Imagina que estds escuchando
tu cancion favorita en un reproductor de musica y cada minuto decides subirle el volumen
un poco mds porque te encanta como suena. Si sigues subiendo el volumen sin parar, cada
vez serd mds y mads alto. Este volumen no se queda en un punto fijo (por ejemplo, no se
queda solo en “alto”), sino que sigue aumentando hasta que tu reproductor ya no pueda
mas o tus oidos no lo soporten. Aqui, la sucesion de los niveles de volumen es divergente
porque no se acerca a un limite especifico, sino que sigue creciendo.

Ejemplo 104 (Los pasos que das hacia atrds). Imagina que estds parado frente a una linea
en el suelo y decides dar un paso hacia atrds. Luego, decides dar otro paso hacia atrés, y
luego otro mds, siempre alejdndote mds de la linea. Si contintias haciendo esto, cada vez
estards mas lejos de la linea inicial. La distancia entre ti y la linea no se queda quieta
ni se acerca a un punto especifico; en cambio, sigue aumentando cuanto mds caminas.
La sucesion de tus distancias a la linea es divergente porque se aleja cada vez mds, sin
limitarse a una distancia maxima.

Ejemplo 105 (El nimero de hojas en un arbol gigante). Piensa en un drbol gigante que
crece en un mundo magico donde nunca deja de crecer y cada afio duplica la cantidad de
hojas que tiene. Si empiezas con una hoja el primer afio, luego tendrds dos hojas, luego
cuatro, ocho, dieciséis, y asi sucesivamente. El nimero de hojas sigue duplicindose y no
se detiene, lo que significa que el arbol tiene mas y mds hojas cada afio sin llegar nunca
a un limite. La sucesion de la cantidad de hojas es divergente porque el numero de hojas
sigue aumentando indefinidamente, sin acercarse a un nimero final.

Estos ejemplos ayudan a visualizar cémo algo puede seguir creciendo o alejandose sin
llegar a un punto especifico o limite, lo cual es la esencia de las sucesiones divergentes.
Hasta ahora, el estudio de las sucesiones de niimeros reales se ha reducido practicamente
a considerar sucesiones acotadas, que ciertamente son las mads utiles. Sin embargo, hay
preguntas sobre sucesiones acotadas, o incluso sobre sucesiones convergentes, que no
tienen adn respuesta satisfactoria, precisamente porque no hemos prestado mas atencién
a las sucesiones no acotadas, estudiaremos la “convergencia’de sucesiones de nimeros
reales a los niimeros —oo, 400 € R y sus propiedades.

Definicion 1.8.1. Sea {a,},cn una sucesion de nimeros reales. La sucesion {a, }nen
diverge a 4+ (cuando n tiende a +oo) si para cada R > 0 existe Ny € N tal que n > Ny

implica R < a,. En este caso escribimos oo = 11’111 an 0 a, — +oocuando n — +oo 'y
n—s—+oo

decimos que +oo es el limite de {a, } ,cn.
La sucesion {a, },en diverge a —eo (cuando n tiende a —oo) si para cada R > 0 existe

Ny € N tal que n > Ny implica a, < —R. En este caso escribimos —eo = h’rJrrl a, o a, —
n—s—+oo

—oo cuando n — +o0 y decimos que —oo es el limite de {a, },en-
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Observacion 7. Toda Sucesion que diverge a +oo 6 —oo no es acotada.
Observacion 8. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. +oo= lim a,
n—y+-oo

2. Para todo R > 0 existe Ny € N tal que n > Ny implica R < a,.

3. Paratodo R > 0 existe Ny € N tal que a, € (R,+o0), para todo n > Ny.

4. Para todo intervalo (R,+o) el conjunto {n € Nl|a, & (R,+e°)} es finito.
Observacion 9. Se cumple relaciones andlogas a las de 2. para la divergencia a —eo.

Observacion 10. La divergencia a +oo 0 —co es una verdadera convergencia en R. Sin
embargo no tiene las mismas propiedades que la convergencia en R. Una razon es que
el conjunto R no tiene las mismas estructura algebraica y de orden que R.

A continuacion enlistamos algunas propiedades que tienen las sucesiones divergentes a

Proposicion 1.28. Sean {a, } e, {bn }nen sucesiones de niimeros reales

1. La sucesion {ay},cn es creciente (decreciente) y no acotada superiormente (infe-
riormente) implica lim a, = +oo.
n

—>fo0

lim a, = —co.
n—r—+-oo

2. Supongamos que a, # 0 para todo n € N. Entonces lim a, = +o 0 lim a, =

n—>—-o00 n—r+-oo
1
—oo, implica lim — = 0.
n—+e q,
3. IIT ay = +oo ( llr_E an = —0) y {by }nen acotada inferiormente (superiormente)
n—s—+oo

implica ngrfw(an +b,) = oo.

Hm (a +by) = —oo.

n—y4-o0

4. i =+ (1 =—o0)y lim b, =+ ( lim b, =—o0 l 1
JHm_ay + (1111 an )y JHm by + (11}300 " )lmpzcann}rl (an+

bn) = H-oo. (ngr_{loo(an +bn) = °°)~

5. Existe un c talque 0 < ¢ < by, para todo n € N y 11m |y = oo ( im a, = —oo)

n—r—+oo
implica nlirfw(“"b@ = oo, (ngTw(anbn) = —oo).
6. a, < b, (b, < a,) para todo n € Ny lim a, = +oo ( lim a, = —o) implica
n——+oo n——+oo
lim y, = 4oo. ( lim b, = —oo).

n——+oo n——+oo
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Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. [

Ejemplo 106. Para todo ¢ > 0 se cumple: h’rerl cn = oo,
n—r—+o

Ejemplo 107. Para todo a > 1 se cumple: ngrrl an = oo,
n oo

Ejemplo 108. Para todo g € R tal que |¢g| < 1 se cumple: ngrrl lq|" = 0.
n oo

1
Demostracion. En efecto, |¢| < 1 implica — > 1. Aplicando 2.: tenemos 1im =

. 4] nteo |g|"
1 1
{ —_ = oo 1 1c10 . i n_— { _—
ngrfm (|q|> +oo. Aplicando la proposicién 1.28 2.: ngrfw lq] ngrfw i 0. O
lq]"
Ejemplo 109. Para todo g € R tal que |¢| < 1 se cumple: 1_1}1}3 al+q+¢*+--+q" =
a n
l—q
- qn+1
Demostracién. En efecto, 1 +q+¢q>+---+¢" = T—a para toda n € N. Aplicando
—q
: . P n__ 2 n__ 2 n+1 __
el Ejemplo 108: nngrrlm |g|" = 0. Entonces nngrrlwq =0, luego ngrfmq = 0. Por lo tanto
lim a[l4+q+¢*+---+q"|=a lim 1_qnﬂ—a L __a O
n—too 174 T1=a 0 l—q 1—qg 1—¢g

1.9. Sucesiones de las medidas aritméticas y geométricas

Las sucesiones de medida aritmética, en un contexto accesible, se pueden explicar como
sucesiones donde cada nimero se obtiene siguiendo una regla sencilla basada en ope-
raciones como sumar o restar. Aqui te doy cinco ejemplos sencillos de como se pueden
encontrar patrones similares en la vida cotidiana:

Ejemplo 110 (Afiadiendo bloques a una torre). Imagina que estds construyendo una to-
rre con bloques de juguete. Cada dia decides afadir un bloque mds que el dia anterior.
Si el primer dia pones un bloque, el segundo dia pones dos, el tercer dia tres, y asi suce-
sivamente. Este patrén, donde cada dia afiades un bloque mas, es similar a una sucesioén
aritmética donde la diferencia entre los términos consecutivos (el nimero de bloques que
afiades cada dia) es siempre la misma.

Ejemplo 111 (Ahorrando dinero). Supén que decides ahorrar dinero y cada semana guar-
das 5 ddlares mds que la semana anterior. Si la primera semana guardas 5 ddlares, la se-
gunda 10 délares, la tercera 15 ddlares, y asi sigues, estds creando una sucesion aritmética
con tu ahorro, donde la diferencia entre lo que ahorras cada semana es constante.

Ejemplo 112 (Contando pasos). Imagina que estds haciendo ejercicio y cada dia decides
caminar 100 pasos méas que el dia anterior. Si el primer dia caminas 100 pasos, el segundo
dia 200, el tercer dia 300, y asi contindas, estds siguiendo una sucesion aritmética en el
numero de pasos que das cada dia.
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Ejemplo 113 (Puntos en un juego). En un juego, ganas puntos cada vez que completas
un nivel, y cada nivel te da 10 puntos mds que el nivel anterior. Si por el primer nivel
ganas 10 puntos, por el segundo 20, por el tercero 30, y asi sucesivamente, los puntos
que ganas forman una sucesion aritmética, ya que la diferencia de puntos que ganas con
cada nivel es siempre la misma.

Ejemplo 114 (Plantando drboles en filas). Imagina que plantas arboles en filas, y cada fila
tiene un arbol mds que la fila anterior. Si la primera fila tiene un arbol, la segunda tiene
dos, la tercera tres, y asi sucesivamente, estds creando una disposicién de drboles que
sigue una sucesion aritmética, donde el nimero de arboles por fila aumenta de manera
constante.

Estos ejemplos muestran cdmo las sucesiones de medida aritmética pueden aparecer en
actividades y situaciones cotidianas, siguiendo la idea de que hay una regla simple que
determina cémo se forma cada nuevo término de la secuencia a partir del anterior. Sea

{@n},cn una sucesion de niimeros reales y consideremos la sucesion de las medias arit-

al;az,...,al+a2+..'+an,...Esdecir,
n

(anbyern = {

méticas ajq,

m+@+m+%}
neN

n
Teorema 1.29. /. Si lim a, =L entonces lim atattan = Ldonde L € R.
n——+oo n——+oo n

Esto es vdlido en el caso de que L = Foo. El reciproco de este resultado no es
verdadero; una sucesion puede ser divergente aunque la de las medias aritméticas
sea convergente. Por ejemplo, la sucesion 1,0,1,0,... es divergente, pero la de sus

medias artméticas converge a ok

R ., ditat---+a
2. Si lim a, = +o entonces lim % = oo,
n—+oo n—r+-oo n

o . artaxy+---+ay
3. 81 lim a, = — entonces lim = —oo,
n——+oo n——+oo n

L . £
Demostracion. Probaremos el inciso 1. Sea € > 0, existe n € N tal que |a, —L| < 5 para
todan > N. Todan > N cumple

atat-tan | |atat-tavtaya et anitan—nl
n - n
(a1—L)+~--+(aN—L)+---+(an—L)‘

n

1

f

<[l =L)+---+(ay - L)]]

+-{l(ansr = L)+ -+ [(an = L)]

—

1
= oo+ ay VLo~ D)+ (@ L]
b n—Nege b ¢
< - — < —+—donde b= l|a; +---+ay—NL|.
n n 2 n 2
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b €
Existe N’ € N tal que — < 5 para todan > N'. Sea Ny = max{N + 1,N’}. El nimero Ny
n

€ €
ai+ax+ +a"_L <_+5:g. Por lo tanto

cumple: n > Ny implica >
n

lim al+ay+---+ay _ I
n— oo n

Ahora probaremos el inciso 2. En efecto, sea R > 0, existe n € N tal que 4R < a, para
todan > N. Toda n > 2N cumple:

aitay+---+ap _a1+a2+-~~+aN+aN+1+-~+an_1+an

" ai+a+as+---+ay n—N
S ditartas N (4R)
2a1+a2+a'§+---+aN+2R"
n
Se tiene que lim ittt 0. Luego, existe N’ talque

n— oo n

al+ar+---+ay
n

> —R, para todan> N’

Sea Ny = max{2N,N'}. El nimero natural Ny cumple: n > Ny implica

ay+ay+---+ay S aytay+az+---+an
n n

. aptay+---+a e o . oL
Por lo tanto 111:|I_l % = foo. Por tltimo el inciso 3. se deja como ejercicio
n—r—+o0 n

al lector. 0

+2R> —-R+2R=R.

Observacion 11. La convergencia a un niimero real L, la divergencia a —oe o la diver-

. . . S aita+---+a
gencia a +oo de la sucesion de las medias aritméticas { n . No son
n
neN

hipotesis suficientes para la convergencia a L, la divergencia a —o o la divergencia a
+oco de la sucesion {an} ey -

Ejemplo 115. La sucesién {(—1)"}, .y no es convergente pero la sucesién de las medias
aritméticas converge a cero.

Ahora, sea {ay},cy una sucesion de nimeros reales tales que a, > 0 para todan € Ny
consm}er‘emos la suc.esmn {,"/al - ~a,,}n N .de las medidas geometrlcas. Las su’cesmnes
geométricas en la vida real se pueden explicar como sucesiones donde cada nimero se
obtiene multiplicando el anterior por un nimero fijo. Aqui tienes cinco ejemplos sencillos
de cémo esto puede aparecer en situaciones cotidianas, de manera que pueda entenderlo:

Ejemplo 116 (Duplicando una receta de cocina). Imagina que estds haciendo galletas y
decides duplicar la receta para hacer el doble de galletas que la vez anterior. Si la primera
vez usas 1 taza de harina, la préxima usards 2 tazas, luego 4 tazas, y asi sucesivamen-
te. Cada vez que cocinas, multiplicas la cantidad de ingredientes por 2, formando una
sucesion geométrica con la cantidad de harina.
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Ejemplo 117 (Crecimiento de una planta de frijoles). Supén que una planta de frijoles
duplica su altura cada semana. Si comienza midiendo 1 cm, luego mide 2 cm, después
4 cm, y sigue duplicando su altura cada semana, el crecimiento de la planta sigue una
sucesion geométrica donde el factor de crecimiento es 2.

Ejemplo 118 (Ahorro de dinero con interés compuesto). Imagina que ahorras dinero en
una cuenta que te da un interés compuesto, lo que significa que tus ahorros crecen un
cierto porcentaje cada afo. Si tienes 100 dodlares y la cuenta crece un 10 % cada afio, al
final del primer afio tendras 110 délares, luego 121 délares (10 % mas que 110), y asi
sucesivamente. Tu dinero crece siguiendo una sucesion geométrica donde el factor es el
interés anual.

Ejemplo 119 (Virus en una pelicula de ciencia ficcién). Piensa en una pelicula donde
un virus se duplica en nimero cada dia. Si el primer dia hay un virus, el segundo dia
hay dos, el tercer dia cuatro, y asi sucesivamente, el nimero de virus sigue una sucesion
geométrica con un factor de duplicacion.

Ejemplo 120 (Contando los descendientes de un par de conejos). Si un par de conejos
tiene otro par de conejos cada mes, y cada nuevo par hace lo mismo, podrias contar los
pares de conejos cada mes siguiendo una sucesién geométrica. Comienzas con un par,
luego tienen otro par (ahora tienes 2), cada uno de estos pares tiene otro par el siguiente
mes (ahora 4), y asi sucesivamente, multiplicando por 2 el nimero de pares de conejos
cada mes.

Estos ejemplos ayudan a entender como las sucesiones geométricas aparecen en la natu-
raleza y en situaciones creadas por humanos, mostrando como algo crece o se multiplica
por un factor constante a lo largo del tiempo.

Teorema 1.30. 1. Si lim a, =L, entonces lim /a;---a, =L donde L € R.

n—-+oo n——+oo

2. Si lim a, = +oo, entonces lim /ajy---a, = +oo.

n—r—+oo n——+oo

Aceptaremos por el momento la validez de este resultado. Mds adelante lo demostrare-
mos usando el Teorema 1.29 y las propiedades de la funcion logaritmo.

Observacion 12. La convergencia a un niimero real L, o la divergencia a 4+ de la
sucesion de las medias geométricas {w"/al - ~an}n cn - No son hipdtesis suficientes para

la convergencia a L, o la divergencia a 4o de la sucesion {an},cy -

. . el .
Ejemplo 121. La sucesioén {n( nr } N no es convergente pero la sucesion de las
ne

medias geométricas converge a uno.
Los dos siguientes resultados son usados para aplicaciones practicas.

Corolario 1.31. Sea {a,},cy una sucesion de niimeros reales.

a
1. Si Wim (ay+1—ay) =L, entonces lim — = L, donde L € R.
n—s-+oo n—-+e n
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ap

2. Si lim (apy1 —ap) = +oo, entonces lim — = oo,
n—teo n——+e 1
- . dp
3. Si lim (apy1 —ap) = —oo, entonces lim — = —oo.
n——+oo n——4o n
Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. 0

Corolario 1.32. Sea {a,},c una sucesion de niimeros reales tales que a, > 0, para

toda n € N.
R /S| .
1. Si lim = L, entonces lim Va, = L, donde L € R.
n—e  day, n—oo
.. Antd .
2. Si lim = oo, entonces lim /a, = oo.
n—eo n—soo
Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. 0

Ejemplo 122. Determinar el limite de las sucesion {/n}, oy -

Demostracion. Aplicando el inciso 1. del Corolario 1.32 se tiene

en consecuencia lim /n = 1. ]
n—soo

Ejemplo 123. Determinar el limite de las sucesion {W }n N

Demostracion. Aplicando el inciso 2. del Corolario 1.32 se obtiene

1)! n!
lim M — lim M = lim(n+1) =
n—e  n! n—soo n! n—soo
en consecuencia lim v/n! = oo. L]
n—yoo

A lo largo de este capitulo trabajamos Gnicamente con limites numéricos y en el Capitulo
3 integraremos a los limites de funciones. Por lo que describiremos la diferencia entre los
limites numéricos y los limites de funciones, en matemaéticas en lo que cada uno estd in-
tentando describir o aproximar, aunque ambos conceptos comparten la idea fundamental
de limite. Aqui te explico la diferencia:

1. Limites numéricos:

a) Concepto: Los limites numéricos se refieren generalmente a los limites de su-
cesiones numéricas. Una sucesion numérica es una lista ordenada de nimeros
que puede, por ejemplo, acercarse cada vez mds a un cierto valor.

b) Los limites numéricos generalmente se refieren a la aproximacion de un valor
numérico especifico que resulta de una sucesion o serie numérica. Estos limi-
tes se centran en encontrar el valor al que se acerca una secuencia de nimeros
reales conforme el indice de la secuencia (a menudo denotado por n) tiende
hacia el infinito. Un ejemplo clasico es
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c)

d)

e)

Capitulo 1. Sucesiones

Considera la sucesion 1, ... El limite numérico de esta sucesion es

11
o 13047 A
0, porque los términos de la sucesion se hacen cada vez mds pequefios y se
acercan a 0 a medida que avanzamos en la sucesion.

| =

Imagina que estds comiendo galletas. Primero comes una galleta entera, luego
la mitad de una galleta, después un cuarto de galleta, y asi sucesivamente, co-
miendo siempre la mitad de la galleta anterior. Cada vez te comes una porcion
mas pequefia. Si seguimos asi, las porciones de galleta que comes se hacen
tan, tan pequefas que casi no se pueden ver. En matematicas, decimos que la
cantidad de galleta que comes se acerca a cero. Eso es un limite numérico: es
como ver cuan pequeias se hacen las porciones de galleta.

Enfoque: El enfoque estd en la convergencia de una lista especifica de nime-
ros hacia un valor limite.

2. Limites de funciones:

a)

b)

c)

d)

Concepto: Los limites de funciones se ocupan de cdmo se comporta una
funcion a medida que su variable independiente se acerca a un cierto valor.
No se trata s6lo de una sucesidén de valores, sino de la relacion entre dos
variables.

Los limites de funciones, por otro lado, se ocupan de entender el comporta-
miento de una funcién f(x) a medida que su argumento x se acerca a un valor
particular o al infinito. Aqui, el enfoque estd en como se comporta el valor
de salida de una funcién conforme su entrada se aproxima a cierto punto. Un
aspecto crucial de los limites de funciones es la idea de limites laterales y la
posibilidad de que una funcién se acerque a diferentes valores dependiendo
de la direccién desde la cual x se aproxima al punto de interés. Un ejemplo
tipico es
senx

lim —— =1

x—0 X ’

donde se examina el comportamiento de la funcién conforme x se acerca a 0.

1
Ejemplo: Considere la funcion f(x) = —. El limite de f(x) cuando x se acerca
x

a 0 no existe en los nimeros reales, ya que los valores de f(x) se vuelven
arbitrariamente grandes.

Ahora imagina que tienes un carrito de juguete que se mueve hacia una linea
en el suelo. Cada vez que lo empujas, se detiene justo antes de la linea, pero
cada vez mas cerca de ella. Si sigues empujando el carrito una y otra vez,
se acercard mas y mds a la linea, pero sin cruzarla. En matematicas, cuando
hablamos de limites de funciones, es como preguntarnos qué tan cerca puede
llegar el carrito a la linea sin pasarla. No es solo un nimero, sino como se
mueve algo (como el carrito) hacia un lugar o un punto.

Enfoque: El enfoque esta en el comportamiento de toda una funcién a medida
que nos acercamos a un punto especifico, no sélo en una sucesio de valores.
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3. Diferencias:

a) Contexto: Los limites numéricos se aplican a sucesiones y series de niime-
ros. Los limites de funciones implican el comportamiento de una funcién a
medida que sus entradas se acercan a un valor especifico.

b) Aplicacion: Mientras que los limites numéricos son utiles para evaluar el
comportamiento asintético de sucesiones y series, los limites de funciones
son fundamentales en el cdlculo para analizar la continuidad, las derivadas, y
las integrales de funciones.

Entonces, en resumen, los limites numéricos son como ver cuédnto se reduce algo (como
las porciones de galleta), y los limites de funciones son como ver qué tan cerca puede
llegar algo a un punto o lugar especifico (como el carrito acercidndose a la linea). la prin-
cipal diferencia radica en que los limites numéricos se centran en el comportamiento de
sucesiones de numeros individuales, mientras que los limites de funciones se centran en
el comportamiento de una relacion entre dos variables a medida que una de las varia-
bles se acerca a un valor particular. Ambos conceptos son fundamentales en el calculo
y el andlisis matemdtico, y cada uno tiene sus propias aplicaciones y significados dentro
de estos campos. En los limites numéricos, el enfoque esta en el valor al que tiende una
sucesion de nameros. En los limites de funciones, el interés radica en como el valor de sa-
lida de una funcién se comporta a medida que su entrada se acerca a un punto particular,
incluyendo el comportamiento en los limites laterales y en el infinito. Ambos conceptos
son fundamentales en el estudio del célculo y el andlisis matematico, proporcionando he-
rramientas esenciales para entender la convergencia, la continuidad, y el comportamiento
asintético tanto de sucesiones numéricas como de funciones matematicas.

1.10. Ejercicios

1. Calcula el término que ocupa el lugar 1000 de una progresion aritmética cuyo
primer término es igual a 2 y la diferencia es 3.

2. El término octavo de una progresion aritmética es 5 y la diferencia 5 Halla el

primer término y el término 100.

3. Calcula los lados de un tridngulo rectangulo sabiendo que sus medidas, expresadas
en metros, estan en progresion aritmética de diferencia 2.

4. Calcula la suma de los multiplos de 42 comprendidos entre 1000 y 2000.

5. La suma de 16 nimeros en progresion aritmética es 548 y el término 16 es 60.5.
Halla el primer término.

6. El producto de 4 términos en progresion geométrica es 5184 y el primer término
es 3. Escribe el resto de los términos.
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10.

11.

12.

13.

14.

Capitulo 1. Sucesiones

. Por el alquiler de una casa se acuerda pagar 700 euros al mes durante el primer

aflo, y cada afio se aumentard el alquiler en 30 euros mensuales. ;Cudnto se pagara
mensualmente al cabo de 10 afios?

. El quinto término de una progresion geométrica es 48 y el primero es 3. Halla los

cinco primeros términos de dicha progresion.

. Halla x para que x — 1, x4+ 1, 2(x+ 1) estén en progresion geométrica.

A una cuerda de 350 m de longitud se le dan dos cortes, de modo que uno de los
trozos extremos tiene una longitud de 50 m. Sabiendo que las longitudes de los
trozos estdn en progresion geométrica, determina la longitud de cada trozo.

Halla la fraccién generatriz del nimero decimal 0.12121212..., como suma de
los términos de una progresion geométrica ilimitada. Se tiene una cuba de vino
que contiene 512 litros. El 1 de diciembre se vaci6 la mitad del contenido; al dia
siguiente se volvid a vaciar la mitad de lo que quedaba, y asi sucesivamente todos
los dias. ;{Qué cantidad de vino se sacé el dia 15 de diciembre?

Dado un cuadrado de 1 m de lado, unimos dos a dos los puntos medios de sus lados;
obtenemos un nuevo cuadrado, en el que volvemos a efectuar la misma operacion,
y asi sucesivamente. Halla la suma de las infinitas dreas asi obtenidas.

Tridngulo de Sierpinski: Vamos a construir un fractal. Se parte de un tridngulo
equilatero. Se unen los puntos medios de los lados y se forman cuatro tridngulos.
Se elimina el tridngulo central. En cada uno de los otros tres tridngulos se repite
el proceso. Y asi sucesivamente. A la figura formada por iteracion infinita se la
denomina Tridngulo de Sierpinski, y es un fractal.

a) Imagina que el primer tridngulo tiene un drea A. Cuando aplicamos la primera
iteracion, el drea es (Z) A. (Y en la segunda? Escribe la sucesion de las
areas. (Es creciente o decreciente?

b) Imagina ahora que la longitud de cada lado del tridngulo inicial es L. Escribe
la sucesion de las longitudes. (Es creciente o decreciente?

Calcula el limite de las sucesiones siguientes:

) _2n3+2n
D=5 6
5n%—4

b) ay="3——,

) a n?2 —6n

) 5n10 + 252

¢ a4 = ———
" 3n1048n’

-3
d) an:n

n+7’
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212 +2n
€) ap = 21’13—6,
Sn—4
D= en
_5n7—|—2n2
8) an= 3nl0+8n’
h -
)an n_|_77
. 210 +2n
LR
. 5n’ —4
D= e
5n12 4+ 2n2
k) an = 3nl0+8n
2
n-—3
D an:m,
) V212 +2n
m an:—’
2n3 —6
B 5n’ —4
n) a,= n2—6n,
. _\/1112—1—2n2
) an = 3n104+8n
nz—3
0) ap = nt7 )

Exponencial y logaritmica

15. La poblacién de peces de una piscifactoria sigue un modelo de crecimiento expo-
nencial y ha pasado de 100 ejemplares a 1500 en 60 dias. ;Qué poblacién tendra
en 100 dias?

16. Ingresamos en un banco 20000 euros al 3 % de interés compuesto anual. ;| En cudnto
tiempo habremos duplicado nuestro dinero?

17. Vanesa ha comprado un coche por 17000 euros. Se estima que el precio se devalda
un 10 % cada afio. ;A cudnto lo podrd vender al cabo de 5 afios? Si tiene un acci-
dente en que el coche queda destrozado cuando tiene 7 anos, ;cudnto le pagaré la
compaiia de seguros?

18. La escala de Richter relaciona la intensidad de un terremoto, x, con su energia
y (en ergios): logy = 11.4 4 1.5x. Calcula la energia de un terremoto: @) de una
intensidad 5 en dicha escala, y b) de una intensidad 7.
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19

20

21

22

23

24

25.

26

27

28

29

30

Capitulo 1. Sucesiones

. Juan ha visto cucarachas en su casa. Mira de qué tipo es y se entera que se triplican
cada mes siguiendo un modelo exponencial. Estima que en este momento podria
tener 20. Si no hiciera nada, ;cuéntas tendria al cabo de 5 meses?

. En la férmula del término n-ésimo de una progresiéon geométrica, despeja n, apli-
cando logaritmos.

. Nieves tiene un gran frasco de perfume muy concentrado de un litro. Saca con una
pipeta 10 cm® que sustituye con agua. Vuelve a sacar de la mezcla con una pipeta
10 cm? que vuelve a sustituir con agua. Asf hasta conseguir una mezcla con el 75
% de la inicial. ;Cudntas operaciones ha debido hacer?

. Resuelve, tomando logaritmos, la ecuacién exponencial: (0.99)" = 0.75.
. Utiliza la calculadora para estimar el valor de 263. Estima también 264 — 1.
. Resuelve las ecuaciones:

a) 374 =8l.
b) V5" =V/5.
c) “V8=2.
d) 35%=27.

¢(Cudl es la razén de la siguiente progresion geométrica: a, =7-4n—1?a) 7b) 4
¢) -1 d) No es una progresién geométrica.

. En la sucesion de multiplos de 11, el 121 ocupa el lugar: @) 1. b) 2. ¢) 11. d) 121.
. La suma de los diez primeros términos de la progresion aritmética: 5,10, 15,20, ...
es: a) 220. b) 275. ¢) 55. d) 250.
1 1 1
. L ionl, -, —, —,...
a sucesion )55 125"

a) Esuna progresion geométrica de razén 5.

b) Es una progresion aritmética de diferencia 5.

. . 1
c) Es una progresion geométrica de razon 5

. o . 1
d) Es una progresion aritmética de diferencia 5

1
. La solucién de la ecuacion 5§x =625es:a) 40, b) 8, ¢) 10, d) 20.

. La progresién aritmética cuyo primer término es 3 y su diferencia 5, tiene como
término general: a) a, = 5n, b) a, =5n+2,¢) a, =5n—1,d) a, =5n—2.



1.10.

31.

32.

33.

34.

Ejercicios 65

Hilbert estd preparando el examen de selectividad. Para no dejar toda la materia
para el final ha decidido estudiar cada dia el doble de paginas que el dia anterior.

Si el primer dia estudié dos paginas, ;cudntas habra estudiado al cabo de 5 dias?
a) 62, b) 32, c) 1024, d) 128.

A Luis le han tocado 6000€ en la loteria y decide depositarlos en el banco a un tipo
de interés compuesto del 4 %. ;Cudnto dinero tendrd al cabo de 5 afios? a) 6240€,
b) 6104€, ¢) 7832.04€, d) 7299.92€.

Tn? —4n+3

Lasucesionag, = —————
n?—6n-—2

tiene como limite: a) 0, b) oo, ¢) —3, d) 7.

La sucesién a, = (1 — 2)" tiene como limite: a) €2, b) =, ¢) 72, d) —e.
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Capitulo 2

Conocimientos basicos sobre series

Por lo general, hasta antes de llegar a este punto, siempre hemos tratado con la operacion
de suma relacionada a un conjunto finito de nimeros. Empleando la teoria de la seccién
anterior ampliaremos el concepto de suma a una infinidad de nimeros y esto nos condu-
cird a definir el significado de suma en un sentido mds amplio. En este tema abordamos
el estudio de otra nocién fundamental en Andlisis Matemaético, la convergencia de series
de niimeros reales. De hecho, el concepto no es nuevo, pues veremos que una serie no
es mds que una sucesion definida de forma muy concreta a partir de otra, pero ocurre
también que cualquier sucesion puede verse como una serie. Por tanto, al estudiar las
series no hacemos otra cosa que estudiar la convergencia de sucesiones, s6lo que desde
un punto de vista diferente. El interés de este nuevo punto de vista consiste en que inten-
tamos dar sentido a la idea intuitiva de “sumar todos los términos”’de una sucesion. Parte
de nuestro trabajo consistird precisamente en comprender hasta qué punto la teoria que
vamos a desarrollar responde a esa idea intuitiva.

Veamos la diferencia entre una serie numérica y una serie de funciones:

2.0.1. Series numéricas

Imagina que tienes una torre de bloques de construccion. Cada bloque representa un nu-
mero. Si pones un bloque encima de otro, y luego otro, y sigues afiadiendo mds bloques,
estds haciendo lo que en matematicas llamamos una serie numérica. Es como sumar nu-
meros uno tras otro. A veces, si sigues sumando sin parar, puedes llegar tan alto que no
tiene fin, eso es cuando una serie numérica no tiene un limite. Pero otras veces, puedes
sumar y sumar y, sin embargo, no pasas de cierta altura, eso es cuando una serie numérica
tiene un limite o converge.

2.0.2. Series de funciones

Ahora imagina que en lugar de bloques, tienes cajas de miusica. Cada caja de misica
toca una melodia diferente cuando la abres. Si abres una caja de musica, luego otra, y
otra, y cada vez que abres una nueva caja, la melodia cambia un poco, eso es como una
serie de funciones. En matematicas, en lugar de melodias, tenemos funciones (que son
como reglas especiales que nos dicen qué hacer con los nimeros). Cuando sumamos estas
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funciones, estamos combinando sus reglas para ver qué nueva regla o patrén obtenemos.
A veces, todas estas funciones juntas pueden crear un patrén claro y definido, eso es
cuando una serie de funciones converge o tiene un limite.

Entonces, una serie numérica es como sumar nimeros uno tras otro, como apilar blo-
ques, y ver qué tan alto llega la torre. Una serie de funciones es como sumar diferentes
reglas o patrones, como combinar melodias de cajas de musica, para ver qué patrén ma-
yor se forma al final. En matemadticas, existen varios tipos de series, cada una con sus
caracteristicas y aplicaciones. Aqui te presento algunos de los tipos mas comunes:

Ejemplo 124 (Series aritméticas). Estas series se forman sumando una constante a cada
término para obtener el siguiente. Por ejemplo, en la serie 2,4,6,8, ..., cada término se
obtiene sumando 2 al término anterior.

Ejemplo 125 (Series geométricas). En una serie geométrica, cada término se obtiene
multiplicando una constante por el término anterior. Un ejemplo es 2,4,8,16,..., donde
cada término se obtiene multiplicando por 2 el término anterior.

Ejemplo 126 (Series arménicas). Estas series se forman a partir de los inversos de los
11

numeros enteros positivos. Por ejemplo, la serie armonica es 1, AR

.., y asi suce-

sivamente.

Ejemplo 127 (Series de potencias). Una serie de potencias es una serie donde cada tér-
mino es una potencia de una variable, generalmente multiplicada por un coeficiente. Un
ejemplo clésico es la serie de Taylor, que se usa para aproximar funciones.

Ejemplo 128 (Series de Fourier). Las series de Fourier descomponen una funcién pe-
riddica en una suma infinita de senos y cosenos. Son muy ttiles en ingenieria y fisica,
especialmente en el andlisis de sefiales y sistemas.

Ejemplo 129 (Series alternadas). Son series donde los signos de los términos alternan

1 1
entre positivo y negativo. Por ejemplo, la serie 1 — > + 371 + -+ es una serie alternada.

2.0.3. Series csonvergentes y divergentes

1. Una serie convergente es una serie cuya suma se acerca a un limite finito. Por

ejemplo, la suma de 3 + 2 + 3 + 16 +--- converge a 1.

2. Una serie divergente es una serie cuya suma no se acerca a un limite finito. Un
ejemplo es la serie armoénica, que diverge a medida que se suman mds términos.

2.0.4. Series condicionalmente convergentes

Estas son series que convergen solo bajo ciertas condiciones. Por ejemplo, una serie
alternada puede ser condicionalmente convergente, dependiendo de como se comporten
los términos. Cada tipo de serie tiene su propio conjunto de reglas y caracteristicas, y su
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estudio es una parte fundamental del andlisis matemaético y tiene numerosas aplicaciones
en ciencias, ingenieria y otros campos.

La diferencia entre una serie numérica y una serie de funciones radica en los elementos
que componen cada serie y en lo que se busca al sumar estos elementos:

2.0.5. Series numérica

1. Elementos: Una serie numérica estd formada por nimeros. Cada término de la
serie es un nimero real o complejo.

2. Estructura: Se presenta como una suma de términos numéricos, como a; + ap +
a3z + --- donde cada a; es un niimero.

3. Objetivo: El objetivo principal al estudiar una serie numérica es determinar si con-
verge o diverge. Converge si la suma de todos sus términos tiende a un valor finito;
diverge si no se asienta en ningun valor finito.

1 1
Ejemplo 130. La serie 1 — 3 + 371 -+ -+ es una serie numérica que converge a 2.

2.0.6. Series de funciones

1. Elementos: Una serie de funciones estd compuesta por funciones en lugar de nu-
meros. Cada término de la serie es una funcion.

2. Estructura: Se ve como una suma de funciones, como f(x) + f2(x) + f3(x) +---,
donde cada f;(x) es una funcién de una variable x.

3. Objetivo: Al estudiar series de funciones, el objetivo es determinar la convergencia
de la serie en diferentes puntos o intervalos y, en algunos casos, encontrar una fun-
cién que represente la suma de la serie. Ademads, se estudia el tipo de convergencia
(punto a punto, uniforme, etc.).

Ejemplo 131. La serie de funciones

2
sen(x) + sené X) n sen§3x) .

y uno podria estar interesado en saber si esta serie converge a una funcién especifica para
valores de x.

En resumen, la diferencia clave es que una serie numérica suma nimeros para llegar a
un valor numérico (si converge), mientras que una serie de funciones suma funciones
para llegar potencialmente a una funcién que describe el comportamiento de la suma
en diferentes puntos. Ambos tipos de series son fundamentales en diferentes areas de las
matemdticas y tienen aplicaciones en fisica, ingenierfa, y otras ciencias. Sea {a, },c una
sucesion de nimeros reales. La estructura algebraica del conjunto R permite adicionar
toda colecciodn finita de ndmeros reales.
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2.0.7. Diferencia entre una serie numérica y una serie de funciones

Series numérica: Imagina que tienes una torre de bloques de construccién. Cada bloque
representa un nimero. Si pones un bloque encima de otro, y luego otro, y sigues afiadien-
do mas bloques, estds haciendo lo que en matemaéticas llamamos una serie numérica. Es
como sumar ndmeros uno tras otro. A veces, si sigues sumando sin parar, puedes llegar
tan alto que no tiene fin, eso es cuando una serie numérica no tiene un limite. Pero otras
veces, puedes sumar y sumar y, sin embargo, no pasas de cierta altura, eso es cuando una
serie numérica tiene un limite o converge.

Series de funciones: Ahora imagina que en lugar de bloques, tienes cajas de musica.
Cada caja de musica toca una melodia diferente cuando la abres. Si abres una caja de
musica, luego otra, y otra, y cada vez que abres una nueva caja, la melodia cambia un
poco, eso es como una serie de funciones. En matematicas, en lugar de melodias, tenemos
funciones (que son como reglas especiales que nos dicen qué hacer con los nimeros).
Cuando sumamos estas funciones, estamos combinando sus reglas para ver qué nueva
regla o patron obtenemos. A veces, todas estas funciones juntas pueden crear un patrén
claro y definido, eso es cuando una serie de funciones converge o tiene un limite.
Entonces, una serie numérica es como sumar nimeros uno tras otro, como apilar bloques,
y ver qué tan alto llega la torre. Una serie de funciones es como sumar diferentes reglas
o patrones, como combinar melodias de cajas de musica, para ver qué patron mayor se
forma al final.

Una expresion tal como

ay+a+az+---+az

recibe el nombre de serie finita. La suma de tal serie se obtiene sumando los 30 elemen-
tos.

Siaj,as,as,...,a,,...esunasucesion infinita, entonces una expresion de la forma
ait+ay+az+---+ay+--

recibe el nombre de serie infinita o simplemente serie.

Para definir el concepto de suma para una serie infinita, debemos considerar las sumas
parciales de la sucesion dada, puesto que ya hemos mencionado que la suma de una
infinidad de ndmeros nunca ha sido definida, o en otras palabras, tinicamente se puede
sumar algebraicamente sumas finitas. Es un hecho comprobado de que la sumas infinitas
pueden definirse en términos de estas sumas parciales, las cuales se determinan de la
siguiente forma:

Dada la serie infinita

art+artaz+-tap+o

la expresion

Sph=a1+ay+az+---+ay
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recibe el nombre de n-ésima suma parcial S,, de la serie. Esto es

Sl = aj
S = ar+a

S3 = artay+az

Sy = ajtaxtaz+---+ay

De esta forma, se obtiene cada suma parcial con un nimero finito de sumas.
La sucesion infinita

Si+SH+8S++S+- - (2.1)

se le conoce como sucesion de sumas parciales asociada a la serie infinita y que pode-
mos representar como

~+o0
Zan:a1+az+a3+"‘+an+"‘ (2.2)
I 1 1 1
Ejemplo 132. La serie Z denota la sucesion Z =14z > + = 3 + - 1 + - + —, donde

para todan € N.

?v‘l>—‘

X

Definicion 2.0.1. Dada la serie (2.2) con la sucesién de sumas parciales (2.1) definimos
la suma de la serie como
lim S,

n—oo

siempre que exista.

Empleando el simbolo Z para la suma, se puede escribir lo anterior como

X an= Jim S,

Si no existe el limite, entonces no esta definida la suma.

Por lo tanto, estudiar series y estudiar sucesiones es l6gicamente lo mismo. La distincién
se mantiene por razones practicas.

Ahora ya se estd en condiciones de escribir una definicién formal.

Definicion 2.0.2. Sean Z a, una serie infinita dada y {S,},cy la sucesion de sumas

n=1

parciales que define esta serie infinita. Entonces si lim S, existe y es igual a S, se dice
n—yoo

que la serie dada es convergente y que S es la suma de tal serie. Si el limite no existe, se
dice que la serie dada es divergente y la serie no tiene una suma.
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[ee]
Para aclarar este concepto analice lo siguiente: Si Z a, es una serie convergente y
n=1

lim S,, = S, entonces S recibe el nombre de suma de la serie y podemos expresar es-
n—oo

to como
S=a1+ay+az+---+ap+---

Si la serie diverge, entonces no tiene suma. Las series geométricas tienen muchas aplica-
ciones importantes. Por ejemplo: Los nicleos de un is6topo radiactivo tienen un decai-
miento de forma aleatoria. Como resultado de niicleos que se desintegran en un determi-
nado periodo de tiempo el nimero puede ser descrito por una serie geométrica. En esta
aplicacion se utiliza serie geométrica para ver la desintegracion radiactiva . La serie geo-
métrica nos puede ayudar a analizar los beneficios relativos de dos estrategias diferentes
para el tenis y otros juegos similares - una estrategia agresiva y una estrategia mas con-
servadora. Ejemplo: Banqueros, empresarios y los consumidores necesitan ser capaces
de trabajar con los ingresos y los gastos.

o0

Ejemplo 133 (Serie geométrica). Sea a,r € R. Si |r| < 1, la serie geométrica Z ar*!
n=1
~+oo
. n—1 _ n—1 __
es convergente cuya suma es el nimero real. a+ar+---+ar" " +--- = Z ar =
n=1

n
a _ . .
T— donde S, = Z ar*~! para toda n € N. En efecto, tenemos que la serie geométrica
-7 k=1
v 1 1
es de la forma Z ar ' =a+ar+---+ar"" +--- donde a y r son nimeros reales y
n=1
a # 0. Las sumas parciales de la serie geométrica son

Slza

S = a+tar

Sy = a+tar+r?

S, = atar+--+a" ' =a(l+r+---+rh

de la identidad 1 — 7* = (1 +7r+--- 4+ 7" 1)(1 —r) la cual es valida(basta efectuar la
multiplicacién) se tiene que
a(l—r")

Sp=———"=5sir#1.
1—r

En sucesiones demostramos que lim " = 0 siempre que |r| < 1. Luego tenemos que
n—r—+oo

) a . .
lim S, = T de donde se prueba que la serie geométrica converge y su suma es
n—y4-oo —r

~+o0
es decir, Z ar' ! = 1
n=1

a

: .
1—r —r
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Ejemplo 134. La serie infinita 1 41+ 141+ --- es divergente. En efecto, sea la sucesion
de sumas parciales:

S = a=1
S = at+tap=1+1=2
S3 = atart+az=1+14+1=3

S = ai+art+az+---+ap,=14+14---+1=n

en consecuencia lim S, = lim n = co.
n—soo n—oo

Ejemplo 135. La serie infinita Z (=)' =1—141—1+--- no tiene limite. En
n=1
efecto, sea

ST = a =1

S = at+tax=1—-1=0

S35 = aitart+az=1—-14+1=1

S4 = aj+ay+aztas=1-14+1—-1=0

Sp = art+ax+taz+---+ay
obtenemos {S, },cy la sucesion de sumas parciales en consecuencia lfT Sy no existe.
n—y o0

~+o0
Sea Z a, una serie convergente cuya suma es s, para todan € N. Sea r, = s —§,,, r, se
n=1

~+oo
llama el resto(o residuo) de la serie después de n términos y se denota por r,, =: Z ay
k=n+1
para toda n € N. Se cumple: lim r, =0.
n—r—+oo
o0
Proposicion 2.1. 1. Si la serie infinita Z a, es convergente, entonces 11’1;13 a, = 0.
n—r—+o0
n=1
El resultado inverso no es vdlido.
+o0
2. 8i lim a, # 0, entonces la serie Z ay es divergente.
e n=1

Demostracion. Probaremos el inciso 1. Sea {S, },,y 12 sucesion de sumas parciales de la

serie. {Sn}neN es convergente. Sea s = lir£ Sy, las relaciones a, = S, — S,—1 para todo
n—s—oo

n>2,

lim S,=s lim S, =s
n%+oon y n%+oon !

implican lfIE a, = 0. El inciso 2. se deja como ejercicio al lector. [
n— oo
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1
Ejemplo 136. La serie Z i no es convergente. En efecto, gr}rl W/n =1 implica
n oo

~+oo
lim = 1. El inciso 1. de la Proposicién 2.1 implica que la serie —= no es con-
Jm f 2 plica g Yo
n=1
vergente.
~+oo
Ejemplo 137 (Serie estdndar). La serie Z — no es convergente.
n
n=1

n
Demostracion. En efecto, sea {S,}, .y, donde, S, = Z — para toda n € N. La sucesion
k=1

de sumas parciales. La subsucesién {2}, de {S, },,cry cumple la relacién: Sy» > 1+ g

. . . 1
para toda n € N. Demostremos esta afirmacién por induccion. S,1 = S = 1+ ok Supon-
2n+1 n+1

1
gamos que S > 1+ " Entonces Sont1 =8m =1+ Z - > [1 + } + Z
2 f=2n+1 k —n+1

2n~|—1
n 2mth_on

1 1
1+ =1+ n + 5 Luego Syui1 > 1+ % Aplicando la Proposicién 1.28,

2T T 2

n
inciso 6.: lim (1 —) = +oo implica lim Sy = +oo. Asi pues {Son no es con-
n——oo * 2 + P n——oo 2 + p { 2 }neN

—+oo
vergente, luego {S,,}HGN no es convergente. Por lo tanto Z — no es convergente. ]
n=1

—+oo

. 1
Observemos que la serie no convergente Z — cumple larelacién lim — = 0. Entonces
n—-+oon
n=1
el reciproco de la Proposicion 2.1 inciso 1. es falso. Por lo tanto, no es suficiente probar

que lfT a, = 0 para demostrar la convergencia de una serie infinita.
Nn—r—+o0
Ejemplo 138 (Serie geométrica). Sea a,r € R. Sia# 0y |r| > 1, la serie geométrica

Z ar"~! no es convergente.

Demostracion. En efecto, si r = 1, entonces S,, = a+a—+---+a = na y la serie diverge
puesto que lim S, no existe. Si » = —1 la serie geométrica que se tiene es
n— oo

1

~+oo
Zal"‘l =a—a+a—a+---+(—1)""a+---

n=1
de donde

0 sines par
Sn -
a sines impar

por lo tanto lim S, no existe. Lo cual implica que la serie geométrica diverge cuando
n——+oo

lr|=1.Si|r| > 1,

lim a" ' =a lim /.
n——+oo n—r+-oo
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El 1im 7"~! siempre es diferente de cero, entonces por el inciso 2. de la Proposicién 2.1

n—+oo
tenemos que la serie es divergente dado que |r| > 1. O
1 1 1 1
Ejemplo 139. La serie infinita 1 + 3 + 2 + 3 +- o +--- es convergente. En efecto,
REa | 1 1 1 1
se tiene que Z’IF = 1+5+?+?+--~+i—|—--- es geométrica donde a =1y
n—=
1 ) pua | a 1 1
r=; laseneconvergeang’lzn_1 =1,= 1_1 = I =2.
2 2

1 1 1 1
I+-+—>+53+ -+ 4+ esconvergen-

+o0
Ejemplo 140. La serie infinita 2'1 3T 37327733 3n
n=

paa | 1
te. En efecto, se tiene que Zl T es geométricadondea =1y r = 3 la serie converge
a "
Ji" 1 a 1 1 3
n=1 31 I—r 1— l % 2
3 3

5 5 5
Ejemplo 141. La serie infinta 5 + ) + BX] 4+ o + --- es convergente. En efecto, se
=5 5 5 05 5 1
tieneque’;& = §+¥+¥+---+&+--- es geométricadonde a =5y r = 5 la

serie converge a
=5 a 5 5
= - 18 8
9

Ejemplo 142. La serie infinita

™= 3 Rl | 1 1 1 1
n

- = 5 525 5n
+oo 1
es convergente. En efecto, se tiene que Z T es geométrica donde a =3y r = 3 la
n=1
serie converge a
REa | 1 3 3 15
3 — = = = = —,
n;sn*l T 17 d7
5 5

Observacion 13. Puesto que

Sp—1=a1+ay+az+---+a,_1

Sn:a] +ar+az+---+a,—1+a,

tenemos la formula S,, = S,—1 + a,.
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Observacion 14. En algunos casos se tiene que a partir de cierto k, todos los términos
son iguales a cero, por lo tanto se tendrd una suma ordinaria de un niimero finito de
términos, esto es, una serie finita. En consecuencia, la suma de un serie infinita es una
generalizacion de esta suma cuando el niimero de términos es infinito, sin embargo existe
una diferencia importante entre la suma de un niimero finito de términos y la suma de
un numero infinito de ellos y ella es que en los primeros es posible efectuar tal suma y
en los segundos no siempre es posible determinar una expresion para S,,. Posteriormente
veremos algunos métodos o criterios para determinar si una serie infinita tiene una suma
o0 no o, al menos conocer si tal serie es convergente o divergente.

La diferencia entre resolver una serie y sumar de manera cotidiana se puede entender ex-
plorando la naturaleza de cada proceso y sus aplicaciones. Aqui te detallo las diferencias
clave:

Concepto y naturaleza

1. Sumar de manera cotidiana se refiere a la operacion bdsica de aritmética en la
que se afladen dos o mds numeros para obtener un total. Es una de las primeras
habilidades matemaéticas que aprendemos y se aplica en situaciones diarias, como
calcular cudnto gastamos en compras, contar objetos, o determinar el tiempo total
invertido en varias actividades.

2. Hacer una serie, en el contexto matematico, implica sumar los términos de una
sucesion de nimeros que siguen una regla o patron especifico. Las series pueden
ser finitas (cuando la sucesioén tiene un nimero determinado de términos) o infini-
tas (cuando la sucesidén continda sin fin). Las series se utilizan para representar y
analizar conceptos mds avanzados en matematicas, como series geométricas, series
armonicas, o para sumar infinitos términos bajo ciertos criterios de convergencia.

Aplicacion y uso

1. Sumar de manera cotidiana se usa en tareas simples y directas. No requiere de
conocimientos matemdticos avanzados y es fundamental para la vida diaria.

2. Hacer una serie se emplea en contextos mas complejos y especializados. Las se-
ries son fundamentales en el estudio del cdlculo, andlisis matematico, fisica, y otras
disciplinas cientificas para resolver problemas que involucran patrones recurrentes
o para modelar fenémenos naturales y procesos. Por ejemplo, las series de Fourier
se utilizan para analizar sefiales periddicas en ingenieria y fisica.

Complejidad

1. Sumar de manera cotidiana es conceptualmente mds simple. Involucra nlimeros
concretos y situaciones claras y definidas.

2. Hacer una serie requiere una comprensién mas profunda de los principios mate-
maticos. Implica reconocer patrones, entender la convergencia de series infinitas,
y aplicar teorias especificas para sumar términos de manera efectiva.
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Ejemplo 143 (Sumar de manera cotidiana). Calcular el total de una factura, contar cuin-
tas manzanas hay en dos bolsas, o sumar las horas trabajadas en una semana.

Ejemplo 144 (Hacer una serie). Calcular el valor de e usando la serie de Taylor, sumar
una serie geométrica para encontrar el valor de una inversion a largo plazo, o usar series
para calcular la suma de probabilidades en eventos dependientes.

Por lo que, la principal diferencia entre hacer una serie y sumar de manera cotidiana
radica en la complejidad, aplicacion, y el conocimiento matemdtico requerido. Sumar
es una habilidad fundamental usada en la vida diaria, mientras que hacer una serie es
una operacién matematica avanzada que se aplica en contextos especificos para analizar
patrones, modelar fenémenos complejos, y resolver problemas matematicos y cientificos
sofisticados.

La diferencia entre resolver una serie y sumar de manera cotidiana son conceptos mate-
maticos que, aunque relacionados, tienen diferencias fundamentales en sus aplicaciones,
propiedades y en los contextos en los que se utilizan. Aqui te doy ejemplos que ilustran
estas diferencias:

2.0.8. Definicion y proceso

1. Sumar de manera cotidiana implica la accién de afiadir dos 0 mds niimeros para
obtener un total. Es una operacién bésica de la aritmética.

2. Hacer una serie se refiere a sumar los términos de una sucesién de niimeros, que
pueden seguir una regla especifica o patrén. La serie puede ser finita o infinita.

2.0.9. Aplicacion y uso

1. Sumar de manera cotidiana se usa en calculos sencillos del dia a dia, como cal-
cular el total de una cuenta o sumar cantidades.

2. Hacer una serie se emplea en contextos mds complejos como en matematicas
avanzadas, fisica, y otras ciencias para resolver problemas que involucran patrones
0 sucesiones numéricas.

Propiedades matematicas

1. Sumar de manera cotidiana de niimeros tiene propiedades como la conmutati-
va y la asociativa, que permiten cambiar el orden de los sumandos sin afectar el
resultado.

2. Hacer una serie, especialmente las infinitas, requieren de criterios de convergencia
para determinar si tienen un valor finito. No siempre se pueden aplicar las mismas
propiedades que en la suma simple.

Comprension conceptual
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1. Sumar de manera cotidiana es un concepto que se aprende en los primeros afios
de educacion, dada su simplicidad y aplicacién directa.

2. Hacer una serie requiere un conocimiento mas avanzado de matemdticas, inclu-
yendo el anélisis matematico y la comprension de limites y convergencia.

Herramientas para resolverlas

1. Sumar de manera cotidiana, a menudo basta con usar una calculadora basica o
realizar el calculo mentalmente.

2. Hacer una serie, especialmente las infinitas o las que siguen patrones complejos,
se pueden requerir métodos especificos de sumacion, programas informdticos o
conocimientos de célculo diferencial e integral.

Ejemplos y contextos

1. Sumar de manera cotidiana se ve en ejemplos como sumar el costo de varios
productos para obtener un total a pagar.

2. Hacer una serie puede observarse en el calculo del valor de e (la base del logaritmo
natural) a través de la serie de Taylor, o en fisica al sumar las fuerzas en una serie
de particulas para determinar la fuerza neta.

Estos ejemplos destacan las diferencias entre la suma de nimeros en situaciones coti-
dianas y el proceso mds complejo y matemdticamente profundo de construir y analizar
series. Las series permiten explorar conceptos que van mas alld de la simple adicion,
abarcando ideas de infinito, convergencia, y representacion de funciones y fendmenos
mediante secuencias numéricas.

Ejemplo 145 (Sumar es como contar manzanas). Si tienes 2 manzanas y consigues 3
mas, sumas 2 + 3 para saber que ahora tienes 5 manzanas. Es simplemente afiadir una
cantidad a otra.

Ejemplo 146 (Hacer una serie es como construir un tren de bloques). Imagina que cada
dia agregas un bloque a tu tren. El primer dia pones 1 bloque, el segundo dia agregas
otro para tener 2 bloques en total, y asi sucesivamente. Si quieres saber cudntos bloques
tendréds en total después de 5 dias, sumarias 1 +2+ 3 +4 4 5. Esto es hacer una serie
porque sigues un patrén y sumas varios numeros.

Ejemplo 147 (Sumar es como llenar un balde de agua). Si tienes un balde y agregas dos
tazas de agua y luego tres tazas mds, sumas 2 + 3 para encontrar cuantas tazas de agua
hay en total en el balde.

Ejemplo 148 (Hacer una serie es como sumar los pasos que das). Si das 1 paso el primer
minuto, 2 pasos el segundo minuto, 3 pasos el tercer minuto, y asi sucesivamente, y
quieres saber cudntos pasos has dado en total después de 4 minutos, sumarias 1 +2+3 4
4. Estés haciendo una serie porque cada cantidad que sumas sigue una secuencia.
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Ejemplo 149 (Sumar es como juntar piezas de un rompecabezas). Si tienes 4 piezas de
un lado y 5 de otro, y las juntas todas, sumas 4 + 5 para saber que ahora tienes 9 piezas
del rompecabezas en total.

Ejemplo 150 (Hacer una serie es como contar estrellas de forma especial). Imagina
que cuentas estrellas formando patrones; la primera noche cuentas 1 estrella, la segunda
noche cuentas 2 mads, la tercera noche 3 mads, y asi sucesivamente. Para saber cudntas
estrellas has contado después de varias noches, sumarias los nimeros siguiendo el patrén.

Ejemplo 151 (Sumar es como tener puntos en un juego). Si en un juego ganas 10 puntos
y luego ganas 20 puntos mds, sumas 10 + 20 para saber que tienes 30 puntos en total.

Ejemplo 152 (Hacer una serie es como sumar golosinas de una forma mégica). Imagina
que tienes una bolsa mégica que el primer dia te da 1 golosina, el segundo dia te da 2
golosinas mads, el tercer dia 3 golosinas mds, y asi sucesivamente. Para saber cudntas
golosinas tendrds después de 5 dias, tendrias que sumar 142+ 3 +4 4 5. Esto es hacer
una serie porque sigues un patrén especial para sumar las golosinas.

Ejemplo 153 (Sumar es como contar naranjas). Si tienes 4 naranjas y luego consigues 7
naranjas mds, sumar te dice cudntas naranjas tienes en total (4 4+ 7 = 1 naranjas).

Ejemplo 154 (Hacer una serie es como sumar escalones uno tras otro). Imagina que
subes una escalera y cuentas cada escalon a medida que avanzas. Si cada escaldn tiene
un nimero, hacer una serie seria sumar esos nimeros conforme subes.

Ejemplo 155 (Sumar es como juntar piezas de LEGO). Si tienes 4 piezas de LEGO y tu
amigo te da 6 piezas mds, sumar te ayuda a saber cudntas piezas tienen entre los dos.

Ejemplo 156 (Hacer una serie es como agregar monedas en un frasco cada dia). Si un dia
pones 1 moneda en un frasco, al siguiente dia pones 2 monedas, luego 3 monedas, y asi
sucesivamente, hacer una serie te ayudaria a saber cuanto dinero has ahorrado después
de varios dias.

Ejemplo 157 (Sumar es como sumar puntos en un juego). Si en una ronda obtienes 10
puntos y en la siguiente obtienes 20 puntos, sumar esos puntos te da el total de puntos
que has ganado.

Ejemplo 158 (Hacer una serie es como llenar un dlbum de figuritas). Imagina que cada
pagina de un dlbum puede tener diferente nimero de figuritas. Si la primera p4gina tiene
1 figurita, la segunda tiene 2, y asi hasta la Gltima pagina, hacer una serie te diria cudntas
figuritas necesitas en total para completar el 4lbum.

Ejemplo 159 (Sumar es como mezclar colores de pintura). Si tienes un poco de pintura
roja y le afiades un poco de pintura amarilla, sumar te dirfa cudnta pintura tienes después
de mezclarlas.

Ejemplo 160 (Hacer una serie es como seguir una receta que cambia). Imagina que estds
haciendo galletas y la receta dice que cada dia que haces galletas debes afadir un ingre-
diente mds que el dia anterior. Hacer una serie te ayudaria a saber cudntos ingredientes
diferentes habrds usado después de varios dias.
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Estos ejemplos estdn diseiiados para hacer comprensibles los conceptos de suma y series,
utilizando situaciones familiares y divertidas que puedan captar su interés y comprension.
Estos ejemplos estan disefiados para hacer la distincién entre sumar (una operacion sim-
ple) y hacer una serie (sumar siguiendo un patrén o sucesion) mas accesible y comprensi-
ble, utilizando situaciones y objetos con los que puedan estar familiarizados o encuentren
interesantes.

Observe que son la estructura algebraica y el orden del conjunto R los que permiten la
presencia de limite en sucesiones de nimeros reales, es decir, la adicién dela infinidad de
términos de sucesiones. Antes de analizar algunos criterios de convergencia se considera
pertinente ver los siguientes:

|
Ejemplo 161. Escribe los términos de la serie Z o)
D t 1+ 1 + = ! +— ! +-- + : 7+ O
emostracion. 115716
Ejemplo 162. Escribe los términos de la serie Z 1)n
(n+2)?
Demostracion. -1 L _ L 1 G, 0
emostracion. — — —+ — — —
4 9 16 25 36 (n +2)2
—5n+6
Ejemplo 163. Escribe los términos de la serie Z T donden!=1-2-3---(n—
= 6(n!
1) -n.
1 1 1 1 2n® —5n+6
6 6 6 6 6 6
Ejemplo 164. Dada la serie — + + + + + 1t + --- obtener los

10 102 " 103 ' 10* " 105 107
primeros cuatro términos de la sucesién de sumas parciales.

Demostracion. Esta serie también puede escribirse como

0.6 +0.66 +0.666 + 0.6666 + 0.66666 +- - - - + 0

por lo tanto

ST = a1 =0.6

Sy = ar+a =0.6+0.66

S3 = aj+ay+a3=0.64+0.66+0.666

S4 = ar+ary+az+as=0.6+0.66+0.666+ 0.6666
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Ejemplo 165. Probar que la serie

1 1 1 1 1

ng’ln(n—i—l) T2 a3 3 T T

converge y determinar su suma.

Demostracion. Por el método de fracciones parciales podemos descomponer a, en dos

fracciones, las cuales son
1 1 1

an_n(n—i—l) n n+l

por lo tanto, la n-ésima suma parcial de la serie es

Sp=a1+a+az+--+a,-1+ay

e (-2) 3-2) o (5-2) oo

1 1
n n+1

1
simplificando S, = 1 — ponr n:l_ 7 por consiguiente
1
lim S, = lim ”1: lim —— =1
n— n—oo -+ n— 1 4-
n

lo cual demuestra que la serie infinita converge y su suma es 1. Se puede escribir

- 1 1 1 1 1
— =1
ng'ln(n—i—l) 2t gt e "
O]
- 1
Ejemplo 166. ;La serie infinita Z 7n —: 3 es convergente o divergente?
n=1"'1

1

14—

n+1 , +n

A o _ 1
Demostracion. ,}E}o ap = r}glgo i3 lim 7+—§ =3 # 0 se emplea el resultado 2 de
n

la pagina 73, en consecuencia la serie es divergente. [

Ejemplo 167. Probar que la serie infinita Z 5(-1)""'=1—141—1+--- no tiene
n=1
limite.

Demostracion. lim a, = lim 5(—1)"*! este limite no existe, en consecuencia la serie es
n—$o0 n—so0

divergente. 0
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o0 ~+oo
Proposicion 2.2. Sean Z ay, Z b, dos series convergentes, entonces, para todo o, 3 €
n=1 n=1
~+oo
R, la serie Z ay + by) es convergente y Z oa,+ Bb,) = a Z an+ P Z by. En par-
n=1 n=1 n=1 n=1
oo oo
ticular, la serie Z (—ay) es convergente y Z (—ay) =— Z ap.
n=1 n=1

Demostracio’n Sean {sn}neN, {ta}nen Y {4n}nen 1as sucesiones de sumas parciales de

las series Z ay, Z by, Z a,+by), respectivamente. Las relaciones ¢, = a.s, + B, para
n=1

n=1
todan € N y las hip6tesis, implican la convergencia de {g, },cy y hm  Gn =0 11I£ Sn+
B im. -
oo oo
Observacion 15. Si Z a,, es una serie convergente y Z by, es divergente, entonces
- =1
oo n n
Z (an+ by) es divergente.
n=1
Ejemplo 168. L finit Jio{ ! —1—2} Jio ! ++°°2
a serie infinita — = =) — — converge
Jemp Cn(nt1) 3] T Eantl) | A gey

encuentre su suma.

Demostracion. En efecto, la primera serie converge a 1 y la segunda es geométrica donde

1 . .
a=5yr= 5 la serie converge a 3 Por los resultados anteriores tenemos 1 + — =

53 5
23 0
8

5" = Z - + Z 5 diverge.

n=1 n=1

1 3 =123
Ejemplo 169. La serie infinita Z

Demostracion. En efecto, la primera serie es la serie armoénica o estdndar la cual diverge

1
y la segunda es geométrica dadoque a =3y r = 3 la serie converge. Por los resultados

anteriores tenemos que la serie diverge. 0

oo 3
Ejemplo 170. La serie infinita Z — diverge.
=n

3 o +oo
Demostracion. En efecto, tenemos que Z Z — es la serie armodnica o estan-
n=1 n
—+oo
dar Z — la cual esta multiplicada por ¢ = 7 luego en consecuencia la serie dada es
n
n=1

divergente. 0
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o0
Nota 2.0.1. Decir que la serie Z an es acotada es decir que la sucesion {S,}, .y es aco-
n=1
~+oo
tada. Andlogamente, que la serie Z an es de Cauchy significa que la sucesion {S,},c
n=1
es de Cauchy.
~+o0
Observacion 16. La serie infinita Z ay es de Cauchy si y sélo si para todo € > 0 existe
n=1

No € N tal que |S,, — Sy| < €, para toda m,n > Ny si y sélo si para todo € > 0 existe
No € N tal que |ap1+ - -+ apii| < € para toda n > Ny, k € N.

Observacion 17. Toda serie convergente es acotada, pero no toda serie acotada es con-
vergente.

Observacion 18. Una serie es convergente si y solo si es de Cauchy.

Observacion 19. La convergencia de una serie no depende de las propiedades de la
transformacion sobre ningtin subconjunto finito de los naturales. Es decir, las propieda-
des de toda coleccion finita de términos de la sucesion no determina la convergencia de
la misma. La descripcion de esta propiedad en nuestro modelo es la siguiente:

Sea {an},cn una sucesion de niimeros reales. Sea p € N. La sucesion {a, },cy es con-
vergente si 'y solo si {ap+n} es convergente.

neN
40
Ademds lim a, = lim apy,. En el caso de series se cumple. La serie Z a, es con-
n—r+oo n—r oo =1
foo foo P +o0
vergente si 'y solo si Z apin es convergente. Ademds Z ay — Z ap = Z Apyk, NUMero
n=1 k=1 k=1 k=1
+o0
que denotamos por Z ay.
k=p+1

2.1. Series de términos positivos

Imagina que tienes una larga fila de hormigas, cada una cargando un pedacito de azdcar
para hacer una montafia de azicar. Cada hormiga afiade su pedacito de azicar uno tras
otro, y todos los pedacitos de azucar son importantes porque ayudan a que la montafia
crezca. En este ejemplo, las hormigas y sus pedacitos de azdcar son como los nimeros
en una serie de términos positivos.

En las matematicas, cuando hablamos de “series de términos positivos”, estamos pen-
sando en algo parecido a nuestra fila de hormigas trabajadoras. En lugar de hormigas y
azilcar, tenemos nimeros, y todos estos ndmeros son positivos, lo que significa que son
mayores que cero, como 1,2, 3, o cualquier otro nimero que puedas contar hacia arriba.
Estos niimeros se suman uno tras otro, al igual que las hormigas afiaden sus pedacitos de
azucar a la montafia.

Asi que, una “serie de términos positivos’es simplemente una suma larga de nimeros,
donde cada numero que afiades es como un pedacito de aziucar mds para la montafia.
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Ningtn niimero es negativo, asi que nunca quitas azicar de la montaifia; solo haces que
crezca mds y mds. Por ejemplo, si sumas 142+ 3 +4 45, cada uno de esos nimeros
(como los pedacitos de aztcar) es positivo, y estds construyendo una montafia de azicar
mas grande con cada suma.

Lo especial de estas series es que, al ser todos los nimeros positivos, sabemos que la
montafia de azucar (o la suma total) solo puede quedarse igual o crecer; nunca se hard mas
pequena. Los matematicos estdn muy interesados en estas series porque, dependiendo de
como crezcan los nimeros, pueden decirnos si nuestra montafia de azicar puede llegar a
tener una altura maxima o si podria crecer infinitamente, sin parar nunca.

En la mayoria de las series infinitas no es posible determinar una férmula para S, y
por ello no podemos emplear la definiciéon de convergencia o divergencia que ya hemos
tratado.

Ahora desarrollaremos algunos criterios que nos permitirdn saber si una serie es conver-
gente o divergente por medio del andlisis del n-ésimo término a,. Cabe aclarar que estos
criterios nos ofrecen informacién acerca de si la serie converge o diverge, pero no acerca
de la suma y ademads son aplicables Gnicamente a las series con términos positivos, esto
es, tendremos que a,, > 0 paran = 1,2,3,... Posteriormente discutiremos algunos crite-

rios para series con términos en los cuales no necesariamente tienen que ser positivos.
~+oo

Sea {an},cn una sucesion de nimeros reales. La serie Z ay, es una Serie de Términos
n=1

Positivos si a, > 0, para todo n € N.

Proposicion 2.3. Una serie de términos positivos es convergente si y solo si es acotada.

Demostracion. La sucesion de sumas parciales {S, },cy de una serie de términos positi-

~+oo
\(oN Z a, es una sucesion creciente. Aplicando el Teorema 1.22, la sucesion {S, },cx s
n=1
~+oo
convergente si y s6lo si es acotada, es decir, Z ay es convergente si y sélo si es acota-
n=1
do. [
~+oo
Sea Z a, una serie de términos positivos. Que la serie no sea acotada significa que
n=1
la sucesién de sumas parciales {S,},cy no es acotada. La Proposicién 1.28 implica
~+oo —+oo

glll S, = oo. En este caso decimos que Z a, Diverge a +oo y escribimos Z ap = +oo.
" oqe . . n:1 . . . . n:1
La utilidad que presenta este criterio es minima puesto que decidir si S, es 0 no acotado,
es precisamente nuestro gran problema. Sin embargo este criterio se vuelve importante
cuando se tienen series convergentes conocidas y podemos hacer comparaciones con las
que pretendemos analizar. De estas consideraciones se desprende el siguiente teorema el

cudl es uno de los més utiles para decidir la convergencia o divergencia de una serie dada.

o0 ~+oo
Teorema 2.4 (Principio de comparacion). Sea Z ay, Z by, dos series de términos po-
n=1 n=1

sitivos. Supongamos que existe M > 0 tal que a,, < Mb,,, para casi todo n excepto un
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~+oo
niimero finito de elementos. Entonces, la convergencia de Z by, implica la convergencia
n=1

de Z an y la divergencia a 4+ de Z a, implica la divergencia a + de Z by.

n=1 n=1 n=1

Demostracion. La hipoétesis a, < Mb,, para casi todo n excepto un nimero finito de
elementos, implica que existe p € N tal que a, < Mb,,, para toda n > p. Consideramos las
—+oo —+oo
series de términos positivos Z Apin, Z bpin. Se cumple: a,, < Mb,,, paratodan €
n=1 n=1
—+oo
N. Entonces las sucesiones de sumas parciales {S},},cx {7} ey de las series Z Aptn,
n=1
—+oo
Z b,+n son crecientes y satisfacen la relacién ), < Mt,,, para todan € N.
n=1
oo oo
Por lo tanto: La serie ) b, convergente implica Z bp+n convergente implica {1, }, .
convergente implica {r,}, . acotada implica {5}, acotada implica {S,,}, . conver-
oo oo
gente implica Z ap1n convergente implica Z a, convergente.
oo +oo
Luego Z b, convergente implica Z a, convergente.

La serie Z ay es divergente a o implica Z a, no es convergente implica Z pin NO €S
convergente implica {S),},. no es convergente implica {S),},. no es acotada implica
{17} ,cn DO es acotada implica lim #, = +oo

n—-oo
~+oo
Ahora sea {1, }, . 1a sucesién de sumas parciales de Z by. Se cumple t), =, 4, —t, para
n=1
todan € N. Luego lim t, = 4oosiysélosi lim t,,, = +osiysélosi lim f, =+
g n——oo n y n— oo ptn y n——oo n
siy sélo si Z b, = +o0. Luego Z an = oo implica Z by, = H-oo. [
En particular hemos demostrado:
oo +oo
Corolario 2.5. Sea Z a, una serie de términos positivos y sea p € N. Entonces Z an
n=1 n=1
—+oo
diverge a +oo si y solo si Z apin diverge a +oo.
n=1
Una consecuencia del Teorema 2.4 es el siguiente
~+o0 —+oo
Corolario 2.6 (Principio de comparacién en su forma de limite). Sean Z an, Z b, dos
n=1 n=1

. .. .. . an
series de terminos pOSlthOS. Supongamos que la sucesion {b_} es Convergente. Sea
nJ) neN
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. dn . . . p .
t = lim —. Sit > 0, entonces 6 ambas series son convergentes o 6 ambas series son
n—+o by,

divergentes y divergen a +oo.

t
Demostracion. Existe p € N tal que Iy < > paratodan > p.
n
a t t a t ) t a 3t 2
Se cumple —: —t < 3 de donde ) < b_z —t < 3 se tiene 3 < b—: < 5 luego b, < T
3t
t
Por lo tanto, b, < ;an ya, < 519,1 para toda n > p. El Teorema 2.4 implica que ambas
series son convergentes 6 ambas series divergen a +oo. [
Ejemplo 171. La serie infinita f 2n diverge a +
. La serie infini ——— diver oo,
Jemp S 3n24+n+1 g

—+oo
Demostracion. En efecto, comparemos esta serie con la serie Z — (la razén es que
n=1

2 1
M esde “orden”—) Primero, aplicando el principio de comparacién. Se cumple:
3n? —}2—n +1 5 n | |
n n
> = — paratodan > 1. Luego - <2——— paratodan > 1.
3n2+n+1 " 3n2+n? 2np "= I n-— 3n2+n—|—1p "=
Ry i 2n
La serie — diverge a +o0. Entonces, la serie ——— diverge a +oo.
nz‘] n geat HZ’l 3n2+n+1 geat
Abhora, aplicando el principio de comparacién en su forma de limite. Se cumple:
2n
T 2
- 3n24+n+1 o 2n 2
L LU ey R
n
Ry iy 2n R |
La serie — diverge a +oo. Entonces ambas series S E— — diverge a
L, diveree a + Loz Xy v

En el siguiente resultado establecemos la convergencia y la divergencia a 4o de una co-
leccidn de series que se utilizan como modelos para aplicar el principio de comparacion.

+oc0
Proposicion 2.7. Sea p € Q. La serie Z — es convergente en el caso 1 < p;yenel
n
n=1

~+oo
caso p <1 la serie Z - diverge a +oo.
n
n=1

Demostracion. Caso p < 1. Se cumple la relacion: p < 1 implican” <n, paratodan € N.

1 1 iy
Luego — < —» para toda n € N. La serie Z — diverge a +oo. Aplicando el principio de
n-n n

n=1
—+oo

comparacion, la serie Z - diverge a +-oo.
n
n=1
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teo g

Caso 1 < p. Sea {S,},n la sucesion de sumas parciales de la serie Z —. La {Sp},cn
n=1"

es una sucesion creciente de nimeros reales. Aplicando el Teorema 1.22, {S,}, .y €8

convergente si y solo si es acotada. Se cumple:

2n+1 1 2n+1 n

n 1 1
{81} = kp 1+ Z +1§1 (2k)? +) (2k+1)7

k=1

paratodan € N.
1

1
Dado que 1 < p tenemos (2k)? < (2k+ 1) para toda k € N, luego k1) < 217

para toda k E N.

Entonces Z P k+ G i"

5 para toda k € N.

1 1 1 1 &1
Luego {Si1} < 1+Z (2k)? +Z Q0P 1+222Pkp = 2_)::17 =
1
FS" para toda k € N. Ademas, S, < S7,+1 paratodan € N.
Entonces S7,+1 < 1+ T 52n+1 paratodan € N.
1 2r—1
Luego S2,,4+1 < 1 =21 paratodan € N.
=
p—1

Por lo tanto 0 < S, < S»,,1 implica 0 < §,, < T paratodan € N, es decir, {Sy.},cy

o0
es acotada, luego la serie Z — es convergente. 0

n=1

1

n—+ s,
Ejemplo 172. La serie infinita Z 5 2 converge.
n

n=1

n+ 5 1 _
2 .
5~ es de orden —. Asi pues compararemos con la serie
n

n2

Demostracion. En efecto,

—+o0

1
Z — - Se cumple
n=1n2

1
Vi s X | 1
. n2 . n2(y/n+ ) ./t
111’1’1 —_— = hm _— = 111’Il
n—y4-oo n—r+-oo n2 n—y4-oo \/ﬁ

=1.

S
T B

Rual | 3 il + 1
La serie Z — es convergente, pues 1 < —. Entonces la serie Z =
n=1 n2 2 n=1 n?
te. L]

€S convergen-
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3 n
Ejemplo 173. La serie infinita converge.
Il
3 n
. "+ g 1 )
Demostracion. En efecto, es de orden —. Asi pues compararemos con la

vn'! +4n? n?

~+o0
serie Z — . Se cumple
n=1n2
— 7 . n2 1
VA it 1+#W
lim —————— = lim = lim =1.
n—-+oo 1 T noteo vn! + 4n?  ndeo 1+
— W1+
n2 "
n” 415 P

1
La serie es divergente a +oo, pues — < 1. Entonces, la serie
Z’1 n2 : P2 Z | V' +4n?

divergente a +oo.

Para estudiar las series, primero se recomienda al lector elaborar una lista de series de tér-
minos positivos en las cuales se conozcan si son 0 no convergentes. Aqui tienes ejemplos
para ilustrar la idea de una manera que sea relevante y comprensible:

Ejemplo 174 (Ahorro Progresivo). Imagina que decides ahorrar dinero cada mes, empe-
zando con 10 pesos el primer mes, 20 pesos el segundo mes, 30 pesos el tercer mes, y asi
sucesivamente, aumentando 10 pesos cada mes. Esta secuencia de ahorros es una serie
de términos positivos, donde la cantidad total de dinero ahorrado sigue creciendo.

Ejemplo 175 (Puntos en un Videojuego). Cada nivel de un videojuego que completas te
da puntos, y cada nivel ofrece mas puntos que el anterior. Sumar todos los puntos que
obtienes es como sumar una serie de términos positivos, donde cada término representa
los puntos de cada nivel.

Ejemplo 176 (Carrera de Kilometros). Si te propones correr mds kildmetros cada semana
para entrenar para una maraton, por ejemplo, 5 km la primera semana, 10 km la segunda
semana, 15 km la tercera semana, etc., estds creando una serie de términos positivos con
los kilémetros que corres cada semana.

Ejemplo 177 (Coleccién de Libros). Cada afio decides comprar mds libros que el afio
anterior para aumentar tu coleccion. Si compras 5 libros el primer afio, 10 el segundo,
15 el tercero, y asi sucesivamente, la cantidad total de libros es una serie de términos
positivos.

Ejemplo 178 (Crecimiento de Seguidores en Redes Sociales). Supén que cada mes ga-
nas mas seguidores que el mes anterior en tu cuenta de redes sociales. Este crecimiento
mensual puede representarse como una serie de términos positivos.

Ejemplo 179 (Plantar Arboles). Si te unes a una iniciativa para plantar arboles y cada
afno plantas més arboles que el afio anterior, la cantidad total de drboles plantados forma
una serie de términos positivos.
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Ejemplo 180 (Acumulacién de Puntos de Fidelidad). Cada compra que realizas en tu
tienda favorita te da puntos de fidelidad, y decides comprar mds cada vez. La suma de
todos los puntos obtenidos es una serie de términos positivos.

Ejemplo 181 (Subida Gradual de la Montafia). Imagina que haces una caminata que se
hace progresivamente mds empinada. La distancia vertical que subes cada hora puede
verse como una serie de términos positivos, donde cada término es mayor que el anterior.

Ejemplo 182 (Estudio Diario). Si decides estudiar un poco mds cada dia que el dia
anterior para prepararte para un examen, estas aplicando una serie de términos positivos
a tu tiempo de estudio.

Ejemplo 183 (Creacién de Contenido). Si cada mes produces mds contenido que el mes
anterior para tu blog o canal de YouTube, la cantidad de contenido creado es una serie de
términos positivos.

Ejemplo 184 (Incremento en la Capacidad de Memoria USB). Cada nueva memoria
USB que compras tiene mas capacidad que la anterior, reflejando una serie de términos
positivos en términos de GB o TB.

Ejemplo 185 (Mejora Continua en Tiempos de Vuelta). Como corredor de carreras, ca-
da vuelta que das en la pista es mds rdpida que la anterior durante un entrenamiento
intensivo, representando una serie de términos positivos en el tiempo de vuelta.

Estos ejemplos muestran cémo las series de términos positivos pueden aparecer en di-
ferentes contextos, desde el ahorro y la acumulacién de objetos o experiencias, hasta el
crecimiento personal y el desempefio en diversas actividades. La idea es que, con cada
término sucesivo siendo positivo y, a menudo, mayor que el anterior, el total acumulado o
el resultado final sigue aumentando. De esta forma, cuando se pretenda analizar una serie
desconocida de términos positivos, podremos efectuar las comparaciones de inmediato
como un segundo paso. Es facil comprender que por el momento, esta lista serd pequeiia
por lo poco que hemos tratado acerca de estos temas, pero posteriormente, al estudiar
otros criterios estd lista deberd ampliarse.

De este modo, se va a comenzar restando el primer nimero del segundo; después el
segundo del tercero y se continda haciendo de esa manera sucesivamente, hasta que todas
las distancias se hayan calculado. Antes de ver algunos ejemplos, describiremos otra serie
que se emplea frecuentemente en el criterio de comparacion. Si la distancia es la misma,
se habra hallado el patrén de la serie. Por el contrario, cuando no se encuentre de ese
modo el patrén, lo recomendable es buscar este patrén en las diferencias que haya entre
los niimeros que componen la serie. Cabe la posibilidad de que estos cada vez sean mas
grandes para algun nimero, tal como en el caso del ejemplo de la serie numérica 1, 3, 5,
9.

Una forma de encontrar el patrén en las series y secuencias consiste en extender la serie
original entre 2 o 3 ndmeros. Esto permitird corroborar que en la solucion se cumple el
patrén que se consiguio.
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Definicion 2.1.1. La serie p o la serie hiperarmdnica La serie infinita

+°°1_1+1+1+ T
“npp 1P 20 3 np

donde p es una constante dada, recibe el nombre de serie p o la serie hiperarmoénica y
si

1) p <1 diverge.
i1) p =1 diverge(Serie armodnica).
ii1) p > 1 converge.
No es necesario que p sea un entero.

Para demostrar la convergencia o divergencia de la serie p existen varias formas. Poste-
riormente en base a uno de los criterios que estamos analizando, haremos la demostracién
respectiva.

Ahora tenemos una herramienta mayor para estudiar la siguiente serie de ejemplos.

I 1 1
Ej lo 186. L ieinfinital + = +—-+—+---
Jemplo a serie infinita +3+9+27+ _|_3n71

1
conr = 3 < 1, por lo tanto convergente.

+ .-+ es una serie geométrica

1 1 1
Ej lo 187. L ieinfinital + -+ —+—+- -+ —+--- i 5
Jjemplo 18 a serie infinita 1 + 5 + 75 + 125 +---+ Sn1 + -+ es una serie geomeé

) 1
trica con r = § < 1, por lo tanto convergente.

1
Ejemplo 188. La serie infinita 1 4 7 + ) + 7 4+ 7T +--- es una serie geométrica

1
conr = 7 < 1, por lo tanto convergente.
5. 25 125 57!

Ejemplo 189. La serie infinita 1 + 3 + ) + > 4.+ T +--- es una serie geomé-

) 5 .
trica con r = 3 > 1, por lo tanto divergente.

1 1 1
Ejemplo 190. La serie infinita 1 + % + 3 + YERR es una serie p con p =3 > 1, por lo
tanto convergente.
. . 1 1 1 .
Ejemplo 191. La serie infinita 1 + 57 + 37 + 7 es una serie p con p =7 > 1, por lo

tanto convergente.

1 1
Ejemplo 192. La serie infinita 1 + 3 + 3 + Rl es una serie p con p = 1, por lo tanto
la serie es armonico la cual es divergente.
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1 1
Ejemplo 193. La serie infinita 1 + ——= +

1
SRR

. 1
-+ es una serie p con p = 3 <1,
por lo tanto convergente.

. 9 90 9 .
Ejemplo 194. La serie infinita 9 4 3 + 3 + yE] +--- esunaserie pcon p =3 > 1, por
lo tanto convergente.

o0
Ejemplo 195. La serie infinita Z es convergente.

“n?+l

Demostracion. En efecto, la serie dada es

SRR
275710 241

comparando el n-ésimo término de esta serie con el n-ésimo término de la serie p con-
1

1 1 1
Vergente1+?—|—?+4—2+m+$+-~ p =2 > 1 tenemos
1 < 1
n>+1 " n?

para todo entero positivo n. En consecuencia por el criterio de comparacion la serie
dada es convergente. [

+o0
Ejemplo 196. La serie infinita Z es convergente.
n=1

— 314 ]

Demostracion. En efecto, la serie dada es

R A AR,
10 " 28 3141

comparando el n-ésimo término de esta serie con el n-€simo término de la serie geomé-

4 4
trica convergente §+§+ﬁ+"'+3_n+"' r= 3 < 1 tenemos
4 < 4
3n+1 3¢
para todo entero positivo n. En consecuencia por el criterio de comparacion la serie
dada es convergente. [
~+oo
Ejemplo 197. La serie infinita Z —— es convergente.
= n2"

Demostracion. En efecto, la serie dada es

UL
28 24 n2"
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comparando el n-ésimo término de esta serie con el n-ésimo término de la serie geomé-

. 1 1 1
trica convergente ) + - 1 + = 3 + = n +-
r= 1 < 1 tenemos
1 1
n2" < on
para todo entero positivo n. En consecuencia por el criterio de comparacion la serie
dada es convergente. 0

o0 1
Ejemplo 198. La serie infinita Z —— es divergente.
n

n=1
Demostracion. En efecto, la serie dada es

1 1 1 1
S T I P

Viov2 V3 Vn

comparando el n-ésimo término de esta serie con el n-ésimo término de la serie armoénica

I 1
divergente — + -+ - +---4+ —+4--- tenemos
1 2 3 n

1 1

N

para todo entero positivo n. En consecuencia por el criterio de comparacion la serie
dada es divergente. [

~+oo
Ejemplo 199. La serie infinita Z

n=1

es divergente.

Demostracion. En efecto, la serie dada es

IR

comparando el n-ésimo término de esta serie con el n-ésimo término de la serie arménica
divergente

tenemos

para todo entero positivo n. En consecuencia por el criterio de comparacion la serie
dada es divergente. [

Ejemplo 200. La serie infinita Z

nln

€s convergente.
115 &
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Demostracion. En efecto, la serie dada es

R R I S
1617 ' 18 n+15

comparando el n-ésimo término de esta serie con el n-ésimo término de la serie armoénica

_ I 1 1 1
divergente | + =+ -+ -+ 4+—+---
n

2 3 4
tenemos
1 < 1
n+15 n
para todo entero positivo n. En consecuencia por el criterio de comparacion la serie
dada es divergente. [

Observacion 20. Un niimero finito de términos al inicio de una serie no afecta la con-
vergencia o divergencia, lo cual implica segiin hemos visto en los ejemplos, que se puede
demostrar en la comparacion de series que puede ser para todo entero positivo n, o bien,
para todo entero positivo n, excepto un niimero finito.

~+oo
Ejemplo 201. La serie infinita Z — es convergente.
= n!
1 1
Demostracion. En efecto, la serie dada es 1 + = > + - ¢ +- —|— e -+ comparando el n-

ésimo término de esta serie con el n-ésimo término de la serle geometrlca convergente

111
I+-+—+Ft

1
+--- r:§<1tenemos

2 4 8 2n—1

tenemos

1 1

nl S
para todo entero positivo n. En consecuencia por el criterio de comparacion la serie
dada es convergente. [

3

sen’(nmw

Ejemplo 202. La serie infinita Z # es convergente.

Demostracion. En efecto, se tiene
|sen’(nm)| < 1

de donde podemos hacer comparando el n-ésimo término de esta serie con el n-ésimo

rmino de | .fl el 1 s
ermino de 1a serie — convergente — e
L ST T2 76

tenemos
sen®(nmw) 1
[ < J—
n! n!
para todo entero positivo n. En consecuencia por el criterio de comparacion la serie
dada es convergente. 0
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+°°2 3 1
Ejemplo 203. La serie infinita ) ‘*;3:}";+ )
n

n=1

€s convergente.

Demostracion. En efecto, se tiene

2+sen®(n+1) _ 3
2" 4 n? 2n

de donde podemos hacer comparando el n-ésimo término de esta serie con el n-ésimo
término de la serie geométrica convergente

s(taigiyly o Ly
2438 -1

1 . . o
a=3yr= > < 1 para todo entero positivo n. En consecuencia por el criterio de com-

paracion la serie dada es convergente. 0
4o 3

Ejemplo 204. La serie infinita Z =1 es divergente.
n—2 VIt —

Demostracion. En efecto, la serie dada es

3 N 3 N 3 3
V2—1 V2—-1 3-1 Vin—1

de donde podemos hacer comparando el n-ésimo término de esta serie con el n-ésimo
término de la serie divergente

1

1 1
1+ —+—+--+
V2 V3

tenemos
3 1

- > -

vn—1"+/n
para todo entero positivo n > 2. En consecuencia por el criterio de comparacion la serie
dada es divergente. 0

A continuacion establecemos dos criterios de convergencia para series de términos posi-
tivos. Ambos criterios se obtienen aplicando el principio de comparacién al tomar como
modelo las series geométricas.

o0
Teorema 2.8 (Criterio de Cauchy o prueba de la raiz). Sea Z a, una serie de términos
n=1
positivos. Supongamos que {('/an}n N €S convergente. Sea t = HT a, entonces
n——oo
—+oo
i) La serie Z ay converge cuandot < 1.
n=1
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ii) La serie Z an diverge a 4+ cuandot > 1.

n=1
iii) Nada puede afirmarse cuandot = 1.

Demostracion. Veamos el caso i), en efecto, tenemos el caso cuando t < 1. Sea b € R
tal que r < b < 1. La hipdétesis t = HT Wa, implica y/a, < b para casi toda n excepto
n—r—oo

un nimero finito de elementos, luego a, < b" para casi toda n excepto un nimero fini-
—+oo
to de elementos. La serie geométrica Z b" es convergente. Aplicando el principio de
n=1
~+o0
comparacion, la serie Z an es convergente.
n=1
Ahora probemos el caso ii), en efecto, tenemos el caso cuando ¢ > 1. Sea b € R tal
que t < b < 1. La hipétesis t = lirf Wa, implica 1 < {/a, para casi toda n excepto un
n— o0

numero finito de elementos, luego 1 < a, para casi toda n excepto un nimero finito de
elementos. Entonces la sucesién {ay,},.y no converge a cero. Aplicando la Proposicién
~+o0
2.1 la serie infinita Z a, no es convergente, luego diverge a +oo.
n=1
~+o0
Por ultimo veamos el caso iii), en efecto, tenemos el caso cuando ¢ = 1. La series Z —
n=1"

Ruagl | , / 21 uagy |
Z ) cumplen nL‘Tw \/> =1 nLnEOO = 1. Sin embargo Z diverge a ooy Z

n=1
es convergente. D
~+o0
Teorema 2.9 (Criterio de Déalambert 6 prueba del cociente). Sea Z a, una serie de
n=1
L. .. an+1 an+1
términos positivos. Supongamos que es convergente. Sea t = lim
ay neN n—-+e @,
entonces

~+o0
i) La serie Z ay converge cuando t < 1.
n=1

ii) La serie Z an diverge a 4o cuando t > 1.

n=1

iii) Nada puede afirmarse cuando t = 1.

an+
Demostracion. Aplicando el Corolario 1.32 ¢t = lim s
n—+oc  qy,

mos el caso i), en efecto, tenemos el caso cuando ¢ < 1. El Teorema 2.8 1mp11ca que la
—+oo
serie Z an es convergente.
n=1
Ahora probemos el caso ii), en efecto, tenemos el caso cuando ¢ > 1. El Teorema 2.8
~+o0
implica que la serie Z ay, no es convergente, luego diverge a +oo.
n=1

1mphcat— hm Wa,. Vea-
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+oo 1
Por ultimo veamos el caso iii), en efecto, tenemos el caso cuando ¢ = 1. La series Z -,
n=1
~+oo 1
Z 7 cumplen
n=1
1 1
) . (n+1)?
lim 'H_l:l lim ( ) =1.
n——+oo 1 n—r—+oo 1
n n?
too teo g
Sin embargo Z'l p diverge a 4oy 1 ) es convergente. 0
n= n=

Ejemplo 205. Usando el criterio de Cauchy o de D’alambert determina la convergencia
+o An
o divergencia a +oo de la serie Z - de términos positivos.
n!
n=1

Demostracion. En efecto, tenemos

2n+1
. (n+)r 2l 2
nngrrlw 0 _n—1>I—|I—loo2n(n—{—1)! —nngIrlmn+1 para todan € N,
n!
luego
ontl
. (n+D)!
A, =0
n!
on+1
(n+1)!

Aplicando el criterio de D’alembert, la relacion lim

o < 1, implica la conver-
n—r4-o0

n!
+oo on
gencia de la serie Z —. [
n!

n=1

Ejemplo 206. Usando el criterio de Cauchy o de D’alembert determina la convergencia
2

+oo n
. . . n .. ..
o divergencia a 4o de la serie Z — de términos positivos.
(n+1)

n=1
Demostracion. En efecto, tenemos

2

n n n 1
(n-rll-l) = (n—rll—l) = W, para todan € N,

1+-
n
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" 1
luego lim (1 —i——) = e. Implica lim — < 1. Aplicando el crite-
n e

2

rio de Cauchy, la relacién lim

n
( " ) < 1, implica la convergencia de la se-

n—r+oo n+1
2 2
+oo n n ~+oo n n
rie . La convergencia de la serie —— | , implica en particular
() : X (i) ot enp
Vl2 }’l2 Vlz
1 1
lim ( " ) = 0, entonces Ilim (n+ ) = +oo, es decir, lim (l—l——) =
n—+eo \ n+1 n—r+o0 n n—soo n
o0,

Nota 2.1.1. Existen otros criterios de convergencia de series de términos positivos. Entre
ellos encontramos la Prueba de la integral que se establecerd en un trabajo mas adelante.
Sin embargo hay que observar que todos los criterios conocidos tnicamente resuelven
parcialmente el problema de la convergencia o divergencia a +oo de las series de términos
positivos.

2.2. Series absolutamente convergentes

Imagina que tienes un frasco de dulces y quieres llenarlo, pero solo puedes afiadir o quitar
dulces siguiendo ciertas reglas para que al final, de alguna manera mégica, sepas exac-
tamente cudntos dulces caben en el frasco sin tener que adivinar o probar muchas veces.
Ahora, vamos a relacionar esta idea con algo llamado “‘series absolutamente convergen-
tes”de una manera muy sencilla.

Piensa en una serie como una fila larga de nimeros que estdn haciendo fila para entrar en
un cine. Algunos de estos niimeros son positivos, lo que significa que dan un paso hacia
adelante, y algunos son negativos, lo que significa que dan un paso hacia atras. Pero en
lugar de mirar hacia donde se mueven, solo te importa cudntos pasos en total pueden dar,
sin importar si son hacia adelante o hacia atras.

Una serie absolutamente convergente es como una fila especial de nimeros que, incluso
si cuentas todos sus pasos (hacia adelante y hacia atrds) sin preocuparte por la direccion,
al final sabrés exactamente cudntos pasos han dado en total. Es como saber que todos los
numeros de la fila podrdn entrar en el cine sin empujarse ni dejar espacios vacios entre
ellos, no importa si algunos dieron pasos hacia atrds en algiin momento.

En el mundo de las matemadticas, decir que una serie es “absolutamente convergen-
te”significa que si sumas todos los nimeros de la fila, incluso cambiando los pasos hacia
atrds por pasos hacia adelante (o sea, haciendo que todos los nimeros sean positivos), al
final, el total de pasos (o la suma de los nimeros) llegard a un nimero especifico y no
seguird creciendo para siempre. Es una manera de asegurarnos de que la fila de nimeros
entra perfectamente en nuestro “cine”, o en este caso, que la suma de los niimeros tiene
un valor exacto y no es infinita.

Asi que, cuando los matemadticos hablan de series absolutamente convergentes, estdn
diciendo que no importa como mires los nimeros (sin importar la direccion de sus pasos),



98 Capitulo 2. Conocimientos basicos sobre series

al sumarlos todos, el resultado serd algo muy claro y definitivo, como saber cudntos
dulces caben en tu frasco sin tener que contarlos uno por uno.

Ya que disponemos de diversos criterios de convergencia para series de términos positi-
vos, abordamos el estudio de la convergencia de series de nlimeros reales cualesquiera.
Introducimos para ello la nocién de convergencia absoluta y, usando el teorema de com-
plitud de R, probamos que toda serie absolutamente convergente es convergente. El reci-
proco no es cierto y para probarlo estudiamos las series alternadas, asi llamadas porque
el signo de sus términos va alternando. Presentamos un criterio de convergencia muy ttil
para el estudio de este tipo de series, el criterio de Leibniz, que permite mostrar abundan-
tes ejemplos de series convergentes que no son absolutamente convergentes. Finalmente
abordamos la pregunta de si la convergencia de una serie se conserva al permutar sus
términos, lo que nos lleva a la nocién de convergencia incondicional, que resulta ser
equivalente a la convergencia absoluta.

+o0
Teorema 2.10 (Definicion). La serie de niimeros reales Z a, es absolutamente con-

n=1
foo oo
vergente cuando la serie de términos positivos Z \an| es convergente. Si Z |lay| es
n=1 n=1
o0 o0 +oo
convergente, entonces Z ay es convergente. Ademds Z a,| = Z |-
n=1 n=1 n=1

Demostracion. Las relaciones a, < |a,| y —a, < |a,|, para toda n € N, implica
0 < |an| — an < 2|ay|,para toda n € N.
~+o0

Por hipdtesis las serie Z |a,| es convergente. Aplicando el principio de comparacion, la
n=1

~+o0
serie de términos positivos Z (|an| — ay) es convergente.
n=1
Se cumple a, = |a,| — (Jan| — a,), para toda n € N. Aplicando la Proposicién 2.2, la serie
Z a, es convergente. Falta probar la relacion Z an| < Z |a,|. La desigualdad del
n=1 n=1 n=1
k k +oo +oo
tridngulo Z an| = ) |an| paratoda k € N. Luego Z an| < Z |a,| para toda k € N.
n=1 n=1 n=1 n=1
Entonces, Z a,| =| lim Z a,| = lim Z a,| < Z || O
n=1 k—H—wn:l k= oo n=1 n=1
~+oo +o0
(Observe que la relacién Z ay| < Z |a,| es una version de la desigualdad del tridangulo
n=1 n=1

para sumas infinitas).
Tal como estd expresado en la definicidn, investigar la convergencia absoluta de una se-
rie de nimeros reales es investigar la convergencia de una serie de términos positivos.
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Entonces, una de las aplicaciones de la teorfa de series de términos positivos que he-
mos desarrollado es determinar la convergencia absoluta de series de nimeros reales.
(Calcular la suma de una serie convergente equivale a sumar una infinidad de nimeros
reales). Las series absolutamente convergentes tienen propiedades andlogas a las de las
sumas finitas de nimeros reales (Propiedades que no tienen las series convergentes pero
no absolutamente convergentes).

+o0 1
Ejemplo 207. La serie Z‘b(—l)"ﬁ converge absolutamente.
n=

Demostracion. La serie en cuestion converge absolutamente porque converge la serie

~+oo 1

N i Y
esta dltima serie es una serie geométrica con r = 7 [

Por ejemplo no se afecta ni la absoluta convergencia ni la suma de una serie absoluta-
mente convergente efectuando una permutacion arbitraria de sus términos. También vale
una ley de irrestricta asociatividad. Es vdlida la desigualdad del tridngulo para la suma
de una serie absolutamente convergente. Existen reglas sencillas para calcular la “multi-
plicacién’de series absolutamente convergentes.

Estas propiedades dentro del contexto mas general de “familias sumables de elementos
de un espacio normado”.

~+oo
Ejemplo 208. Determine si la serie Zb(— 1)"§ es convergente.
n=
—+oo
Demostracion. Del ejemplo anterior la serie ZE)(_I) o converge absolutamente, por
n=
lo tanto, es convergente. 0

2.3. Nociones sobre series alternadas

Las series alternadas son aquellas en las que los términos cambian de signo de manera
sistemdtica, como pasar de positivo a negativo y viceversa. Aqui te doy algunos ejemplos
que pueden ser relevantes, ilustrando como este concepto puede aparecer en situaciones
tanto matemaéticas como de la vida diaria:

Ejemplo 209 (Ahorros y Gastos). Imagina que un mes ahorras dinero y al siguiente lo
gastas en algo que quieres, luego vuelves a ahorrar el mes siguiente, y asi sucesivamente.

Ejemplo 210 (Ejercicio). Un dia decides correr (sumando energia y salud) y al dia si-
guiente decides descansar (restando energia pero recuperdandote), alternando entre activi-
dad y descanso.
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Ejemplo 211 (Temperaturas Alternas). La temperatura sube un dia (positivo) y baja al
siguiente (negativo), como en un patrén de clima variable entre dias célidos y frios.

Ejemplo 212 (Puntos en un Juego). En un juego de mesa o videojuego, ganas puntos en
un turno (positivo) y pierdes algunos en el siguiente debido a una penalizacién (negativo),
alternando entre ganar y perder.

Ejemplo 213 (Estado de Animo). Algunos dias te sientes muy feliz y optimista (positi-
v0), y otros dias te sientes un poco menos entusiasta o incluso triste (negativo), alternando
tus emociones.

Ejemplo 214 (Balance en una Cuenta). Realizas depdsitos en tu cuenta bancaria (positi-
vos) y luego retiros (negativos), alternando entre aumentar y disminuir tu saldo.

Ejemplo 215 (Puntajes en Deportes). En un partido, tu equipo marca un punto (positivo)
y luego el otro equipo marca (negativo), y asi sucesivamente.

Ejemplo 216 (Energia Solar). La produccién de energia solar aumenta durante el dia
(positivo) y disminuye o se detiene por la noche (negativo), alternando con el ciclo de
luz.

Ejemplo 217 (Intereses de Préstamos). Algunos meses puedes hacer pagos extra hacia
el principal de tu préstamo (positivo) y otros meses solo pagas el interés (negativo), al-
ternando tu progreso en el pago.

Ejemplo 218 (Crecimiento de Plantas). Las plantas crecen durante la primavera y el ve-
rano (positivo) y entran en un estado de dormancia durante el otofio e invierno (negativo).

Ejemplo 219 (Noticias en Redes Sociales). Un dia ves noticias positivas o inspiradoras
(positivo) y al siguiente dia encuentras noticias negativas o desalentadoras (negativo),
alternando tu percepcion del mundo.

Ejemplo 220 (Resultados Escolares). Recibes calificaciones altas en algunos exdmenes
o proyectos (positivo) y calificaciones mds bajas en otros (negativo), alternando tu rendi-
miento académico.

Ejemplo 221 (Carga y Descarga de un Celular). Cargas tu celular (positivo, aumentando
la bateria) y luego lo usas hasta que se descarga (negativo, disminuyendo la bateria).

Ejemplo 222 (Flujo de Trafico). Al conducir, encuentras tramos donde puedes avanzar
rdpidamente (positivo) y luego te topas con trafico lento o detenido (negativo).

Ejemplo 223 (Popularidad en Redes). Un dia tu publicacion recibe muchos “me gus-
ta”(positivo) y al siguiente, una publicacion puede pasar casi desapercibida (negativo).

Ejemplo 224 (Rutina Diaria). Alternas entre dias productivos donde logras hacer muchas
tareas (positivo) y dias menos productivos donde haces poco o descansas (negativo).
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Estos ejemplos muestran como las series alternadas, con sus cambios entre positivo y
negativo, pueden aparecer en una amplia variedad de contextos en la vida cotideana,
desde el manejo de finanzas personales hasta el rendimiento académico, pasando por las
emociones y la actividad fisica. Este concepto no solo es aplicable en matemaéticas para
sumar y restar nimeros en sucesiones, sino también para entender patrones y ciclos en la
vida cotidiana y la naturaleza.

Definicion 2.3.1 (Series alternadas). Una serie alternada es una serie de nimeros reales

o0
de la forma Z (—1)"*'a,, donde {a, },cn es una serie de términos positivos.
n=1

Teorema 2.11. Sea {a, },cn una sucesion decreciente de niimeros positivos. Si

lim a, =0,
n——4-o0
+oo .
entonces la serie alternada Y (—1)"1'a, es convergente.
n=1
+oo .
Demostracion. Sea {s,},cn la sucesion de sumas parciales de la serie Z (—1)"q,.
n=1

{sn}nen es creciente y acotada superiormente.

En efecto, 52,12 = 52,4+ (—1)2"2ag, 1 + (—=1)*"3ag, 1 implica 52,12 = 52, + (a2n11 —
asn+2) para toda n € N. Por hipétesis se tiene que {a, },cn es decreciente implica so, <
son+2 para toda n € N. Por lo tanto la sucesion {sy, },en es creciente.

2n+1 n n
Ahora bien sy, 1 = a; + Z (—1)k+1ak =a;+ Z (—1)2k+1a2k—|— Z (—l)2k+2a2k+1 im-

n
plica 52,41 = a; — Z (axx — azry1), para toda n € N. La hipotesis de que {a,},en es
k=1
decreciente implica s7,,11 < a; para todan € N.
Se cumple s34 1 = 52, + (— 1) 2ay,, | = 50, +az, .1 paratoda n € N. Entonces 0 < ay,,
para toda n € N implica s, < s2,41 para toda n € N. Por lo tanto, sy, < a; para toda
n € N, es decir {s2, },en es acotada superiormente. Entonces {s2, },cn €s convergente.

Sea lim sy, :=s. La hipotesis lim a, = 0y la relacién s5,11 = s2, + az,+1 entonces
n—r—+oo n—r+-o0

implica que {s2,1}nen €8 convergente y que ngrfm $ont] = S.

Por lo tanto {s, },c s convergente y ngrrl Sp=S. O
n oo
o0 (_1)n+1
Ejemplo 225. Sea p € Q. La serie alternante Z s e8!
n

n=1

1. converge siy solosi 0 < p.

2. absolutamente convergente siy s6losi 1 < p.
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. . . . 1
Demostracion. 1. Supongamos que 0 < p. La sucesion de nimeros positivos {—P}
neN

n
) 1 ) ) +oo (_l)n—H
es decreciente y lim — = 0. Aplicando el Teorema 2.11, la serie Z ————, es con-
n——+oo nP = npP
vergente.
_ ' (_1)n+1 ' +oo (_1)n+1
Si p <0, la sucesion {—} no converge a cero. Luego la serie Z ———no
n? ) nen =1 "
es convergente.
teo n+1
Por lo tanto la serie Z es convergente si 'y s6lo si 0 < p.
n=1 np
. G Vi : .
2. Decir que la serie Z o es absolutamente convergente es decir que la serie
n=1
Rl |
Z s es convergente. Este es el caso siy s6losi 1 < p. [
n=1

+oo —1)"
Observacion 21. En particular la serie Anarmonica Z
n=1

es convergente pero no
n

absolutamente convergente.

2.4. Series de potencias

Las series de potencias son una herramienta matematica que se utiliza para represen-
tar funciones complejas de una manera mds sencilla y manejable, mediante la suma de
términos que involucran potencias de una variable. Aunque el concepto puede parecer
abstracto, hay muchas situaciones en la vida diaria y en la ciencia donde se aplican ideas
similares. Aqui te doy algunos ejemplos para ilustrar el concepto de series de potencias
de manera accesible:

Ejemplo 226 (Crecimiento de una inversion). Imagina que inviertes dinero en una cuenta
con interés compuesto; el cdlculo de cudnto dinero tendras en el futuro se puede aproxi-
mar usando una serie de potencias.

Ejemplo 227 (Prediccion del clima). Los modelos climdticos usan series de potencias
para predecir como cambiaré el clima basandose en diferentes variables, como la tempe-
ratura y la presion atmosférica.

Ejemplo 228 (Disefio de videojuegos). En el desarrollo de videojuegos, las series de
potencias pueden ayudar a simular trayectorias y movimientos de objetos, como el arco
de una pelota o el movimiento de un personaje.

Ejemplo 229 (Efectos de sonido). Los ingenieros de sonido utilizan series de poten-
cias para modelar y crear efectos de sonido complejos, ajustando las ondas sonoras para
obtener el efecto deseado.
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Ejemplo 230 (Crecimiento poblacional). Los biélogos pueden usar series de potencias
para modelar el crecimiento de una poblacién de animales o bacterias bajo ciertas condi-
ciones.

Ejemplo 231 (Fisica cudntica). En fisica cudntica, las series de potencias ayudan a des-
cribir el comportamiento de las particulas a niveles subatomicos, como los electrones en
un 4tomo.

Ejemplo 232 (Economia). Los economistas utilizan series de potencias para modelar
tendencias econdmicas y predecir el impacto de ciertas politicas fiscales o cambios en el
mercado.

Ejemplo 233 (Ingenieria civil). Al disefiar estructuras como puentes o edificios, los in-
genieros utilizan series de potencias para calcular cargas y tensiones en diferentes puntos.

Ejemplo 234 (Medicina). Las series de potencias pueden ayudar a modelar la propaga-
cién de enfermedades o la efectividad de los tratamientos farmacoldgicos a lo largo del
tiempo.

Ejemplo 235 (Acustica). En el disefio de salas de conciertos, se usan series de potencias
para modelar cémo se propagard el sonido y asegurar la mejor calidad acustica.

Ejemplo 236 (Optica). Las series de potencias se aplican en Gptica para modelar la re-
fraccion de la luz a través de diferentes medios.

Ejemplo 237 (Estadisticas). Las series de potencias se utilizan en estadisticas para hacer
extrapolaciones y predicciones basadas en datos existentes.

Ejemplo 238 (Misica electrénica). Los sintetizadores generan sonidos a través de la
manipulacion de ondas, proceso que puede describirse y ajustarse usando series de po-
tencias.

Ejemplo 239 (Astronomia). Para calcular las érbitas de planetas y estrellas, los astréno-
mos recurren a series de potencias que ayudan a predecir sus posiciones futuras.

Ejemplo 240 (Teoria de juegos). En teoria de juegos, las series de potencias pueden
ayudar a modelar las estrategias y decisiones de los participantes en un juego complejo.

Ejemplo 241 (Cinematica). En fisica, las series de potencias se utilizan para describir el
movimiento de objetos, incluyendo la velocidad y la aceleracién en funcién del tiempo.

Ejemplo 242 (Robotics). Los robots usan series de potencias para calcular trayectorias y
movimientos precisos, permitiendo acciones complejas como caminar o agarrar objetos.

Ejemplo 243 (Genética). Los modelos genéticos que predicen cdmo se expresan ciertos
genes pueden basarse en series de potencias.

Ejemplo 244 (Meteorologia espacial). Para predecir tormentas solares y su impacto en
la Tierra, se utilizan series de potencias que modelan la actividad solar.
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Ejemplo 245 (Marketing digital). Al analizar tendencias de consumo y comportamiento
de usuarios en linea, se pueden usar series de potencias para predecir futuras tendencias
de mercado.

Estos ejemplos demuestran cdmo las series de potencias se aplican en una amplia varie-
dad de campos, desde ciencias puras hasta aplicaciones practicas en ingenieria, econo-
mia, y mas alld. Aunque el cdlculo detrds de las series de potencias puede ser complejo,
su utilidad radica en simplificar y modelar situaciones complejas del mundo real. Hemos
tratado con series cuyos términos eran constantes. Ahora ya estamos en condiciones de
analizar series en las cuales existen términos qué contienen variables, este tipo de series
tienen més aplicaciones y por ello su relevante importancia.
Una serie de potencias es una serie de la siguiente forma

40

Y cix—a)'=cotcix—a) +er(x—a)* +- - +ep(x—a) + -

n=0
donde a y las ¢; con i = 0,1,2,3,... son constantes. A este tipo de series también se le
conoce como serie de potencias centrada en a.
Por otra parte, si damos un valor a x, obtendremos una serie de términos constantes
cuya convergencia o divergencia puede ser determinada por los criterios ya establecidos.
Debemos aclara que el primer término de esta serie serfa co(x — a)° lo cual nos indica el
por qué de la sola aparicion del término tinico cg. Un caso especial de este tipo de series
se presenta cuando a = 0, de donde se tiene

~+oo

Z e =co+eixt Fe® 4+ F e -

n=0
Para distinguir una de la otra, decimos que tenemos una serie de potencia en x —a 6
serie de potencia en x. Para simplificar el término general de la serie de potencias en x
supondremos que x” = 1 atin en el caso en que x = 0.
Intuitivamente hablando las series de potencias ocupan el lugar de los “polinomios de
grado +o0.”Entonces para construir una tal serie es razonable pedir una sucesion {a, },en
de numeros reales, que serian los coeficientes del “polinomio,”’y un ndmero real x, que
seria la “variable”del polinomio.

Definicién 2.4.1. Sea {a,},. una sucesion de nimeros reales y sea x un nimero real.
—+oo

La serie Z a,x" se llama serie de potencias.
n=0

2.4.1. Convergencia de series de potencias

~+oo
Por investigar la convergencia de la serie de potencias Z a,x" entendemos determinar
. . n=0
su conjunto de convergencia:

~+o0
x €R] Z ayx" es convergente
n=0
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El objetivo principal es determinar todos los valores de x para los cuales una serie de

potencias converge. Por ello podemos emplear el importante criterio de la razon.

El conjunto de valores de x par los cuales una serie de potencias converge recibe el

nombre de Intervalo de convergencia. El conjunto de convergencia de una serie de
+o0

potencias Z a,x" es un intervalo simétrico con centro en cero. Este resultado es una
n=0

consecuencia del siguiente:

~+oo
Teorema 2.12. Sea xo € R. Supongamos que la serie de potencias Z a,x" es conver-
n=0
—+oo

gente cuando x es xo. Entonces la serie Z ayx" es absolutamente convergente para todo
n=0
x € R tal que |x| < |xo.

o0

Demostracion. Seax € R tal que |x| < |xp|. Por hipotesis, la serie Z anX; es convergente.
n=0

es acotada. Existe pues M > 0 tal que |a,x;| <

(o]

., +
Entonces lim a,x! =0, luego { a,,x"
Parern iy n0 ’ g { n O}n:()

n

, para toda n > 0.

x" X
M, para toda n € NU{0}. Se cumple: |a,x"| = |a,xj| | = | < M |—
X X

~+oo

—‘ < 1. Luego, la serie geométrica Z
n=0

n

o x
|x| < |xo| implica

X0

€s convergente.

—+oo
Aplicando el principio de comparacion, la serie Z la,x"| es convergente, es decir, la
n=0
~+oo

serie Z a,x"* es absolutamente convergente. [
n=0

~+oo
Ejemplo 246. Determinar el intervalo de convergencia de la serie Z —.
n=0"

n n+1
. . o . x X
Demostracion. Aplicando el criterio de la razon tenemos a, = — y a,4+1 = 1
n n

por lo

tanto
xn+ 1

n+1

3| %

Entonces

.on ] 1
ol Jim =[] Jim = .
n n—+ n 1+

a) La serie converge para |x| < 1, o bien para —1 < |x| < 1.

b) Diverge para |x| > 1, 0 bien parax > 10 x < —1.
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o0
c) La prueba falla para |x| = 1. Para x = 1 la serie es Z — la cual diverge. Para
—on
oo (_ )n "
x = —1 la serie es Z la cual converge. En consecuencia el intervalo de
n=0
convergencia de la serie dada es [—1,1) = {x € R| — 1 < x < 1}, graficamente
tenemos
E Y
£ >
—1 1
con lo que concluimos el ejercicio.
O
+oo "
Ejemplo 247. Determinar el intervalo de convergencia de la serie Z Tk
n=0
x" K X
Demostracion. Aplicando el criterio de la razén tenemos a, = o yayi] = 0T = oy
por lo tanto
x'x
| | 2%'x|  yxp o 1
| T 22| T )E‘ = 3
on
Entonces |
[ tim 5=k
. 1 .
a) La serie converge para §|x| < 1,0 |x] <2, 0bien para —2 < |x| < 2.
b) Parax=—2 laseriees —1+1—1+1—1+1—1+--- lacual diverge.
c) Parax=2,laseriees 1 +1+1+1+4+1+1+4--- lacual diverge.
En consecuencia el intervalo de convergencia de la serie dada es
(—=2,2) ={xeR|-2<x<2},
graficamente tenemos
c N
C 7
-2 2
con lo que concluimos el ejercicio. [

El siguiente teorema se comprende con mayor facilidad después de haber analizado los
ejemplos anteriores.
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~+oo

Teorema 2.13. Sea Z anx" una serie de potencias dada. Entonces exactamente una de
n=0

las siguientes condiciones se satisface:

a) La serie converge solamente cuando x = 0.

b) La serie es absolutamente converge para todos los valores de x.

c) Existe un niimero R > 0 tal que la serie es absolutamente convergente para todos
los valores de x para los cuales |x| < Ry es divergente para todos los valores de x

para los cuales |x| > R.

Existe un Teorema similar para cuando tenemos una serie de potencias en x —a y las
condiciones se escriben de la siguiente manera:

a) La serie converge solamente para x = a.
b) La serie converge para todos los valores de x.

c¢) Existe un nimero R > 0 tal que la serie convergente para toda x con [x —a| <Ry
es divergente para toda x con |x —a| > R.

Ya hemos mencionado que el conjunto de todos los valores de x para los cuales es con-
vergente una serie de potencias dada recibe el nombre de intervalo de convergencia de
la serie de potencias. El nimero R que tenemos en las condiciones ¢) se conoce como
radio de convergencia de la serie de potencias.

Si la condicién a) se cumple, se tiene R = 0.

Si la condicién b) se cumple, se tiene R = oo.

Si la condicién ¢) se cumple, se tiene R tendrd un valor segun la serie que se este
analizando.

Si el radio de convergencia R es positivo, entonces el intervalo de convergencia de
una serie de potencias en x es uno de los siguientes:

(—R,R),|-R,R],(—R,R],[-R,R).

Para la serie de potencias en x —a el intervalo de convergencia puede ser uno de los
siguientes:

(a—R,a+R),[a—R,a+R|,(a—R,a+R],[a—R,a+R).
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2.5. Ejercicios

1. Identifique la sucesion de sumas parciales asociada a cada una de las siguientes
series y determine si son 0 no convergentes.

) +1+1+1+1+
a 9 727781 243

+o0 5n

b) 2: 3n— 1°

) LS I S S
1-22.3 3.4 4.5 556

— 45+45+45+ Ll 45
102~ 10* 106 102

2. Convierta la serie 0.6 al cociente de dos enteros con el limite de la sucesion de
sumas parciales.

3. Calcule si es posible, el valor de la serie

55 5 5

5
+3t5t Tt

_|_ ..
+oo 117
4. Si es posible, calcule el valor de la serie Z —» Justifique su respuesta.

n—l
+-00 n3

5. Determina si la serie
ZZ:I 4n3 42

converge o diverge.

. . . . . 2n® +1
6. Determina la convergencia de la serie cuyo n-€simo término es Son
n’+n
oo 2
7. Demuestre que la serie
1 Z 3n2+5

diverge.

8. Determina si las siguientes series son convergentes o divergentes. En caso de que
sean convergentes, calcule la suma.

0 E4(2)"
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2.5. Ejercicios
o o\n
2 L7(3)
) 2_17 1
n=1
17 1
e) 2.3+ Z 03 (_102”)'

1
-2)(3n+1)°

1).

+
8

)

-’
—~
w
:

l\)

3
I
—_

+
8
(9)]

+
(%)
T
—_

2)

()
T

3
Il
o

RE
"L Vi

) Z7+2 "

o0 5n+1

J)Z6n-

9. Investigue si las siguientes series son absolutamente convergentes

S
Lk

~+o0
a) Z(_l)n-l—l
b) Z n+1 100”
c) Z (—1)"

d) Z

e) Z 1)"1(0.01)".

v
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Capitulo 3

Aplicaciones

Resumiendo, la representacion decimal de los nimeros reales estd intimamente relacio-
nada con las sucesiones y series en matematicas. Aqui te explico como:

Sucesiones: Una sucesion es una lista ordenada de niimeros. Por ejemplo, una sucesion
podria ser 3,3.1,3.14,3.141,3.1415,... donde cada nimero es una aproximacion mas
precisa de m(pi).

Series: Una serie es la suma de los términos de una sucesion. En el caso de la represen-
tacion decimal, en lugar de sumar, construimos un nimero més grande con mas y mas
digitos.

Representacion decimal: Cada nimero real puede representarse como una serie de digi-
tos. Por ejemplo, el niimero 123.456 puede verse como la suma de 100(1 x 10%) 4-20(2 x
101) +3(3 x 10%) +0.4(4 x 107 1) +0.05(5 x 1072) +0.006(6 x 1073).

Nuameros Irracionales y Representacion Decimal Infinita: Para nimeros irracionales
(como 7 0 v/2), la representacién decimal es infinita y no periédica. Aqui es donde las
sucesiones y series se vuelven realmente importantes. Por ejemplo, 7 = 3.14159... se
puede pensar como el limite de una sucesion de aproximaciones decimales cada vez mas
precisas.

Limites de sucesiones y series: En matematicas, decimos que un nimero real es el limite
de una sucesion de aproximaciones.

Ejemplo 248. Podemos aproximarnos a v/2 con la sucesién
1,1.4,1.41,1.414,...

Cada término es una aproximacioén decimal més precisa, y la serie completa se acerca
cada vez mas al verdadero valor de \/§

Por lo que, la representacion decimal de los nimeros reales se basa en el concepto de
sucesiones y series, y en el uso de limites para entender como se pueden aproximar los
numeros reales mediante cifras decimales, tanto finitas como infinitas. Esto demuestra
la profunda conexién entre diferentes dreas de las matemadticas y cdmo se utilizan para
describir y entender los nimeros y sus propiedades.

Vamos a ilustrar la teoria de series y sucesiones con un problema de la vida real que pueda
ser interesante para entender estos temas: la creacion y el lanzamiento de una aplicacion
movil.



112 Capitulo 3. Aplicaciones

Ejemplo 249. Este ejemplo te ayudard a entender como conceptos matematicos abstrac-
tos tienen aplicaciones muy concretas y valiosas en proyectos tecnoldgicos y empresa-
riales.
Contexto del problema
Imagina que has desarrollado una nueva aplicaciéon mévil que ayuda a las personas a
organizar sus tareas diarias de manera mds efectiva. Para crecer y mantener tu app, ne-
cesitas entender dos cosas principales: como crecerd tu base de usuarios a lo largo del
tiempo (sucesiones) y como calcular los ingresos esperados a partir de suscripciones o
anuncios dentro de la app (series).
Sucesiones: crecimiento de usuarios
Para modelar el crecimiento de tus usuarios, decides usar una sucesion, que es basica-
mente una lista ordenada de ndmeros que siguen una regla especifica. Supongamos que
empiezas con 100 usuarios en el primer mes. Si tu estrategia de marketing es efectiva,
esperas que el nimero de usuarios crezca un 10 % cada mes.
Esto se puede representar como una sucesion donde el nimero de usuarios en el mes n es
U, =100 x (1.1)"~!, donde 7 es el nimero de meses desde el lanzamiento. Asi, puedes
predecir cudntos usuarios tendrds en cualquier mes futuro aplicando esta férmula.
Series: calculando ingresos
Ahora, supongamos que tu aplicacion genera ingresos a través de suscripciones, con cada
usuario pagando 5 pesos al mes. Quieres calcular tus ingresos totales después de un afio.
Para esto, puedes usar una serie, que es la suma de los términos de una sucesion. Si
multiplicas el nimero de usuarios cada mes por la cantidad que paga cada uno, obtienes
los ingresos de ese mes. Sumando los ingresos de cada mes durante un afio, calculas los
ingresos totales.
Los ingresos del mes n serian [, = U, x 5. Los ingresos totales después de 12 meses
serian la suma de /,, de n = 1 hastan = 12.

Aplicacion Practica

1. Calculando el Crecimiento de Usuarios:

a) Mes 1 : 100 usuarios.
b) Mes 2:100 x (1.1) = 110 usuarios.

¢) Y asi sucesivamente, aplicando la férmula de la sucesion.
2. Calculando Ingresos:

a) Ingresos Mes 1 : 100 x 5 = 500.
b) Ingresos Mes 2 : 110 x 5 = 550.

c) Los ingresos totales después de 12 meses serian la suma de estos ingresos
mensuales.

Solucion y conclusion

Para encontrar los ingresos totales después de un afio, necesitarias sumar todos los in-
gresos mensuales, aplicando la serie. Esto te da una vision clara de cémo tu app podria
ser rentable a lo largo del tiempo, permitiéndote hacer planes para futuras inversiones,
mejoras de la app, o estrategias de marketing.
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Este ejemplo muestra como las sucesiones y series no son solo conceptos matematicos
abstractos, sino herramientas poderosas que pueden aplicarse para modelar y predecir
el crecimiento y los ingresos en proyectos reales como el lanzamiento de una aplica-
cién movil. Permite a los emprendedores y desarrolladores tomar decisiones basadas en
proyecciones matemadticas precisas y planificar estratégicamente para el futuro.

Cuando hablamos de series y sucesiones, estamos hablando de seguir patrones y sumar
numeros de acuerdo a reglas especiales. Aqui tienes algunos ejemplos sencillos y diver-
tidos:

Ejemplo 250 (Ahorros Semanales). Imagina que ahorras 1 peso la primera semana, 2
pesos la segunda semana, 3 pesos la tercera semana, y asi sucesivamente. Cada semana
ahorras un délar mds que la semana anterior. Esto es una sucesion porque sigues un
patrén para decidir cudnto ahorras.

Ejemplo 251 (Llenando un Frasco de Dulces). Si pones 2 dulces en un frasco el primer
dia, 4 dulces el segundo dia, 6 dulces el tercer dia, y contindas agregando 2 dulces mds
cada dia, estas creando una sucesion con los dulces.

Ejemplo 252 (Historia de Conejos). Comienzas con 2 conejitos. Si cada mes, esos co-
nejitos tienen 2 conejitos mds, entonces tienes 2, 4, 8, 16 conejitos, y asi sucesivamente.
Esto muestra como algo puede crecer rdpidamente siguiendo un patrén, una idea clave
en las sucesiones.

Ejemplo 253 (Peldafios de una Escalera). Imagina que cada peldafio de una escalera esta
pintado de un color diferente, alternando entre rojo y azul. El primer peldaiio es rojo, el
segundo es azul, el tercero es rojo, y asi sucesivamente. Esto es como una serie alternada
con colores en lugar de nimeros.

Ejemplo 254 (Estrellas en el Cielo Nocturno). Si cuentas 5 estrellas la primera noche,
10 estrellas la segunda noche, 15 estrellas la tercera noche, porque cada noche encuentras
una constelacion que tiene 5 estrellas mas que la noche anterior, estds siguiendo un patrén
de sucesion con las estrellas.

Ejemplo 255 (Bloques de Construccién). Construyes una torre donde el primer nivel
tiene 1 bloque, el segundo nivel tiene 2 bloques, el tercer nivel 3 bloques, y asi sucesi-
vamente. Al sumar todos los bloques, estds haciendo una serie para ver cuantos bloques
usaste en total.

Ejemplo 256 (Dias de la Semana). Piensa en los dias de la semana como una sucesion
que siempre sigue el mismo patrén: lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sabado,
domingo, y luego comienza de nuevo. Es un ciclo sin fin.

Ejemplo 257 (Saltos en Longitud). Cada dia practicas saltos largos y cada dia saltas 10
cm mads lejos que el dia anterior. Si el primer dia saltas 50 cm, el segundo dia saltas 60
cm, el tercer dia 70 cm, y asi sucesivamente. Esto es seguir una sucesion en tus saltos.

Ejemplo 258 (Cuentas de Perlas). Tienes una cuerda para hacer un collar y decides
afladir 3 perlas el primer dia, 6 perlas el segundo dia, 9 perlas el tercer dia, afiadiendo
siempre 3 perlas mds cada dia. Esto es una serie porque sumas un nimero especifico de
perlas cada dia hasta completar tu collar.
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Estos ejemplos estdn disefiados para ayudar a entender como las series y sucesiones son
simplemente formas de seguir patrones y sumar nimeros siguiendo esas reglas, algo que
pueden ver y experimentar en actividades diarias y juegos.

3.1. Representacion decimal de los nameros Reales

Definicion 3.1.1. Una expansion decimal positiva es una serie de potencias de la for-
—+oo
a . .
ma Z 1_(;” donde ap € NU{0} y {an}nen es una sucesion de elementos del conjunto
=0
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. La notacién ag,ay,ay,...,a,,... representa tanto la expansion
~+o0
. .. an <
decimal positiva 2‘6 Ton’ como la suma de ésta.
n=

Teorema 3.1. Toda expansion decimal positiva representa(es decir, converge) a un nii-
mero real no negativo.

., ., . a
Demostracion. La expansion decimal ag,a1,as, . .. ,ay, ... cumple: 0 < —— <9

10" = 107 P

~+oo

ra toda n € N. La serie geométrica Z o es convergente. Aplicando el principio de
n=0

comparacion, la expansion decimal ag,a;,az,...,a,,... €s convergente. [

Teorema 3.2. Todo niimero real no negativo estd representado(es decir, es el limite) por
una expansion decimal positiva.

Demostracion. Sea x € R tal que 0 < x. Elegimos @ como el mayor elemento de NU{0}
tal que ap < x. Sea a; el mayor elemento de {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} tal que ap+ il—(l) <x.

Supongamos que a, ha sido seleccionado. Elegimos a,+; como el mayor elemento de

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} tal que ag + % R % an+1

construido una sucesion {a, },cn de elementos de {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9} tal que

< x. Por induccién hemos

aj a a ap  Adp41
— R — <x< — e —
ao+10+ +10_x ao—l—lo—l- —|—10+ 10
paratodan € NU{0}. Aplicando el Teorema 3.1, la expansion decimal ag, a1, az, . . ., ap, . ..
es convergente. La relacion lim — = 0 implica entonces x = ap.a1az...a,. .. L]
n—yoo

Observacion 22. La representacion de los niimeros reales no negativos por expansion
decimal positiva no es unica. Por ejemplo, 1.000...0...y9.999...9... son dos expan-
siones decimales distintas que representan al niimero 1. De hecho tenemos:

Proposicion 3.3. Dos expansiones decimales positivas ay.aiay .. .ay,...yby.biby...by,...
representan el mismo niimero real no negativo si y sélo si existe N € NU{0} ral que:
ap =by, paratoda 0 <k<N—-1;ay=by+1ya,=0, by =gq, paratodak > N+ 1.
Por lo tanto, los tinicos niimeros reales no negativos que admiten dos representacion en

expansiones decimales positivas son aquellos de la forma: Ton’ donde k,n € NU{0}.
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Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. [
Ejemplo 259. 3.84757000...0... =3.84756999...9... (Aqui N =5.)

Definicion 3.1.2. Una expansion decimal positiva ag.ajas .. .ay, . .. es Periodica si exis-
ten k, N € N tales que a, 1, = ap, paratodan > N.

18
Ejemplo 260. - = 2.571428571428...571428... (Aquik =6y N =1.)

24
Ejemplo 261. " =2.44444 . 4444 . (Aquik=1yN =2)

Teorema 3.4. Un niimero real no negativo es un niimeros racional si 'y solo si admite
una representacion en expansion decimal positiva periddica.

Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. [

Definicion 3.1.3. Una expansion decimal negativa es la serie opuesta —ag.aa; . ..a,. ..
de una expansion decimal positiva ag.ajas...ay. ..

Una expansion decimal es una expansion decimal positiva o una expansion decimal
negativa.

Los Teoremas 3.4, 3.2, 3.1 y la Proposicion 3.3 son vélidos al cambiar los letreros:

29 ¢

“expansion decimal positiva”, “ndmero real no negativo”por “expansion decimal nega-
tiva”, “ndmero real no positivo”’o “expansién decimal”, “nimero real”. Nada cambia
si reemplazamos el nimero 10 por cualquier otro nimero natural p > 2 y el conjunto

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} por {0,1,2,3,...,p— 1}.

Ejemplo 262. En el caso p = 2, tenemos las expansiones binarias

an
ap.a1ay...dy... = Zi
n=0
0
O
—ap.diay...dy.. :_Zﬁ
n=0

donde {ay },en es una sucesion de elementos del conjunto {0,1} y ap € NU{0}.

De los resultados de esté seccion y de la teoria de series obtenemos como corolarios. Todo
nimero real es una suma infinita de nimeros racionales. Existencia de nimeros raciona-
les. Todo intervalo abierto en R contiene un nimero racional y un nimero irracional.
También, una técnica aproximativa para el cdlculo de la suma y producto de nimeros
reales basada en la suma y producto de nimeros racionales.
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3.2. Limites y continuidad en una variable

El limite es un concepto matemadtico que puede parecer complicado, pero aqui te dejo una
manera sencilla de entenderlo: imagina que tienes un juguete de un carrito y lo empujas
a lo largo de una pista recta hacia una caja. Mientras mds cerca llegue el carrito a la
caja, mds pequeiia se vuelve la distancia entre el carrito y la caja. El “limite”es como
preguntarnos “;a qué punto se acerca el carrito si lo seguimos empujando hacia la caja sin
detenernos?”’En matematicas, usamos el limite para describir hacia qué nimero se acerca
algo (como la distancia entre el carrito y la caja) cuando hacemos algo continuamente
(como empujar el carrito). Es una forma de pensar en donde algo va a terminar, incluso si
nunca llegamos a detenernos exactamente alli. Asi que, en resumen, el limite es como una
forma de jugar a la imaginacién matemadtica, donde tratamos de adivinar a qué ndimero
se acerca algo cuando hacemos algo muchas veces.

Imagina un mosquito que estd volando hacia una ldmpara en una habitacién. El mosquito
comienza lejos de la ldmpara y se mueve mds y més cerca de ella en cada momento.
Ahora, si queremos usar este escenario para explicar el concepto de limites, podemos
hacerlo asi:

1. Posicion Inicial: EI mosquito estd a una cierta distancia de la lampara. Esta es su
posicion inicial.

2. Movimiento hacia la Lampara: El mosquito se mueve hacia la lampara. Con cada
movimiento, se acerca un poco mds a la lampara.

3. Acercandose al Limite: A medida que el mosquito sigue volando, la distancia
entre €l y la lampara se hace més y mas pequefia. En matemadticas, diriamos que la
distancia estd “tendiendo a cero”.

4. El Limite: El “limite”en este caso seria el punto al que se acerca el mosquito.
Imaginamos que se acerca infinitamente a la ldmpara, pero sin tocarla realmente.
En términos matemadticos, diriamos que el limite de la distancia del mosquito a la
lampara es cero a medida que el tiempo avanza.

5. Nunca Alcanzando el Limite: Lo interesante de los limites es que, como en nues-
tro ejemplo, el mosquito se acerca cada vez mds a la ldmpara pero no necesa-
riamente tiene que llegar a la lampara. En matemadticas, a menudo hablamos de
acercarnos a un valor tanto como queramos, sin necesariamente alcanzarlo.

Este ejemplo muestra como el limite representa un valor al que una cantidad se acerca
cada vez mds. Es una manera efectiva de visualizar el concepto, especialmente para aque-
llos que estdan empezando a aprender sobre los fundamentos del célculo y los limites en
matematicas.

Los limites matemdticos se aplican en muchas dreas, tanto en matemdticas como en Si-
tuaciones del mundo real.

1. Ciencias: En fisica, por ejemplo, los limites ayudan a entender el movimiento y las
velocidades. Imagina que quieres saber qué tan rdpido se mueve un automovil en
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un instante especifico. Usando limites, puedes calcular la velocidad exacta en ese
momento.

2. Ingenieria: Los ingenieros usan limites para disefar edificios y puentes. Esto ayu-
da a entender cémo se comportan las estructuras bajo diferentes cargas y condicio-
nes, asegurandose de que sean seguras y estables.

3. Economia: En economia, los limites pueden ayudar a predecir el comportamiento
de los mercados. Por ejemplo, pueden mostrar como reaccionara el precio de un
producto si la demanda aumenta gradualmente.

4. Medicina: Los limites se usan en medicina, por ejemplo, para entender como cam-
bian los niveles de medicamentos en el cuerpo con el tiempo, lo que ayuda a los
médicos a determinar las dosis adecuadas.

5. Ecologia: En ecologia, los limites pueden ayudar a entender patrones de crecimien-
to de poblaciones de animales o la propagacién de enfermedades en un ecosistema.

6. Meteorologia: Los meteorélogos utilizan limites para hacer predicciones sobre el
clima, como la velocidad del viento o la cantidad de 1luvia.

7. Matematicas: Por supuesto, en matematicas mismas, los limites son fundamenta-
les para el cdlculo, ayudando a entender conceptos como la derivada e integral, que
son cruciales en muchas aplicaciones cientificas y técnicas.

En resumen, los limites son como herramientas matematicas que nos ayudan a entender
y predecir como cambian las cosas gradualmente en una gran variedad de campos.

Por ejemplo, para explicar la velocidad de un mosquito utilizando el concepto de limites,
podemos recurrir a una idea basica del cdlculo: la derivada. La velocidad es un ejemplo
clasico de una derivada, que es la tasa de cambio de una cantidad con respecto a otra.
En este caso, es como cambia la posicién del mosquito con respecto al tiempo. Aqui te
ofrezco una manera sencilla de explicarlo:

1. Posicion y Tiempo: Imagina que estds observando a un mosquito volando. Regis-
tramos su posicion en diferentes momentos. En matematicas, la posicion seria una
funcién del tiempo, digamos f(z).

2. Cambios en Pequeiios Intervalos de Tiempo: Ahora, piensa en dos momentos
muy cercanos, por ejemplo, ¢ y t + Ar (donde Af es un intervalo de tiempo muy
pequeiio). El mosquito se ha movido de f(z) a f(z + Ar) en ese breve periodo.

3. Calculando la Velocidad Instantanea: Para encontrar la velocidad del mosquito
en el momento exacto ¢, queremos saber cdmo cambia su posicién en un intervalo
de tiempo infinitamente pequefio. En matematicas, calculamos la velocidad instan-
tdnea como el limite de la razon de cambio de la posicion con respecto al tiempo,
a medida que Ar se acerca a cero. Esto se escribe como:

At) —
Velocidad en el tiempo t = lim flatan) = fla)
At—0 At
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4. El Limite Representa la Velocidad Instantianea: Este limite nos da la velocidad
del mosquito en el momento exacto ¢. Es la velocidad instantdnea, que es diferente
de la velocidad promedio. La velocidad instantdnea es cémo de rapido se mueve el
mosquito en ese preciso instante, no a lo largo de un periodo de tiempo.

5. Aplicacién Practica: En la practica, esto significa que si podemos medir cémo
cambia la posicién del mosquito en intervalos de tiempo muy pequefios, podemos
aproximarnos a cudn rapido se estd moviendo en cualquier momento dado.

Este ejemplo demuestra cdmo los conceptos matemdticos de limites y derivadas se apli-
can para entender fenémenos del mundo real, como la velocidad de un mosquito. Es una
forma de conectar las ideas abstractas del calculo con situaciones cotidianas y tangibles.

Definicion 3.2.1 (De la derivada). Sean f: A CR — R,a € A. Se dice que f es derivable

o diferénciable en a si N
- fla+h) — f(a)
h—0 h

existe y en este caso este limite se la llama la derivada o la diferencial de f en a y se
denota por f’(a). Se tiene

flat+h)—fla) . f(x)—fla) _ df
1 =lim—~, "~ = =L(a).
hl—r>r(1) h ey xX—a fla) dx (@)
Ejemplo 263. Sea f(x) = ¢ = constante. Entonces:
+h)— f(a) c—c
/ — l/ f(a — 1/ =0.
fa) hl—% h hlg(l) h 0
Ejemplo 264. Sea f(x) = x. Entonces
oy flath)—fla) . ath—a . h_
fia) = lim h = T amy =
Ejemplo 265. Sea f(x) = x>. Entonces
. flath) —fla) _  (a+h)?-d
fa) h—r>I(1) h h1—>0 h
2 2_ 2
2ah+ h* —
i LI T (Ga k) = 2a
h—0 h h—0
Ejemplo 266. Sea f(x) = |x|. Entonces
tim L OER = SO g 121,
h—0 h h—0 h
: \h|  h . |h|  —h
Consideremos # > 0. Entonces 7 = 7 = 1. Ahora, si & < 0, tendremos 7 = W =—1.
Es decir: n "
lim ' =1 fm ' = —1
hgé[)l+ h Y hi%l— h

I

Por lo tanto 1im — no existe.
h—0 h
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La relacion entre diferenciabilidad y continuidad nos la proporciona el siguiente resulta-
do.

Teorema 3.5. Si una funcion f es derivable en un punto a, entonces f es continua en a.

Demostracion. Se tiene:

lim(£(x) — £(a)) = lim (M - (x—a)) -

x—a x—a (x — a)
= lim fx=1la), lim(x—a) = f'(a)-0=0.
x—a x—a x—a
Por lo tanto lim f(x) = f(a) y f es continua en a. O

Xx—a

Observacion 23. El reciproco del Teorema 3.5 no se cumple. Por ejemplo, f(x) = |x|
es continua en O pero no es derivable en 0. De hecho, es posible construir una funcion
continua en todo R pero que no sea derivable en ningiin a € R.

Los limites laterales en la derivada son importantes porque nos ayudan a entender como
se comporta una funcién (o la velocidad de un objeto, como un mosquito) en un punto
especifico, especialmente cuando esa funcién tiene un comportamiento diferente de un
lado del punto que del otro. Aqui te dejo un ejemplo con el mosquito para explicarlo
mejor: Imagina que un mosquito estd volando en linea recta y se acerca a un punto en
el aire, digamos el punto “A”. A medida que se acerca a “A”, su velocidad cambia. Pero
aqui hay algo interesante: la manera en que cambia su velocidad puede ser diferente
justo antes de llegar a “A”(esto seria el limite lateral izquierdo) y justo después de pasar
“A”(esto seria el limite lateral derecho). Supongamos que el mosquito se acelera a medida
que se acerca a “A’’pero, una vez que pasa “A”, de repente disminuye su velocidad debido
a un cambio de direccién o por haber encontrado un obstdculo. En términos de limites y
derivadas:

1. Antes de “A”(Limite Lateral Izquierdo): Observamos cémo se comporta la ve-
locidad del mosquito a medida que se acerca a “A”desde la izquierda. Si vemos
que su velocidad aumenta continuamente, el limite lateral izquierdo de la derivada
(velocidad) en “A”es mayor.

2. Después de “A”’(Limite Lateral Derecho): Observamos la velocidad del mosqui-
to justo después de pasar “A”. Si encontramos que su velocidad disminuye brusca-
mente, el limite lateral derecho de la derivada en “A”es menor.

3. Importancia de los Limites Laterales: Los limites laterales son cruciales aqui
porque nos dicen que hay un cambio en el comportamiento del mosquito en el
punto “A”. Si los limites laterales izquierdo y derecho no son iguales, indica que
hay una discontinuidad o un punto de inflexion en la velocidad del mosquito en ese
punto.

Este concepto es fundamental en matemadticas, especialmente en calculo, porque nos ayu-
da a comprender y predecir el comportamiento de funciones y fenémenos fisicos en pun-
tos especificos, como cambios bruscos en la velocidad o la direccion de un objeto. En el



120 Capitulo 3. Aplicaciones

estudio de las derivadas, los limites laterales son esenciales para definir la derivada en un
punto y para entender el comportamiento de las funciones en puntos donde pueden no
ser continuas o donde su comportamiento cambia drasticamente.

Definicion 3.2.2. Se define la derivada por la derecha de f en xo por

lim M:g;:

x—at X—a

f (xo+).

Es decir, si para cada € > 0 dada, existe § > Otal que si0 <x—a < &, es tiene

€. Anédlogamente, definimos la derivada por la izquierda de f en xo por:

i 10) /(@

x—a~ X—da

== f"(x0—)-

En matematicas, los limites pueden clasificarse de diversas maneras segun diferentes
criterios. Aqui te presento una clasificacién basica de los tipos de limites:

1. Segiin la Variable que se Aproxima:

a) Limites de una Variable: Estos limites se refieren a funciones de una sola
variable. Por ejemplo, el limite de f(x) cuando x se acerca a un valor especi-
fico.

b) Limites de Varias Variables: Se aplican a funciones de mas de una variable,
como f(x,y). En estos casos, se estudia cémo se comporta la funcién cuando
las variables se acercan a un punto especifico en un espacio multidimensional.

2. Segun la Direccion de Aproximacion:

a) Limites Laterales: Se refieren a la aproximacion a un punto desde una sola
direccion. Estos pueden ser limites por la izquierda (cuando nos acercamos al
punto desde valores menores) o por la derecha (desde valores mayores).

b) Limites Bilaterales: Son aquellos en los que la variable se acerca al punto
desde ambas direcciones. Para que exista un limite bilateral, los limites late-
rales deben ser iguales.

3. Segiin el Punto de Acercamiento:

a) Limites en Puntos Finitos: Se refieren al comportamiento de la funcién
cuando la variable se acerca a un valor numérico finito.

b) Limites en el Infinito: Estudian el comportamiento de la funcién cuando la
variable se acerca a infinito (positivo o negativo). Indican cémo se comporta
la funcién en valores muy grandes.

4. Segun el Valor al que se Aproxima la Funcion:

a) Limites Finitos: Son aquellos en los que la funcion se aproxima a un nimero
real especifico.
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b) Limites Infinitos: Ocurren cuando la funcién se aproxima a infinito (positivo
o negativo). Esto suele suceder cuando la funcién crece o decrece sin limite
en torno al punto de aproximacion.

5. Limites Especiales:

a) Limites Indeterminados: Son situaciones en las que la aplicacién directa

. o 0
de las reglas de limites conduce a una expresion sin un valor claro, como 0

0 oo, —oo, Estos requieren manipulacion adicional o técnicas especiales para
resolverlos.

6. Limites en el Contexto de las Sucesiones:

a) Limites de Sucesiones: Aqui se analiza el comportamiento de las sucesiones
numéricas a medida que el indice de la sucesion tiende al infinito.

Cada uno de estos tipos de limites tiene sus propios métodos y reglas para su cdlculo y
andlisis, y son fundamentales en el estudio del cédlculo y el andlisis matematico.

Observacion 24. Se tiene que f es derivable en xg si y solo si existen las derivadas de f
tanto por la izquierdo como por la derecha en x( y son iguales.

Ejemplo 267. Sea f(x) = |x|. Entonces

— £(0) X
/ O — 1/ f(x f( — 1/ A 1
fO04) = lim === = lim =1,
£0-) = 1im LSO e =X
x—0~ X—O x—0~- X

Puesto que f'(0+) # f'(0—) se tiene que f no es derivable en 0.

Ejemplo 268. Clasificar las discontinuidades (véase [1] o [5] o [6]) de la funcién f(x),

donde
senx .
— s1x<O0,
X

flx) =

1 )
ex—1 six > 0.

Demostracion. Hay una discontinuidad (véase [1] o [5] o [6]) de salto en x = 0 y una
) ) ) .. senx i
esencial de primera especie en x = 1. La funcion —— es continua en R\ {0} y en
X
consecuencia es continua en la regién donde estd definida, es decir (—eo,0).
Por su parte, la funcién ex—T es continua en todos los puntos en que sea continuo el

exponente

[ s decir en R\ {1}, en consecuencia, es continua en toda la regién en
x —
donde esta definida, menos en el 1. Asi pues, reduciremos el estudio de la continuidad

a dos puntos, el 0 por ser donde cambia la definicién de la funcion y el 1, por no estar
definida la funcién e¥1.
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Estudiamos primero la continuidad en el punto x = 0 (véase [1] o [5]) :

, , Senx L'Hopital ,, COSX

lim f(x) = lim — 2 lim — =1,
x—0~ x—0— X x—0~

, . L 1

lim f(x) = lim exT =¢ .

x—07T x—0t

Como ambos limites laterales son distintos, en x = 0 hay una discontinuidad de salto
(vease [1] o [5] o [6]).
Estudiamos ahora la continuidad en el punto x = 1:

1

lim f(x) = lim ex T =¢ > =0,
x—=1- x—1-

lim /() = lim et =~

im f(x) = lim exT =¢e” =oo.
x—1+ x—1+

Como el limite lateral por la derecha no existe, en x = 1 hay una discontinuidad esencial
de primera especie (véase [1] o [5] o [6]). ]

Ejemplo 269. Clasificar las discontinuidades (véase [1] o [5] o [6]) de la funcion

l_ 1
_x x+1
x—1 x

Demostracion. Hay una discontinuidad evitable en x = 0 y x = 1 y una discontinuidad
1
esencialenx = —1yx = ) (véase [1] o [6]) .

A simple vista, podemos ver que se trata de una funcién racional y estard definida en
todo R salvo en los puntos que anulen alguno de los denominadores. Dichos puntos son
faciles de obtener igualando a 0 los denominadores:

a) x=0. c) x—1=0siysélosix=1.
a) 3 1 0'siv s6lo i 1
0 Ao ol oy ——=0siysOlosix=——.
b) x+1=0siysolosix=—1. —1 x y X 5
Por tanto, obtenemos cuatro punto de discontinuidad, que son: x =0, x =1, x=—1y

x= —% (véase [5] o [6]).

Para clasificar estas cuatro discontinuidades (véase [1] o [6]), tenemos que estudiar los
correspondientes limites por la izquierda y por la derecha. Veamos primero,
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a) Discontinuidad en x = 0 (véase [1] o [5] o [6]) :

1 1
lim f(x) = lim w: lim x— 1
x—0— x—0— 3 . l x—0~ (x‘|— 1) (2x+ 1)
x—1 x
= lim — =—1,
10— 1
1 1
v —1
lim — lim 2 X+l gy
x—0t f(X) x—0t 3 . 1 x—0t (X + 1) (2X + 1)
x—1 x
= lim — =—1
x—0+t 1

Como ambos limites coinciden, se trata de una discontinuidad evitable (véase [1]
o [5] o [6]) . ahora tenemos,

b) Discontinuidad en x = 1:

1 1
v —1
T — lim X x+1:1, X
Jim fw) = lim T = i e D e )
x—1 x
= |lim - =0
e
1 1
v —1
T — lim X x+1:1, X
Jim J@) = lim = i e D e )
x—1 x
= lim - =
x—1t

De nuevo, como ambos limites coinciden, se trata de una discontinuidad evitable.
Ahora veamos,

¢) Discontinuidad en x = —1 (véase [1] o [5] o [6]):
1 1
¥ —1
I — X x+1 _ I X
Jim Sl = dim = e e )
x—1 x
= lim ——— = —o
x——1- (—O)(—l) ’
1 1
¥ -1
I _ x_ x+1 _ I X
Jim f@) = dim S = M e ) e

x—1 x

= 1/ _— —_— o0
o1 (10)(—1)
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Como ambos limites divergen, se trata de una discontinuidad de tipo esencial (véa-
se [1] o [5] o [6]). Por ultimo,

1
d) Discontinuidad en x = —z:
1 1
v —1
I E— x x+1 B X
x%il}l/Z_ f(X) x—>1rlr>2_ 3 . l x—>1rlr>2— (X—|- 1) <2X—|— 1)
x—1 x
3
= 11,1'11}2 1 2 = +°°7
x——1/2~
— (=0
()0
1 1
¥ —1
I B x x+1 B X
x%irll}frf(X) x%irll}fr 3 . l x—>1rln/2Jr (X—|— 1) (2X—|— 1)
x—1 x
h’m = %)

Por ultimo, como ambos limites divergen, se trata también de una discontinuidad
de tipo esencial(véase [1] o [5] o [6]).

]

Ejemplo 270. Estudiar si es derivable (véase [1] o [5] o [6]) la funcién f(x) = v/x—1
enel punto x = 1.

Demostracion. La funcién no es derivable (véase [1] o [5] o [6]) ya que

/ T f(1+h>_f(l)_oo
F1) = lim h -

Aplicando la definicién de derivada (véase [1] o [5] o [6]), tenemos:

oy e JAFR) = F(1)  VT+h=1-V1-1
(1) —}1113(1)3 A —}Ig% -

h
= lim ~— = lim h2/3 = .
h—0 h h—0

Asi pues, la funcién no es derivable en x = 1 (véase [1] o [5] o [6]). ]

Ejemplo 271. Estudiar la derivabilidad (véase [1] o [5] o [6]) de la siguiente funcio-
nes y hallar la funcién derivada correspondiente en los puntos donde exista f(x) =

1—x six<0,
e six > 0.
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Demostracién. Primero veamos, la funcién es derivable en x =0 yaque f/~(0) = £ (0) =
1 (véase [1] o [5] o [6]) y la derivada es

f,(x):{—l x six <0,

—e six>0.
O

Ejemplo 272. Estudiar la derivabilidad (véase [1] o [5] o [6]) de la siguiente funciones y
hallar la funcién derivada correspondiente en los puntos donde exista. g(x) = 2x+ |x? —
2|.

Demostracién. La funcién no es derivable en x = —/2 ya que g’ (—v/2) =2 —2/2
y &7 (—=v2) =2+2v/2, y tampoco es derivable en x = /2 ya que x = —/2 ya que
g’_(\/i) =2-2\2y g’*(\/z) =2+2v/2. En el resto de los puntos, la derivada vale

24+2x six< —V2,
dx)=142-2x si—V2<x<V2,
242x six> V2.

Para estudiar la derivabilidad primero vamos a expresar la funcién |x*> — 2| como una
funcién a trozos (véase [1] o [5] o [6]) . Para ello necesitamos saber en qué puntos la
funcién x> — 2 es positiva, y en qué puntos es negativa. Si calculamos las raices de esta
funcién tenemos:

X2 —2|=0 siysolosi ¥>’=2 siysélosi x==+V2.

Si estudiamos el signo en los intervalos definidos por las raices, podemos comprobar
ficilmente sin més que calcular la funcién en cualquier punto de los intervalos que x> —2
es negativa en el intervalo (—\/i, \/5) y positiva en el resto de su dominio. Por tanto,
podemos expresar el valor absoluto de la siguiente manera:

=2 six<—\/§,
W2 =2 = —x2+2 si—v2<x<V2,
=2 six > /2.

y entonces, la funcién original puede expresarse como:

2x+x2—2 six< —v2,
gX) =< 2x—x2+2 si—V2<x<V2,
2x+x2—2 six> V2.

Ahora, si estudiamos la derivabilidad de cada una de estas funciones en los trozos co-
rrespondientes (véase [1] o [5] o [6]), vemos que ambas son polinomios y por tanto son
derivables en sus dominios. Faltaria por estudiar la derivabilidad en los puntos donde
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cambia la definicién de la funcién. Para ello hay que estudiar la derivada por la izquierda
y por la derecha y ver si coinciden. En el punto x = —v/2 tenemos:

g (-v2) =2-2V2
gr(=v2) =2+2v2

Y como ambas derivadas no coinciden la funcién no es derivable en x = —v/2. En
x=+2 (véase [1] o [5] o [6]) tenemos:

g~ (V2) =2-2v2
gt(V2) =242V2

Ambas derivadas no coinciden y tampoco es derivable en x = /2.
Asi pues, la derivada vale:

242x six< —V2,
dx)=<2-2x si—V/2<x<v2,
24+2x six> V2.

Ejemplo 273. Dada la funcion

1
ax+— six<-—1,
X
flx) = b si—1<x<l,
log(x?) six> 1.

donde a y b son constantes.

1. (Existen algunos valores de las constantes para los que la funcién sea continua en
todo su dominio (véase [1] o [5] 0 [6])? En caso afirmativo, indicar cudles son esos
valores, y en caso contrario, razonar la respuesta.

2. (Existen algunos valores de las constantes para los que la funcion sea derivable en
todo su dominio (véase [1] o [5] 0 [6])? En caso afirmativo, indicar cudles son esos
valores, y en caso contrario, razonar la respuesta.

Demostracion. 1. La funcién es continua en todo el dominio sia = -3y b = —1.
2. No existe ningtn valor de a y b con los que la funcién sea derivable en todo el

dominio.
O
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Ejemplo 274. Dada la funcién

sen’x  six <0,
fx)=Qax*+b si0<x<c,

Inx sic < x,

con a, b y c constantes, ;existe algun valor de las constantes de manera que la funcién
sea continua y derivable en todo su dominio (véase [1] o [5] o [6])?

Demostracion. Seaa = i, b=0,c = e'/2. Estudiaremos primero la continuidad y luego

la derivabilidad (véase [1] o [5] o [6]).

Las funciones sen2x, ax>+b y Inx son todas continuas en sus dominios(véase [1] o [5]

o [6]), por tanto, basta con estudiar los puntos donde cambia la definicién de la funcion.
En el punto x = 0 tenemos:

lim f(x) = lim sen’x =sen?0 =0,
x—0~ x—0~

lim f(x) = lim ax* +b=a0*+b=b,
x—07F x—0t

f(0) =sen?0=0.

Luego la funcidn serd continua en x = 0 si 'y sélo si b = 0.
En el punto x = ¢ tenemos:

lim f(x) = lim ax?>+b=ac®+b,

X—Cc X—Cc
lim f(x) = lim Inx =Inc,
x—ct x—ct
flc) =ac*+b.

Luego la funcién serd continua en x = ¢ si y sélo si ac’> +b = Inc.

Por consiguiente, para que la funcién sea continua en todo su dominio deben cum-
plirse las dos ecuaciones siguientes:

b=0
ac* +b=1Inc

Con la derivabilidad ocurre lo mismo pues las funciones sen2x, ax®>+ b y Inx son deriva-
bles en su dominio y basta con estudiar la existencia de la derivada en los puntos donde
cambia la definicién de la funcion.

En el punto x = 0 (tomamos b = 0 pues de lo contrario la funcién no seria continua
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en este punto y tampoco derivable) tenemos:

_ 2 _ 2
lim f(0+h)—£(0) _ gy D (0+h) —sen0
h—0~ h h—0~ h
sen” h L'Hopital (vase[3]) 2senhcosh 0

= lim = i =0,
h—0- h h=0 21
lim f(0O+h)—£(0) — lim a(0+h)* —sen“0
h—0t h 5 h—0~ h
h” L'Hopi § 2ah
— lim a_LHopltal:(vease [6]) lim L —0.
h—0- h h—0- 1

Luego la funcién es derivable en x = 0 si y sélo si b = 0.
En el punto x = ¢ tenemos:

flce+h)—f(c) a(c+h)>+b—(ac®> +b)

lim = lim
h—0~ h h—0~ h
. ac’+ah*+2ach+b—ac*—b
= lim =
h—0~ ) h
h” +2ach
= lim ah” + 2ach = lim ah+ 2ac = 2ac,
h—0- h h—0~
. fO+h)—f(0) i In(c +h) — (ac? + b) L'Hepital
h—0+ h N ;Hol— , h1 N
i Yleth) 1
h—0~- 1 c

Observe que el ultimo limite conduce a una indeterminacién porque se debe cumplir

ac®+b = Inc, para que la funcién sea continua en dicho punto. Luego para que la funcién
. - o . 1

sea derivable en x = ¢, ademds de la condicion de continuidad, se debe cumplir 2ac = —.
c

Asi pues, para que la funcién sea continua y derivable en todo su dominio deben cum-
plirse las tres ecuaciones siguientes:

b=0
ac* +b=1Inc
1
2ac = —
c
Resolviendo el sistema llegamos a:
1
a=7 siysélosi Inc=ac+b=s5c"=5 siy solosi
c

c=e'"a=——z=5=

T2l 2¢’
y los valores de las constantes que hacen que la funcién sea continua y derivable en todo

1
su dominio son:azz—,b:O,c:eVz. [
e

Ejemplo 275. Hallar la funcién derivada (véase [1] o [5] o [6]) de las siguientes funcio-
nes:
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L f(x) =tg(1+x)*. 3. h(x) = arcsen i X
—x
2. g(x) =log;(1+x)>. 4. I(x) = arctg(Vx% +1).
g af _ 2 3 2
Demostracion. 1. T (I+tg=((14+x)°))3(1 +x)=.
X

5 dg 2(1+x)logze

dx (1+4x)2

dh 1 2

dx 1 1 4x 2(1—x)%
I—x

a1 X

4, — = .
dx  xX2+2x2+1
O

Ejemplo 276. Hallar la expresion de la derivada n-ésima (véase [1] o [S] o [6]) de las
siguientes funciones:

1. f(x) =a*loga. 9x? —2x —25
3. hix) = .
(x) X3 —2x2—5x+6
senx + cosx . 1
_ AT 4. j(x) = )
Demostracion. 1. f" = (loga)"'a*.
senx—}z—cosx i x— 4k,
" COSX — senx i x—dk+l,
2. 8" =19 _senx —cosx .
— si x=4k+2,
_cosx2—|— senx i x— ki3,

3. Descomponiendo en fracciones simples,
3(—1)"n! (—1)"n! 5(—=1)"n!
(x—1)mtl - (x4 2)ntl o (x =3t

h(n) (x) =

n
(—)"[]2i-1
i=1 _ 2n+1

4. j0(x) = o (1+x)"72.




130 Capitulo 3. Aplicaciones

Ejemplo 277. Dada la funcién

ax2+bx, six < —Tm;
f(x) =< cosx, si—nmT<x<Tm;
cx®+dx, six>m.

Calcular a, b, ¢ y d para que la funcion sea continua y derivable en todo R (véase [1] o

[5] o [6]).

Demostracion. Estudiamos primero la continuidad. Los distintos trozos de la funcién
estdn formados por funciones polinémicas (véase [1] o [5] o [6]) y la funcidn cosx que
estan definidas en todo su dominio, de manera que los tnicos posibles puntos de discon-
tinuidad son los puntos donde cambia la definicién de la funcién. Calculamos los limites

laterales en dichos puntos: En el punto x = —7 tenemos
lim f(x) = lim (ax*+bx)=an*— b,
X——n" X—>—T
lim f(x) = lim (cosx)=cos(—m)=—1,
x——nt x——ut

de modo que para que la funcién sea continua en este punto debe cumplirse

an® —bm = —1 (3.1)
Y en el punto x = 7 tenemos
lim f(x) = lim cosx=cosm = —1,
X— X—T
lim f(x) = lim (cx? +dx) = cn® +dm,
x—mt x—nt

de modo que para que la funcién sea continua en este punto debe cumplirse
e +dn = —1 (3.2)

En cuanto a la derivabilidad, calculamos primero las derivadas de las funciones de
cada uno de los trozos:

2ax+b, si x < —m;
fl(x) =1 —senx, si si—T<x<T;
2cx+d, si x> T
Al igual que antes, las derivadas de las funciones de cada uno de los trozos existen en sus
respectivos dominios por lo que faltaria por ver si existe la derivada en los puntos donde

cambia la definicién de la funcién. Calculamos las derivadas laterales en dichos puntos:
En el punto x = —7 tenemos

lim f'(x) = lim (2ax+b)=—2an+Db,
X——T" X——T"

lim f'(x) = lim (—senx) = —sen(—7) =0,
x——nt x——nt
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de modo que para que la funcién sea derivable en este punto, ademds de la condicién
(3.1) debe cumplirse la condicién

—2an+b=0 (3.3)
Y en el punto x = 7 tenemos
lim f/(x) = lim (—senx)=—senmw =0,
X—T X——n"
lim f/(x) = lim (2cx+d)=2cnw+d,
x—at x——nt

de modo que para que la funcion sea derivable en este punto, ademds de la condicién
(3.2) debe cumplirse la condicién

2cr+d=0 (3.4)
Asi pues, para que f(x) sea continua y derivable en el punto x = —7 deben cumplirse
1
las ecuaciones (3.1) y (3.3). Resolviendo el sistema que forman llegamos a que a = p)

2
y b= pt Y para que sea continua y derivable en el punto x = 7 deben cumplirse las

1
ecuaciones (3.2) y (3.4). Resolviendo el sistema que forman llegamos a que ¢ = P y
-2
d=—=. O
T

Ejemplo 278. Se considera la funcién f : R — R definida por:

241
x+1 six<0,
I X —
flx) = ax-+b Grs0
—_ X .
x24+2x+1

siendoay b € R.

a) Hallar a y b para que la funcién f sea continua en todo R y su derivada se anule
en x = 2 (véase [1] o [5] o [6]). Con los valores de a y b obtenidos en el apartado
anterior:

b) Estudiar la derivabilidad de la funcién f (véase [1] o [5] o [6]).
¢) Hallar las asintotas de f (véase [1] o [5] o [6]).

Demostracion. a) Estudiemos primero la continuidad de la funcién. Puesto que se
trata de una funcién definida por tramos, primero estudiamos cada tramo por sepa-
rado. En el primer tramo x < 0 la funcién vale

241
x—1
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b)
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que es una funcién racional, y por tanto, estd definida y es continua en todos los
puntos excepto en aquellos que anulen en denominador. Pero el tinico punto que
anula el denominador es x = 1 que se sale del tramo de definicién de la funcién,
por lo que en el primer tramo la funcién es continua. En el segundo tramo x > 0 la

funcion vale
ax—+b ax—+b

22+ 1 (x+1)2
que también es una funcién racional. El dnico punto que anula el denominador es
x = —1, pero al igual que antes, se sale del intervalo de definicién de la funcién, por
lo que también es continua en su tramo. Por dltimo queda estudiar la continuidad
en x = 0, que es donde cambia la definicién de la funcién, por lo que procedemos
a calcular los limites laterales:

2 2
x+1 0741
lim = lim = =—1
x—l>0* f(X) x—1>0* X — 1+ b 0—-1 0 _|: b
ax a-
Ii =1 = =b
Jm ) = T T 201
de donde se deduce que para que exista el limite debe ser b = —1. En este caso, el
limite coincidiria con el valor de la funcién f(0) = —1, por lo que la funcidn seria

continua en todo R.

Estudiemos ahora la derivada en x = 2. Puesto que el punto pertenece al segundo
tramo de la funcidn, derivamos este tramo

d( ax+b ) i(ax+b)(x2+2x+1)—(ax+b)i(x2+2x+1)

fhadl _ dx dx
dx \x?+2x+1 (x2+2x+1)2
_a(x*+2x+1)— (ax+b)(2x+2)
N (x2+2x+1)2
Sustituyendo en x =2 y b = —1 tenemos
F(2)= a(22+2-24+1)—(2a—1)(2-2+2) —3a+6 0
B (224224 1)2 81

siysélosi —3a+6=0siysolosia=2.

Antes de estudiar la derivabilidad, sustituimos a y b por los valores obtenidos con
lo que tenemos la funcién
2
1
o six <0,
x—=1
1 six>0
S B e— x>0.
x2+2x+1

Para estudiar la derivabilidad, derivamos cada tramo por separado. La derivada del
segundo tramo la calculamos en el apartado anterior, asi que falta calcular la del
primer tramo que es inmediata
d /241 %(xz—i—l)(x—1)—(x2—|—1)c;ix(x—1)
d_( ) B (=172
C 2x(x—1)— (4 1)1 P —2x—1
N A P )2

x—1
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Asi pues, a falta de estudiar la derivabilidad en el punto x = 0, tenemos que f es
derivable en cada un de los tramos y sus derivadas valen

ats dud AU
fay={ G 0

—2x*+2x+4 .

Wz M0

Por tltimo estudiamos la derivabilidad en x = O mirando la derivada por la izquier-
da y por la derecha:

Z—2x—1 02-2.0—-1

~(0) = lim f'(x) = Ii - — 1,

f ( ) xir(l;l*f(X) xir(r)l* (X;l)z (0—1)22
—2x"+2x+4 -2-0042-0+4

H(0)= lim f'(x) = li = =

frO)= lim o) = i e 1 T [z o

y como no coinciden, la funcién es derivable en en todo R excepto en el 0, y su
derivada es la anterior.

c¢) Por tltimo para hallar las asintotas de f tenemos.

i) Asintotas Verticales. Puesto que la funcién esta definida en todo R y ademas
es continua, no existen puntos en los que la funcién tienda a +o0, de modo
que no hay asintotas verticales.

i1) Asintotas Horizontales. Para las asintotas horizontales estudiamos la tenden-

ciade f en *oo:
x> +1 ) 2x
lim f(x) = lim = lfim = = —oo,
X—>—o00 X—>—00 )c2—11 X(%l)fwl 5
p s X — (L) .. .
}grolof(x) _)}groloxz—l—Zx%—l _}%2)6%—2 -

(1) Indeterminacion del tipo 0/0. Aplicamos la regla de L’Hdpital (véase [1] o [5]

o [6]).
Asi pues, la recta y = 0 es asintota horizontal por la derecha. Por la izquierda
no hay asintota horizontal.

iii) Asintotas oblicuas. Estudiamos la existencia de asintotas oblicuas sélo por
la izquierda porque por la derecha no puede existir asintota oblicua al haber
asintota horizontal.

2 2
fm O o AL XL
X——c X X—r—o0 (x—])x X300 X2 — x
, 2y ., 2
= lim = lim —=1.

tmedx— 1 xoee?

(1) Indeterminacién del tipo 0/0. Aplicamos la regla de L’Hdpital (véase [1] o [5]
o [6]).
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Asi pues, existe asintota oblicua con pendiente 1. El término independiente
nos lo da el siguiente limite

2 2 2
1 11—
lim f(x)—x = lim s Ii rhlorty
X——00 X——00 X — X——00 x—1

(1) Indeterminacién del tipo 0/0. Aplicamos la regla de L'Hopital (Véase[1] o [5]
o [6]).

de manera que la ecuacion de la asintota oblicuaes y = x+ 1. [

Ejemplo 279. Dada la funcién:

X S1 X y
f(x) = 1 —-2T=x

0 six=1.
a) Estudiar su continuidad en x = 1 (véase [1] o [5] o [6]).

b) Mediante la definicién de derivada de una funcién en un punto, calcular tanto la
derivada por la derecha como la derivada por la izquierda en x = 1 (véase [1] o [5]

o [6])..

Demostracion.  a) Para que la funcién sea continua en x = 1 debe cumplirse que
lfrr} f(x)=f(1). En primer lugar, la funcion estd bien definidaenx =1y f(1) =0.
x—

Veamos ahora los limites laterales:

1 1 1 1
1’ — l’ — = — — 207
Jim fx) = Jim T B L
lim f(x) = lim — = = =1=1
x—1t x—1t 1 —-2T= 1—2— 1-0

Asi pues, como los limites laterales no coincidenluego, no existe el limite y la
funcidén presenta una discontinuidad de primera especie de salto finito.

b) Puesto que la funcién no es continua en x = 1, tampoco serd derivable. No obstante,
pueden existir las derivadas laterales. Pasamos a calcularlas mediante la definicion
de derivada:

|
L0
- fA+R) - () T
/ 1 — 1 _ 1
S 0 / h ) f h
:hhm, [E i 0~ [0t oo’
=07 1-2=%  1—-20F o0

que es una indeterminacion. Aplicando la regla de L’Hopital (véase [1] o [5] o [6])
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tenemos ) ,
1/h —1/h
(1) = lim (1/h) ;= lim /
h=0= (] _ o1 h—0~ Ltk —h+1+h
- —27 log2 —m
lim —1/K? lim 1 1 1
= i i = = = =— =0,
=0~ *2%1%’2(,,%) h—0~ 2%1(%2 2+t=log2 oo
1
SR~ F(1) o I ;f -’
(1) =1 "I gy 1225 gy 122
7 hi% h hg(I)L h hg(?+ h
1 1
0 —
_1-2e 2= a0 _ ! _ .
- 0+ - 0+ o0t 0ot ’

En consecuencia, existe derivada por la izquierda pero no por la derecha.
]

Ejemplo 280. Analizar la continuidad y la derivabilidad (véase [1] o [5] o [6]) de la

siguiente funcion
2

X
—1—— six<0O,
fx) = ]

—24+e* six>0.
(Qué sucede si cambiamos en el enunciado e por e*?

Demostracion. Antes de estudiar la continuidad nos interesa eliminar el valor absoluto
que aparece en la primera rama de definicién de la funcién. Si observamos la definicion de
la funcidn, la primera rama de definicion es para los negativos (x < 0); en consecuencia,
como el argumento del valor absoluto es precisamente x, lo que haré el valor absoluto serd
cambiar de signo el valor de x. Por lo tanto, podemos sustituir |x| por —x en la primera
rama de definicién y de esta forma la funcion quedaria definida como sigue:
2
-1+ Y osix <0
fx) = x ’
—2+4+e* six>0.
2
Por otro lado, el cociente — de la primera rama también puede simplificarse ya que
en dicha rama no estd incluidoxel 0 que seria el unico valor que anularia el cociente. Es
decir, tras simplificar, la funcién con la que tenemos que trabajar es

—1+4x six <0,
—24e* six>0.

fx) =

Para estudiar la continuidad, comprobamos que la primera rama contiene un polino-
mio que es continuo en todo su dominio, mientras que la segunda rama contiene una
funcién exponencial compuesta con una suma, y también es continua en todo su domi-
nio. En consecuencia, el tinico punto en el que queda por estudiar la continuidad es en el
cambia la definicion de la funciodn, es decir, en el O.

Para estudiar la continuidad en el 0, calculamos los limites por la izquierda y por la
derecha:

lim f(x) = lim —1+4+x=—1,

x—=0~ x—0~

lim f(x) = lim —24e*=-24+1=—1.

x—0* x—0+
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Como ambos limites coinciden y ademds f(0) = —2+4¢ % = —2+1 = —1, también
coincide con el valor del limite, concluimos que la funcién es continua en el 0 y por
consiguiente en todo R.

Para estudiar la derivabilidad, comprobamos que el polinomio de la primera rama
es derivable en todo su dominio y su derivada vale 1. Del mismo modo la funcién de
la segunda rama también es derivable en todo su dominio y su derivada vale —e™*. De
nuevo, el tnico punto que queda por estudiar es el 0.

Para estudiar la derivabilidad en el O tomamos la funcién derivada

1 six <O,

/ _
fl) = —e ¥ six >0,

y calculamos los limites laterales en el O :

lim f/(x) = lim 1 =1,

x—0~ x—0~
lim f(x) = lim —e = —1.
x%O*‘f ( ) x—0*

Como ambos limites son distintos, no existe derivada en el 0 y la funcién es derivable en
R\{0}.

Por dltimo, si cambiamos e por e* en la definicién de la funcién, entonces la conti-
nuidad seguiria igual pues el limite por la derecha en el 0 no cambiaria

lim f(x)= lim —24¢"=-2+4+1=—1.

x—0t x—0*

Sin embargo, la funcién derivada si cambiaria:

1 six<O0,

1o
F)= e six>0.

Y ahora, al calcular el limite por la derecha en el O tendriamos

lim f/(x) = lim "= 1.
x—0t x—0t
que coincide con el limite por la izquierda. Asi pues, la funcion seria derivable en el 0 y,
por lo tanto, en todo R. Ademads, la funcién derivada seria

1 six<O,

/() —
) = e six>0.

O

Podemos explorar ejemplos mas avanzados que involucran series, sucesiones, vectores y
métodos numéricos, aplicados a situaciones de la vida cotidiana y campos de estudio es-
pecificos. Aqui te doy algunos ejemplos detallados, mostrando cémo estas herramientas
matematicas se aplican en diversas situaciones:
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Ejemplo 281 (Ingenieria civil). Al disefar estructuras, se utilizan vectores para repre-
sentar fuerzas y momentos. Los métodos numéricos permiten resolver sistemas de ecua-
ciones lineales para encontrar la distribucién de fuerzas en la estructura.

Ejemplo 282 (Medicina). Los modelos de crecimiento de tumores usan sucesiones y se-
ries para predecir el crecimiento tumoral. Los vectores pueden representar la concentra-
cion de diferentes farmacos en el organismo, y los métodos numéricos ayudan a optimizar
los tratamientos.

Ejemplo 283 (Musica y acustica). La produccién musical digital utiliza vectores para
representar sefiales de audio. Las series de Fourier transforman estas sefiales en frecuen-
cias, permitiendo a los ingenieros de sonido manipular y mejorar la calidad del audio.

Ejemplo 284 (Astronomia). Para calcular la trayectoria de planetas y cometas, se uti-
lizan vectores que representan posiciones y velocidades. Las series permiten calcular
posiciones futuras con gran precision mediante métodos numéricos.

Ejemplo 285 (Deportes). En el andlisis de movimiento deportivo, vectores representan
la velocidad y direccion de un atleta o balon. Las sucesiones se utilizan para analizar el
rendimiento a lo largo del tiempo, y los métodos numéricos permiten optimizar técnicas
y estrategias.

Ejemplo 286 (Transporte y logistica). Los sistemas de navegaciéon GPS utilizan vectores
para calcular rutas optimas. Los métodos numéricos se aplican para resolver problemas
complejos de optimizacidn y encontrar la mejor ruta entre multiples puntos.

Ejemplo 287 (Ciencias ambientales). En estudios sobre cambio climatico, series tempo-
rales de datos climéticos se analizan con métodos numéricos para identificar tendencias y
predecir cambios futuros. Los vectores representan datos multidimensionales como tem-
peraturas, precipitaciones y concentraciones de CO?2.

Ejemplo 288 (Arquitectura y disefio). Los arquitectos usan vectores para crear modelos
3D de edificios. Las sucesiones pueden representar secuencias de disefio, y los métodos
numéricos ayudan a calcular estructuras y materiales 6ptimos.

Ejemplo 289 (Energias denovables). Para modelar la produccién de energia de paneles
solares o turbinas edlicas, se usan vectores que representan la direccidon e intensidad
del sol o viento. Las series temporales de produccion energética permiten predecir la
generacion de energia a lo largo del tiempo.

3.2.1. Aplicando la teoria matematica

Series y Sucesiones: Se utilizan para modelar y predecir comportamientos a lo largo del
tiempo, calculando el total acumulado o la evolucion de un fenémeno.

Vectores: Representan magnitudes fisicas que tienen direccién y magnitud, fundamenta-
les para modelar desde fuerzas hasta movimientos en el espacio.

Métodos Numéricos: Incluyen técnicas como el método de Euler para resolver ecuacio-
nes diferenciales, o el método de Newton-Raphson para encontrar raices de funciones.
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Estos métodos permiten resolver problemas complejos que serian imposibles de manejar
analiticamente.

Cada uno de estos ejemplos muestra como la matemdtica se aplica en el andlisis, di-
seflo y optimizacion en una amplia gama de campos, convirtiendo teorias abstractas en
herramientas précticas para resolver problemas del mundo real.

Vamos a detallar dos ejemplos que aplican series, sucesiones, vectores y métodos numé-
ricos, uno relacionado con la prediccion del clima (meteorologia) y el otro con el disefio
de videojuegos (movimiento de personajes). Estos ejemplos mostrardn como estas dreas
de las matemadticas se utilizan para resolver problemas especificos.

Ejemplo 290 (Prediccién del Clima). Los meteordlogos usan series y métodos numéri-
cos para predecir el clima. Los datos de temperatura, presion, y humedad se recogen en
vectores, y luego se aplican métodos numéricos para analizar tendencias y hacer predic-
ciones.

Ejemplo 291 (Prediccion del Clima utilizando Series Temporales y Vectores). Contexto:
La prediccion del clima implica analizar patrones a partir de datos histdricos y actuales
para prever condiciones futuras. Las series temporales, que son sucesiones de datos or-
denados cronolégicamente, juegan un papel crucial aqui. Los vectores se utilizan para
representar magnitudes como la velocidad y direccion del viento.

Datos y método:

Supongamos que queremos predecir la temperatura para los proximos dias basandonos
en datos pasados.

Tenemos registros de temperatura de los ultimos 30 dias:

1, T>,...,T),

donde cada T7; representa la temperatura méxima del dia i.

Aplicando Series y Sucesiones:

Calculamos el promedio mévil de 7 dias para suavizar las fluctuaciones diarias y ver la

Ii+Tia+...+ T
7

tendencia. El promedio mdvil para el dia i se calcula como MA; =

Uso de vectores:

Para modelar la velocidad y direccion del viento, usamos vectores. Supongamos que la
velocidad del viento se registra junto con la temperatura. Tenemos vectores de viento
Vi = (vj, 6;) para cada dia, donde v; es la velocidad y 6; la direccion en grados.

Métodos Numéricos:

Para predecir la temperatura futura, aplicamos un modelo de regresion lineal a las tem-
peraturas pasadas, una técnica de método numérico. Utilizamos los promedios médviles
MA; como nuestros datos de entrada para el modelo.

Calculo y Prediccion:

Ajustamos el modelo de regresion lineal a los datos (i, MA;), encontrando los pardmetros
a 'y b que minimizan el error cuadratico entre las temperaturas observadas y las predic-
ciones del modelo.

La férmula de prediccion resultante seria 7). = a-i+ b, donde i es el nimero de dias
en el futuro para el cual queremos hacer la prediccion.
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Ejemplo 292 (Disefio de Videojuegos). En el desarrollo de videojuegos, las sucesiones
y vectores se usan para modelar movimientos y trayectorias de objetos. Por ejemplo, la
posicion de un personaje puede representarse con vectores, y su movimiento, con suce-
siones que actualizan su posicion.

Ejemplo 293 (Disefio de Videojuegos: Movimiento de Personajes con Vectores y Suce-
siones). Contexto: En el disefio de videojuegos, el movimiento y la trayectoria de los
personajes se pueden modelar utilizando vectores para las posiciones, velocidades y ace-
leraciones. Las sucesiones se utilizan para actualizar estos vectores en cada frame del
juego.

Implementacion:

Supongamos que un personaje se mueve en el plano 2D del juego. Su posicion inicial es
Py = (x0,Y0).

Uso de Vectores:

La velocidad inicial del personaje es Vo = (vx0, vy0), donde vy, y v, son las componentes
de la velocidad en los ejes x e y, respectivamente.

Aplicando Sucesiones y Métodos Numéricos:

Para simular el movimiento, actualizamos la posicion del personaje en cada frame basan-
donos en su velocidad. Si el juego se actualiza 60 veces por segundo (60 FPS), el cambio
de posicién después de 1 segundo seria:

P =P, +V, At

1 .
donde At = — segundos es el tiempo entre frames.

Si el personaje acelera (por ejemplo, al correr), actualizamos su velocidad en cada frame
usando una sucesion para la velocidad:

Vi1 = Vo +A- At

donde Aes el vector de aceleracion constante.

Calculo y Actualizacion:

Por ejemplo, si A = (ay,ay) y el personaje empieza a correr, aumentando su velocidad en
el eje x, la nueva posicion y velocidad se calculan en cada frame utilizando las férmulas
anteriores.

La trayectoria del personaje se puede visualizar como una serie de puntos actualizados P,
en el plano del juego, mostrando cdmo las sucesiones y vectores modelan el movimiento
dindmico.

Estos dos ejemplos detallan cémo se aplican conceptos matematicos avanzados en cam-
pos especificos, permitiendo ver la relevancia y la aplicacidn prictica de la teoria mate-
matica en ciencia y tecnologia.

3.3. El espacio métrico R".

Entender los limites en mds de una variable puede ser un poco mas complejo que en el
caso de una sola variable, pero aqui te doy una explicacién simplificada: Cuando tra-
bajamos con limites en una variable, como en el ejemplo del carrito acercindose a una
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caja en una linea recta, estamos viendo cdmo se comporta una funcién a medida que un
solo nimero (la variable) se acerca a un valor especifico. Pero en el caso de dos o mas
variables, los limites en varias variables utilizando el movimiento de un mosquito ilustra
como funciona este concepto en un contexto mds complejo que el de una sola variable.
En este caso, puedes pensar en el movimiento del mosquito en tres dimensiones (x,y,z),
lo que implica considerar su posicién en el espacio en lugar de a lo largo de una sola
linea.

1. Movimiento en Tres Dimensiones: Imagina un mosquito volando en una habita-
cién. No solo se mueve hacia adelante y hacia atrds (como en el ejemplo de una
variable), sino que también puede moverse hacia arriba y hacia abajo, y de lado
a lado. Entonces, su posicion en cualquier momento se puede describir con tres
coordenadas: x(z), y(¢) y z(¢), donde cada una depende del tiempo 7.

2. Posicion en Funcion del Tiempo en Tres Dimensiones: La posicion del mos-
quito en cualquier momento se describe ahora con una funcién de tres variables:

J(x(2),y(2),2(1)).

3. Acercandose a un Punto en el Espacio: Supongamos que queremos saber c6mo
se acerca el mosquito a un punto especifico en la habitacion, por ejemplo, una
esquina cerca del techo. Este punto tiene coordenadas especificas (digamos x, yo,

20)-

4. Uso de Limites en Tres Variables: El limite en este caso nos ayuda a entender qué
sucede con la posicién del mosquito (en términos de sus tres coordenadas) con-
forme se acerca al punto (xg,o,20). En matemadticas, nos preguntariamos: “‘;Qué
sucede con f(x,y,z) cuando x, y y z se acercan respectivamente a xg, yo, 20?”

5. Interpretacion Fisica del Limite: Aqui, el limite nos dice cémo se comporta el
mosquito en el espacio tridimensional a medida que se acerca al punto deseado. Es
posible que el mosquito se acerque al punto desde diferentes direcciones, y el limite
en varias variables nos ayuda a comprender este comportamiento desde todas estas
perspectivas.

6. Importancia en la Practica: Esta forma de entender los limites es muy qtil en
situaciones reales, como en la navegacion aérea o en la robdtica, donde necesitamos
comprender como un objeto (0 un insecto, en este caso) se mueve y se comporta
en un espacio tridimensional.

Este ejemplo muestra cémo los limites en varias variables nos proporcionan una herra-
mienta poderosa para analizar y predecir comportamientos en situaciones que involucran
multiples factores o dimensiones, algo comun en el mundo real. Por ejemplo, si tienes
dos variables, x e y, podrias imaginar un carrito moviéndose en una superficie plana en
diferentes direcciones. En matemadticas, los limites en varias variables se usan para ver
como se comporta una funcién (que ahora depende de mas de un nimero) cuando esas
variables se acercan a ciertos valores. Por ejemplo, podriamos querer saber qué sucede
con el valor de una funcién f(x,y) cuando x e y se acercan a ciertos nimeros. Una de las
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principales diferencias y desafios con los limites en varias variables es que hay muchas
mds maneras de acercarse a un punto. En una linea, solo puedes acercarte desde la iz-
quierda o la derecha, pero en un plano, puedes acercarte desde infinitas direcciones. Esto
significa que para que el limite exista en varias variables, la funcion debe acercarse al
mismo valor sin importar por qué camino nos acerquemos al punto. Estos conceptos son
muy importantes en campos como la fisica, la ingenieria y la economia, donde a menudo
necesitamos entender cdmo cambian las cosas en relacién con dos o més factores al mis-
mo tiempo. Por ejemplo, podriamos estudiar como cambia la temperatura en diferentes
puntos de una habitacion (dependiendo de la distancia a las paredes y al suelo), o cémo
cambian los costos de produccién en una fabrica en funcion de la cantidad de materiales
y mano de obra utilizados. Daremos una breve introduccién de los espacios métricos para
conocer algunas definiciones, pero pueden consultar sobre este tema en [7].

Definicion 3.3.1 (Espacio métrico). Sea un conjunto X cualquiera, y una aplicacion
d : X x X — R que cumple las siguientes propiedades:

1. d(x,y) > 0 paratodax,y € X.

2. d(x,y)=0 siy s6lo si x=y paratodax,y€X.

3. d(x,y) = d(y,x) para toda x,y € X.

4. d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) paratoda x,y,z € X. desigualdad triangular.

Entonces, se dice que el par (X,d) es un espacio métrico.

Nota 3.3.1. En adelante, entenderemos RY como el espacio métrico (RY,d), siendo d la
distancia usual (distancia euclidea) dada por:

N
Z(yi—xi)z para toda x,y € RV,
i=1

Existen otras distancias en RY. Las mds destacadas son las siguientes:

N
1. dy(x,y) =) x;—yi para toda x,y € R,
i=1

2. du(x,y) =max{x;—y;|i=1,...,N} paratoda x,y € RV,

N 1/p
3. dy(x,y) = (in—yi"> para toda x,y € RV,
i=1

Definicion 3.3.2. Sean (X,d) y (X,d’) dos espacios métricos sobre un mismo conjunto
X. Se dice que las distancias d y d’ son equivalentes si, y solo si,

Existeky,ky > 0 tal que kid(x,y) < d'(x,y) < kad(x,y)para todax,y € X.

Proposicién 3.6. En RY, todas las distancias mencionadas anteriormente son equiva-
lentes entre si. En particular, la distancia Euclidea es equivalente a todas ellas.

Demostracion. véase [7]. L]



142 Capitulo 3. Aplicaciones

3.4. Conceptos topologicos

El conjunto de Cantor es un ejemplo fascinante de como los conceptos de limites se
aplican en matematicas, particularmente en la teoria de conjuntos y la topologia.

El conjunto de Cantor se forma mediante un proceso de eliminacién infinita. Aqui hay
una manera simple de describirlo:

1. Comienzo: Empiezas con un segmento de linea, digamos el intervalo entre O y 1.

2. Primer Paso: Eliminas la tercera parte central del segmento, dejando dos segmen-

tos mds cortos (de 0 a 3 y de 3 al).

3. Pasos Siguientes: Repites este proceso para cada segmento restante: divides cada
uno en tres partes iguales y eliminas la parte central.

4. Repeticion Infinita: Contintas haciendo esto infinitamente.

A medida que repites este proceso, los segmentos que quedan se hacen mas y mas peque-
nos. Lo interesante del conjunto de Cantor es que, incluso después de un nimero infinito
de pasos, todavia quedan puntos en el segmento original. El “limite”’de este proceso, des-
pués de infinitas eliminaciones, es el conjunto de Cantor. Este conjunto tiene propiedades
fascinantes y algo contra intuitivas:

Tamano: Aunque has eliminado una cantidad infinita de puntos, todavia quedan
infinitos puntos en el conjunto.

No hay segmentos: Aunque hay infinitos puntos, no hay un segmento continuo de
longitud positiva.

Autosemejanza: Cada parte del conjunto de Cantor es una versién a menor escala
del conjunto completo.

El conjunto de Cantor es un claro ejemplo de como los limites en matemaéticas no siem-
pre conducen a resultados simples o intuitivos. Es mas que una secuencia de nimeros
acercandose a un valor; es un proceso que crea una estructura compleja y tnica en el
limite de infinitas iteraciones.

Definicion 3.4.1 (Bola abierta). Sea (X,d) un espacio métrico, y fijemos un x € X y un
€ > 0. Se llama bola abierta de centro x y radio € al conjunto B(x,€) = {y € X | d(x,y) <

e}

Definicion 3.4.2 (Bola cerrada). De forma analoga, se define la bola cerrada de centro x
y radio € como el conjunto B(x,€) = {y € X | d(x,y) < €}.

Definicion 3.4.3 (Conjunto abierto). Sea (X,d) un espacio métrico, y sea A C X. Deci-
mos que A es abierto si y sélo si para toda a € A existe € > 0: B(x,e) CA

Proposicion 3.7. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, para toda x € X para toda
€ > 0 se tiene que B(x, €) es un conjunto abierto.
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Demostracion. Sea x € B(xy, &) arbitrario. Para demostrar que B(x,&p) es un abierto,
tenemos que encontrar un € > 0 tal que B(x, &) C B(xp, &), y por lo tanto comprobar que
se verifica que para toda y € B(x, €) implica y € B(xg, ).

Sea y € B(x,€) cualquiera. Consideremos r = d(x,xp), y tomemos € = & — r. Quere-
mos demostrar que y € B(xo, &). Para ello, veamos que d(xp,y) < &. En efecto, por la
desigualdad triangular se cumple que:

d(x()’y) < d(x,xO)—f—d(x,y) <r+&€=r+&—r=§&

Luego queda demostrado que y € B(xg, &), y por tanto podemos afirmar que para todo
punto x € B(xp, &) se puede encontrar una bola abierta centrada en €l, tal que todos sus
puntos estdn en el conjunto de origen. [

Proposicion 3.8. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, se verifican las siguientes
propiedades:

1. Si{A) | A € A} es una familia de subconjuntos abiertos de X, entonces U A es

AEA
abierto.
n
2. Si{Ay,..., A} es una familia finita de abiertos de X, entonces ﬂAi es abierto.
i=1
3. X,0 son abiertos.
Demostracion. véase [7]. OJ

Definicion 3.4.4 (Punto interior). Sea (X,d) un espacio métrico, y consideremos A C X,
a € A. Se dice que a es un punto interior de A si, y solo si, existe & > 0 tal que B(a, &) C
A. Definimos int(A) = A = {a € Ala es punto interior de A}.

Proposicion 3.9. Sea (X,d) un espacio métrico, y A C X. Entonces, se verifican las
siguientes propiedades:

1. ACA.
2. A es abierto.

3. Si B C A es un subconjunto abierto de A, entonces B C A. Es decir, A es el abierto
mds grande contenido en A.

4. A= U{B C A | B es abierto}.
5. A es abierto siy solo si A =A.
6. int(int(A)) = int(A).

7. SiACB, entonces A - B.

Demostracion. véase [7]. L]
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Definicion 3.4.5 (Conjunto cerrado). Sea (X,d) un espacio métrico, y F C X. Se dice
que el conjunto F es cerrado siy s6lo si X — F es abierto.

Proposiciéon 3.10. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, para toda x € X para toda
€ > 0 se tiene que B(x, €) es un conjunto cerrado.

Demostracion. véase [7]. ]

Proposicion 3.11. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, se verifican las siguientes
propiedades:

1. Si{F | A € A} es una familia de cerrados de X, entonces (| F), es cerrado.
AeA

n
2. Si{Fi,...,F,} es una familia finita de cerrados de X, entonces U F; es cerrado.
i=1

3. X,0 son cerrados.

Demostracion. véase [7]. O

Definicién 3.4.6 (Clausura). Sea (X,d) un espacio métrico. Se llama clausura o cierre
de A al conjunto A = X —int(X —A).

Proposicion 3.12. Sea (X,d) un espacio métrico, y A C X. Entonces, se verifican las
siguientes propiedades:

1. ACA.
2. A es cerrado.

3. Si B C X es un subconjunto cerrado de X tal que A C B, entonces A C B. Es decir,
A es el cerrado mds pequeiio que contiene a A.

4. Z:ﬂ{FQX\FescerradoyAgF}.

5. Aes cerrado siy solo si A = A.

6. A=A.
7. Si A C B, entonces A C B.
Demostracion. véase [7]. OJ

Definicion 3.4.7 (Frontera). Sea (X,d) un espacio métrico, y A C X. Llamamos frontera
de A al conjunto A = A —A.

Proposicion 3.13. Sea (X,d) un espacio métrico, y A C X. Entonces, se verifica lo si-
guiente: x € dA si'y solo si para toda € > 0 B(x,€)NA# Dy B(x,e)N(X —A) #0.

Demostracion. véase[7]. L]
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Definicion 3.4.8 (Punto de acumulacion). Sea (X,d) un espacio métrico, y A C X. Dado
x € X, decimos que x es punto de acumulacion de A si'y s6lo si para toda € > 0 B(x,€) N
(A —{x}) # 0. Definimos A’ = {x € X | x es punto de acumulacién de A}.

Proposicion 3.14. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, se verifican las siguientes
afirmaciones:

4. X =int(A)UdAUInt(X — A). Ademds, la union es disjunta dos a dos.

Demostracion. véase [7]. ]

3.5. Limites y continuidad en mas variables

Explicar la continuidad en varias variables usando el movimiento de un mosquito y la
aplicacion de limites para este concepto matematico complejo. Aqui tienes una manera
de hacerlo:

1. Movimiento del Mosquito en Tres Dimensiones: Primero, imagina un mosquito
volando libremente en una habitacion. El mosquito puede moverse en cualquier di-
reccion: hacia arriba o hacia abajo, izquierda o derecha, adelante o atrds. Podemos
describir su posicién en cualquier momento con tres coordenadas: x(z), y(t) y z(¢),
donde ¢ representa el tiempo.

2. Funcion que Describe el Movimiento: Supongamos que el movimiento del mos-
quito se describe con una funcién f(x,y,z). Esta funcién podria representar algo
relacionado con el mosquito, como la velocidad a la que vuela o su energia en
diferentes puntos del espacio.

3. Continuidad y Limites: Decimos que la funcién f es continua en un punto si el
mosquito puede moverse a ese punto sin hacer saltos abruptos o cambios bruscos.
En términos de limites, esto significa que a medida que el mosquito se acerca a
un punto (digamos (xo,yo,20)), el valor de f(x,y,z) se acerca al valor de f en ese
punto especifico. Matemdticamente, esto se expresa como:

lim f(x,y,Z) = f(x07y07Z0>
(x7y,z)—>(xo7y0,zo)

4. Intuicion Fisica de la Continuidad: En términos mas sencillos, si el mosquito se
mueve suavemente y sin interrupciones a través del espacio, entonces su trayectoria
es continua. No hay saltos imprevistos 0 movimientos imposibles en su vuelo.



146 Capitulo 3. Aplicaciones

5. Aplicacion de Limites para Verificar la Continuidad: Para verificar si la funcion
f es continua en un punto, observamos cémo se comporta el valor de f cuando el
mosquito se acerca a ese punto desde cualquier direccién. Si el valor al que se
acerca f es el mismo que el valor de f en el punto, entonces la funcion es continua
alli.

6. Importancia en Contextos Reales: Este concepto es importante en la fisica y la
ingenieria, por ejemplo, al analizar el flujo de aire alrededor de un objeto. Si el
flujo es continuo, significa que no hay turbulencias o discontinuidades imprevistas.

En resumen, usando el movimiento de un mosquito en tres dimensiones y cOmo se acerca
a diferentes puntos en el espacio, podemos ilustrar el concepto de continuidad en varias
variables y como se aplica en situaciones reales. Esto ayuda a entender como los com-
portamientos suaves y predecibles se pueden modelar matematicamente en términos de
continuidad y limites.

Veamos otro ejemplo de limites en varias variables con el movimiento de una mosca y
un matamoscas para que nos quede mds claro este concepto.

1. Movimiento en Tres Dimensiones: Imagina una mosca volando en una habitacién.
Su posicién en cualquier momento se puede describir con tres coordenadas: x(z),
y(t) y z(t), donde ¢ es el tiempo. Ahora, imagina también un matamoscas que se
mueve hacia la mosca.

2. Objetivo del Matamoscas: El matamoscas intenta alcanzar a la mosca. Su objetivo
es coincidir su posicion con la de la mosca en el espacio tridimensional. La posicién
del matamoscas también se puede describir con coordenadas, digamos a(t), b(t) y

c(t).

3. Acercamiento del Matamoscas a la Mosca: A medida que el tiempo pasa, el
matamoscas se acerca mas y mas a la posicion de la mosca. Queremos saber si, en
algiin momento, el matamoscas puede coincidir exactamente con la posicion de la
mosca.

4. Uso de Limites en Varias Variables: Aqui es donde entran los limites en varias
variables. Matematicamente, queremos saber si el limite de las diferencias de las
coordenadas de la mosca y el matamoscas se acerca a cero. Es decir, si:

t—ty
lim (y(r) —b(t)) = 0,
tlgl% z(t)—c(t)) = 0,

donde #¢ es un momento en el tiempo.

5. Interpretacion de los Limites: Si estos limites se cumplen, significa que en el
tiempo 7y, el matamoscas ha alcanzado exactamente la misma posicién que la mos-
ca. En otras palabras, los limites nos dicen si el matamoscas puede “atrapar”a la
mosca.
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6. Importancia del Acercamiento desde Todas Direcciones: En el caso de varias
variables, es crucial que el matamoscas se acerque a la mosca desde cualquier di-
reccion en el espacio tridimensional. Si esto sucede y los limites son cero, entonces
podemos decir que el matamoscas ha atrapado a la mosca en el momento ¢.

Este ejemplo ilustra como los limites en varias variables nos permiten analizar situacio-
nes en las que multiples factores (en este caso, las coordenadas tridimensionales de dos
objetos en movimiento) interactian y convergen en un punto en el espacio y el tiempo. Es
una forma de visualizar como los limites funcionan en un contexto mas complejo que el
de una sola variable. Veamos ahora la continuidad en varias variables con el movimiento
de una mosca y un matamoscas para que nos quede mads claro este concepto.

1. Movimiento en Tres Dimensiones: Imagina un mosquito volando alrededor en
una habitacién, moviéndose en todas las direcciones posibles (arriba/abajo, izquierda/derecha,
adelante/atrds). Su posicion en cualquier momento se puede describir con tres
coordenadas:x(z), y(¢) y z(t), donde ¢ es el tiempo. Ahora,

2. El Matamoscas en Accion: Ahora, imagina que alguien esta tratando de atrapar al
mosquito con un matamoscas. El matamoscas también se mueve en tres dimensio-
nes y su posicioén en cualquier momento es a(t), b(t) y c(t).

3. Continuidad del Movimiento: En términos matemadticos, decimos que el movi-
miento del mosquito y el matamoscas es continuo si se pueden mover a cualquier
punto en su trayectoria de una manera suave y sin saltos abruptos.

4. Aplicacion de Limites para la Continuidad: Para que el movimiento sea conti-
nuo, la posicién del mosquito y del matamoscas deben cambiar de manera suave y
predecible a medida que el tiempo avanza. Esto significa que, para cualquier mo-
mento #y, los limites de las posiciones cuando ¢ se acerca a ty deben ser iguales a
las posiciones en fq. Es decir:

lim x(1) = x(19), lima(r) = a(ty),

t—to t—1ty
lim y(r) = y(t0), 1im b(z) = b(1o),
limz(r) =z(t0) y lme(r) =c(r).

donde #j es un momento en el tiempo.

5. Intento de Atrapar al Mosquito: Si el matamoscas intenta atrapar al mosquito,
necesitamos que sus trayectorias se intersecten en un punto en el espacio. La conti-
nuidad en sus movimientos nos permite predecir si pueden encontrarse en el mismo
punto en el mismo momento.

6. Importancia de la Continuidad en Varias Variables: En la prictica, la conti-
nuidad en varias variables es crucial para modelar y predecir el comportamiento
en sistemas complejos, como el movimiento en el espacio tridimensional. Si el
movimiento del matamoscas y del mosquito no es continuo, seria impredecible y
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abrupto, lo que haria casi imposible saber si el matamoscas puede atrapar al mos-
quito.

Este ejemplo demuestra como el concepto de continuidad, aplicado a varias variables,
ayuda a entender y predecir interacciones complejas en el mundo real, como el movi-
miento coordinado o el encuentro entre dos objetos en movimiento en un espacio tri-
dimensional. Todos los conceptos los podemos generalizar a més variables, mostramos
algunos casos muy especificos. El limite de una funcidn vectorial 7 se define obteniendo
los limites de sus funciones componentes como se sefiala a continuacion. Iniciaremos
con un breve recordatorio de algunos conceptos esenciales, los cuales se usan para com-
prender dichos conceptos se refieren a limites funciones. Iniciamos con los limites de las
funciones vectoriales.

Definicion 3.5.1. sea 7 una funcién vectorial cuyos valores estan dados por

~

() = f(t)i+g())

entonces el limite de 7 cuando ¢ se aproxima a #; estd definida por

lim 7(r) = lim f(r)i+ lim g(r)

t—n

si estos limites existen.

Definicion 3.5.2. Si
F(t) = fit)i+ fa(t) j+ f3(t)k
entonces .
lim r(r) = lim f(¢)i + lim f(r)j + lim f3()k

11— 11—

Definiciéon 3.5.3. Sea f : R” — R. Entonces, La funcién f tiene como limite a L €
R™ cuando d — i, si para toda € > 0, existe § > 0 tal que 0 < |d—i| < J implica

‘f(c?) —Z’ < €. A'lo que escribimos:

im f(d) =L

—u

Qe

Ejemplo 294. Demuestre que ( %ingl 1)()cz — 1) = 0 usando la definicion.
x7y _> )

Demostracion. En primer lugar vemos que a partir de

1(ey) = (L] <6
se puede deducir directamente que
x—1]<6 e [y—1/<0 yentonces [x—1/<d y [x/<o+1. (3.5)
Por otro lado
If(xX) =Ll =¥ —1-0] = |x¥*— 1| = |x— 1[|x+1] (3.6)

Asi, dado € > 0 podemos elegir 6 > 0 de modo que

0(6+2)<e.
Entonces, si ||(x,y) — (1,1)]| < 8, tenemos (3.5), y entonces obtenemos de (3.5) que
) —1] < 8(5+2) <e. 0
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Ejemplo 295. Demuestre usando la definiciéon que  lim —— =4.
(xy)—=(2,1) X —y

Demostracion. Partimos como en el ejemplo anterior viendo que si
(xy) = (2,1)][ <6
entonces se tiene directamente que
x—2]<6 e [y—1]<0. (3.7)

Por otro lado, un desarrollo algebraico simple nos lleva a lo siguiente

HOBE (3.8)

X _4‘ _ P oAty (6 —2)2—4(y— 1)
x—y x—yl =yl
Observamos aqui dos hechos relevantes. Primero, en el numerador tenemos una expre-
sion que depende esencialmente de |x — 2| y |y — 1|, cantidades controladas por 0, segtin
(3.7). Segundo, en el denominador tenemos |x — y|, que es una cantidad que podria anu-
larse si uno no es cuidadoso.

Para tratar este dltimo término procedemos en una primera etapa encontrando un valor
01, medio, que si bien no nos permitird acotar por € nos permitird controlar |x — y|. El

denominador no se anula en (2, 1), de aqui vemos que si elegimos 6; = 7 por ejemplo,

entonces de (3.7) podemos concluir que

1
lx—y| > 3 (3.9)

Suponiendo entonces que (3.9) se tiene, obtenemos de (3.7) y (3.8) que

x—2)2 —4(y—
) ) = 16=D7 =80 =Dl o oy,

x—y|

De aqui, usando nuevamente (3.7) podemos acotar mejor
1
[f) = L] < Slx=2[+ 8y — 1] < (8)x = 2|+ |y~ 1])

E
Entonces, dado € > 0, podemos elegir &, = 16’ Pero debemos asegurarnos que los argu-

: : . S 1 €
mentos anteriores sean siempre validos y eso lo logramos si elegimos § = min { X E}
y se tendrd que
2

1ry) ~ (@ 1)[| <& implica x__4‘§g,
xX—=y
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Ejemplo 296. Demuestre usando la definicién que

2 2
T o Y
(xy)—(0,0)  x"+Yy

Demostracion. Del curso de Cédlculo sabemos que

o
i Sen(e)
o—0 (04

=1.

se puede deducir directamente que dado € > 0 existe 6; > 0 tal que

sen(x? +y?)

al < 6 implica
||—1 p x2+y2

—1‘<£.

Elijamos ahora § = /). Entonces ||(x,y) — (0,0)|| < §, y entonces

sen(x* +y?)
x2 + y2

—1‘<£.

Ejemplo 297. Determinar si existe ~ lim  (x* +2xy).
(x.y)—=(3,~1)

Demostracion. Analicemos primero, si (x,y) — (3,—1) significa que x esté cercano a 3
e y estd cercano a —1 por lo tanto el valor de x> + 2xy debe estar préximo a 3 se espera
entonces que si este limite existe debe ocurrir que:

lim (x> +2xy) = 3.
mwa@sn< )

Observe que

=3l < /=32 < =32+ )2 = | (my) — (.- D)

1< =32 < /(=32 0+ D)2 = |(xy) - (3, -]

por lo cudl: ||(x,y) — (3,—1)|| < &8 implica [x—3| < 8y |[y+ 1| < [x* +2xy—3| < §. Por
otro lado se tiene

]x2—|—2xy—3| = |(x—3)2—|—2(x—3)(y+l)+4(x—3)+6(y—|—1)|
< |x =32 +2|x—3|[y+ 1| +4]x—3|+6]y+1|

Sin pérdida de generalidad se puede poner la condicién § < 1 entonces mayorando tér-
mino a término, produce

2 +2xy—3| <|x—3+2/x—3|y+1|+4]x—3]+6[y+1]
<0+26+46+60 =136



3.5. Limites y continuidad en mas variables 151
€
Definiendo 6 = ml’n{l,B} , [(x,y) —(3,—1)|| < & implica

€
|+ 2xy — 3| < 13|x* +2xy — 3| < 138 = BL=¢

Lo cudl pruebaque  lim  (x*42xy) =3. O
(xy)—=(3,~1)

2y?
Ejemplo 298. Probar que  lim —-——> | =0.
(xy)=(0,0) \X* +y

Demostracion. Seae >0y

<Y oy P <y
implica
x2y2 < (XZ +y2>2
implica
Xy 2.2
ooy SXH donde (xy) #(0,0)

Sea 6 = /¢, ||(x,y) — (0,0)|| = [|(x,y)|| = v/x*+y%. Por lo que tenemos
VX2+y?<é

implica v/x2 +y2 < /€, implica x> +y? < &. Por lo tanto

2.2 2.2
xy = ry <E.
x2 _|_y2 x2 +y2
e
Lo cudl prueba que  lim -5 | =0 0
(xy)=(0,0) \ X~ +y

Ejemplo 299. Calculemos el siguiente limite.

7z x4

lim —.
(x3)=(0,0) y/x2 + y2
Demostracion. Primero tomamos limites a lo largo de rectas y = kx. El limite se convierte
entonces en un limite de una sola variable:

4 4

X X
Iim—— =lim——
x—0 A /xz _|_ (kx)z x—0 x2(1 +k2)

4
. X
= 11 _—
x—0 |x|\/ 1 —|—k2
P
=1i
x—0 /1 + k2

= (0 para toda k.
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Con esto logramos una conjetura del limite, que podemos probar o bien con la definicién
de limite o bien con el criterio de comparacion. Como podemos acotar la expresion
2,2 20,2 132
X°x x“(x” 4+
0< < ( y7) = /2 + y2

/x2 + y2 /%2 + y2
y es obvio que x21/x2 4 y2 tiende a 0 cuando x — 0, entonces por criterio de comparacién
(lema del sandwich), nos queda que

X4

lim —=0
(xy)=(ab) \/x2 +y?
Sin embargo, que el limite de cualquier recta sea 0 no implica que el limite sea ese

numero. Por ejemplo, sea f la siguiente funcion:

1siy=x?

fey)=9
0siy #x?

El limite a lo largo de cualquier recta en el origen es 0. Sin embargo, si me acerco al
origen a través de la parabola y = x? es limite es 1. Por lo tanto, el limite no existe. [

Proposicion 3.15. Sean f: D) CR" - Ryg: Dy CR" — R, tales que si i = (uy,ua, ..., uy)

es un punto de acumulacion de Dy y D> y lim f(d) = M y lim g(d) = N tenemos que las
a—u a—u

propiedades de los limites son las siguientes:

1. El limite es tinico.

2. Sea f = (fi,fr,--sfm) y M = (My,...,My,). Entonces, lim f(a) = M implica
a—u
lim f;(d) =M; ,para j=1,...,m.
a—u

3. lim(f ¢)(@) = lim £(d) = lim g(a)
a—u a—u a—u

4. 1im 2.£(d) = 2 Iim £(a).
5. 1im (£ +£)(@) = (lim f(@) (lim g(a).

a—r

f lim (@)
6. lim (-) (@) = T si 1im g(d) # 0.

a—ii \ 8  limg(@) i
—ii

7. Si en un entorno de ii, f < g entonces lim f(d) < lim g(d).
a—u a—u

Demostracion. véase [7]. ]

Teorema 3.16. Sea f: D CR" — R, talque lim f(d) =My g:1 CR — R, es una funcion
a—u

continua en 1. Entonces go f : D CR" - Ry

tine )@ = ¢ (1im /@ ) = M)
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Demostracion. véase [7]. ]

Ejemplo 300. Evaluar  lim """,

(xy)=(3,2)
Demostracion. Sea g(z) = ¢ continuaentodo R, lim  x+y? =7, entonces
(xy)=(3,2)
lim P =¢’.
(x:y)=(3,2)

1. Trayectorias

Sea (x,y) un punto de R?. Una trayectoria por (x,y) es cualquier recta o curva que
contenga a (x,y).

2. Regla de las trayectorias

Una condicién necesaria (no suficiente) para que lim  f(x,y) exista y sea M, es
(x,y)—=(x0.¥0)
que si los limites lim f(x,@(x)) y lim f(x, ¢ (x)) existen, para cualquier trayectoria y =
X—X0 X—X0

©(x), y = ¢(x), que pase por (xgp,yo), deben valer M. O

2

Ejemplo 301. Sea f(x,y) = ——— ;Existira  lim )2
y

X
x*+ () (0,0

Demostracion. El dominio de f es R?\{(0,0)} y tenemos que (0,0) es un punto de
acumulacién del dominio de f. Sea 71 = {(x,y)|y = ax} familia de rectas que pasan por
el origen si el limite existe deberia ocurrir que:

PR » SRR o (220 1
(x,y)—(0,0) X* + 2 =0 x* + (ox)?
()
= 11m =
x—0 x2 + o?

Esto sefiala que si el limite existe este debe ser cero, seguimos averiguando: Sea T, =
{(x,y)|y = x*} la familia de parabolas que pasan por el origen.

1 x%y i x* 1
1m —_— 1 m—— = —
()= (0,0) X +y2  x=0xt+xt 2

s

No puede ser, el limite si existe no puede tener dos valores diferentes. Luego, no existe

2
lim
(x,y)—(0,0) X* +y

Observacion 25 (Limites Iterados). Se llaman limites iterados a los siguientes.

lim (h’m f(x,y)), lim (lim f(x,y)).

X—X0 \Y—Y0 yY—=Yo \ X—X0
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2y

Ejemplo 302. Sea f(x,y) = e
X7y

(x,y) # (0,0). Determine los limites iterados de f.

Demostracion. Tenemos que (0,0) es un punto de acumulacién del dominio de f. Eva-

luemos, los limites iterados
2 .2 2
X~ — X
lim (lim 4 ) —limY =1

x—0 \y—0 X2+ y2 x—0 x2
2_\2 2
y—=0 \x—=0Xx°+y y—=0 y
Los conceptos de limites y limites iterados se relacionan segun los siguientes 0

Teorema 3.17. Si ( }in% ) f(x,y) existe, y si para cada x en una vecindad reducida de
x,y)—(0,0

X0, ylir?o f(x,y) existe. Entonces
A (ylggof(x’w) = et (53)-
Demostracion. véase [7]. ]
Este teorema nos lleva a formular otro equivalente.
Teorema 3.18. Si lim  f(x,y) existe, y si para cada y en una vecindad reducida de

(x,y)—=(0,0)
yo, lim f(x,y) existe. Entonces
X—X(

Jm (xlgggof (x,y)) = i S (x,3)-
Demostracion. véase [7]. OJ
Abhora, se puede combinar ambos teoremas, lo que produce:

Teorema 3.19. Si lirn0 . f(x,y) existe, y si para cada x en una vecindad reducida de
X0, ylirglo f(x,y) exis(t)z,y)y_;(i i)c)lra cada y en una vecindad reducida de yy, xlirgclo f(x,y) existe.

Entonces
lim (h’m f(x,y)) = lim (h’m f(x,y)> = lim  f(xy).
x—x9 \ Y=o y—=Yo \X—Xo (x,y)—=(x0,y0)
Demostracion. véase [7]. OJ

Nota 3.5.1. En el ejemplo 302 podemos concluir que no existe

22— y2
fm =
(x.y)—(0,0) X2 + y?

pues de existir su limites iterados deben ser iguales.
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N ~  sent .
Ejemplo 303. Determine lir%?(t), donde 7(t) = (1 +13)i+te™"j+ Tk.
t—
Demostracion. El lim7(t) es el vector cuyas componentes son los limites de las funcio-

nes componentes de 7(t), luego,

—

senft A

limr(t) = lim(14£3)i + limze ™" j 4 lim —k = i + k.
t—0 t—0 t—0 t—0 t
5 A Sent.\ s -
Por lo tanto, Hn(l) <(1 +13)i+te j+ — k) —+k -
t—

Ejemplo 304. Determine h’rr% 7(t), si existe, donde 7(t) = (3t — 2)i +1%].
t—
Demostracion. El lim7(t) es el vector cuyas componentes son los limites de las funcio-
nes componentes de 7(t), luego,
limr(t) = im(3t — 2)i+ lim 2] = (3(2) — 2)i + (2)2] = 41 + 4],
t—2 t—2

t—2

Por lo tanto, 11’11%((3t —2)i+12)) =4i+4j. O
—

Ejemplo 305. Determine lil%?(t), si existe, donde 7(t) = costi + 8e' j.

=
Demostracion. El lim7(¢) es el vector cuyas componentes son los limites de las funcio-
nes componentes de 7(t), luego,

limr(t) = }%(cost)f—k}f_r}(l)Se’f: (cos(0))i+ 8¢l ]

t—0

= (1)i+8(1)j=1+8].
Por lo tanto, lin(l)(costf+ 8e']) =i+8j. O
t—

Ejemplo 306. Determine lim 7(¢), si existe, donde 7() = Ssenti +cost .
=%

Demostracion. El lim7(t) es el vector cuyas componentes son los limites de las funcio-
nes componentes de 7(t), luego,

lim ,»(7) — lim (5sent)i + lim (cos?)j = Ssen <g) [+ cos <g) J

Por lo tanto, lim (5senti +costj) = 5i. [l
1=z

A » l—cost.
Ejemplo 307. Determine lim7(z), donde 7(1) = t%i + 3t + cos k.

t—0
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Demostracion. El lim7(t) es el vector cuyas componentes son los limites de las funcio-
nes componentes de 7(¢), luego,

- o " 1-— A
limr(t) =1im(¢?)i+1im(3¢); —l—Mk
t—0 t—0 t—0 t

= (0)%1+ (0)i+ (0)k = 0.

A ~ 1 —cost,
Por lo tanto, lim (t2i+ 3tj+ €08 k) =0. 0
t—0 t
Ejemplo 308. Determine 11’11%?(1), donde 7(t) = (1> — 3)i+¢' j + sent k.
t—

Demostracion. El lim7(t) es el vector cuyas componentes son los limites de las funcio-
nes componentes de 7(z), luego,

1§ 7 — i 2 A2 i nA 1 ]A(
ligr) =" = 3)i+ (<) + iseni
= ((2)2=3)i+e@ ]+ (0)k =i+ ).

Por lo tanto, lfrrzl((tz—3)f+ ¢ j+sentmk) =i+ é?]. —
t—

Ejemplo 309. Determine h’m1 7(t), si existe, donde 7(t) = ' Tl + |t +1|].
t——

Demostracion. El lim7(t) es el vector cuyas componentes son los limites de las funcio-
nes componentes de 7(¢), luego,

lim r(t) :lg@l(ef+1)§+tgr§1 41| =T (=) + 1]

t——1

o=t
Por lo tanto, h’ml(e’“f—l— t+1])) =i O
t——

Ejemplo 310. Calculando lim x=a.
(x.y)—(a,b)

Ejemplo 311. Calculando lim y=2.
(x.y)—(a,b)

Ejemplo 312. Calculando

lim x> +y? = (524 (1)>=25+1=126.
(xy)=(5.1)

Ejemplo 313. Calculamos

x+2y  (1)+2(4) 1+8 9

ot 2ty (1244  1+4 5
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Ejemplo 314. Calculamos

m xtxy+8 (0)+(0)(1)+38 _040+8 _
(xy)—(0,1) X2y +6xy+y3  (0)2(1)+6(0)(1)+(1)3 0+0+1

Ejemplo 315. Calculamos

Ejemplo 316. Calculamos

S—y ey ay+y?)

lim Iim

(o)=L X2 =Y ()= (1,1) 2@>ﬂm§+w

(x,y)—(1,1) xX+y
Ejemplo 317. Calculamos
TR A A T CE R VA AR IRaVA).

(x.0)—(0,1) x (xy)—(0,1) x(Vx+y+4/)
_ (x+%) —X 1

= lim —
yx(v/x+y +\[) (,y)—>(0,1)\/x—|—y+\/§

BRVAES +\/_ 1+1 _5'
Ejemplo 318. Calculamos

lm ef+e 1 +1
(xy)—(0,0)cosx+seny 14+0

Ejemplo 319. Calculamos

3

X —xy(x—y)—y

) O —xry+yix—y> )
lim = lim

(x,)—(0,0) x2+y?2 (x,3)—(0,0) x2+y2

_ oy @y +y?) —x—y)
(x.y)—(0,0) x2+y?

e BNy )
(x.y)—(0,0) Léi;g

. (x—y) )

= lim = lim X —
(x3)—(00)  X2FV ww%mm( 2

=(0)—(0)=0.

3

Ejemplo 320. Sea f(x,y) = %, calculamos
x5ty

3
(x,y)=(0,0) X° +y
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Demostracion. Primero, el dominio de f es R?\{(0,0)} y tenemos que (0,0) es un punto
de acumulacién del dominio de f. Sea 71 = {(x,y)|y = ax} familia de rectas que pasan
por el origen si el limite existe deberia ocurrir que:

) Xy L x (oux) L xHa)
Iim —— =Ilim—-*==1im———
(x.y)—(0,0) X0 + y2 —=0x0+ (ax)?2  x—0x0 + (ax)?
o Xa . (0%«
= lim — = lim

x—0 x4 -+ o? x>0 (0)4 -+ a? -

Esto sefiala que si el limite existe este debe ser cero, seguimos averiguando: Sea T, =
{(x,y)|y = x*} la familia de trayectorias que pasan por el origen.

) 3y x® 1

Iim —— =Iim S
(x3)=(0.0) X0 +y2  x=0x0 426 2

No puede ser, el limite si existe no puede tener dos valores diferentes. Luego, no existe

3
(x.y)—(0,0) X° +y

Ejemplo 321. Calculamos
I et
(r)=(0,0) X + 3y?
5 es R?\{(0,0)}. Tenemos que
x% +3y? e .

(0,0) es un punto de acumulacién del dominio de f. Evaluemos, los limites iterados

2 &2 2
lim <h’m Q) —lm= =1

Demostracion. Primero, el dominio de f(x,y) =

x—0 \ y—0 x2 + 3y?2 x—0 X
tim (1im 5= g 22 _ 2
y—0 \x—0x2 + 3y2 N y—0 3y2 37
Puesto que estos limites son diferentes, el limite no existe. O]
Ejemplo 322. Calculamos
lim
(x.)=(0,0) X~ +y
Demostracion. Primero, el dominio de f(x,y) = % es R?\{(0,0)}. Tenemos que
x4y

(0,0) es un punto de acumulacién del dominio de f. Evaluemos, los limites iterados

0
Ifm (lim %) —1fm - = im0 =0
x—=0 \y—=0x-+Yy x—0Xx x—0
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lim (h’m 5

0
5 )zlim—zh’mOzO.
y—=0 \x—=0x°+Yy

y—0 y2 y—0

En este ejemplo, los limites iterados son iguales. Sin embargo, esto no significa que exista
el limite, puesto que hemos verificado cada trayectoria hacia (0,0).

Si (x,y) tiende a (0,0) a lo largo de cualquier recta no horizontal y = mx que pasa por el
origen, entonces como m # 0, Sea T = {(x,y)|y = mx} familia de rectas que pasan por el
origen si el limite existe deberia ocurrir que:

x(mx) ) mx? . m

. lim—— = lim———
() (00) 2+ (M2 w50 2(1+m?2) x50 (1+m)

s

Puesto que el limite depende de la pendiente de la recta sobre la cual se tiende al origen
concluimos, que el limite no existe. Por ejemplo sobre la recta y = x, el

i 2 1
(xy)—=(0,0) X2 +y> 2

Para la recta y = 3x, el

lim - — 3
(x3)—=(0,0) X2 +y2 10

Podemos emplear una gran cantidad de trayectorias que pasen por el origen, tales como

y=kx?, y= x>,y = 1/x, asi sucesivamente. N
Ejemplo 323. Sea f(x,y) Xy Existira lim  f(x,y)?
. x,y) = ——= ¢(Existi i x,y)’
Jemp SRR (00 7

Demostracion. El dominio de f es R?\{(0,0)} y tenemos que (0,0) es un punto de
acumulacién del dominio de f. Sea y = x la recta que pasan por el origen si el limite
existe deberia ocurrir que:

4x? (x)
1m - =11M -7
k) =00 X3 +y3  x=0x3 + (x)3
3
— lfm —— = {m?2 = 2.
x—0 2x3 x—0

) 4x?y )

Esto sefiala que si el limite existe este debe ser cero, seguimos averiguando: Sea y = 2x
la recta que pasan por el origen.

- 4xty lim 4x*(2x) lfm 8 im 8x3
)00 X3+ x=0x3 +(2x)3  x=0x3 +8(x)3  x—>09x3
8 8
fd 1’ — = —,
309 9

No puede ser, el limite si existe no puede tener dos valores diferentes. Luego, no existe

4 2
Hm —2
(r.)—(0,0) X3 + 3
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4.4
Ejemplo 324. Sea f(x,y) = ———— (Existira_lim ) Flx,y)?

(2 44 (r.3)—(0,0

Demostracion. El dominio de f es R?\{(0,0)} y tenemos que (0,0) es un punto de
acumulacién del dominio de f. Sea y = x la recta que pasan por el origen si el limite
existe deberia ocurrir que:

] Xy L X (x)*
(1y)—=(0,0) (X2 +y%)3 =0 (22 + (x)4)3
) X ) 8
B )%I—I}(l) (x2(14(x)2))3 ;1cl—r>%x6(l +(x)2)3
) x? (0)? 0

= e T (027~ (1+0)

Esto sefiala que si el limite existe este debe ser cero, seguimos averiguando: Sea y = /x
la recta que pasan por el origen.

4.4 4 4 6
lim o :Hm%:ﬁmx—zs
@)=00 (F+yH)7 o0 (2 + (Va0 (2(x)7)
6
X I 1

=lim—=1lim-=—.
x—0 8X6 x—08 8
Segtin la demostracion, no toda trayectoria, que pasa por el (0,0) lleva al mismo valor
limite y por lo tanto el siguiente

Xy

lim ———
(xy)—(0,0) (¥2 +y*)3
no existe. O]
senxy

Ejemplo 325. Calcular lim .
(x,y)—=(0,0) Xy

.. ) sen . sent
Demostracion. Seat = xy tenemos  lim v lim — = 0. O
(x,y)—=(0,0) Xy =0 1

Ejemplo 326 (Finanzas y Economia). Para calcular el interés compuesto, se usa una serie
geométrica. El futuro valor de una inversion se calcula utilizando la férmula de la suma
de una serie geométrica, donde cada término representa el valor de la inversién en un
periodo.

Vamos a explorar un ejemplo mds complejo que involucra series, sucesiones y andlisis
matematico. Este ejemplo no solo aplicard teoria matematica de manera detallada sino
también conceptos de andlisis matemdtico para entender la convergencia y el comporta-
miento a largo plazo de la inversion.
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Ejemplo 327 (La Modelizacion del Crecimiento de una Inversién Financiera Mediante
el Interés Compuesto). Contexto del Problema

Supongamos que realizas una inversion inicial P en una cuenta que ofrece una tasa de in-
terés anual r, compuesta mensualmente. Quieres saber cudnto dinero tendrds en la cuenta
después de n afios.

Foérmula del Interés Compuesto

La férmula para calcular el valor futuro A de una inversién mediante interés compuesto
es:

o\ mn
A=p(1+2)
m
donde:
1. A es el monto final de la inversion después de n afios.
2. P es el monto principal de la inversion (inversion inicial).
3. res latasa de interés anual (en forma decimal).
4. m es el nimero de veces que el interés se compone por afio.
5. nes el numero de afos.

Aplicando Series y Sucesiones

Sucesion de Valores Futuros:

Consideremos la sucesién {A;} donde A, representa el valor de la inversién después de
k meses. Segun la férmula de interés compuesto, cada término de la sucesion se calcula

como Ay =P (1 + %)k, donde k = mn.
Series en Interés Compuesto:
Si quisieras entender como se acumula el interés mes a mes, podrias descomponer el
crecimiento total en una serie donde cada término representa el interés anadido en ese
mes.
Analisis Matematico
Convergencia:
Interés en el limite cuando n tiende a infinito: A medida que n se hace muy grande, la
inversion crece sin limites bajo una tasa de interés positiva, demostrando la convergencia
de la inversion hacia un valor infinitamente grande en teoria. Sin embargo, en la practica,
este andlisis ayuda a entender el efecto potente del interés compuesto a largo plazo.
Tasa Efectiva de Interés Anual:
Utilizando andlisis matemdtico, podemos derivar la tasa efectiva de interés anual .y que
es equivalente a compuestar (se refiere al proceso de aplicar el interés compuesto en una
inversion o préstamo) el interés continuamente. Esto se obtiene evaluando el limite
tim (1+2)",

m

m—yoo

que es e¢", donde e es la base de los logaritmos naturales.
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Ejemplo 328 (Ejemplo Numérico). Supongamos que inviertes 1000(P) a una tasa de
interés anual del 5%(r = 0.05), compuesta mensualmente (m = 12), durante 10 afios
(n = 10).

Aplicando la férmula del interés compuesto, calculamos el valor futuro de la inversion:

12x10
A =1000 <1+%) .

Se deja comprobar al lector este valor utilizando Python para ilustrar cémo se aplica esta
teoria matematica en un caso practico.

Aplicando la férmula del interés compuesto, el valor futuro de tu inversién de 1000 a una
tasa de interés anual del 5 %, compuesta mensualmente durante 10 afios, seria aproxima-
damente 1647.01.

Este calculo muestra como, mediante el uso de series y sucesiones junto con el anélisis
matematico, podemos prever el crecimiento de una inversion bajo el principio del interés
compuesto. La capacidad de la matematica para modelar y predecir tales crecimientos es
una herramienta poderosa en el campo de las finanzas, permitiéndote hacer planes finan-
cieros informados y entender el impacto del tiempo y la tasa de interés en tus inversiones.
Para completar el analisis, vamos a calcular la tasa efectiva de interés anual (r,r) utili-
zando el limite cuando el niimero de periodos de composicion m tiende a infinito. Este
calculo nos dard una idea de cuan poderoso puede ser el interés compuesto cuando se
aplica de manera continua.

La férmula para calcular la tasa efectiva de interés anual cuando el interés se compone
continuamente es: 7.y = e’ — 1 donde:

1. e es la base de los logaritmos naturales, aproximadamente igual a 2.71828.
2. reslatasa de interés anual en forma decimal.

Usaremos esta féormula para calcular r.y dado que r = 0.05.

La tasa efectiva de interés anual, cuando el interés se compone de manera continua, es
aproximadamente 5.13 %. Esto significa que, aunque la tasa nominal es del 5 %, el efecto
de compuesto continuo eleva ligeramente la tasa efectiva, mostrando el poder del interés
compuesto incluso en un margen relativamente pequefio para este ejemplo.

Este andlisis demuestra como el andlisis matemaético y los conceptos de series y sucesio-
nes se aplican en el contexto financiero para proporcionar una comprensién mas profunda
de cémo crece el dinero a lo largo del tiempo bajo diferentes esquemas de interés.

3.6. Continuidad

Teorema 3.20 (Caracterizacion en términos de sucesiones). f es continua en d si 'y solo
si para toda sucesion {d,} con lim d, = d, se tiene que lim f(d,) = f(d).
n—soo n—soo

Demostracion. véase [7]. L]
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Definicion 3.6.1 (Funcién continua). Una funcién f es continua en i si y sélo si

f(d) = lim f(d).

a—u
Es decir, para toda € > 0, existe 6 > 0 tal que |d —ii| < 0 implica |f(d) — f(#)| < €.

Definicion 3.6.2 (Continuidad). Una funcién vectorial 7 es continua en a si

tlgr; F(t) =7(a)

7 es continua en a si y s6lo si sus funciones componentes f, g, 4 son continuas en a.

Definicion 3.6.3 (Plano). La funcién vectorial 7(¢) es continua en a si y sélo si se cum-
plen las tres condiciones siguientes:

1. 7(a) existe.

2. lim7(¢) existe.
t—a

3. lim#(¢) =7(a).

lim (1) = 7(a)

Recuerde que evaluar limites de funciones continuas de una variable es facil. Eso puede

hacerse mediante sustitucion directa, porque la propiedad definitoria de una funcién con-

tinua es lim f(x) = f(a). Las funciones continuas de dos variables también se definen
xX—a

mediante la propiedad de sustitucion directa.

Definiciéon 3.6.4. Una funcion f de dos variables se llama continua en (a,b) si

lim | f(x.3) = fa.b).

(x.y)=(ab
Se dice que f es continua en D si f es continua en cada punto (a,b) en D.

Definicion 3.6.5. Se dice que una funcién f(x,y) es continua en (a,b) si y sélo si se
cumplen las tres condiciones siguientes:

1. f(a,b) existe.

2. lim  f(x,y) existe.
(x.y)—(a,b) &)

3. lim f(xy) = flab).

Si una de estas tres condiciones no se satisface en el punto (a,b) entonces se dice que f
es discontinua en (a,b).

El significado intuitivo de la continuidad es que si el punto (x,y) cambia un poco, el valor
de f(x,y) cambia también solo un poco. Esto significa que una superficie con la grifica
de una funcién continua no tiene agujeros ni quiebres.

Usando las propiedades de los limites se puede observar que las sumas, diferencias, pro-
ductos y cocientes de las funciones continuas son continuos en sus dominios.
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Proposicion 3.21. Sean f y g, dos funciones continuas en (a,b) entonces:
1. f+g es continua en (a,b).
2. f—ges continua en (a,b).

3. f-gescontinua en (a,b).

4. = es continua en (a,b). Excepto en los puntos en donde el denominador es cero.
8

Demostracion. véase [7]. OJ

Use este hecho para ejemplificar funciones continuas. Una funcién polinomial de dos
variables (o polinomio para abreviar) es una suma de términos de la forma cxy", donde
¢ es una constante y m y n son enteros no negativos. Una funcién racional es una razén de
polinomios. Por ejemplo, f(x,y) = x* +5x°y? + 6xy* — 7y + 6 es un polinomio, mientras

ue g(x,y) = 2y +1 es una funcion racional
xX,y)=——> .
que gixy) =53 )2

Los limites en (2) indican que las funciones f(x,y) = x, g(x,y) =y, y h(x,y) = ¢ son
continuas. Como cualquier polinomio puede basarse en funciones simples f, g y h por
multiplicacién y adicién, se sabe que todos los polinomios son continuos en R2. De
igual manera, toda funcién racional es continua en su dominio, porque es un cociente de
funciones continuas.

Ejemplo 329. Evalue lim  (x2y? —x3y? +3x+2y).

() —=(1,2

Demostracion. Como f(x,y) = x*y*> — x3y? + 3x + 2y es un polinomio, es continuo en
todas partes, asi que se puede determinar el limite por sustitucion directa:

lim x%y? —x3y? 4+ 3x 42y
(x.y)—(1,2) ( )

= ()22 = (1)3(2)2+3(1) +2(2) = 11.

2_ .2
X y{7

Ejemplo 330. ;Dénde es continua la funcién f(x,y) = ot
Ty
Demostracion. La funcién f es discontinua en (0,0) porque no estd definida ahi. Co-

mo f es una funcién racional, es continua en su dominio, el cual es el conjunto D =

{(x,)|(x,y) # (0,0)}. O
Ejemplo 331. Sea

2 .2

g(x,y) = ;CZT; si (x,y) #(0,0)

0 si (x,y) =(0,0)
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Demostracion. Aqui g se define en (0,0), pero g sigue siendo discontinua ahi porque

lim  g(x,y) no existe( Ver Nota 3.5.1) O
(x.y)—(0,0)

Ejemplo 332. Sea
2.2
X7y )
ery) =424y o (x,y) # (0,0)
0 si (x,y) =(0,0)

Se sabe que g es continua para (x,y) # (0,0), ya que ahi es igual a una funcién racional.
Asimismo, del ejemplo 298 se tiene

nyZ
im  gley)= lim (=2 ) =(0,0).
Moo 8= (Moo <x2 +y2) 0

Por tanto, g es continua en (0,0), y en consecuencia es continua en R

Al igual que en las funciones de una variable, la composicion es otra manera de combinar
dos funciones continuas para obtener una tercera. De hecho, puede demostrarse que si f
es una funcion continua de dos variables y g es una funcién continua de una variable
definida en el rango de f, la funcién compuesta 2 = go f definida por i(x,y) = g(f(x,y))
es también una funcién continua.

Teorema 3.22 (Continuidad de una funcién compuesta). Si h es continua en (xo,y0) y g
es continua en h(xy,yq), entonces la funcion compuesta por (goh)(x,y) = g(h(x,y)) es
continua en (xg,yo). Es decir, ~ 1im  g(h(x,y)) = g(h(x0,y0))-

(x.y)—(x0.50)
Demostracion. véase [7]. ]

Ejemplo 333. ;Dénde es continua la funcién h(x,y) = arctan(y/x)?

Demostracion. La funcion f(x,y) = Y es una funcién racional, y por tanto continua ex-
X
cepto en la recta x = 0. La funcién g(¢) = arctant es continua en todas partes. Asi, la
funcién compuesta g(f(x,y)) = arctan <)—}> = h(x,y) es continua excepto en x = 0. La
x

grifica (hacerlo con GEOGEBRA) muestra la interrupcién en la grafica de & arriba del
eje y. [

Definicion 3.6.6 (Espacio). La funcién vectorial 7(¢) es continua en a si se cumplen las
tres condiciones siguientes:

1. 7(a) existe.

2. lim7(¢) existe.
t—a

3. th_r};r(t) =7(a).
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Las funciones continuas cumplen las mismas propiedades algebraicas que los limites.
Ademas, la funcion de cada una de las coordenadas de una funcion continua también es
continua.

Teorema 3.23 (Continuidad de la composicién). Si f es continua en dy g es continua en
f(a), entonces go f es continua en d.

Demostracion. véase [7]. O

Definicién 3.6.7 (Funcion inversa). Sea f: R” — R", y A C R™, definimos la funcién
inversa:

fH(A) ={aeR"|f(@) € A}.
Teorema 3.24. f es continua si 'y sélo si para todo conjunto abierto A, f~1(A) es abierto.

Teorema 3.25. f es continua si y sélo si para todo conjunto cerrado B, f~'(B) es ce-
rrado.

Ejemplo 334. Determine donde es continua la funcién dada. Sea

43 3

g(x,y) = 5x"y" —xy —xy.
Demostracion. La funcién g es continua en todo el plano ya que se trata de una funcién
polinomial. [

8xy

x—y
Demostracion. Se trata de una funcidn racional. La funcién £ es continua, excepto en los
puntos en los que el denominador es igual a 0, que estan dados por la ecuacién

Ejemplo 335. Analice la continuidad de A(x,y) =

x—y=0.
Por lo que £ es continua en cualquier punto del espacio, excepto en los puntos de la recta
X #y. O
1

Ejemplo 336. Analice la continuidad de A(x,y,z) = T
X +y*—z

Demostracion. La funcién h es continua, excepto en los puntos en los que el denomina-
dor es igual a 0, que estdn dados por la ecuacion

x2+y2—z:0.

Por lo que A es continua en cualquier punto del espacio, excepto en los puntos del para-
boloide x* +y> = z. O

Ejemplo 337. Sea
1 1 .
(x+y)sen—sen — si. x#0yy#0
X y

g(x,y) =
0 en caso contrario.
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Demostracion. Esta claro que en los puntos que no pertenecen a los ejes, la funcién es
continua por ser composicion de funciones continuas. Cuando nos preocupamos por la
continuidad de g en un punto del eje x, del tipo (a,0) para a no nulo, comprobamos que
el limite

1 1
(x+y)sen—sen—
X y

. . :
no existira, pues el factor sen — oscila de manera persistente cuando nos acercamos a Cero,

y
a no ser que la amplitud (x+ y) converja a cero y en tal caso anule tales oscilaciones (lo
que no puede ocurrir pues hemos tomado inicialmente a ## 0), o bien cuando el factor

sen — sea nulo, lo que si sucede para los valores x = o Asi pues hay continuidad en los
X T

puntos (a,0) con a = % Lo mismo sucede en los puntos (0,a) con a = % En el resto
de puntos de los ejes, la funcion no es continua.

Finalmente, estudiamos qué sucede en el origen. En este caso, tenemos oscilaciones brus-
cas de los dos factores senoidales. Sin embargo como estas oscilaciones estan acotadas
por la unidad, y el factor amplitud (x4 y) si converge a cero, resulta que el limite es nulo,
y por tanto la funcién es continua en el origen. De manera mas precisa diriamos

0<

1 1
(x+y)sen—sen—‘ <l|lx+yl—0
X y

si (x,y) tiende a (0,0). H
Ejemplo 338. Sea

x2

g(x,y) = (x—2 +y|y’ ,sen(x—i—y)> si (x,y) # (0,0)
(0,0) si. (x,y) = (0,0)

Demostracion. Fuera del origen ninguna de las funciones componentes presenta proble-
mas de continuidad por lo que se trata de estudiar el limite cuando (x,y) tiende a (0,0) de
las dos componentes de la funcién vectorial. La segunda componente es evidentemente
continua. Con respecto a la primera debemos estudiar si

) x%y
Iim —>—

(x.)—(0,0) X2 + [y|

existe y es nulo. Planteando el limite en coordenadas polares es directo comprobar que
esto es, efectivamente, asi. O]

Vamos a explorar un ejemplo mas complejo y robusto que involucra series, sucesiones, y
andlisis matemadtico, considerando factores como recursos limitados, tasas de natalidad y
mortalidad, y competencia entre individuos.

Ejemplo 339 (El modelo de crecimiento de poblacién de una especie en un ecosistema
cerrado). Contexto del Problema
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Queremos modelar el crecimiento de una poblacion de conejos en una isla aislada. Ini-
cialmente, la isla tiene suficientes recursos para sostener una poblacién maxima (capa-
cidad de carga) de 1000 conejos. La tasa de crecimiento de la poblacion depende de
los recursos disponibles, la tasa de natalidad, y la tasa de mortalidad, ajustindose por
la competencia entre los conejos a medida que la poblacion se acerca a la capacidad de
carga.

Teoria Matematica Aplicada

Sucesiones para Modelar la Poblacion

Definimos P, como el nimero de conejos en la isla en el afio n. La poblacién inicial Py
es de 100 conejos.

Modelo de Crecimiento Logistico

El modelo de crecimiento logistico se usa para prever cémo cambia la poblacion afo tras
afio, teniendo en cuenta la limitacion de recursos.

La solucion a la ecuacion diferencial del modelo de crecimiento logistico es:

K- eC]K—H’t

P(t) - eCIK—i—rt -1

donde:

1. P(t) es la poblacién en el tiempo ¢,
2. K es la capacidad de carga de la isla,
3. res latasa de crecimiento intrinseco de la poblacion,

4. Cj es una constante de integracion determinada por las condiciones iniciales.

Analisis Matematico y Aplicacion de Series

Para modelar el crecimiento afio tras afio, utilizamos la solucién encontrada y aplicamos
condiciones especificas de nuestro problema, como la poblacién inicial Py y la capacidad
de carga K.

Supongamos que la tasa de crecimiento intrinseco r es de 0.1 (10 % por afio) y la capaci-
dad de carga K es de 1000 conejos. La poblacioén inicial Py de 100 conejos define nuestra
constante C; cuando resolvemos P(0) = 100.

Determinando la Constante C

Para encontrar Cj, aplicamos la condicién inicial P(0) = 100 :

1000 - ecl~1000

100 = cc1-1000 _ |

Resolvamos esta ecuacién con Payton y obtendremos el resultado, lo dejamos como ejer-
cicio para el lector.

3.6.1. Problema: Optimizacion Aerodinamica de un Carro de Ca-
rreras

Disefiar un sistema como una turbina, un avion, o un carro de carreras requiere una in-
tegracion profunda de varios conceptos matemadticos, incluyendo continuidad, series y
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sucesiones, cdlculo vectorial, andlisis matemadtico, probabilidad, y métodos numéricos.
Abordemos un ejemplo enfocado en el disefio aerodindmico de un carro de carreras,
donde estos conceptos juegan un papel crucial en optimizar su rendimiento y estabilidad.
Objetivo: Disefiar la forma aerodindmica 6ptima para un carro de carreras para minimi-
zar la resistencia al aire y maximizar la fuerza descendente (downforce), mejorando asi
la velocidad y la estabilidad del carro.

Aplicacion de conceptos matematicos

1. Continuidad y analisis matematico:

a) Continuidad es crucial para asegurar que la forma del carro sea suave, sin
discontinuidades que puedan incrementar la resistencia al aire. Utilizamos
funciones continuas para modelar la superficie del carro.

b) Analisis Matematico se aplica para estudiar las propiedades de estas fun-
ciones, asegurando que sean diferenciables, lo que es necesario para aplicar
célculo vectorial.

2. Series y Sucesiones:

Para modelar el flujo de aire alrededor del carro, utilizamos series de Fourier, des-
componiendo el flujo de aire en componentes sinusoidales. Esto ayuda a analizar
como diferentes formas afectan la resistencia y la fuerza descendente.

3. Calculo vctorial:

Se emplea para calcular el gradiente de presion y las fuerzas que actian sobre el
carro. Integrales de superficie y de linea se utilizan para determinar el efecto total
del flujo de aire sobre el carro.

4. Probabilidad:

En el disefio se consideran incertidumbres, como variaciones en la velocidad del
aire y condiciones de la pista. La probabilidad ayuda a modelar estos factores y a
disefiar un carro que sea eficiente bajo un rango de condiciones.

5. Métodos Numéricos:

Se utilizan para resolver las ecuaciones diferenciales que modelan el flujo de aire
alrededor del carro, que son demasiado complejas para resolver analiticamente.
Métodos como los de elementos finitos permiten simular el flujo de aire y optimizar
la forma del carro.

3.6.2. Ejemplo Detallado: Simulacion de Flujo de Aire

Supongamos que queremos minimizar la resistencia al aire C; y maximizar la fuerza
descendente C;, donde C,; y C; son los coeficientes de resistencia y de fuerza descendente,
respectivamente. La forma del carro se modifica iterativamente, y en cada iteracion, se
calcula el flujo de aire utilizando métodos numéricos.

1. Modelizacion del problema:
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a) La superficie del carro se divide en una malla de elementos finitos. Cada ele-
mento se modela como un vector que representa una porcion de la superficie.

b) Las ecuaciones de Navier-Stokes, que describen el movimiento de los fluidos,
se aplican a cada elemento de la malla para modelar el flujo de aire.

2. Calculode C; y C;

C, y C; se calculan integrando la presion y la fuerza de friccion sobre la superficie
del carro. Estas integrales se aproximan utilizando métodos numéricos.

3. Optimizacion:

Se utiliza un algoritmo de optimizacién, como el método del gradiente descenden-
te, para ajustar la forma del carro basdndose en los calculos de C; y C;.

El objetivo es encontrar la forma que minimice C; mientras maximiza y Cj.

4. Simulacién y Analisis:

Con cada iteracion, se realiza una simulacién computacional para evaluar el rendi-
miento. Las series y sucesiones se utilizan para analizar la convergencia del algo-
ritmo de optimizacion.

Conclusion

Este ejemplo ilustra como la integraciéon de continuidad, series y sucesiones, calculo
vectorial, andlisis matematico, probabilidad y métodos numéricos permite a ingenieros
y disefiadores enfrentar el desafio complejo de optimizar el disefio aerodindmico de un
carro de carreras. La matematica no solo proporciona las herramientas para modelar y
simular el problema sino también para encontrar soluciones Optimas que mejoren signi-
ficativamente el rendimiento del carro.

3.6.3. Modelo Matematico para el Problema de la Extraccion de Pe-
troleo

Por dltimo, para crear un modelo matemaético para el problema de la extraccién de pe-
tréleo implica varios aspectos complejos, incluyendo el flujo del petréleo a través de
medios porosos, la variabilidad de las reservas y la eficiencia de extracciéon. Vamos a de-
sarrollar un modelo simplificado que aborde algunos de estos aspectos, utilizando series,
sucesiones, cdlculo vectorial, andlisis matemético, probabilidad y métodos numéricos.
Descripcion del Problema

El objetivo es modelar la extraccion de petréleo de un yacimiento, maximizando la efi-
ciencia de extraccién mientras se minimizan los costos y se mantienen las reservas sos-
tenibles a largo plazo.

Variables del Modelo

1. Q(t) : Cantidad de petréleo extraido en el tiempo ¢.

2. R(?) : Reservas de petréleo disponibles en el tiempo 7.
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3. P(t) : Presion en el yacimiento en el tiempo ?.

4. C(t) : Costo de extraccién por unidad de petréleo en el tiempo ¢.

Supuestos del Modelo

1.

Flujo de Petrdleo: Se asume que el flujo de petréleo hacia el pozo de extraccién
sigue la ley de Darcy, que es proporcional al gradiente de presién y a la permeabi-
lidad del medio.

Declinacion de la Reserva: La tasa de declinacion de la reserva se modela como
una funcién de la cantidad de petrdleo extraido y la presion restante en el yaci-
miento.

Costos Variables: El costo de extracciéon aumenta a medida que la presion del
yacimiento disminuye y es necesario aplicar mas tecnologia para extraer el petréleo
restante.

Modelo Matematico

1.

Series y Sucesiones:

R(t+1) =R(t) — Q(t), donde R(t) representa las reservas en el tiempo ¢t y Q(t) es
la cantidad extraida en el periodo .

Calculo Vectorial:

La ley de Darcy para el flujo de petrdleo se puede representar como g = —kVP,
donde ¢ es el flujo volumétrico por érea, k es la permeabilidad del medio y VP es
el gradiente de presion. Esto nos permite calcular el flujo de petréleo basado en la
geometria del yacimiento y la distribucién de presion.

Analisis Matematico:

La continuidad y las propiedades de las funciones utilizadas para modelar R(z),
P(t), y C(t) son esenciales para garantizar soluciones realistas y para aplicar téc-
nicas de optimizacion.

. Probabilidad:

Modelamos la incertidumbre en las estimaciones de las reservas y en la variabilidad
de la permeabilidad del yacimiento utilizando distribuciones de probabilidad. Esto
permite calcular probabilidades de diferentes escenarios de extraccion y reservas.

. Métodos numéricos:

Utilizamos métodos numéricos para resolver las ecuaciones diferenciales que mo-
delan el cambio en la presion P(¢) y para optimizar la extraccion Q(r) considerando
las restricciones de costos y la declinacion de la reserva. Por ejemplo, se pueden
aplicar métodos de elementos finitos para calcular el flujo de petrdleo y algoritmos
de optimizacion como el gradiente descendente para encontrar la estrategia 6ptima
de extraccion.



172 Capitulo 3. Aplicaciones

Implementacion del modelo

1. Se define una funcién objetivo que puede ser maximizar la cantidad total de petré-
leo extraido Q(t) durante un periodo, minimizando al mismo tiempo C(¢) y asegu-
rando que R(?) no caiga por debajo de un umbral critico.

2. Se aplican restricciones basadas en la fisica del flujo de fluidos y en las limitaciones
econdmicas y ambientales.

3. Se utiliza simulacién Monte Carlo para evaluar el impacto de la incertidumbre en
las variables del modelo.

Este modelo es un punto de partida para comprender cémo se pueden aplicar concep-
tos matematicos avanzados al problema de la extraccion de petréleo. La implementacion
practica requeriria un analisis detallado de datos especificos del yacimiento, software es-
pecializado para simulacion y optimizacion, y una comprension profunda de la ingenieria
de petréleos y las ciencias de la tierra.

3.7. Ejercicios

1. Compruébe cada uno de los siguientes limites

1 1
a) lim — = 0 (Adapte la demostraciéon de que lim — = 0 a este caso).
n—s00 \/ﬁ n—eoon

1 1
b) lim =0conn>2y lim ———=0
n—}oo‘/n_l n—>°°\/3n2_1
¢) Mads generalmente, si {a, },cn es una sucesion de nimeros reales que con-
verge a cero, entonces lim \/|a,| = 0. (Recuerde que si c,d € R, entonces
n—o0

c? < d?implica c < d.)

d) l1m(\/ﬁ Vv/n) = 0, (Multiplique y divida v/n+1—y/n por /n+1+
N

e) lim(\8/n2+1 —/n+1) =0, (Observe que vn2+1—+/n+1 es menor o
igual a [V/n2 4+ 1 — Vn2] + [/n — ¥/n+1], haga un proceso andlogo ad).)

n! |
) llm——Odonden‘—l 2---(n—1)-n. (LPorqué—ng—?)
n T on

n—oo plt
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2. Demuestre que si lima, = 0 y si la sucesién {b, },cn estd acotada, entonces
n—yoo
lim a,b, = 0.
n—oo

3. Demuestre que si las sucesiones {ay},en ¥ {Pn}nen convergen al mismo limite,
entonces la sucesion ay,by,az,b;, ... convergen también al mismo limite.

4. Sea {ay}nen una sucesion tal que lim a, = I. Pruebe que entonces
n—yoo

. o agtar+---+ay,
lim =1.
n—yoo n

5. Sean {a, }nen, {bn}nen dos sucesiones tales que {a, }nen ¥ {@n + by bnen son con-
vergentes. Muestre que entonces {b, },cnes convergente.

. . 2 .
6. Considere la sucesion {—2 . Demuestre que ésta sucesion.
n
neN

a) No converge a 2.

1
b) No converge a —5

1

N —.
¢) No converge a 106

d) Converge a 0.

43
vn—+1

7. Considere la sucesion { } . Demuestre que ésta sucesion.
neN

a) No converge a 1.

b) No converge a —1.

1
N —.
¢) No converge a 0

d) Converge a 0.

8. De ejemplos de sucesiones {ay }nen, {bn tnen que no sean convergentes, pero que

a) {an+ by }nen, sea sucesion

1) Convergete.
2) Divergente.

an ..
b) b , sea sucesion
nJ) neN

1) Convergete.
2) Divergente.

9. De un ejemplo de tres sucesiones {ay }nen, {bn}tnen ¥ {cntnen tales que a, < b, <
cp paratodan € N, 11’_r>n Va, # h’_r>n \/Cn 'y que
n—roco n—roo
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a) {bn}nen sea convergete.
b) {bn}nen sea divergente.
10. Encuentre todos los puntos de acumulacién de la sucesion

1,—1,1,—1,1,—1,...

11. Demuestre que hay una infinidad de puntos de acumulacién de la sucesién

1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5...

12.  a) Demuestre que si 0 < a < 2, entonces 0 < v/2a < 2. Indicacién: use el Co-
rolario del Capitulo 2.

b) Demuestre que la sucesion \/Q, \/ 2\/5, \/ 2\/ 2\/5, ... converge. Indicacion:

pruebe que ésta sucesion es creciente y acotada superiormente.

c) Pruebe que si ’}1_1330 an, =1 (con a, > 0 para toda n € N), entonces nh_r>r°1° Van =
Vi

d) Halle el limite de la sucesién b). Indicacién: de ¢) se deduce que si ’}glgo a, =
[, entonces nh_rgo V2a, =/2l.

13. Considere la sucesion {a, },cn cuyo término general se da més abajo. Primero diga
cudl es el limite de la sucesion {a, },cn. Después demuestre que es efectivamente
el limite mediante la definicién de limite.

1
a) an_n—l—l'
n+1
b) a, = .
) a 2n+3
) 2
c) a, = .
"2 —n+1
1
d) an—i.
2
e) a, =

vn
) ap=+vn+1—y/n.
14.  a) Sea {a,},en una sucesién de nimeros no negativos que converge a cero.
1

Si k € N, demuestre, por medio de la definicién, que 11’_r>n x5 = 0, donde el

1
simbolo x; significa la raiz k-ésima de x,. Usando las operaciones de las
sucesiones deduzca que si p € QT, entonces lim x; = 0.
n—yoo
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b) Sea{ay},cn una sucesion de niimeros no negativos que converge a un nimero

. X
xo > 0. Pruebe que existe n € N tal que 50 < xy para toda n > ny Recuerde
que

d— b= (a—b)(d"'b+ak—20*+---+ab" ) para toda k € N

1 1
Al tomar a =: x; y b = x; resulta

k=1 1 k=2 2 1 k-1

1 11 k2 2 1okt
)(n® xg +x0" x5+ xnx" )

Xn — X0 = (X5 — X,

O =

de donde, si n > np, entonces

ket 1 k2 2 1okl

o1 xf xE x,fx X5 X~

% % n X0 n X9 nxq

|Xp — xo0| > |x7 —x§ T t—= T 1 ,
2 2% 2%
o0 sea
11
X, —x0| > rxo [x; —x; | para todan > ny,

1 1 1 1
donde r = — - -4+ —— > 0. De esto deduzca que lim x; = x;. Usando las
2% 2% oo
operaciones de las sucesiones pruebe que si p € Q, entonces lim x}, = xg .
n—oo

15. Sea a,b > 0. Pruebe que 1&111 (a" + b")% = max(a,b). Indicaciones: Suponga por

ejemplo que a > b. Entonces lo que se pide demostrar es que r}l_r}r}o (d"+ b”)% =a.

Ponga x,, =: (a" —|—b”)% —a para toda n € N. Entonces x,, > 0 para toda n € N. (jjus-
tifiquelo!). Use la férmula del binomio de Newton para deducir: a” + na" 'a, <
(a+ay)* =d"+b" <24a". De lo anterior concluya que 1im a, = 0.

n—soo

16. Use operaciones entre sucesiones encuentre el limite de {a, }yen,

) 5—n
a) a, = .
" 42
n—1
b) an_2n+3n3'
1+(—1
c) a, = +( )
n
2 —n
d =
) an 3n242n+5
2
e) a, = " .
n—2

17. Determinar el intervalo de convergencia de la serie
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+oo —1)x"
a) Z ( n)‘

n=0 :

+oo xn—]
b) nz:‘b (n—1)!

n=0 n
~+oo
2) Zn(x—Z)".
n=0
v (=D"x+1)"
h) Z 2}1”2
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vehiculo para asegurarlo, que una serie de contratiemposme impidi6 publicar
esta entrada mas temprano el dia de hoy (veridico), entre otras cosas.

Por tanto, para poder trabajar con ‘“‘series” en mateméticas, debemos estar
conscientes de esta diferencia de significado.
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