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Introduccion

Una de las més grandes dificultades con la que se enfrentan los estudiantes que
por primera vez tienen contacto con la fisica a nivel universitario es la de plasmar en
un problema sencillo, pero especifico, las ideas generales discutidas en clase. Esta
dificultad para plantear y resolver problemas resulta ser un gran obstaculo para que los
universitarios avancen en el estudio de esta area del conocimiento.

Actualmente, existe una gran cantidad de libros introductorios a la fisica [1, 2,
3]' y de texto a nivel universitario excelentes [4, 5, 6, 7], que tratan, la gran mayoria,
de los contenidos de un primer curso a nivel superior de cualquier carrera de ciencias o
ingenieria. Algunas de estas obras han sido revisadas y editadas en numerosas ocasiones
a lo largo de mas de tres décadas [4, 5], por lo que han mejorado notablemente, tanto
en sus contenidos como en su enfoque pedagogico. Sin embargo, la dificultad, que
para los estudiantes representa el planteamiento y la solucidon de los problemas en el
campo de la fisica, persiste.

Esta obra presenta, a los estudiantes universitarios del primer curso de fisica,
un conjunto de problemas y sus soluciones en el area de: la cinemadtica y dindmica
de una particula, la cinematica y dindmica rotacional, los sistemas de particulas y las
oscilaciones y ondas mecénicas; en los cuales se enfatizan las consideraciones fisicas
necesarias para resolver los problemas.

Esta obra debe verse por los estudiantes como un apoyo adicional a los libros
de texto, como un libro que los acompafia en el estudio de la mecanica y no como
una fuente en donde pueden encontrar la solucion de las tareas o de los trabajos
escolares.

La idea de proporcionar a los estudiantes este conjunto de problemas y sus
soluciones es darles mas elementos con los que pueden contrastar sus aprendizajes,
proponiéndoles el siguiente método de trabajo:

* Intentar resolver los problemas hasta llegar a una soluciéon de los mismos.

= (Consultar la solucion del problema para tratar de comprender los diferentes
procedimientos realizados para ello y no efectuar una tarea de memorizacion
de la solucion.

! Los numeros entre corchetes corresponden a libros que se encuentran en la biografia de esta obra
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v Introduccion

= Resolver el problema sin consultar la solucion poniendo especialmente énfasis
en la aplicacion de las ideas fisicas, en la forma de plantear éstas en el lenguaje
algebraico, asi como en los detalles presentes en las manipulaciones algebraicas
que conducen a la solucion del problema.

Esta dinamica de trabajo permitira que los estudiantes enfrenten los problemas
aplicado las ideas fisicas involucradas, y no solamente traten de recordar la forma en
que resolvieron con anterioridad un problema similar.

Posteriormente, siguiendo con la dinamica antes descrita, los estudiantes
podran consultar otras obras de problemas resueltos mucho mas extensas en el area
de la mecanica [8, 9], en donde se presentan una gran cantidad y variedad de muy
interesantes problemas, pero cuyas explicaciones y desarrollos requieren que los
estudiantes hayan desarrollado cierta habilidad en la correcta aplicacion de las ideas
fisicas involucradas y de un planteamiento matematico muy concreto.

En este libro se han considerado problemas en los que su solucion requiere la
utilizacion de algunas ideas fisicas sencillas, pero generales, sobre mecanica. Rara
vez se han considerado problemas que requieran desarrollos matematicos mas alla
del algebra basica. Sin embargo, en algunos ejercicios se hace referencia a ideas
muy elementales del calculo diferencial e integral, como es el caso de la velocidad
y aceleracion instantaneas, asi como en la discusion general del trabajo mecanico
realizado por una fuerza.

La gran mayoria de los problemas que aqui se presentan se han tomado de
libros de texto clasicos [3, 4, 5, 6, 7], no obstante, algunos se modificaron para buscar
que las ideas fisicas que se necesitan aplicar para su solucion se puedan identificar
mas claramente.

Otra motivacion importante, para la elaboracion de este libro, es que los
estudiantes de ciencias y carreras tecnoldgicas aumenten su interés en el estudio de
la fisica y se interesen en temas mas elaborados de mecanica [10, 11, 12] y de ondas
[13].

El libro se divide en seis partes:

* En la parte I, se analizan cuestiones previas al estudio de la cinematica, como
son: el manejo de las unidades de medida de cantidades fisicas relevantes
para el estudio de la mecanica, y algunos aspectos basicos relacionados con el
manejo de las cantidades vectoriales.

* Enlapartell, se presentan una serie de problemas relacionados con la cinematica
de una particula, como son: el movimiento uniforme acelerado, la caida libre,
el movimiento circular y el tiro parabdlico.



Introduccion A/

En la parte III, se consideran una serie de problemas tipicos sobre las leyes
de Newton y sobre las aplicaciones del teorema trabajo-energia. Este tipo de
problemas permitiran que el estudiante entre en contacto con el concepto de
fuerza, y reconozcan su importancia para la descripcion del movimiento de
una particula. Asi como las aplicaciones del centro de masa de un sistema de
particulas.

En la parte VI, se analizan ejercicios relacionados con los principios de
conservacion de la energia y el teorema de conservacion de la cantidad de
movimiento lineal®. También se analizan algunos ejemplos en los que la energia
mecanica total no se conserva debido a la presencia de fuerzas disipativas.

Enlaparte V, se analizan ejercicios relacionados con la cinematica y la dindmica
rotacion de los cuerpos solidos asi como la conservacion de la energia mecanica
para estos sistemas fisicos. Las leyes de Newton se aplican a la descripcion del
movimiento traslacional del solido alrededor de un eje instantaneo de rotacion.
También se presentan ejercicios relacionados con la conservacion del momento
angular.

Finalmente en la parte VI, se presentan algunos ejercicios relacionados con
las oscilaciones y ondas mecanicas, en los cuales se aplican los principios
generales de la mecanica a estos fendomenos fisicos periddicos. También se
hace énfasis en la representacion grafica de estos movimientos y la obtencion
de algunas cantidades fisicas de éstos a través de las graficas.

2 Algunos textos llaman a la cantidad de movimiento lineal “momento lineal” y otros “impetu lineal”



Parte I. Unidades de medida y vectores

En los capitulos 1 y 2, comprendidos en esta primera parte, se presentan algunos proble-
mas sencillos relacionados con el manejo y la conversion de ciertas unidades de medida
utilizadas comtinmente en distintos sistemas de unidades. También se consideran algunos
ejercicios de anélisis dimensional, una herramienta fisica muy poderosa que permite ra-
pidamente, basandose en las unidades involucradas, saber si la soluciéon de un problema
es dimensionalmente consistente.

Finalmente, se presentan algunos problemas elementales que permitiran a los estu-
diantes familiarizarse con los vectores, mismos que juegan un papel muy importante en
la descripcion del movimiento de una particula. En estos problemas se aborda la imagen
geométrica de las operaciones entre vectores como son: la suma vectorial, el producto
de un escalar por un vector y el producto escalar entre vectores.



Capitulo 1

Unidades de medida y analisis
dimensional

1-1.- Exprese las siguientes mediciones en unidades del Sistema Internacional de Uni-
dades (S.I.), mediante los prefijos apropiados. El simbolo de la unidad base esta
entre paréntesis:

298000 metros (m)
7600 volts (V)
0.000067 amperes (A)
0.0645 newtons (N)
43000000 gramos (g)
0.00000065 farads (F)

\_/S\@/

)

™

QL
~— ~—

(g
~—"

Sol:

a) 298000m = 2.98 x 105m = 2.98 x 100 km = 298 km.
b) 7600V = 7.6 x 10°V = 7.6kV.

c) 0.000067 A = 67 x 107 A = 67uA.

d) 0.0645 N = 6.45 x 1072 N = 64.5 x 103N = 64.5mN.



4 Unidades de medida y analisis dimensional

1
1g=——kg'
9= 7000 7
=
1 kg
43000000 g = 430000009 | —— | [ ==
o = om0 () (°)
= 43000 kg = 43 x 10%kg = 43 Ton
==

43000000 g = 43 Ton.

f) 0.00000065 F = 6.5 x 107" F = 0.65 x 107°F = 0.65 uF.

1-2.- ;Cuales son las tres cantidades fisicas fundamentales que aparecen en la descrip-
cion de la mayor parte de los fendémenos mecénicos? Nombrar las tres unidades
fundamentales asociadas con estas cantidades fisicas en el S.I.

Sol:

En la descripcion fisica de una gran cantidad de fenémenos mecanicos, se habla de
longitudes recorridas, del tiempo necesario para que un objeto llegue a un determinado
lugar y de la cantidad de masa que tiene un cuerpo. De lo anterior se desprende que
las tres cantidades fisicas fundamentales utilizadas en la descripcion de la mayor parte
de los fend6menos mecanicos son: longitud, tiempo y masa. Las unidades de medida
asociadas a estas cantidades fisicas establecidas en el S.I. son:

a) El metro (m) unidad de medida de longitud.
b) El segundo (s) unidad de medida de tiempo.
¢) El kilogramo (kg) unidad de medida de masa.

1-3.- Admitiendo que las unidades de las cantidades fisicas: de [ sean metros (m), de

m m
v metros sobre segundo (—), de o metros sobre segundo cuadrado (—2> y de t
S S
segundos (s). Determine si las siguientes relaciones son correctas o incorrectas con

base en el analisis dimensional:

a) l=vt+iat?
b) 2al=wvi—v;
C) Vy = 0; + Oét2
d) 1 =vt+dat?

'En esta conversion la cantidad de masa debe expresarse en kilogramos (kg), porque esta es la unidad
de medida para la masa en el S.I.



Unidades de medida y analisis dimensional )

Sol:
Con base en el analisis dimensional para el inciso a) se tiene que si esta relacion es
dimensionalmente correcta debe cumplirse que:

] = [vt]—l—BatQ]
— m m

ml = [Ts]+ 5
—

[m] = [m]+[m]
—

[m] = [m]

Por lo que la expresion | = vt + %at2, es dimensionalmente correcta.

Para el inciso b) se tiene que si esta relacion es dimensionalmente correcta debe cumplirse

. [2al] - [v7] =[]
50 [
K3 - ()
)] =13

Por lo que la expresion 2al = v]% — v?, es dimensionalmente correcta.

Para el inciso c) se tiene que si esta relacion es dimensionalmente correcta debe cumplirse
que:

[vp] = [wi]+ [at?]
m - m m
b_ - ;]*[?S}
. :> -

R
. :> _

B ]




6 Unidades de medida y analisis dimensional

Por lo que la expresion vy = v? + at?, es dimensionalmente incorrecta.

Finalmente para el inciso d) se tiene que si esta relacion es dimensionalmente correcta
debe cumplirse que:

(1] = [vt] + [4at?]
=~ m m .

ml = [T+ [
_

[m] = [m]+[m]
_

[m] = [m]

Por lo que la expresion [ = vt 4 4at?, es dimensionalmente correcta.

1-4.- En la segunda década del siglo pasado estuvieron en uso dos tipos de unidades
de barril en Estados Unidos. El barril de manzanas tenia un volumen legalmente
fijado de 7056 pulgadas ctibicas (in®); mientras que el barril de bayas tenfa un
volumen de 5826 in3. Si un comerciante vende 20 barriles de bayas a un cliente
que quiere comprar 20 barriles de manzanas ;cual es la discrepancia en el volumen
del embarque en litros?

Sol:
Con base en el contenido de un barril de manzanas, que es de 7056 pulgadas cibicas, y
del contenido de un barril de bayas, que es de 5826 in?, la diferencia en el volumen de
mercancia (AV') esta dado por:

AV = 20(7056 — 5826) in®

24600 in®.

Ahora es necesario transformar la unidad de volumen in® a unidades de volumen del
S.I. como son los litros (L). Para esto se tiene que 1 in = 2.54 ¢m de manera que:

3

AV = 24600 (2.54)% em?
= 4.03x 10°em?.

3

También se tiene que un cm? es igual a L por lo tanto, la diferencia en el volumen

1000
de mercancia (AV') dada en litros es de:

1
AV = 4. 100 — | L
1% 03 x 0(1000)

= 4.03x 10°L.



Capitulo 2

Vectores

— N .
2-1.- Dados dos vectores a y b que satisfacen que:
— —
a + b =1l¢, —¢, y a — b =-5e, +11g,
en donde e, y €, son vectores unitarios y ortogonales.

-
a) Determinar @y b.

_>
b) Determinar el angulo formado por @ y a + b, respecto al eje z, utilizando

métodos vectoriales.

Sol:
%

—_
a) Realizando la suma de los vectores @ + b y @ — b se obtiene:

a +b+(a —b) = 27 =
118, — 2, + (=58, + 118,) = 62, + 108,

por lo que ahora puede despejarse el valor de &, para el que se obtiene:

2a = 6¢,+10g,
—
a = 3e,+5,=(3,5).

—
ﬁ .
Una vez que se conoce el valor de a’ puede obtenerse el valor de b despejando este
vector de cualquiera de las dos relaciones originales, i.e

—)
~ ~ _
b = lle,—¢,—a =

112, — ¢, — (36, +56,) = 8, —66, = (8, —6).



8 Vectores

b) Para determinar el dngulo formado por a y a + K, respecto al eje x, utilizando
métodos vectoriales, es necesario calcular los productos internos de cada uno de los
vectores anteriores con el vector unitario €, porque el dngulo 6 , v, formado por un
vector V' cualquiera con el eje z esta dado por:

cos0,v, = |

donde se toma en cuenta que e, es un vector unitario, | €, | = 1. Aplicando este resultado

—
, . .
a los vectores @ y a + b se obtienen los angulos buscados.
Utilizando la definiciéon del producto escalar en términos de sus componentes carte-

sianas:

- =
V e W = VWt Uy Wy,

recordando que e, solo tiene componente x y de tamaiio la unidad (e, = (1,0)) se
obtiene que:

cos 5 , =

es decir:
cos 0,z , = 0515,
y por lo tanto:

0, = 59.04° .

m|

, T

ﬁ
De igual forma para el vector @ + b se obtiene:

0 N -
B ]
B 11
112+ 12
11

122



Vectores 9

por lo que:

y finalmente:

2-2.- Sea A = 2cm o a 70° al este del norte y B = 3.5cm a 130° al este del norte.
Dibujar en el plano cartesiano:

e — — =
a) Los vectores A y B y otros dos vectores paralelos a A y B pero 2.5 veces mas
grandes.

— —
b) Multiplicar A por —2.5 y B por 3 y encontrar el vector suma de los nuevos
vectores.

- =
¢) Colocar un punto a 10 cm al norte del origen. Encontrar multiplos de A y B
de tal forma que la suma de los vectores resultantes sea igual al vector que une el
origen con el punto en cuestion.

d) Resolver analiticamente los incisos b) y c).

Sol:
a) Sea A =2 cm a 70° al este del norte (lo que significa que el vector tiene una desviacion
de 70° hacia el este respecto de la direccion norte), que es equivalente a un vector de
2 ¢m de tamafio a 20° al norte de la direccion este, tal como se muestra en la figura 2.1.
Sea el vector B = 3.5 em a 130° al este del norte (lo que significa que el vector tiene
una desviacion de 130° hacia el este respecto de la direcciéon norte), que es equivalente
a un vector de 3.5 em de tamano a 40° al sur de la direccion este, i.e. (—40°) respecto
a la direccion este, tal como se muestra en la figura 2.2.

— —
Ahora, encontrar dos vectores paralelos a A y a B, 2.5 veces més grandes, quiere de-

. q é . . ﬁ —> .
cir: obtener dos nuevos vectores A’ y B en las direcciones de A y de B respectivamente,
pero 2.5 veces mas grandes (Fig. 2.3).

b) Multiplicar el vector A por —2.5 corresponde a un vector 2.5 veces méas grande que A
y en una direccion a 180° respecto a la direccién original, i.e. _95A = (5 em, 200°),
como se muestra en la figura 2.4.
De igual forma multi@)icar_} B por 3 corresponde a un vector 3 veces mas grande y en
la misma direcciéon que B, 3B = (10.5 em, —40°), como se muestra en la figura 2.5.
El vector suma —2.5 A +3 B puede obtenerse mediante la regla del paralelogramo
como se muestra en la figura 2.6.

— — — —
¢) Encontrar los multiplos AA y vB de A y de B, respectivamente, de manera que
sumados den un vector de 10 cm de tamano al norte del origen, equivale a trazar todos
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L 70° i

: >‘//Vf_\:(2cm,20°) :

i 20° ,

—~ N W &~ o1 o —1 oo ©
T
I

A 4

. . . . . . . . .
T
I

ﬁ
Figura 2.1: Localizacién en el plano cartesiano del vector A.

los vectores paralelos a A vy a B y buscar el vector suma que resulte a 10 cm al norte
del origen utilizando la regla del paralelog@)mo, E%)l y como se muestra en la ﬁgura_2>.7,
y de esta figura al medir los tamanos de AA y yB y dividirlos entre los tamanos |A |y
|§|, respectivamente, se encuentran los valores de A\ y de ~:

A= 44
v =-3.1.

[oW

e este ejercicio se tienen que obtener

c)

y

d) Para resolver analiticamente los incisos b)

P>
ws]]

las componentes cartesianas de los vectores , es decir:
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(cm) N

W77 T T T T T 1 I S B N B

9 L |

8 . .

7 . .

6 L |

5 . .

4 . .

il 1 ]

2} / ]

1 . .

>
0

4 F V\ i E
D Ao -

ol N 40 0 ]

l B=(3.5cm,-40°) |

5k ]

e J

s ]

e J

9L J
T T N B B I N R N N N B

A0 9 8 7 6 5 4 03 2 A 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (cm)

ﬁ
Figura 2.2: Localizacién en el plano cartesiano del vector B.

A, = |X| cos z = |2 cm|cos 20 = 1.879 em

A, = |X| senf + = |2 cm|sen 20 = 0.684 cm

B, = |§| costl 5 = [3.5 cm| cos 40 = 2.681 cm

B, = —\ﬁ] senf g = —[3.5 cm|sen 40 = —2.25 cm,

(2.1)

por lo que:
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_’
k 154=§em, 209
* e
L _40 0

A\ 4

_’
| 25B=(8.75cm,-40°)

— =
Figura 2.3: Localizacion en el plano cartesiano de los vectores paralelos a A y B
pero 2.5 veces mas grandes.

25 A = (=25 A,, —2.5 A,) = (—4.6975, —1.71) em

3B = (3B,,3B,)=(8.043, —6.75) cm.
— —
Ahora puede efectuarse la suma —2.5 A + 3 B, para la que se obtiene:
— —
—25 A +3B = (—4.6984, —1.71) ecm + (8.043, —6.75) cm
= (—4.6984 4+ 8.043, —1.71 — 6.75) e¢m = (3.3446, —8.46) cm.

— —
Por lo tanto, —2.5 A + 3 B = (3.3446, —8.46) cm.
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e
N (2em, 209 1

! ik {

T

\4

_’
254 (5em, 200°) ]

=
o
=S
-
=3
S
4~
<o
ro
r~
5%
'
o
=S
-
=S
©

0 (cm)

— —
Figura 2.4: Localizacién en el plano cartesiano de los vectores A 'y —2.5A.

— —
Para encontrar los multiplos de A y de B que sumados den como resultado un vector
de 10 cm en direccién norte se escribe:

(0,10) em = /\X—I—“yﬁ:
= (AN, + 7B., \A, + 7B,y),

de donde se obtiene que:

Oem = MNA, + 7B,
10em = XA, + B,
_—
Ocm = (1879 + 2.6817) cm

10em = (0.684 X + (—2.25)7) cm, (2.2)
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(cm) N

L s s e B B e B T T T T T T T

9 L i

8 L i

7 . 4

6 L i

5 . 4

4 . 4

3 . 4

2 L i

1 L i

i >

1k 1
2f N A

3 . 4

4t N a

5 B=(35cm,-40°) 1

6 L i

JF N B

4 3B =(10.5cm,-40°)

_12 S R N R N N N S R N R N N N

A0 9 8 7 46 5 4 3 2 A 12 3 4 5 6 7 8 9 10(cm)

— —
Figura 2.5: Localizaciéon en el plano cartesiano de los vectores B y 3 B.

cuya solucion esta dada por:

A = 4.42
v = —=3.1
2-3.- Dados los vectores @ = 3¢, + de, y b = —e, + 2e,, calcular:

a) La magnitud de cada vector.

b

C

H
) El producto escalar a-b .
) El dngulo formado entre ambos vectores.

— —
d) El vector suma a + b y el vector diferencia @ — b.

L=
e) El producto vectorial @ x b.



Vectores 15

(cm) N

L s B T T T T T T T 1

g L n
8 L n
7 L n
6 L n
5 L .
4 L .
g I me 1
1 \

1t 25,0 0 '\ {1
H RN :
i #N > ]
| 3B =(105cm, 409

s i

1t .

8 i

>

9+ 254 +3B=(%1cm,-68%) R

A0 | | | | | | | | | | | | | | | | | |

09 8746 54 42 4 {2 34 56 18 ¢ f (cm)

— —
Figura 2.6: Localizacién en el plano cartesiano del vector suma —2.5A +3 B.

Sol:

. — ~ -~
a) La magnitud de un vector r = r, e, + r, €, se encuentra dada por:

[T = 2+ (2.3)

|| = V32 + 42 =25 =5,
b | = /(-1)® + 22 = V5 = 2.24.

de manera que:

b) El producto escalar de b esta dado por:

Q-E) = azb, + ayb, =
4)(2) =-3+8=5.
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(100em, %09)
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B=(3.5 em,-40°)
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=
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Figura 2.7: Localizacién en el plano cartesiano del vector suma AA +~ B = 10cm

al norte del origen.

¢) El angulo formado entre ambos vectores se puede obtener aplicando la definicion

— = — —
del producto escalar A - B = |A||B]cos#, donde 6 es el déngulo formado entre ambos
vectores; aplicando la definiciéon anterior se obtiene que:

esto es:

5

V5

17| | cosd

1
arc cos — = 63.44°.
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H
d) La suma vectorial @ + b esta dada por:

— ~ ~
a+b = (a+b)e+(ay+0by)ey
—
- - ~ -~
a+b = (B-1le+(4+2)e,
—
—_
a+b = 2 +6e,

é
y la diferencia @ — b esta dada por:

- er € €
axb =la a 0]=
by b, 0

(azby —ayby)e, = (3-2—4-(—1))e, =
6+4)6 = 108,



Parte II. Cinematica de una particula
en una y dos dimensiones

En la primera parte del libro se abordaron algunas generalidades sobre el manejo de las
unidades de medida (capitulo 1) y sobre las operaciones basicas entre vectores, para fa-
miliarizarnos, al menos un poco, con la notacion vectorial (capitulo 2). En esta segunda
parte se presentan varios problemas relacionados con una de las ideas centrales de la me-
canica: describir el cambio de posicién de un objeto conforme transcurre el tiempo. Para
lograr este propoésito, primero se analizan ciertas situaciones fisicas para el movimiento
en una linea recta, y posteriormente, para el movimiento en dos dimensiones.

Asimismo, se presentan problemas resueltos en los que se utilizan los conceptos fisicos
de desplazamiento, velocidad promedio y de aceleracién promedio, que anteceden a los
conceptos de velocidad instantédnea y de aceleracion instantanea, también se hace uso
de la diferencia entre la rapidez y la velocidad de una particula y de la interpretaciéon
geométrica de esta tltima en una grafica de posiciéon como funcion del tiempo.

En esta parte del libro se utilizan por primera vez, algunas ideas sobre vectores
para el estudio del movimiento de proyectiles lanzados con una cierta inclinacién inicial
de ascenso (tiro parabolico). Se utilizan nociones vectoriales para la descripcion del
movimiento de una particula a lo largo de una trayectoria circular con rapidez constante,
en donde la direcciéon de la velocidad de la particula cambia debido a la aceleracion
centripeta a la que se encuentra sujeta cualquier particula en un movimiento circular.

También se plantean problemas sencillos en los que partiendo de una tabla o una
grafica de la posicion de una particula como funciéon del tiempo, se puede obtener infor-
macion general sobre su velocidad y su aceleracién instantanea.

Adicionalmente, se han utilizado algunas ideas bésicas de célculo diferencial e in-
tegral con la finalidad de que los estudiantes empiecen a familiarizarse con el calculo,
indispensable para estudios posteriores en el area de la fisica.

En el capitulo 5 se abordan problemas adicionales de la cinematica en una y dos
dimensiones que son un poco més elaborados y que requieren que los estudiantes posean
cierta préctica en el planteamiento y solucién de problemas mecanicos. Sin embargo,
los estudiantes que todavia no han adquirido estas habilidades pueden, sin ninguna
dificultad, abordar los ejercicios planteados a lo largo de la obra y dejar los problemas del
capitulo 5 para una segunda etapa en el estudio de la mecéanica, ya que estén provistos de
una mayor experiencia en el manejo de la cinemética y del calculo diferencial e integral.
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Capitulo 3

Cinematica en una dimension

3-1.- Un gato camina en linea recta, en el eje x, con direccién positiva a la derecha.
Se efectiian mediciones del movimiento del felino y se construye una grafica de la
velocidad en funcion del tiempo, como se muestra en la figura 3.1.

1

v (cm/s)

N W P OTLO N WO

o

[
[N
T

1
N

Figura 3.1: Grafica de velocidad vs tiempo del gato.

a) Determine la velocidad del felino en funcion de t; jcuél es la velocidad en t=4s
y en t=7s7

b) i Qué aceleracion tiene el gatoent =3 s,ent=6 syent =7 s?

¢) i, Qué distancia recorre el gato durante los primeros 4.5 s? y jqué distancia
recorre entre t =0syt="7.5s?

21



22 Cinemética en una dimension

d) Dibuje graficas claras de la aceleracion y la posicion del gato en funcion del
tiempo suponiendo que el gato partié del origen.

Sol:
a) De la grafica de la velocidad como funcion del tiempo se observa que la relacion
existente entre las cantidades fisicas es lineal, por lo que la velocidad como funcion del

tiempo esta dada por:
cm 4 rem
w0 =8(7) -3 (7)1 (3-1)

que es precisamente la ecuacion de la recta de la grafica anterior (Fig. 3.1), de manera
que la velocidad del gato cuando ¢t =4 s es:

v(4) = [8—%1(4)] %:g?
yent="7s:
v(7) = [8—%(7)] %:_2?

b) Para obtener la aceleracion del gato, una vez que se conoce su velocidad se deriva la
ecuacion (3.1) respecto al tiempo:
dv(t) d g 4. 4dcm

) == —a® 30 =37 (3:2)

De esta expresion se desprende que el gato realiza un movimiento uniformemente ace-

. ., 4 cm
lerado (desacelerado en este caso particular) con una aceleracion constante de 32
S

por lo tanto, este es el valor de la aceleracion del gato en cualquier instante de tiempo.

¢) La distancia recorrida por el gato entre t = 0 s y t = 4.5 s es igual al area comprendida
entre la curva v(t) en este intervalo y el eje del tiempo. Con base en la grafica de la
figura 3.1 se tiene que:

1
Ar(t=0—1t=45) = |(2)(45)+ (6)(45) s =225em.
s
La distancia recorrida por el gato en el intervalo de tiempo comprendido entre ¢ = 0
syt =75 s esigual al area comprendida entre la curva v(t) y el eje del tiempo en el
intervalo entre t = 0 s y t = 6 s, méas el area comprendida entre la curva v(t) y el eje
del tiempo en el intervalo entre t =6 sy t = 7.5 s.

Az(t=0—-t=T75)=Az(t=0—-t=6)+Azx(t=6—1t="7.5)
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1
Ax(t=0—t=6)=(8)() ?32246711,

para determinar el drea bajo la curva de la velocidad del gato entre t =6 sy t = 7.5 s,
se debe conocer la altura del triangulo formado por el eje del tiempo en este intervalo y
la velocidad del gato dada por la ecuacion (3.1). La altura del tridngulo esta dada por
el valor absoluto de la velocidad en el tiempo t = 7.5 s, que a su vez esta determinada
por:

I B (33)

y el area del triangulo formado por el eje del tiempo en el intervalo comprendido entre
t=6syt="7.5sy lavelocidad del gato dada por la ecuacion (3.1) es:

|
Ar(t=6—1=15)=(2)(15) %s = 1.5 em, (3.4)

en la ecuacion (3.4) se ha tomado |v (t =7.5 )| = 2 o para la altura del triangulo
s
formado por el eje del tiempo y la curva v(t) en el intervalo comprendido entre t =6 sy

t="75symnov(t="75)=—-2—, porque lo que nos interesa es la distancia recorrida
s

por el gato y no su posicién en t = 7.5 s.
Por lo tanto, la distancia cubierta en el intervalo de tiempo comprendido entre ¢ = 0 s
y t=7.5 s esigual a:

Az (t=0—t=75)=24 cm+ 1.5 cm = 25.5 cm.

d) La grafica de la aceleracion como funcién del tiempo (que en este caso es constante)
se muestra a continuacion:
La posiciéon del gato como funciéon del tiempo esta dada por la siguiente expresion:

1
Qi’(t) = o+ Uot + iatQ, (35)

C cm . C 4 cm
en donde xg = 0m es la posicion inicial, vg = 8 — es la velocidad inicial y a = 32
S S

es la aceleracion; por lo que la posiciéon esta dada por:

x(t) = 8t— §t2. (3.6)
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a (cm/sz)
N

t(s)

Figura 3.2: Grafica de la aceleracion vs tiempo de un gato.

Alternativamente, la grafica de la posicién del gato como funcién del tiempo puede
obtenerse integrando la ecuacion (3.1) respecto al tiempo, suponiendo que en ¢t = 0 s el
gato se encuentra en el origen de nuestro sistema de referencia (zg = 0m):

t ¢ 4 9
z(t) = / o(t')dt' = / (8 — =t")dt' = 8t — Zt2em.
0 0 3 3

Este resultado coincide desde el punto de vista fisico con el obtenido aplicando las
relaciones de la cinemaética del movimiento uniformemente acelerado (ecuacion (3.6)).
La grafica de la funcién posicion x(t) = 8t — =t* em corresponde a una pardbola

decreciente con un maximo en ¢t = 6 s, tal y como puede observarse en la grafica de la
figura 3.3.

3-2.- Un coche de 3.5 m de longitud que viaja con una rapidez constante de 20 UL

s
acerca a un cruce que tiene 20 m de largo (Fig. 3.4). Cuando el frente del coche
estd a 50 m del cruce, el semaforo se pone en amarillo. Tomando en cuenta que
el semaforo esta en amarillo durante 3 s, que si el conductor pisa el freno el auto

. e, . m .. P
disminuira su velocidad a —4 —, y que si pisa el acelerador el auto aumentara su
s

) m
velocidad a 1.5 —; jel conductor debe frenar o acelerar para no estar en el cruce

con el seméaforo en rojo? Ignore el tiempo de reaccién del conductor.

Sol:
Se tiene un coche que para no encontrarse en medio del cruce vehicular dentro de 3 s,

a partir del tiempo inicial, debe acelerar a 1.5 — o desacelerar a —4 —. La decision
S S
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38 .
33 r ]
28 1 .
23
18

x (cm)

Figura 3.3: Grafica de la posiciéon vs tiempo de un gato.

/

o =0

35m 50 m 20 m

v

Figura 3.4: Diagrama de un automdvil aproximandose a un cruce con semaforo.

que tome el conductor debe ser tal que, si desacelera, la parte delantera del coche se
encuentre en el extremo izquierdo del cruce vehicular (Fig. 3.4). Si por el contrario, el
conductor decide acelerar, el extremo trasero del coche debe encontrase en el extremo
derecho de la interseccion.

Considerando primero el caso de la aceleracion positiva; tomando la posicion en el
tiempo inicial (t = 0s) zo la del extremo trasero del coche esta dado por:

o = (=50 — 3.5) m = —53.5m,

tomando como origen de referencia el extremo izquierdo del cruce vehicular, la posicion
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en cualquier momento posterior del extremo trasero del coche esta dada por:
Lo
x(t) = xo + vot + §a1t ,

m m
en donde a; = 1.5 — y vgp = 20 —. Por lo tanto, acelerando la posicion del extremo

trasero del coche después de que transcurran 3 s, estd dada por:

2(3) = |—53.5 4 20(3) + %(1.5)(3)2 m = 13.25m,

y se necesita que x(3) sea, por lo menos, igual a 20 m.
Considerando ahora el caso de la desaceleracion: tomando la posiciéon en el tiempo
inicial (t = 0s) x; la del extremo frontal del coche:

zy = —50m,

tomando nuevamente como origen de referencia el extremo izquierdo del cruce vehicular,
la posiciéon en cualquier momento posterior, del extremo frontal del coche, esta dada por:

1
z(t) = xg + vot + %2 2 m,

en donde a; = —4.0 % y vy = 20 ™ Por lo tanto, la posicion del extremo frontal del

s
coche después de que transcurran 3 s, estd dada por:

1
z(3) = | =50 + 20(3) + 5(—4)(3)2 m = —8m,
y se necesita que x(3) sea, como maximo, igual a 0 m.

Por lo tanto, el conductor debe FRENAR.

3-3.- La posicion de un auto que viaja en linea recta, después de estar parado ante un
cm

seméforo, esta dada por z(t) = bt? — ct?, en donde b = 2.4 0_2 yc=012—.
s 5

a) Calcule la velocidad media entre t =0s y ¢t = 10 s.

b) Calcule la velocidad instantédnea cuando t =0 s,t =5 sy t = 10 s.

¢) ;Cuanto tiempo después de arrancar el auto vuelve a estar parado?

Sol:
a) Tomando al semaforo como el origen de nuestro sistema de referencia, la posicion del

auto esta dada por:
x(t) =241 —0.12¢° cm, (3.7)
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y la velocidad media en el intervalo entre t =0s y ¢ = 10 s es:

x(10) — x(0)

Umedia(t =0 — t = 10) = T0=0)s

de acuerdo con la ecuacion (3.7), x(10) es igual a:
£(10) = 2.40 (10)* — 0.120 (10)* = 120 cm,

y se tiene que x(0) = 0 ¢em, por lo tanto:

120 -0
Umedia(t = 0 — t = 10) = ( ) cm om

— =12—.
10—-0 S S

b) La velocidad instantéanea del automovil esta dada por:

de(t) d 5 3 Cm o CM
t) = = — (2.40t* — 0.120t°) — = (4.80¢t — 0.360t) — 3.8
vt == =5 ) 5 = ) 5 B8

por lo tanto, la velocidad instantanea del automoévil en ¢ = 0 s es igual a:

v(t = 0) = [4.80 (0) — 0.360 (0)%] = =0 2,

S S

ent=2>5 s es de:

o(t = 5) = [4.80(5) — 0.360 (5)7] <2 = (24— 9) <0 =15 <2
S S S
y para t = 10 s es igual a:
v(t = 10) = [4.80 (10) — 0.360 (10)?] = = 12 ==
S S

c¢) Para que el automovil vuelva a detenerse (observe que en ¢ = 0 s la velocidad del
automovil es cero), se tiene que encontrar un valor del tiempo para el que la velocidad
del automovil sea igual a cero, esto es:

v(to) = [4.80 (to) — 0.360 (,)*] =0,
de donde se obtiene que:
4.80

= 0.360

por lo tanto, 13.33 s después de que parte del reposo en el semaforo, el automaévil volvera
a detenerse.

to = 13338,
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Figura 3.5: Grafica de velocidad vs tiempo de un policia.

3-4.- La siguiente grafica muestra la velocidad de un policia en motocicleta en funcion
del tiempo.

a) Calcule la aceleracion instantdneaent =3 s,t=7syt=11s.

b) Calcule la distancia recorrida por el policia durante los primeros 5 s, 9 sy 13

s.
Sol:
a) De acuerdo con la definicion de la aceleracion instanténea:
dv(t)
a(t) = —2,

la aceleracion en t = 3 s esta dada por el valor de la pendiente de la curva v(t) vs
t en este punto de la grafica (Fig. 3.5), sin embargo, la pendiente de esta grafica en
el intervalo comprendido entre ¢t = 0 s y t = 5 s es cero, por lo tanto, la aceleracion
instantédnea en t = 3 s es igual a cero:

a(3) = 0.

En t =7 s la aceleracion esta dada por el valor de la pendiente de la curva v(t) vs t en
este punto de la grafica, la pendiente en el intervalo comprendido entre t =5 syt =9s
esta dada por:

45 — 20 25
S

9-5 52 52
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m
por lo tanto, la aceleracion instantanea en ¢ = 7 s es igual a 6.25 —.

De igual forma en t = 11 s la aceleracion esta dada por el valor de la pendiente de
la curva v(t) vs t en este punto de la grafica, la pendiente en el intervalo comprendido
entret =9 syt =13 s esté dada por:

0—45\ m 45\ m m
t=9—-t=13)=|——-) s=|——F| 5 =-11.25 — .
alt =9 — ) (13—9) 5 ( 4)32 52
m

por lo tanto, la aceleracion instantanea en ¢ = 11 s es igual a —11.25 —.
s

b) La distancia recorrida por el policia entre t = 0sy t = 5 s es igual al area comprendida
entre la curva v(t) y el eje del tiempo en este intervalo. De la gréafica anterior (Fig. 3.5)
se tiene que:

Ax(t:0—>t:5):(20)(5)§s:100 m.

Ahora bien, la distancia cubierta por el policia en el intervalo t =0s y ¢t =9 s es igual
al drea comprendida entre la curva v(t) y el eje del tiempo en el intervalo entre t = 0 s
y t =5 s, mas el area comprendida entre la curva v(t) y el eje del tiempo en el intervalo
t=5syt=9s.

Az (t=0—-t=9)=Ax(t=0—t=5)+Az(t=5—-t=9)

Aw(t=0—>t:5):(20)(5)§s:100m

1
Ax(t=5—t=9)=[(20)(4) + 5(25)(4) T s — 130 m,
S
por lo tanto, la distancia cubierta por el policia en el intervalo comprendido entre t = 0 s
y t =9 s esta dada por:
Az (t=0—1t=9) =100 m + 130 m = 230 m.

Finalmente, la distancia recorrida por el policia en el intervalo t = 0s y t = 13 s es
igual al drea comprendida entre la curva v(t) y el eje del tiempo en el intervalo ¢t =0 s
yt =9 s, mas el area comprendida entre t =9s y t =13 s.

Arx(t=0—-t=13)=Azx(t=0—-t=9)+Azx(t=9—t=13)
Az (t=0—1t=9)=230m

1
Ax(t:9—>t:13)25(45)(4)%3290 m,

por lo tanto, la distancia cubierta por el policia en el intervalo comprendido entre t = 0 s
y t =13 s esta dada por:

Az (t=0—1t=13) =230 m + 90 m = 320 m.
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m

3-5.- El maquinista de un tren de pasajeros que viaja a 25 — avista a un tren de
s

carga 200 m mas adelante sobre la misma via. El tren de carga viaja en la misma

m
direccion pero a una velocidad de 15 —. El maquinista del tren de pasajeros aplica
s

de inmediato los frenos, lo que ocasiona una aceleraciéon constante de —0.100 —,

mientras que el tren de carga mantiene una velocidad constante. Siendo z = 0 el
punto en donde esta el frente del tren de pasajeros cuando el maquinista aplica los
frenos:

a) ;Los trenes colisionaran?
b) De ser asi, ;a qué distancia del primer avistamiento ocurrird?
s b

¢) Dibuje en una sola grafica las posiciones del frente del tren de pasajeros y del
tren de carga en funcion del tiempo.

Sol:
a) De acuerdo con la informacion inicial y la formula general del movimiento uniforme-
mente acelerado:

1
z(t) = xo + vot + 5&752,

m m
tomando xg = 0m ,vp = 25— ,a= —0.1 - y el tiempo (¢) en segundos (s), la posicion
s

s
del tren de pasajeros esta dada por la siguiente expresion:

Tpasajeros(t) = (25%)t(s)+[%(—0.1g)] t2(s%)

0.1
= 251:—7# m, (3.9)

y el tiempo (t) en segundos (s), la posicion

y tomando zy = 200m ,vg = 15T ,a:()m
S

2
del tren de carga esta dada por la siguiente expresion:

Tearga(t) = (200m) + (15 %) #(s)
— 200+ 15t m. (3.10)

Para saber si el tren de pasajeros choca con el tren de carga, se debe conocer el instante
de tiempo (ty) en el que el extremo frontal del tren de pasajeros y el extremo final del
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tren de carga se encuentran en la misma posicion, es decir:

Zearga(to) = Tpasajeros(to)
=
(25 %)to +— {%(—0.1 g)] £2 = (200m) + (15 %) o
= 0 = 10ty — 0.05t5 — 200
—10 & /102 — 4(—0.05)(—200)
—0.10

:>t0:

= g =2254 s
= to =177.46 s.

El momento en que los trenes se encuentran corresponde a ty = 22.54 s y la velocidad
del tren de pasajeros es:

m m m
Upasageros(t) = 25— — (0'13_2> ty = 22.75 -,
y la velocidad constante del tren de carga durante el movimiento es:
m
Ucarg(L(t) =15 ;

Esto significa que los trenes, al encontrarse en t = ¢y a diferentes velocidades, colisiona-
ran.

4000 700
3600 | 600 |
3200 |
2800} 500 r
:E: 2400 } 400 |
2000 } 300 1
1600 |
1200 | 200
800 | 100 }
400 |
0
0

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t(s)

Figura 3.6: Grafica de posicion vs tiempo de ambos trenes que colisionan en un
tiempo tg = 22.54 s, después del primer avistamiento, la linea recta representa la
posicion como funcién del tiempo del tren de carga, mientras que el trazo curvado
representa la posicion como funcién del tiempo del tren de pasajeros.
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b) La colision tendra lugar en:

0.1
Tpasajeros(t0) = Tearga(to) = 25to — 7t§ = 538.1 m,

es decir, a 538.1 m pasando el punto del primer avistamiento hecho por el maquinista
del tren de pasajeros.

c¢) En las graficas de la figura 3.6 se muestran las posiciones de ambos trenes dadas por
las ecuaciones (3.9) y (3.10), el trazo curvado representa la posicion del tren de pasajeros
y la linea recta la del tren de carga. En la primera grafica puede observarse un intervalo
més amplio que nos permite identificar las caracteristicas del movimiento de cada uno
de los trenes, mientras que en la grafica de la derecha se muestra un intervalo de tiempo
pequeno alrededor del punto de la colision.

También debe mencionarse que después de que t = to = 22.54 s estas graficas de
posicion en funcién del tiempo no tienen sentido fisico porque los movimientos de los
trenes después de la colision no se encuentran descritos por las ecuaciones (3.9) y (3.10).



Capitulo 4

Cinematica en dos dimensiones

4-1.- La figura 4.1 muestra la trayectoria de un automoévil formada por segmentos rec-
tilineos y cuadrantes de circunferencia. El automoévil parte del reposo en el punto
A, después de que alcanza el punto B mantiene rapidez constante hasta que llega
al punto E y finalmente termina en reposo su recorrido en el punto F.

a) En un punto intermedio de la trayectoria AB, BC, CD, DE y EF, ;cuél es
la direcciéon de la velocidad?

b) ;En cual de estos puntos el automovil posee aceleracion y en que direccion?

¢) ;En qué cuadrante es mayor la aceleracion: en BC o DE?

Sol:

a) De acuerdo a la figura 4.2 el vector velocidad en los intervalos AB, CD y EF es
paralelo a la trayectoria del automoévil. Como en los puntos A y F el automovil se
encuentra en reposo, la velocidad primero aumentard y posteriormente disminuira. En
los intervalos BC y DE la trayectoria es circular y el vehiculo mantiene una rapidez
constante y la velocidad sera tangente a la trayectoria en cualquier punto de estos
intervalos.

b) De acuerdo a la figura 4.2 el vector velocidad en el intervalo AB aumenta, por lo
tanto, al ser una trayectoria recta, el vector aceleracion tendra una direcciéon paralela a
la velocidad del automovil, por otra parte, en el intervalo EF la rapidez del automévil
disminuye, por lo tanto, la aceleracion es paralela a la trayectoria del automovil, pero
en direcciéon contraria al vector velocidad.

Para el intervalo CD, al ser la velocidad constante y a lo largo de una linea recta,
la aceleracién es cero (en CD & = 0).

Para los intervalos BC y DE, como la trayectoria es circular con rapidez constante,
el vector aceleracion en cualquier punto tiene una direccién hacia el centro de la circun-

33
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Figura 4.1: Grafica de la trayectoria de un automovil.

2
v
ferencia, por lo que la magnitud de la aceleracion esta dada por: a = = en donde v es

la rapidez de la particula y R es el radio de la circunferencia.

¢) Ya que la aceleracion en los intervalos BC y DE es centripeta y su magnitud esta dada

v ., . . . .
por = la aceleracion en el intervalo DE es mayor porque el radio de su circunferencia

es menor que el radio de la circunferencia del intervalo BC.

4-2.- En los diagramas de la figura 4.3, las particulas se mueven en trayectorias circu-
lares y con velocidades variables. En cada diagrama se han dibujado los vectores
velocidad para dos tiempos distintos. Determinar el vector aceleracion media entre
las dos posiciones que se indican en cada caso.
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Figura 4.2: Grafica de las velocidades y aceleraciones de una particula en una tra-
yectoria bidimensional.

t=0s
v=20 m/s

t=0s
v=20 m/s

t=1.16s
v=43.2 m/s

/

t=2s
v= 60 m/s

a) b) c)

Figura 4.3: Velocidades para tres tiempos distintos de una particula en un movi-
miento circular no uniforme.

Sol:

Para calcular la aceleracion promedio en cada uno de los diagramas (Fig. 4.3), se deben
descomponer los vectores velocidad inicial V'; y final ¥, en sus componentes cartesianas,
por ejemplo: para el inciso a) se tiene que:

—_

m m m
= (va,1y,) = 20—,0—): 20,0)
() = (20™,0™) = 20,0)

<l <l

m
= (0,—60)—
2 (7 )87
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t=0s
v= 20 m/s

AV =v,-vy = (v,c0s 90 -v, -v,sen 90)

= (-20.00 , -60.00) m/s

»

Av
Areg =—— = (-10.00, -30.00) m/s’
At
a)

t=0s

v=20 m/s

' AN =v,-v, = (v,cos 45 -v, -v,send5 )

= (14.08 , -34.08) m/s

At=1.41s A\?
v,=48.2m/s Areg =— = (10.00, -24.17) m/s?
At
b)
t=0s
= Z\T = (v,c0s 30 - v, -v,sen 30)

= (17.41, -21.60) m/s

—»

Aoy = = (15.00, -18.62) m/s®
At

¢)

Figura 4.4: Aceleraciones promedio para tres intervalos de tiempo distintos de una
particula en un movimiento circular no uniforme.

. LA = — .
de donde se puede calcular el vector diferencia Av = v 5 — v'1, el cual estd dado por:
R m
Av =Vy— V= (=20, -60) —
s
y si At = 2 s, finalmente, la aceleraciéon promedio esta dada por:

Av
A% m
E)med = (axmed7 aymed) = E = <_1O7 _30) ? :
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Para el inciso b) se tiene que:

V1 = (20,0)

Vs = (48.2c0s45, —48.2sen45) = = (34.08, —34.08)

MESYE

S

. N = — p
de donde se puede calcular el vector diferencia Av = v5 — v'1, el cual esta dado por:

AV =V — V; = (14.08, —34.08)

m
s
y si At = 1.41 s, finalmente, la aceleracion promedio esta dada por:

Av
N v m
et = = = (10, —24.17) 2.
& med At ( )32

Para el inciso ¢) se tiene que:

V1= (20,0) 2
S

Vs = (43.2c0830, —43.2sen30) = = (37.41, —21.6) -,
S

S
—
— — .
de esta manera Av = v 5 — Vv'; estda dado por:
m

Av =V, -V, = (1741, -21.6) -

y si At = 1.16 s, finalmente, la aceleracion promedio esta dada por:

Av

N v m
et = — = (15, —18.62) —
A med At ( )32

estos resultados pueden observarse en los diagramas anteriores (Fig. 4.4).

4-3.- Una particula sigue un camino tal y como se muestra en la figura 4.5. Entre los
puntos B y D sigue una trayectoria recta. Dibuje los vectores de aceleraciéon en A,
Cy Esi:

a) La particula se mueve con rapidez constante.
b) La rapidez de la particula aumenta continuamente.

¢) La rapidez de la particula disminuye continuamente.
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a)

Figura 4.5: Diferentes relaciones existentes entre el vector velocidad y el vector
aceleracion.

Sol:

En una trayectoria arbitraria, como la de la figura 4.6, el vector aceleraciéon tiene dos
componentes: una componente a; perpendicular a la trayectoria de la particula y una
componente a paralela a la trayectoria; ambas dadas por las siguientes relaciones:

2

a v
1l = =
e
a s (4.1)

en la figura 4.6 se pueden observar las representaciones gréaficas de las dos componentes,
para dos diferentes situaciones, la de la parte inferior de esta figura a; es paralela y en la
misma direcciéon que la velocidad y en consecuencia la rapidez de la particula aumenta.
En la parte superior a también es paralela pero en direccion contraria a la velocidad y en
consecuencia la rapidez de la particula disminuye, en ambos casos el vector aceleracion
— . .z

a resulta ser la suma vectorial de las componentes dadas por la ecuacion (4.1).

De manera que para el inciso a) de la figura 4.5, en el que la rapidez es constante en
toda la trayectoria, la aceleracion sélo tendra componente a; en los intervalos AB y DE
(dirigidas al centro de curvatura de la trayectoria en dichos intervalos), porque entre los
puntos B y D el camino es recto y la particula se mueve con velocidad constante, por
lo que la aceleracion en esta trayectoria es igual a cero, estos resultados se muestran en
el inciso a) de la figura 4.7.

Para el inciso b) de la figura 4.5, en el que la velocidad de la particula aumenta a lo

largo de la trayectoria, la direccion de la aceleracién a apunta siempre adelantando a la
d| V|

componente perpendicular a, , porque a| = es positiva la rapidez de la particula
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Figura 4.6: Diferentes relaciones existentes entre el vector velocidad y el vector
aceleracion.

aumenta, mientras que entre los puntos B y D el camino es recto y, por lo tanto, la
aceleracion so6lo tiene componente tangencial a la trayectoria con la misma direcciéon que
la velocidad, al ir ésta ultima aumentando, estos resultados se muestran en el inciso b)
de la figura 4.7.

Figura 4.7: Diferentes relaciones existentes entre el vector velocidad y el vector
aceleracion para los incisos a), b) y c).
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Finalmente para el caso del inciso ¢) de la figura 4.5, en el que la velocidad de la particula

. . . . ., ., — .
disminuye a lo largo de la trayectoria, la direccion de la aceleracion a’ apunta siempre
V]

atrasdndose respecto a la componente perpendicular a, , porque aj = es negativa,

la rapidez de la particula disminuye, mientras que entre los puntos B y D el camino es
recto y la aceleracion solo tiene componente tangencial a la trayectoria con la direccion
opuesta a la velocidad, al ir esta dltima disminuyendo, estos resultados se muestran en
el inciso ¢) de la figura 4.7.

4-4.- Un profesor de fisica realiza audaces acrobacias en su tiempo libre. En la altima
intento saltar un rio en motocicleta (Fig. 4.8). Tomando en cuenta que la rampa
de despegue tiene una inclinacion de 53°, que el rio tiene 40 m de ancho y que la
ribera lejana y el rio se encuentran a 15 m y 100 m, respectivamente, por debajo
del punto mas alto de la rampa:

Figura 4.8: Rapidez minima para un motociclista saltando una zanja.

a) ;Qué rapidez necesita alcanzar la motocicleta en el punto més alto de la rampa
para llegar al borde de la otra orilla?

b) Si la rapidez fuera sélo la mitad del valor obtenido en el inciso a): jen dénde
caeria el motociclista?

Sol:
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a) Las ecuaciones generales del movimiento parabélico estan dadas por:

2

t
y(t) = y0+vosen0t—g7
xz(t) = xo+vycosht
vy(t) = wosenf — gt
v,(t) = wycosh, (4.2)

despejando el tiempo ¢ en z(t) de la ecuacion (4.2) y sustituyendo en y(t), se obtiene
(suponiendo que nuestro sistema de referencia se encuentra en el borde superior de la
rampa, en donde xyg =0y yo = 0):

gz?

=rtgl — —F——, 4.3
y=ris 202 cos? 0 (4:3)
de esta ecuacion se despeja vy para obtener finalmente:
2
x
V2 J (4.4)

B 2cos?0(ztgh —y)

Si en esta tltima ecuacion se impone la condiciéon de que el motociclista llegue durante
su movimiento parabolico por lo menos al borde de la otra orilla (x = 40 m, y = —15m
y 6 = 53°), la velocidad con la que el motociclista debe despegar de la rampa es:

9.8(40)2 2
2 = (40) —318 L
2 cos?53(40tg 53 — (—15)) 52
de donde:
vy = 17.84 . (4.5)
S

m
b) Si el motociclista parte con una velocidad inicial de vy = 8.9 —, que es igual a la

mitad de la velocidad minima para llegar a la otra orilla, éste caeré hasta llegar al nivel
del rio en donde la altura es y = —100 m y a una distancia de la rivera cercana dada
por la ecuacion (4.3), si de esta ecuacion se resuelve para x se obtiene:

tgf & \/tg2 0 — —(Uo)iﬁsz 5
= — 28.40 m. (4.6)

9
(v0)? cos? 0

Por lo tanto, el motociclista caeré en el rio a 28.40 m de la rivera cercana.
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4-5.- Para ganar un muneco de peluche en una feria se tiene que lanzar una moneda
a un plato, el cual estd colocado en una repisa mas arriba del punto en que la
moneda abandona la mano y a una distancia horizontal de 2.1 m de ese punto

(Fig. 4.9). Si usted lanza la moneda con una velocidad de 6.4 ™ & 60° sobre la

s
horizontal, se logra el objetivo de colocarla en el plato. En este problema no es
necesario considerar la resistencia del aire.

a) ;A qué altura esta la repisa sobre el punto de partida de la moneda?

b) {Con qué velocidad en la direccion vertical incide la moneda sobre el plato?

=
b 4

21 m

Figura 4.9: Trayectoria de una moneda.

Sol:
a) Nuevamente partiendo las ecuaciones generales del movimiento parabolico:
t2
y(t) = yg—l—vosenﬁt—%
z(t) = wo+wvycosht
vy(t) = vosend — gt
v:(t) = wvycosb, (4.7)

despejando el tiempo ¢ en z(t) de la ecuacion (4.7) y sustituyendo en y(t), se encuentra
(suponiendo que nuestro sistema de referencia se encuentra en el borde de donde se
lanza la moneda, en donde xy =0y yo = 0):

gz?

- 48
203 cos? 0 (48)

y=xtgl—

Sustituyendo en la ecuacion (4.8) z = 2.1 m, 6 = 60°, vy = 6.4 mn yg= 98 %, se

obtiene la altura a la que se encuentra la repisa sobre el punto de partida de la moneda:



Cinemética en dos dimensiones 43

9.8(2.1)2

=21tg60 — ———55—
4 & 2(6.4)? cos? 60

=153 m. (4.9)

b) Despejando el tiempo ¢ en z(t) de la ecuacion (4.7) y sustituyendo en la ecuacion
para v,(f) se encuentra (suponiendo que nuestro sistema de referencia se encuentra en
el borde de donde se lanza la moneda, en donde zo =0y yo = 0):

gz
= 0 — . 4.10
Yy vosen Vg cos 6 (4.10)

Sustituyendo en la ecuacion (4.10) x = 2.1 m, § = 60° vy = 6.4 m yg= 9.8 @2, se

s
obtiene para la velocidad en la direccién vertical con la que la moneda incide sobre el
plato:

(9.8)(2.1) m
— 64 _VORE . ggo 4.11
vy 6.4 sen 60 6 L oos 60 0.89 . (4.11)

vs(t) = wocosf =6.4cos60 =3.2 - . (4.12)
S



Capitulo 5

Cinematica en una y dos dimensiones

5-1.- La posicién de una particula en funciéon del tiempo viene dada por:

t (s)J0[1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8] 9] 10] 11
z (m) | 05|15 45|65 70|60 | —30 | =50 | —50 | —55 | —55

Representar x en funcion de t y dibujar una curva continua x(t). Senialar los instan-
tes o intervalos de tiempo en los que:

a) La velocidad es méaxima.
b) La velocidad es minima.
¢) La velocidad es cero.

d) La velocidad es constante.

e) La aceleracion es positiva.

f) La aceleracion es negativa.
Sol:
Para este problema es necesario realizar un analisis cualitativo de la grafica de la posicion
vs el tiempo para poder obtener informacién de la velocidad de la particula como funcién
del tiempo. La grafica de la posicion en funciéon del tiempo se muestra en la figura 5.1.

De esta grafica puede determinarse la velocidad en cada instante de tiempo porque

la velocidad instantanea v(t) esta dada por la derivada de la posicion respecto al tiempo,
es decir:

o(t) = fl—f. (5.1)

Para obtener los puntos en que la velocidad es maxima, minima o cero, es necesario
utilizar la interpretacion geométrica de la derivada de una funcién en un punto: la

45
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80
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40 N

-60

t (s)

Figura 5.1: Grafica de la posicion vs tiempo de una particula.

derivada en el punto en cuestion es igual a la pendiente de la recta tangente a la funciéon
en dicho punto.

Asi, aunque el nimero de datos de nuestra funcion x(t) es reducido, puede aproxi-
marse la funcion v(t) por su valor medio v, en cada intervalo de tiempo, la cual puede
calcularse de la siguiente manera:

_ Tl — Xy

tig1 — t1’
en donde las coordenadas (t;, z;) corresponden a la i-ésima pareja ordenada de la gréfica
anterior.

De esta manera se puede calcular de forma aproximada los puntos de la grafica v(t)
vs t. El resultado de estos calculos de velocidades como funcion del tiempo se muestra
en la grafica de la figura 5.2.

De ambas graficas se puede extraer una gran cantidad de informacion cualitativa
sobre el movimiento de la particula, en esta grafica (Fig.5.2) se observa que:

m
a) La velocidad méxima alcanzada por la particula es de 30 — y ocurre, aproximada-
s
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Figura 5.2: Grafica de la velocidad media vs tiempo de una particula.

mente, cuando t = 3 s.

m
b) La velocidad minima alcanzada por la particula es de —90 — y ocurre, aproximada-
s

mente, cuando t = 6 s.

¢) La velocidad de la particula es igual a cero: cuando t = 5 s, al igual que en el
intervalo de tiempo comprendido entret = 8 syt = 9 sy en el intervalo entre t = 10 s
y t = 11 s, estos dos tultimos resultados se pueden ver més claramente en la primera
grafica (Fig. 5.1), ya que en ambos intervalos la posicion de la particula permanece
constante.

d) La velocidad de la particula entre t = 0 sy t = 11 s presenta cambios significativos,
por lo que no puede considerarse que la velocidad permanezca constante en algtn inter-
valo de tiempo distinto a los ya mencionados en el inciso anterior; es decir: entre t = 8 s
yt=9syentret =10s yt =11 s en donde la velocidad permanece constante y es
igual a cero.

Para poder obtener informaciéon sobre la aceleracion de la particula como funcién del
tiempo, nuevamente se tiene que calcular la derivada respecto al tiempo pero ahora de
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la velocidad. La aceleracion de la particula en un tiempo t* esta dada por la pendiente
de la recta tangente a la curva de velocidad en t* y la cual puede obtenerse, al menos
cualitativamente, de la figura 5.2. En ésta la aceleracion es positiva para pendientes
positivas y negativa para pendientes negativas. De esta forma se tiene que:

e) La aceleracion de la particula es positiva en el intervalo de tiempo comprendido entre
t=0syt= 3 s, también es positiva entre t = 6 s y t = 8 s y aproximadamente entre
t=95syt= 10 s.

Recordando que entre t =8 syt =9 s yentret = 10s yt = 11 s la velocidad
permanece constante y es igual a cero, por lo que en estos intervalos de tiempo la
aceleracion es igual cero (Fig. 5.1).

f) La aceleracion de la particula es negativa en los intervalos de tiempo comprendidos
entret=3syt=06syentret =9 sy aproximadamente t = 9.5 s.

5-2.- Para cada uno de los cuatro graficos de x en funciéon de ¢ de la figura 5.3 indicar:

i) Si la velocidad en el instante ¢, es mayor, menor o igual que la velocidad en el
instante ;.

ii) Si la rapidez en el tiempo t5 es mayor, menor o igual que la rapidez en el instante
t.

Sol:
Para este problema es necesario realizar un anélisis cualitativo de la graficas de la po-
sicion en funcion del tiempo (Fig. 5.3), y asi obtener informacion de la velocidad de la
particula como funcién del tiempo.

De estas graficas puede determinarse la velocidad en cada instante de tiempo porque
se tiene que la velocidad instantédnea v(t) estd dada por la derivada de la posicion
respecto al tiempo, es decir:

dx
U(t) = %7

ahora, para obtener informacién de los puntos en los que la velocidad es maxima, minima
o cero, debe utilizarse la interpretacion geométrica de la derivada de una funcién en un
punto: la derivada en el punto en cuestion es igual a la pendiente de la recta tangente a
la funcién en dicho punto, por lo que:

En el inciso a) se observa un objeto en movimiento que recorre distancias iguales en
tiempos iguales, este comportamiento corresponde a un movimiento rectilineo uniforme
con velocidad constante, positiva en este caso por ser la pendiente de la curva positiva,
por lo tanto en t; y en t, las velocidades son iguales.
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Figura 5.3: Graficas de la posicién vs tiempo de una particula en cuatro situaciones

fisicas distintas.

Como la rapidez es igual al valor absoluto (}7‘) de la velocidad, la rapidez del objeto
en t; y en ty es la misma.

En el inciso b) se tiene un objeto en movimiento pero que no tiene una velocidad cons-
tante porque la pendiente de la grafica de posicion en funciéon del tiempo varia con el
tiempo. Ademaés se observa que para t; la pendiente es negativa, por lo tanto, también
la velocidad es negativa.

Por otra parte, en el instante £, la pendiente es positiva y en consecuencia, también
la velocidad es positiva. Por lo tanto en 5 la velocidad del objeto es mayor que en t;.

Al ser la velocidad en ty positiva pero no muy grande y en ¢; bastante negativa, al
considerar sus valores absolutos (v = {7 ), se tiene que la rapidez del objeto en ¢ es

mayor que en ts.

En el inciso ¢) se observa en el instante ¢; un objeto en movimiento que tiene una
velocidad positiva porque la pendiente de la grafica de posiciéon en funcion del tiempo
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es positiva y grande.

Por otra parte, en el instante ¢, la pendiente es positiva pero no muy grande y en
consecuencia, también la velocidad es positiva pero no muy grande. Por lo tanto, en t;
la velocidad del objeto es mayor que en t,.

Al ser la velocidad en ty positiva pero no muy grande, en t; positiva y grande, al
considerar sus valores absolutos (v = ‘7}), se tiene que la rapidez en t; es mayor que
en ts.

En el inciso d) se tiene un objeto moviéndose de tal manera que la pendiente en t; es
igual a cero, por lo tanto,también la velocidad es cero.
Por otra parte, en el instante £, la pendiente es negativa, en consecuencia, también
la velocidad es negativa. Por lo tanto, en ¢; la velocidad del objeto es mayor que en t,.
Al ser la velocidad en t; igual cero, en t, negativa, al considerar sus valores absolutos
(v = ‘7|), se tiene que la rapidez del objeto en t; es menor que en t,.

5-3.- Las coordenadas en un plano de la posicion de una particula estan dadas por (z,y)
y son iguales a (xt =2 m,y =3 m) cuando t =0 s; a (x =6 m, y = 7m) cuando
t=2sya(r=13m,y=14m) cuandot =5 s.

a) Hallar V m para el intervalo comprendido entre t =0 s y t = 2 s.
b) Hallar ¥, para el intervalo comprendido entre t =2 s y t = 5 s.
Sol:

En general la velocidad media de una particula en un intervalo de tiempo [¢;,¢;11] puede
obtenerse a partir de su definicion:

7. = T (L) — ?(t¢)7 (5.3)
liv1 — 1

en donde T (t;) es el vector posicion de la particula en el tiempo t;.
a) Aplicando la definicion (5.3) al caso en que (x;, y;) es igual a (2 m, 3 m) cuando
t1=0sy (z2, y2) = (6 m, 7m) cuando ty = 2 s, se obtiene:

6—2
Um, = |=——=
2-0
7T—3
Um, = |77
2—-0

por lo tanto, la velocidad media en el intervalo de tiempo [0, 2] s resulta ser:

I
N

© |3 ©|3
I
[N}

© |3 ©|3

Ve = (2,2) 2.
S
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Figura 5.4: Representacion grafica de la posicién de una particula en el plano car-
tesiano y de su velocidad promedio (Vm) para dos intervalos de tiempo dados.

b) Aplicando la definicion (5.3) al caso en que (z1, y1) es igual a (6 m, 7 m) cuando
t1=2sy (z2, y2) = (13 m, 14m) cuando ty = 5 s, se obtiene:

13—-6\ m
me = | ——= | —=233—
Vma (5—2) 5 5
14 -7\ m m
my, = | ——= | — =2.33—,
Yy (5—2) s s

por lo tanto, la velocidad media en el intervalo de tiempo [2, 5] s resulta ser:

V. = (2.33,233) =,
S

Estos resultados se muestran en la grafica anterior (Fig. 5.4) en donde se muestran los
vectores V ,, para los intervalos de tiempo sefialados y las posiciones de la particula en
los tres instantes de tiempo considerados.



52 Cinematica en una y dos dimensiones

5-4.- Considerando la trayectoria de una particula que se mueve en el espacio:

a) {Qué relacion geométrica existe entre el vector velocidad y la trayectoria de la
particula?

b) Representar una trayectoria curva y dibujar el vector velocidad de la particula
en diversas posiciones de la trayectoria

Sol:
a) La relacion existente entre el grafico de la trayectoria de una particula y su velocidad
se puede expresar como una generalizaciéon del caso unidimensional, recordando que la
velocidad es una cantidad fisica vectorial ¥, por lo tanto, la velocidad en un punto dado
R define el sentido instantaneo del movimiento de la particula.

De esta manera se puede encontrar la relaciéon presente entre la velocidad y la tra-
yectoria de un movil para el caso de mas de una dimension de la siguiente forma, el
vector velocidad esta definido por:

Figura 5.5: Vectores velocidad de una particula en diversas posiciones (A, By C)
a lo largo de una trayectoria curva en dos dimensiones.

Entonces, en general para los casos de dos y tres dimensiones la velocidad
siempre es tangente a la trayectoria de una particula, definiendo el sentido
instantdneo del movimiento de la particula.

b) En el diagrama de la figura 5.5 se observan los vectores velocidad de una particula
en diversas posiciones de una trayectoria curva para los cuales la velocidad siempre es
tangente a su trayectoria.
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5-5.- Las particulas 1y 2 se mueven a lo largo de los ejes = y y con velocidades constantes

_ ~ — ~ . L
Vi=2¢ — Yy V=3¢, —, respectivamente. Para ¢ = 0 s las posiciones de
S

las particulas estan dadas por:

rp, =—3 ecm y1= 0 cm

To = 0 ecm Yy =-3 cm,

H q . ., z
a) Encontrar el vector 15 — T'; que representa la posicion de la particula 2

respecto a la particula 1 en funcion del tiempo t¢.

b) ;Cuando y en donde las dos particulas estan mas cerca entre si?

Sol:

— — ‘s .

a) Para encontrar el vector 15 — 1 como funcion del tiempo hay que tomar en cuenta
los vectores posicion de las particulas 1 y 2 en forma de sus componentes cartesianas y
que el vector velocidad para cada particula es constante; aplicando las formulas generales

del movimiento rectilineo uniforme en dos dimensiones se obtiene:

Ty = Ty, + Ulgct
Y1 = Y, ot
To = Ty, + ngt

Y2 = Yo, + UL,

(5.5)

en donde x1,, y1,, T2,, Y2,, corresponden a las posiciones iniciales de las particulas y que

para este problema estan dadas por:

T1, = —3 cm
Y, = 0cm
Ty, = 0Ocm
Yo, = —3 cm,

por otra parte, vy, v1,, Ua,, Uz, , s€ obtienen de los vectores velocidad para cada una de
Y z Yy

las particulas:

v, = (2,00 2
S
72 - (073) @7
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de donde se obtiene que:

cm
V1, = 2 —
S
cm
’Uly = 0 —
S
cm
v, = 0=
cm
vry = 90

sustituyendo toda la informacion anterior en la ecuacion (5.5 ) finalmente se encuentra
que:

Ty = —34+2tcm
y1 = 0cm
To = 0cm
Yo = —3+3tcm, (5.6)
y en su forma vectorial se tiene:
T, = (=3+2t,0)cm
Ty = (0, =3+3t) cm, (5.7)

Por lo tanto, el vector Ty — T como funcion del tiempo esta dado por:

To—T1 = (0, —3+3t)— (=3+2t,0) cm
= (3—2t, —343t) cm. (5.8)

b) Ahora se quiere determinar el instante de tiempo ¢ en que la distancia entre 1y 2 es
minima. La distancia r entre 1 y 2 como funcién del tiempo esta dada por:

— —
72— T =

= VB2 (33

y para encontrar el tiempo ¢ donde r es minima, debe derivarse r respecto al tiempo e
igualar el resultado a cero, es decir:



Cinematica en una y dos dimensiones 55

dr 1(2)(=2)(3 —2t) + (2)(3)(3t — 3)
dt 2 \J(B=20)2+ (—3+31)

=0, (5.9)

la condicién anterior implica que el numerador de esta fraccion debe ser igual a cero, es
decir:

0 = (=2)(3—2t)+ (3)(3t —3) = —6+ 4t + 9t — 9 = 13t — 15,

de donde se obtiene que:

15
= 35° 1.15 s. (5.10)
Por lo tanto, cuando ¢t = 1.15 s la distancia r entre las particulas 1 y 2 es minima. En

este momento la distancia entre las particulas es:

ro= /(3-2-115)2+(=3+3-1.15)2
= 1/(0.6923)2 + (0.4615)2 = 0.832 cm. (5.11)

5-6.- Se dispara un proyectil al aire desde la cima de una cornisa a 200 m por encima
m
de un valle con una velocidad inicial de 60 — a 60° respecto de la horizontal, tal

S
y como se muestra en la figura 5.6. Sin tomar en cuenta la resistencia del aire, jen
doénde caeré el proyectil?

Sol:

En este problema la cantidad fisica que se desea determinar es el alcance horizontal del
proyectil cuando éste se encuentra a 200 m por debajo del punto de lanzamiento (y =
—200 m). Eligiendo el punto de lanzamiento como el origen del sistema de referencia,
entonces la solucion fisica que se tiene que determinar corresponde a un punto (x, y)
de la parabola:

2

gT

= t - — 5.12

Y vea 202 cos? o’ (5.12)

si en la ecuacion (5.12) se sustituyen los valores y = —200 m, o = 60°, v9 = 60 m y
s

m
g = 9.80 — para z > 0, se obtiene que:
S

—200 = 1.732z — 0.0054522,
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- - -
____

200 m \

Alcance

Figura 5.6: Determinaciéon del alcance de un tiro parabélico.

cuya solucion esta dada por:

1732 4 /2.9998 + 4.36

S 0.109
—
x = 407.8m, (5.13)
es decir, el proyectil lanzado caera en x = 407.8 m, y = —200 m.

5-7.- Una moto salta una zanja de anchura x gracias a la ayuda de una rampa que tiene
una inclinacion #; de esta forma alcanza el otro extremo cuya altura difiere en un
valor H respecto al lado inicial de la zanja.

a) ;Cuél es el maximo valor de H para un angulo § dado y una distancia = para
que el motociclista pueda saltar la zanja?

b) Para un valor dado de H inferior al valor maximo calculado en el inciso anterior,
jcudl es la velocidad minima vy con la que puede abandonar la rampa para lograr
el salto?

Sol:
a) En este problema la cantidad fisica que se desea conocer es la altura méxima que
la moto puede alcanzar al saltar sobre la rampa para evitar la zanja, en funcién de la
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Figura 5.7: Calculo de la altura maxima para un motociclista saltando una zanja.

velocidad que lleve antes de abandonar la rampa vy y del dngulo de inclinacién 6 que
ésta tiene.
Tomando las ecuaciones de la cinematica del movimiento parabdlico:

2

t
y(t) = yo+vosenft — 97
x(t) xo + vgcos Ot
vy(t) = wosend — gt
vz (t) = wgcosd, (5.14)

la condicion fisica que se tiene que satisfacer es la de determinar el valor maximo de H
para que al saltar por la rampa el vehiculo llegue justo al otro extremo, esto significa
que la moto llegue al otro extremo con velocidad cero en la direccion y. De la ecuacion:

z(t) = x4 vocosbt, (5.15)

se tiene que (tomando como origen del sistema de referencia el extremo superior de la
rampa i.e, o = 0,7 = 0):

. x
v cos 6’

que es el tiempo que le toma al vehiculo recorrer una distancia x en la direccién hori-
zontal. Sustituyendo este valor del tiempo ¢ en la ecuacion:

vy(t) = wpsend — gt, (5.16)
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resulta:

gT
vocosf’

vy, = vpsent —

ahora bien, una de las condiciones fisicas que se tiene que cumplir para obtener la altura
maxima es que v, = 0, lo que implica que:

e p—— (5.17)

senfcosf ’

al sustituir el valor encontrado para el tiempo ¢t = en la ecuacion para la posicion

Vg cos 0
vertical del vehiculo se encuentra que:

2
g(v (36059)
Hyuo = vosene( v )— 2 ,

Vg cos 6 2
x
tomando yo = 0y y(t = 7 = H,,0z, si en esta tltima ecuacion se sustituye el
Vg COS
x
valor encontrado para vy en la ecuacion (5.17), es decir: v3 = 9 , finalmente se
] sen ) cos @
obtiene el valor de H,,,, buscando:
2
gx
H,ww = xtgd — ————+—
v 202 cos? 0
2
gx
————— ) cos
sen 6 cos @
rtgh
= xtgh —
rtg 5
rtgl
= , 5.18
! (519
tgd
por lo tanto, H,,q; = v 2g )

b) Ahora hay que encontrar el valor de vy de la ecuacion:
2

gr

H = ztg) — ————

s 203 cos? 0’

de donde se obtiene:

gr?
v =
0 2cos?0 (vtgd — H) ’
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que es la velocidad minima vy con la que se puede abandonar la rampa para lograr el
salto.

5-8.- Establecer si la aceleraciéon es negativa, positiva o igual a cero en cada una de las
funciones de posicion z(t) de la siguiente figura.

x(t) (m)
x(t) (m)

t(s) t(s)

x(t) (m)
x(t) (m)

t(s) t(s)
c) d)

Figura 5.8: Graficas de la posicion vs tiempo.



60 Cinematica en una y dos dimensiones

Sol:

En el inciso a) se observa un objeto en movimiento que, de acuerdo a la grafica, recorre
distancias iguales en tiempos iguales, este comportamiento corresponde a un movimiento
rectilineo uniforme con velocidad constante, velocidad que es positiva debido a que la
pendiente de la curva también lo es. Como la velocidad es constante la aceleracion es
igual a cero.

En el inciso b) se observa un objeto que se mueve con una velocidad variable porque
la pendiente de la grafica varia, es decir; la velocidad cambia con el tiempo. La pen-
diente de esta curva siempre se incrementa al aumentar el tiempo, esto significa que la

. . % . ..
velocidad aumenta conforme pasa el tiempo. Por lo tanto, yr es siempre positiva, y por

consiguiente, también la aceleracion.

En el inciso ¢) se observa un objeto que se mueve con una velocidad variable porque la
pendiente de la grafica varia. La pendiente de esta curva siempre disminuye al aumentar
el tiempo esto significa que la velocidad decrece conforme pasa el tiempo. Por lo tanto,

dv

pr es siempre negativa y en consecuencia, también la aceleracion.

En el inciso d) se observa un objeto en movimiento que, de acuerdo a la grafica, recorre
distancias iguales en tiempos iguales, este comportamiento corresponde a un movimiento
rectilineo uniforme con velocidad constante, velocidad que es negativa debido a que la
pendiente de la curva también lo es. Como la velocidad es constante la aceleracion es
igual a cero.

5-9.- ;Qué distancia cubrirad un corredor en 16 s tomando en cuenta la siguiente grafica
de velocidad contra tiempo (Fig. 5.9)7

Sol:

Para determinar la distancia recorrida Az por el corredor tiene que evaluarse el area
debajo de la curva de velocidad como funciéon del tiempo de acuerdo a la siguiente
relacion:

Az(t; — tg) = Areafv(t; — ty)]. (5.19)
De acuerdo con la siguiente grafica (Fig. 5.10) el area de la region I es igual a:

‘ 1
Areay = 5 <8T) (2 5) =8 m,
s

el area de la region II es igual a:

Areas; = (8%) (8 s) =64 m,
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Figura 5.9: Grafica de velocidad vs tiempo de un corredor.

el area de la region III es igual a:
; m
Arearrr = (4—) (28)+ = (8— — 4—) (2 5) =12 m,
s
y el area de la region IV es igual a:
Areapy = <4ﬁ> (4 5) =16 m,
s

por lo tanto, la distancia recorrida por el atleta es:
A%
Az =" Area; = (8 + 64+ 12+ 16) m = 100 m.
i=1

También se puede resolver este problema de forma analitica, en la grafica de la figura 5.9
se puede identificar que el movimiento realizado por el corredor tiene una aceleracion
constante en cada uno de los intervalos de tiempo, hay que recordar que, en una grafica
de velocidad contra tiempo, en cualquier punto de la curva la aceleracion esta dada por
la pendiente de la recta tangente a ese punto. Se sabe que la distancia recorrida Ax
por un cuerpo que tiene aceleracién constante en un intervalo de tiempo t; — ¢, viene
dada por:

1
Ax(t; — tp) = vo(ty —t;) + 5a(sz — )%, (5.20)
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Figura 5.10: Grafica de la distancia recorrida por un corredor.

en donde vy es la velocidad inicial del cuerpo, t; y t; son los tiempos inicial y final del
recorrido, respectivamente. De esta forma la distancia recorrida en el intervalo de tiempo
comprendido en la region I de la grafica anterior (Fig. 5.10) es:

1 1
Azp(t;=0—1t;=2) = <0%)(23—08)—1——(4:%)(23—05)2:0—1——6711:

= 8m,

2 2

porque en esta region la velocidad inicial del corredor es 0 — y la aceleracion es de 4 —.

S
La distancia recorrida en el intervalo de tiempo comprendido en la region II de la

grafica (Fig. 5.10) es:

A$[[<ti =25 — tf = 108) =

m 1 m

™Y (10 s —2 —( —)1 2?2 =
<85>(Os s)+2 032 (10 s s)
64 m + 0 = 64 m,

., ., m .
porque en esta region la aceleracion del corredor es 0 — y la velocidad constante es de
s

g

s
La distancia recorrida en el intervalo de tiempo comprendido en la region III de la

grafica (Fig. 5.10) es:

Axp(t; =10s — tp =12s) =

m 1 m 9
(8;) (12 5 — 10 s)+§<—28—2> (12 5 — 10 5)% =
16 m —4m =12 m,
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m

porque en esta region la aceleracion del corredor es —2 y la velocidad inicial es de

g™,

52

s
Finalmente la distancia recorrida en el intervalo de tiempo comprendido en la region

IV de la grafica (Fig. 5.10) es:

1
Arpy(t =125 — t; =165) = (42) (165 12.5)+ = (05) (16 512 5
S S

= 16 m,

., ., m .
porque en esta region la aceleracion del corredor es 0 — y la velocidad constante es de
s

m
4 —, por lo que, la distancia recorrida por el atleta es:
s

v
Az =" Az; = (8+64+12+16) m = 100 m.
=1

5-10.- Se deja caer una pelota A desde la parte superior de un edificio que tiene una
altura h, en el mismo instante desde el suelo se lanza verticalmente hacia arriba
con una velocidad inicial v, una segunda pelota B. En el momento en que las
pelotas chocan, se encuentran desplazandose en sentidos opuestos y la rapidez que
lleva la pelota A es el doble de la rapidez de la pelota B (Fig. 5.11).

JA qué altura se encuentran las pelotas? Exprese esta altura en términos de la
altura total del edificio.

Sol:

Primero hay que analizar cuidadosamente la situacion fisica: se tienen dos pelotas A y

B, inicialmente, escogiendo como origen de referencia la base del edificio, la pelota A se

encuentra en una posicion y4, = h y la pelota B se encuentra en una posicion yg, = 0.
El movimiento que ambas pelotas realizaran hasta que se encuentren es un movi-

miento con aceleracion constante (a = —g = —9.83@2 ), la pelota A describira una caida

libre, mientras que la pelota B realizara un ascenso con aceleracion negativa (Fig. 5.12).
De esta manera la posicion vertical de las pelotas A y B en funcion del tiempo estéa
dada por:

1
Ya (t> = Ya, T 04, — §gt2

1 2
ys (t) = yB, +vB,t — 39t

sustituyendo en estas ecuaciones ya, = h, yp, = 0, v4, = 0 (ya que la velocidad inicial
de la pelota A es cero), y vp, un cierto valor fijo de la velocidad de la pelota B en el
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o

Figura 5.11: Diagrama de dos pelotas desplazandose verticalmente en sentidos

opuestos.

A’ A
B h
v
h = Bo h =9
V, 72U, f

Figura 5.12: Velocidades de las pelotas A y B en direcciones opuestas y con una

aceleracion negativa.

tiempo t = 0, se obtiene:

ya(t) = h—=gt’

yp (t) = wvp,t — —gt?, (5.21)
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de igual forma la velocidad de las pelotas A y B esta dada por:

va(t) = wva, —gt
v (t) = wvp, — gt,

y al sustituir la informacién inicial se obtiene:

va(t) = —gt
v (t) = wvg, — gt. (5.22)
En el momento en que las pelotas chocan ( en ¢t = t* ), éstas se desplazan en sentidos
opuestos y la rapidez de la pelota A es el doble de la rapidez que lleva la pelota B, se
tiene que:
lva (t)] = 2 | ()],

y como el signo de vp (t*) es opuesto al signo de vy (t*), finalmente se obtiene que:

va (t) = —2vp(t), (5.23)

y sustituyendo en esta tltima ecuacion las relaciones (5.22) para las velocidades de las
pelotas A y B se obtiene:

2 UB()

3 g
Con el valor anterior correspondiente al tiempo de vuelo de las pelotas hasta que se
encuentran ( ¢t = t* ), se puede conocer la altura a la que sucede la colision, sustituyendo

t* en las relaciones (5.21), obteniendo para la altura a la que sucede el choque hy, las
siguientes relaciones:

(5.24)

* 1 *
hy=yat) = h—g(t) =
2
_ h—lg 2uBy \" _ 21}2&
27°\3 ¢ 9 ¢
—
W~ a2t
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* * 1 *
hy=yp(t") = vBOt—Eg(t)QZ

_ o (2 L (2o
Po\3 g 27\3 ¢

_ 20, 2V, _ AR,
3 g 9y 9 g
=
4 v?
hy = 5%. (5.25)

Igualando las relaciones obtenidas para hy se tiene que:

2 2
_ 20, ilUBO

hy = -2 =—_—=p
f 9 g 9 g f
—
20, _ 4v,
99 9y
—
B~ 2V
39
—
v? 3
Lo Zp. (5.26)
g 2
02
Conociendo el valor de —22 puede expresarse la altura del choque hy en términos de la

altura h desde la cual se deja caer la pelota A, asf:

4 (v3 4 (3 2
=) ) 620

2
por lo tanto, la altura a la que sucede el choque entre las pelotas Ay B (hy = §h>’ es

igual a las dos terceras partes de la altura total del edificio h.

m
5-11.- Un deportista lanza una pelota hacia una pared con una rapidez de 20 — y con
s

un angulo de 35° sobre la horizontal (Fig. 5.13).

a) (A qué distancia por arriba del punto de lanzamiento se impacta la pelota en
la pared ?

b) ;Cuales son las componentes horizontal y vertical de la velocidad cuando la
pelota se impacta contra la pared?

c) Ha pasado la pelota el punto mas alto de su trayectoria cuando golpea la pared?
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F 3
) 4

22 m

Figura 5.13: Movimiento parabélico de una pelota.

Sol:
a) Recordando las ecuaciones generales del movimiento parabolico:
t2
y(t) = yo+vosenft — 97
x(t) xo + v cos Ot
vy (t) vosen — gt
vz (1) vg cos b, (5.28)

y despejando el tiempo t en z(t) de la ecuacion anterior y sustituyendo en la ecuacion
para y(t), se obtiene (suponiendo que el sistema de referencia se encuentra en el punto
de lanzamiento de la pelota; en donde xy =0y yo = 0):

2

gr
=xtgh) — ———— 5.29
y=zi8 202 cos? 6’ (5:29)
y al sustituir en la ecuacion (5.29) z = 22 m, = 35°, vy = 20 m yg= 9.8 n—;, se
s s
encuentra:
0.8(22)?
=22tg35 — —————— =6.57m. 5.30
Y & 2(20)2 cos? 35 " (5:30)

b) Despejando el tiempo ¢ en z(t) de la ecuacion (5.28) y sustituyendo el resultado en
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la ecuacion para v,(t) se obtiene:

qr

vy, = wpsenf — o086’ (5.31)
y al sustituir en la ecuacion (5.31) z = 22 m, § = 35°, vy = 20 m yg= 98 @2’ se
s s
encuentra que:
(9.8)(22) m
= 20 30— ——= =—-1.69 — 5.32
Yy sen 20 cos 35 s (5:32)
y
m
v:(t) = wocosf =20cos35=16.38 — | (5.33)
s

m
por lo tanto, la componente horizontal de la velocidad es igual a 16.38 — | mientras que
s

m
la componente vertical es igual a —1.69 — .
s

¢) En el momento en que la pelota golpea la pared si la velocidad vertical es negativa
(v, = —1.69 ™ cwando & = 22.0m ) significa que la pelota ya ha pasado el punto mas
s

alto de su trayectoria, ya que en este momento la velocidad vertical de la pelota es igual
a cero (v, = 0).

5-12.- En un juego mecanico, los pasajeros viajan con rapidez constante a lo largo de una
circunferencia que tiene 5 m de radio. Si el tiempo que les toma dar una vuelta
completa es de 4 s, jqué aceleracion sufren los pasajeros y en qué direcciéon?

Sol:
En este problema el tipo de movimiento que se observa corresponde a un movimiento
circular uniforme que tiene un periodo 7' =4 s y un radio R = 5 m, de manera que la
rapidez con la que viajan los pasajeros a lo largo de la trayectoria circular es:

_ 2nR 2m(5)

m m
— — — =T7.804 —
v T 4 s s’

por lo tanto, la aceleraciéon que sufren los pasajeros es radial dirigida al centro de la
circunferencia, esta es una caracteristica general del movimiento circular uniforme, en
donde s6lo esta presente la aceleracion centripeta y cuya magnitud es:

v (7.854)° m

TR ¢

12.337 2.
S



Parte III. Leyes de Newton y teorema
trabajo-energia

La descripcion del movimiento de una particula puede efectuarse con la ayuda de la cine-
mética considerada en los capitulos anteriores. Esta manera de describir el movimiento
de un objeto funciona muy bien una vez que se conoce la aceleracion instantanea a la
que se encuentra sujeta una particula en todo instante de tiempo. Sin embargo, si no se
conoce la aceleracion instantanea poco se puede decir del movimiento que realizara un
objeto, por lo que es necesario obtener una descripciéon basada en principios fisicos méas
generales que nos permitan determinar el movimiento de un cuerpo.

En los dos siguientes capitulos se analizaran algunos problemas relacionados con las
leyes fundamentales de toda la mecénica: las leyes de Newton. La descripcion dinamica
no s6lo nos permitira obtener la aceleracion instantanea de un objeto, sino también
nos permitira identificar a los agentes externos (las fuerzas externas) que originan y
determinan el tipo de movimiento que realizara un objeto.

Se ha buscado que estos problemas permitan a los estudiantes entender y aplicar
correctamente el contenido fisico de las leyes de Newton y que puedan profundizar més
en el manejo algebraico de las relaciones matematicas que resultan de las leyes de la
dinamica. Siempre que ha sido posible, en los problemas se ha utilizado la formulacién
vectorial de las leyes de la dinamica.

Se abordan uno o dos problemas sobre los sistemas de referencia no inerciales en
donde el planteamiento de las leyes de movimiento debe realizarse cuidadosamente para
poder tomar en cuenta los efectos de la aceleracion del sistema de referencia.

El libro no pretende dar el mensaje erréneo de que la resoluciéon de un problema
mecanico se reduce a resolver un sistema de ecuaciones algebraicas o una ecuaciéon cua-
dratica. Por el contrario, se busca que al resolver los problemas, el estudiante entienda
que la aplicacion correcta de las leyes de la dinamica constituye la parte fundamental
de la soluciéon de un problema mecanico.

También se plantean algunos problemas sobre el teorema trabajo-energia, en los
cuales es necesario determinar el trabajo mecénico realizado por las fuerzas externas
para posteriormente encontrar el desplazamiento o el cambio en la rapidez de un objeto
debido a la accién de estas fuerzas. Ademas se han considerado problemas en donde
interviene la fuerza de friccion, esta fuerza siempre realiza trabajo mecénico negativo

69
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sobre un cuerpo, disminuyendo su rapidez.

Como en los capitulos anteriores, en esta parte se utilizan conceptos béasicos del
calculo diferencial e integral, herramientas fundamentales para profundizar en algunas
ideas sobre el trabajo mecanico y para escribir en su forma més general la segunda ley
de Newton.



Capitulo 6

Leyes de Newton

6-1.- ;En qué direccion se acelerara un objeto si varias fuerzas con diferentes magnitudes
y direcciones acttian sobre el?

—»
Fl

A

Sy

2/

v
I
=
Y

res

—»
F2

\/

Flgura 6.1: Diagrama de cuerpo libre para un objeto sometido a tres fuerzas F1,
—

F 2y F g3, la fuerza resultante Fres corresponde a la suma Vectorlal de estas fuerzas,

en el diagrama también se muestra el vector aceleraciéon a.

Sol:
De la segunda ley de Newton se tiene que:

MA = F e, (6.1)

71



72

Leyes de Newton
H
en donde F ¢ estda dado por:

F>l‘es = Ezz'VF)ia (62)

ﬁ
en donde XY F; es la suma vectorial de todas las fuerzas que actiian sobre el objeto,
como se muestra en el diagrama anterior (Fig. 6.1), para el caso de N = 3.

De acuerdo con la ecuacion (6.1) el vector aceleracion esta dado por:

(6.3)
Por lo tanto, la direcciéon del vector aceleracion (@) es siempre la direcciéon de la fuerza

ﬁ
N N ‘ F res
resultante (F,.s), y tiene una magnitud | a ‘ =

m

. ., m. .. ,
6-2.- Un coche primero acelera en una proporcion de 3 — . Si este coche después remolca

s
a otro coche de las mismas caracteristicas, jcuél es la aceleracion de ambos coches,
si la fuerza es la misma antes y después?

Sol:

De acuerdo con la segunda ley de Newton:

—

F res, (6.4)
en donde la magnitud de la aceleracion estéa dada por:

—>
Moriginal Q original

—
} FT@S
- p—

A original ‘

Moriginal
m
= 3?. (6.5)
Si la masa del cuerpo se duplica Mpyeva = 2 Morigina, 1a segunda ley de Newton queda
de la siguiente manera:

mnueva a nueva

2 7 a
mO iginal nueva
—

= F res;

(6.6)

ﬁ

porque la fuerza resultante F,., que actiia sobre los dos coches no ha cambiado, pero si
ha cambiado la masa del objeto, por lo tanto, la magnitud de la nueva aceleracion esté
dada por:
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RN
‘ F Tes
—
a nueva }
mnueva
—

res

S = 7| Qoriginal ‘
2 Moriginal 2

= 55 (6.7)
. . , . .. —
esto significa que cuando los dos coches estan unidos la aceleracion resultante (‘@ ,ue0q)
. ., o . —
es la mitad de la aceleracion original (‘& originat)-

—>
6-3.- Una fuerza dada F, actta sobre dos objetos por separado; el primero experimenta
una aceleracion de 4 —, mientras el segundo experimenta una aceleracion de 8 —.

s S

a) ;Cual es la aceleracion del primer objeto si se duplica la fuerza?

b) ;Cudl es el cociente de las masas de los dos objetos?

—
¢) Si ambos objetos se unen entre si jqué aceleracion producira la fuerza Fy?

Sol:
a) De acuerdo con la segunda ley de Newton:

m?original = F_‘(;a (68)

en donde la magnitud de la aceleraciéon estd dada por:

N
F m
|E)original’ = % - ? (69)

Si se duplica la fuerza resultante (F)res = 2]5?0)), la segunda ley de Newton queda de la
siguiente manera:

m?nueva = F>7’es :2PT>07 (610)

y la magnitud de la aceleracién resultante es:

H
— o |F7‘es|
|anueva| =
m
— —
— 2|F0|:2@
m m

m
= 2|E)original’ =38 ?7 (611)
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esto significa que la magnitud de la aceleracion resultante es el doble respecto a la
magnitud de la aceleraciéon original.

b) De acuerdo con la segunda ley de Newton se tiene que:

o = 2%
a = A original

S (6.12)

en donde M es la masa del segundo objeto sobre el que actia la misma fuerza de
m
magnitud Fg, con M = 5 De esta manera el cociente de la masa del segundo objeto

m m
cuya aceleracion es de 8 — entre la masa del primer objeto cuya aceleracion es de 4 —
es: 5 5
M o1
— = == 6.13
m m 2 ( )

¢) Si los dos objetos se unen entre si, la segunda ley de Newton nos dice:

ﬁ
(m + M) E>7“esultante = F 0=
m —
(m + 5) E>7“esultante = F 0
3m —
(7) EZ“esultante = FO =
_
’ _ | F 0|
Aresultante | - 3m
2 \QF |2 8
— 0 m m
|aresultante| = g m = 5(4?) = g; (614)
. ., . . — 8m
Por lo tanto, la magnitud de la aceleracion del sistema unido es: | @ resuitante| = 35
S

6-4.- Su auto deportivo se descompone y usted comienza a empujarlo hacia el taller mas
cercano. ;[Como es la fuerza que usted ejerce sobre el auto en comparaciéon con
la que éste ejerce sobre usted cuando el vehiculo empieza a moverse y cuando ya
tiene una velocidad constante? Explique sus respuestas.
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Sol:
Para responder esta pregunta debe recordarse la forma correcta en que debe aplicarse
la tercera ley de Newton.

» La fuerza que una persona ejerce sobre un objeto es exactamente igual en magnitud
pero con direcciéon contraria a la que el objeto ejerce sobre la persona, ya sea que
el objeto se mueva con velocidad constante o se encuentre en reposo, o inclusive
si el objeto se mueve con una aceleracion diferente de cero.

Por lo tanto, y de acuerdo con esta ley, en todas las situaciones descritas en el problema,
la fuerza que la persona ejerce sobre el automovil es de igual magnitud que la fuerza que
el automovil ejerce sobre la persona, pero en direcciones opuestas.

De acuerdo con la primera ley de Newton si el automévil se encuentra en reposo o se
mueve con una velocidad constante, la fuerza resultante que acttia sobre el vehiculo es
igual a cero y por lo tanto también su aceleracion, esto no significa que no haya fuerzas
actuando sobre el automovil, sino que la suma vectorial de las mismas es igual a cero.

No debe perderse de vista, que la pregunta del problema se refiere a la relacion
que existe entre la fuerza ejercida por la persona sobre el automoévil y la fuerza ejercida
por el automoévil sobre la persona y que de acuerdo con la tercera ley de Newton las
magnitudes de las dos fuerzas seran iguales en ambas situaciones, pero en direcciones
opuestas.

6-5.- Un objeto de 10 kg esta sometido a las fuerzas ?1 y ?2 como se indica graficamente
(Fig. 6.2).

a) Determinar la aceleracion a’ del objeto.

H
b) Una tercera fuerza F 3 se aplica de modo que el objeto esta en equilibrio estético.

. —
Determinar F 3.

Sol:

a) Para determinar la aceleracion del objeto se utiliza la segunda ley de Newton:
— — —
ma = Fres = F1+ Foy, (6.15)
que en su forma de componentes cartesianas se escribe como:

maszresx - le—i_FQx
may = Fresy = Fly -+ ng. (616)

Para aplicar la ecuacion anterior (6.16) a nuestro problema, es necesario obtener el
diagrama de cuerpo libre del bloque de masa m = 10 kg (Fig. 6.3), de donde se obtiene:
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—>
F=20N

........... m =10 kg

6=30°

_>
E=30N

Figura 6.2: Diagrama de un objeto sometido a las fuerzas Fl y F)z.

YA

—
F=20 Ny

_>
E . =(F,cos0,F, -F,sen 0)

— =10 kg

jez 300’ E, cos 0 >X

B

Figura 6.3: Diagrama de cuerpo libre de un objeto sometido a las fuerzas Fl y ?2
donde se muestra también la fuerza resultante.

ma, = Fres, = Fycosf
ma, = F.,, =F — Fysend, (6.17)

—
de esta ecuacion se obtiene para la fuerza resultante F ,eq:

F)res = (Fycosf,F) — Fysenf), (6.18)
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H
sustituyendo los valores numéricos del problema se obtiene para F es:

Frs = (Fycos, F) — Fysenf) =
= (26,5) N. (6.19)

La aceleracion del cuerpo esta dada entonces por:

— F)res
a = =
m
F: F - F
_ (b C::(Q) i ;sen(e) ) (6.20)

Finalmente, sustituyendo los valores numéricos del problema se tiene que:

—

— Fres m
a —= _— =
10 s2
— (26,05 2 6.21
(2.6,0.5) =

S

ﬁ
b) Si se requiere que la fuerza resultante sea cero (F,es = 0), con la adicion de una
H

tercera fuerza F 3, se encuentra que:

— —
Fies = (Fycosf, Fy — Fysenf)+ F3 =0. (6.22)

Entonces despejando F)g de la ecuacion (6.22) se tiene que:

F;; = —(Fycosf, Fy — Fysenf), (6.23)

finalmente, al sustituir los valores numéricos del problema se tiene que:

ﬁ
Fz3 = (—26,—5)N. (6.24)
6-6.- Un cuerpo que tiene una masa m se mantiene en equilibrio mediante un cable a lo
largo de un plano inclinado sin friccion (Fig. 6.4).

a) Si @ = 60° y m = 50kg, determinar la tension del cable y la fuerza normal
ejercida por el plano inclinado.

b) Determinar la tension en funcion de 6 y m y comprobar el resultado para 6 = 0°
y 68 =90°.
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Figura 6.4: Tension de un cable en funcién del angulo de inclinacion 6.

Figura 6.5: Diagrama de cuerpo libre de un bloque que se mantiene en equilibrio.

Sol:
a) Si uno se sitia en un sistema de referencia inercial como el que se muestra en el
diagrama de la figura 6.5, la ecuacion de movimiento esta dada por:

—

Mt =Fi=N+T+mg =0, (6.25)
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que en términos de sus componentes cartesianas se escribe como:
mz = 0=T —mg send
my = 0= N —mgcosb,
de la primera ecuacién resulta que:
T =mg senb,

m
sustituyendo los valores de g (g =938 —2>, m y 6 se obtiene que:
s

T = (50 kg)(9.8 =) sen 60 = 424.35 N (6.26)
s
b) Se ha encontrado que en general la tension como funcion de m y 6 esta dada por:
T (m,0) =mg send,

y en particular para 6 = 0° y § = 90° se obtiene:

T(m=50kg,0 = 0°) = (50)(9.8)sen0 kgg —0N
T(m =50kg,0 =90°) = mgsen90 =
m
= (50)(9.8)(1) kg5 = 490N,

este resultado era de esperarse, porque cuando ¢ = 0 la tension de la cuerda debe ser
igual a cero, mientras que cuando 8 = 90°, la tensién debe ser igual al peso del bloque
(T'=mg =490 N).

6-7.- Los bloques A, B y C se colocan como se muestra en la figura 6.6 y se conectan
con unos cables que tienen una masa despreciable. Los bloques A y B pesan 25 N
cada uno y el coeficiente de friccion cinética entre las superficies de contacto es

o = 0.35. Suponiendo que el bloque C desciende con una velocidad constante:
a) Dibuje un diagrama de cuerpo libre para A y otro para B.

b) Calcule la tension que se genera en el cable que une a los bloques A y B.
¢) Calcule el peso del bloque C.

d) Si se cortara el cable que une A y B, jqué aceleracion tendria C7

Sol:
a) Los diagramas de cuerpo libre de los bloques A, B y C' se muestran en la figura 6.7.
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Figura 6.6: Peso del bloque C en funcién de las tensiones de los cables que unen
los cuerpos A, B y C para el caso del equilibrio de fuerzas.

t -
yA Tgc
—
Na C
a
? -
=pn.N T
AL
X
A 4
mc?
¥ m,g> y Y
a)

¢)

Figura 6.7: Diagrama de cuerpo libre de los bloques A, B y C.

b) Como el sistema de los bloques A y B esta sujeto mediante un cable inextensible al

bloque C' y tomando en cuenta que este bloque desciende con una velocidad constante,
todo el sistema se desplazara también con una velocidad constante, es decir:

0
0.

p| o)
|

Por lo tanto, aplicando la segunda ley de Newton al bloque A se tiene que:

— — N — —
maayg O:FresA:NA+mAg+TAB+FfA7

que en componentes cartesianas se escribe como:

maaa, 0=Tap — Fr=Tap — pcNa

maay, = 0= Njs—mag,
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y de donde se encuentra que:

Na = mag

De igual forma, aplicando la segunda ley de Newton al bloque B se tiene que:

_ — — - = — —
mpap = 0=F,, =Np+mpg + Tpc+ Tap+ Fyp,

que en componentes cartesianas se escribe como:

mpap, = 0= -—mpgsend —Typ — pucNp+ Tpc

mBaBy = 0= NB - mBgCOSQ,

de donde resulta que:

Ng = mpgcosf
TBC = MCNB—I—TAB—i—mBgsenG, (628)

combinando las ecuaciones (6.27) y (6.28) se obtiene la tension de la cuerda que une los
bloques B y C"

Tee = pemag+ pempgcosf + mpgsend
= mag(pc + pocosf +senf) =
= 25(0.35+0.35-c0s36.9 +sen36.9) N = 30.76 N, (6.29)

en donde se considera que los bloques A y B tienen el mismo peso (mag = mpg = 25 N).

¢) Aplicando la segunda ley de Newton al bloque C' (@' ¢ = 0) se obtiene:

S — N
mcac = 0=F,s =Tpc+meg,
que en componentes cartesianas se escribe como:
mcacy = 0= TBC — mcg,

de donde se puede despejar el peso del bloque C' en términos de la tension Trc dada
por la ecuacion (6.29), obteniendo finalmente:
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T,

Tgc

v

Figura 6.8: Diagrama de cuerpo libre de los bloques B y C.

d) En la figura 6.8 se observan los diagramas de cuerpo libre de los bloques B y C' una
vez que se elimina el bloque A del sistema fisico.

Debido a que los bloques B y C' se encuentran unidos mediante un cable inextensible,
la aceleracion con la que el bloque C' desciende verticalmente es la misma con la que el
bloque B asciende a lo largo del plano inclinado, i.e:

— _—) _
la'p| = |a¢| = a,

aplicando la segunda ley de Newton al bloque B se tiene que:

— — — —
mBE)B = FresB:NB + mBE"'TBC’_I'FfBa

que en componentes cartesianas se escribe como:

0 = Np—mpgcosd = Np = mpgcost
mpa = Tgo — ucNg —mpgsent = Tgc — piempgcost — mpgsenf
_—
mpa = Tpc— pucmpgcost —mpgsent | (6.31)

de igual forma, aplicando la segunda ley de Newton al bloque C' se obtiene:

_ — _ —
meac = Fresc:ng + TBC

-
mca = mcg — TBC‘ (632)
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Combinando las ecuaciones (6.31) y (6.32) se encuentra que:

(mp+meg)a = meg—mpg(uc cosf + send)
=
A g(mc—mB(,uccosﬁ—i-senﬁ)):1.54@2. (6.33)
mp+ mg S

Para llegar a este resultado se tomo el valor obtenido para mgcg dado por la ecuacion
(6.30).

6-8.- Dos cajas estdn conectadas por una cuerda y se encuentran sobre una superficie
horizontal (Fig. 6.9). La caja A tiene una masa m4, la caja B tiene una masa mp,
el coeficiente de friccion cinética entre las cajas y la superficie es pe y una fuerza

—
horizontal F tira de las cajas hacia la derecha con velocidad constante.
—
a) Calcule la magnitud de F en términos de ma, mp y pic.
b) Calcule la tension en la cuerda que une los bloques en términos de my, mp y
e

Incluya el o los diagramas de cuerpo libre necesarios para plantear la solucion del
problema.

P

Vi —

. . . ., =g
Figura 6.9: Dos cajas conectadas por una cuerda bajo la accion de una fuerza F
sobre una superficie con friccion.

Sol:

a) Los diagramas de cuerpo libre de los bloques A y B se muestran en la figura 6.10,
aplicando la segunda ley de Newton al cuerpo A y tomando en cuenta que la aceleracion
de ambos bloques es igual a cero, se obtiene:
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YA YA
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ANA ANs
> —»> _F':u N —> —»>
B N meNa A Tyn fg ¢ Tyg | B F

> > < < > >
X X
v mA? v mB?
a) b)
Figura 6.10: Diagrama de cuerpo libre para los bloques A y B.
maaa, - 0= FresA = TAB - MCNA
mAaAy = O:NA—mAg
—
Na = mag
Tap = Hcmag, (6.34)
mientras que para el bloque B la segunda ley de Newton se escribe como:
mpap, = O0=F,=F —Tip — pcNg
mpag, 0= Np —mpgg
—
Ng = 'mgyg
F = Tap+pempg = pemag + pempg = pc (ma +mp)g,  (6.35)

é
en donde F' es la magnitud de la fuerza externa F que se ejerce sobre los bloques A y

B.

b) De la ecuacion (6.34) puede expresarse la tension que existe en la cuerda que une a
los bloques Ay B (Tag) en términos de my , mp y jic, obteniendo finalmente que:

Tap = pcmag.
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6-9.- Una caja de 3 kg que descansa sobre una mesa horizontal esta conectada a otra
caja de 2 kg por medio de una cuerda, como se muestra en el siguiente diagrama
(Fig. 6.11).

a) {Cuél es el coeficiente minimo de friccion estética pg que permite que las dos
cajas permanezcan en reposo?

b) Si el coeficiente de friccion estatica es menor que el determinado en el inciso a)
y el coeficiente de friccion cinética entre la caja y la mesa es uc = 0.3, calcule el
tiempo que tardara la masa de 2 kg en recorrer los 2 m que le separan del suelo,
suponiendo que el sistema parte del reposo.

m,= 3 kg

A ()

h=2m

Figura 6.11: Diagrama de dos cajas conectadas por una cuerda que pasa por una
polea.
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Sol:

a) El primer paso para la solucion del problema es plantear correctamente el diagrama
de cuerpo libre de cada uno de los elementos que constituyen el sistema fisico. En este
caso esta formado por dos bloques de masas m 4 y mp considerando que no es necesario
hacer un diagrama de cuerpo libre para la cuerda porque ademas de ser inextensible
posee una masa despreciable.

Los diagramas de cuerpo libre para los cuerpos de masa my4 y mp se muestran
en la figura 6.12. De acuerdo con estos diagramas y recordando que ambos bloques se
mueven con una velocidad constante, la segunda ley de Newton para el cuerpo A toma
la siguiente forma:

—
T

F.=uN
fASA

X mB?

Figura 6.12: Diagrama de cuerpo libre de los bloques de masas m o y mp del inciso

a).

EFxA T — ,U,SNA =0
YF,, N —mag =0, (6.36)

mientras que para el bloque B toma la forma:

MF,

B

NF,, = mpg—T =0, (6.37)
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de donde resulta que:

Ny = mag
T = psmag
T = mgyg, (6.38)

igualando las dos ultimas ecuaciones que expresan el valor de T' y eliminando el factor
comun g, se obtiene que la relacién entre las masas y el coeficiente de friccion g es:

mp = HUsMA
mp 2
= — == = 0.66. 6.39
s ma 3 (6.39)

b) En este caso el sistema se acelerara en direccion del suelo y el coeficiente de friccion
cinética estd dado por pue = 0.3. Los diagramas de cuerpo libre para los cuerpos de masa
m4 y mp se muestran en la figura 6.13, en los que, adicionalmente a las fuerzas que
actiian sobre cada bloque, se ha senalado la direcciéon de la aceleracion de cada uno de
ellos, recordando que, al ser la cuerda inextensible, la aceleracion de los dos bloques es
la misma a,, = ap, = a.

—»
T

Fr=peN
£, McNa A
<

X msg

Figura 6.13: Diagrama de cuerpo libre de los cuerpos de masas m 5 y mp del inciso
b).

Por lo tanto, la segunda ley de Newton para el cuerpo A toma la siguiente forma:

EFxA = T—ycNA:mAaAw:mAa
YF,, = N—mag=0, (6.40)
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mientras que para el bloque B toma la forma:

YF,
MF,

por lo que:

mpa

Ny

de donde resulta que:

maa

mpa

por lo tanto, al sumar las dos tltimas ecuaciones se obtiene para la aceleracion:

B

YB

[
3
o]
N

|
~

con

T — pemag
= mpBg — T7

(ma+mp) a = mpg— pemag,

en donde:

y finalmente se tiene que:

(ma+mp)a =

He = 037

(mp —0.3ma)g

<—mB - 0'3”“) g =2.156 .
ma+mp S

Por lo tanto, la aceleracion de los bloques es:

a= 2.156 —.
S

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

Una vez que se ha determinado el valor de la aceleracion con la que se mueven los bloques,
para calcular ahora el tiempo ¢ que el bloque B tarda en descender una distancia de 2
m, se aplican las formulas de la cinemética en una dimension:

1
h = yo + vot + = at?,

2
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en donde la aceleracion esta dada por la ecuacion (6.45), yo = 0, h = 2m, vy = 0,
por consiguiente, el tiempo ¢ estd determinado por:

/2
t= —h = 1.362s.
a

6-10.- Un sistema compuesto por dos bloques se encuentra en equilibrio como se muestra
en la figura 6.14. El bloque A tiene un peso de 60 N y se encuentra sobre una su-
perficie en donde el coeficiente de friccion estatica entre ambos es de 0.25; mientras
que el bloque B tiene un peso de 12 N.

a) Calcule la fuerza de friccion ejercida sobre el bloque A.

b) Determine el peso méaximo de B con el cual el sistema permaneceré en equilibrio.

6=45°

Figura 6.14: Sistema de dos bloques y tres cuerdas en equilibrio.

Sol:
a) Para resolver este problema se tiene que determinar la magnitud de la tension ejercida
por la cuerda sujeta al bloque A (T4) en términos del peso del bloque B, para esto hay
que considerar las implicaciones que trae consigo la presencia de la cuerda que tiene una
inclinacion de 45° y que une la cuerda sujeta al bloque A con la cuerda sujeta al bloque
B.

De acuerdo al diagrama de fuerzas en equilibrio para el punto de unién de las tres
cuerdas (Fig. 6.15), se tiene que:

— — —
Tp+ Ta+ T = 0, (6.46)

ﬁ
en donde T p representa la tension de la cuerda que esta sujeta a la pared. La condicion
dada por la ecuacion (6.46) corresponde al hecho de que el punto de unién de las cuerdas
permanece en reposo en tanto el sistema fisico también lo esté.
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A
ot

3}

v

Figura 6.15: Diagrama de fuerzas para el punto de union de tres cuerdas en equili-
brio.

De esta manera la ecuacion (6.46) en sus componentes cartesianas toma la forma:

= Tpcosdb — 1Ty
= Tpsendb — Tpg,
y como cos 45 = sen 45, resulta que:
T4 = Tpcosdb =Tpsendd =1Tg
—
Ty, = 1Tg, (6.47)

es decir, dado que las proyecciones horizontal y vertical de la tension de la cuerda que
estd sujeta a la pared son iguales, la tension de la cuerda que sujeta al bloque B (Tp)
es igual a la tension en la cuerda que sujeta al bloque A.

Ahora bien, considerando los diagramas de cuerpo libre de los bloques A y B que
se muestran a continuacion (Fig. 6.16), puede escribirse la segunda ley de Newton para
cada bloque de la siguiente forma:
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A »
YA T,
_>
A NA
_>
A T, B
<+ > —
—> X
F
£y Y
&mA? mBE’

Figura 6.16: Diagrama de cuerpo libre de los cuerpos de masas m y mg.

maay = 0=T4—F;
0 = Njg—mag
_—
Na = mag
Fy = Ta=1Tp
mpapg 0=Tg —mpgg

—
Tp = mpyg
—

El resultado anterior muestra que, aun cuando el sistema se encuentra en equilibrio, la
fuerza de friccion Fy que actiia sobre el bloque A es menor que pts Ny = prsmag = 15 N.

b) El peso maximo que el bloque B puede tener esta determinado por la condicion de
que la tension en la cuerda que sujeta al bloque A iguale el méximo valor de la fuerza de
friccion estatica Fy,,,, = psmag = 15 N. El valor de esta tension (7)), segin la relacion
(6.47), es igual a la tension en la cuerda que sujeta al bloque B (1), v al utilizar la
relacion (6.48) se obtiene que T es igual al peso maximo (Wp, . ) que puede tener el
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bloque B, es decir:

WBmM = Ffmw = HUsmag = 15 N. (649)

6-11.- Un resorte de constante elastica k y longitud natural cero se fija de un extremo
al techo del vagon de un tren y en el otro extremo del resorte se sujeta un balin
de masa m (Fig. 6.17). El tren se desplaza con una aceleracién a en la direcciéon
positiva del eje de las z. Un pasajero que viaja en el vagén observa que el resorte
se estira una longitud [ y se desvia un dngulo 6y respecto a la vertical.

a) Determine la aceleracion del tren en términos de 6y, la aceleracion de la gravedad
g, v si es necesario, la longitud [.

b) {Por qué no es valido escribir la segunda ley de Newton en un sistema de
referencia como el que se encuentra colocado en el vagon del tren? Explique lo mas
claramente posible su respuesta.

Figura 6.17: Diagrama de un resorte sujeto al techo del vagén de un tren en movi-
. .. —
miento con aceleraciéon a’.

Sol:

a) Para resolver este problema nos conviene montar el sistema de referencia de tal forma
que el eje horizontal sea paralelo a la direccion de la aceleracion y que el eje vertical
tenga la misma direcciéon que el peso del balin pero con el sentido positivo de este eje
apuntando hacia arriba.

Un observador en reposo que esté situado fuera del vagon vera un diagrama de cuerpo
libre como el que se muestra en la figura 6.18, partiendo de este diagrama puede escribirse
la segunda ley de Newton para el balin de masa m, obteniendo:

ma = k1 +mg, (6.50)
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klcos 6,
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Figura 6.18: Diagrama de cuerpo libre de un balin sujeto al techo del vagéon de un

' —
tren que avanza con aceleracion a’.

en donde el vector aceleracion estéa dado por:

a = (a,0),

asi, la ecuacion (6.50) en sus componentes cartesianas se escribe como:

ma = klsen 6,

0 = klcosbty — mg,

de donde se obtiene:

mg

kl =
cos By’

por lo tanto:

ma

cos bty

I

a=gtghy.

< g ) sen fy = mg tg gy

(6.51)

(6.52)

(6.53)

(6.54)

b) No es posible escribir la segunda ley de Newton en un sistema de referencia fijo al
vagon, ya que este sistema tendré una aceleracion constante y por lo tanto, es un sistema
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de referencia no inercial en donde las leyes de Newton deben corregirse tomando en
cuenta la aceleracion del vagon.

6-12.- Una auto avanza por un camino humedo peraltado cuyo radio de curvatura es
R =50m (Fig. 6.19). Entre los neumaticos y el pavimento existe un coeficiente de
friccion estatica pg = 0.30 y un coeficiente de friccion cinética uc = 0.25.

a) Si el angulo de peralte es a = 25°, jcudl es rapidez maxima que puede tener el
coche antes de resbalar peralte arriba?

b) ;Cudl es la rapidez minima que debe tener para no resbalar peralte abajo?

Figura 6.19: Un automovil se desplaza a lo largo de una curva peraltada.

Sol:

a) Para resolver este problema nos conviene montar el sistema de referencia de tal forma
que el eje horizontal apunte al centro de la circunferencia de la curva peraltada y que
el eje vertical tenga la misma direccién que el peso del automovil pero con el sentido
positivo de este eje apuntando hacia arriba, tal como se muestra en la figura 6.20.

En el instante en que el automovil alcance la velocidad méaxima, antes de que se
deslice peralte arriba, la fuerza de friccion estatica apuntard hacia abajo de la curva
peraltada, como se observa en el diagrama de cuerpo libre (Fig.6.21). Partiendo de este
diagrama puede escribirse la segunda ley de Newton para el automovil de masa m, y asi
obtener:

ma = F;+mg + N, (6.55)

en donde el vector aceleracion esta dado por:

a = (U—;,o) , (6.56)
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YA

Figura 6.20: Sistema de referencia elegido para el planteamiento del diagrama de
cuerpo libre.

Figura 6.21: Diagrama de cuerpo libre de un automévil sobre una curva peraltada
para el caso de su rapidez maxima antes de que se deslice peralte arriba.

que corresponde a la aceleracion centripeta, de manera que la ecuacion (6.55) en com-
ponentes cartesianas se escribe como:
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?J2

mﬁ = Nsena + pugN cosa

0= Ncosa — pgN sena —mg, (6.57)

de donde se obtiene:

N = mg

: (6.58)
COS&x — g sen

2
m% = [sena + pgcosa] N =
m
= [sena + f1g cos J =
CoS @ — fug Sen o
{sena—{—us cosa}
= m s

COS&x — g sen

(6.59)

por lo tanto:

v [sen « + pug cos o]
m— = mg
R |cosa— psgsena |

e
v?  [sena + g cosal
p— g
R |cosa— pgsena |

—

o \/[sena + pug cos a] JR. (6.60)

COS (v — [Lg Sen &

esto significa que la rapidez maxima que puede alcanzar el automovil antes de que se
m

deslice peralte arriba, si ps = 0.30, R = 50m, o = 25° y g = 9.8—, esta dada por:
S

Yy \/{sena + 1s COSOé:| R = 20.9 m (6.61)
COS( — g Sen o s

b) En el instante en que el automovil alcance la velocidad minima antes de que se deslice
peralte abajo, la fuerza de friccion estatica apuntara hacia arriba de la curva peraltada,
como se observa en el diagrama de cuerpo libre de la figura 6.22.
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pugN cos a 0

Figura 6.22: Diagrama de cuerpo libre de un automévil sobre una curva peraltada
para el caso de su rapidez minima antes de que se deslice peralte abajo.

Partiendo de este diagrama puede escribirse la segunda ley de Newton para el auto-
movil de masa m, obteniendo:

ma = F;+mg + N, (6.62)

en donde el vector aceleracion esta dado por:

a = (”—;,0) , (6.63)

que corresponde a la aceleracion centripeta, de manera que la ecuacion (6.62) en com-
ponentes cartesianas se escribe como:

2
m% = Nsena — ugN cos
0= Ncosa+ pusN sena —mg, (6.64)

de donde se obtiene:

myg

N = (6.65)

Y
cosa + g sen o
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<

mp = [senav — pgcosal N =
myg
= [sena — pg cosal =
Ccos @ + f1gsen «
[sena — lis cosoz]
= mg,
Ccos v + [igsen o

(6.66)

por lo tanto:

[sen o — fu5 cos |

m@

| COS v + ftg Sen « |
>

[sen o — fu5 cos |

o) %
I
s}

| COS v + fug sen o |
e

sen a — [Lg COS &
v = \/{ Hs } gR, (6.67)
cos @ + f1gsen o
esto significa que la rapidez minima que puede alcanzar el automoévil antes de que se
deslice peralte abajo, si ug = 0.30, R = 50m, a =25°y g = 9.8@2, estd dada por:
s

v = \/[Seno‘ — s COSO‘] gR =845, (6.68)
Cos & + [1g sen o S

6-13.- Un cuerpo de 2 kg descansa sobre un plano inclinado que tiene una aceleracion a’
hacia la derecha y un édngulo de inclinacion de 60°, tal y como se muestra en la
figura 6.23. El cuerpo de 2 kg permanece en reposo con relaciéon al plano inclinado.

. —
a) Determinar a’.

b) {Qué ocurriria si la aceleracion del plano fuera mayor?

Sol:

a) Para escribir la ecuacion de movimiento del bloque de masa m respecto a la plataforma
que se mueve con aceleraciéon a en la direccion horizontal, es necesario recordar la forma
que toma la segunda ley de Newton para los sistemas de referencia acelerados:

H
mr = -—ma + Freates | (6.69)
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60°

Figura 6.23: Un bloque de 2 kg permanece en reposo sobre un plano inclinado que
se mueve con aceleraciéon a.

— ., . .
en donde a’ corresponde a la aceleracion que posee el sistema de referencia acelerado,
—

en este caso el plano inclinado, r es la aceleracion de la particula respecto al sistema

de referencia acelerado situado sobre el plano inclinado y F)Teales representa la suma
vectorial de todas las fuerzas externas que acttian sobre el bloque de masa m.

Para resolver este problema se toman las direcciones de los ejes del sistema de refe-
rencia acelerado de manera que:

—a =a(—cosf, —sen) = —acosfe, — asenbe, (6.70)

H
como se muestra en el siguiente diagrama de cuerpo libre (Fig.6.24). Ademas, si F ,c41es =

Figura 6.24: Sistema de referencia seleccionado para el diagrama de cuerpo libre de
un bloque en reposo sobre un plano inclinado.

— —
N + m7g, en donde N es la fuerza normal que la plataforma ejerce sobre el bloque y
mg es el peso del bloque; en términos de sus componentes cartesianas, estas fuerzas en
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el sistema de referencia acelerado estan dadas por:

% AN
N = N(0,1) = Ne,
mg = mg(send, —cosd) = mgsen e, —mgcos 0e,, (6.71)

de esta forma la ecuacion de movimiento (6.69), en sus componentes cartesianas toma
la siguiente forma:

mx = mgsenf —macosf =0
my = —masenf —mgcos®+ N = 0. (6.72)

La condiciéon que debe cumplirse para evitar el deslizamiento del cuerpo es que la acele-
ﬁ

racion r del bloque respecto a la plataforma debe ser igual a cero (z =0y y = 0). De
esta forma, para que el cuerpo permanezca en reposo con relacion al plano inclinado,
puede despejarse la magnitud de la aceleracion a de la ecuacion (6.72) y asi poder
encontrar el valor de la normal N:

a = gtgl
N = masenf + mgcosf = mgtgblsent + mgcosb

(sen2 0 ) (sen2 0 + cos? 0)
= myg + cosf =mg|\ —————F——

cos cos 6

mg
- 7 6.73
cosf’ ( )

por lo tanto, el bloque tendra una aceleracién paralela a la horizontal en la que descansa
el plano inclinado dada por:

a = (a,0),

en donde:

a=gtgh,

m
y como # = 60° y g = 9.8—, finalmente se obtiene que:
s

a=gtgh = 16.97%

b) Si la aceleracion del plano inclinado fuera mayor: a’ = a+¢ = gtgf + ¢, con € > 0,
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entonces la ecuacion de movimiento (6.72) se escribe como:

mr = mgsent —ma cosf
my = —ma'senf —mgcosf+ N =0
_
mr = mgsenf —m(gtgl+€)cosh =
= mgsenf —mgsenf — mecost = —mecosf
my = —m(gtgf+e)send —mgcosh+ N =
= — " 4 N~ mesend =0, (6.74)
cos ¢

en donde y = 0 es la condiciéon para que el bloque permanezca en contacto con el plano
inclinado, de esta condicién se encuentra para la normal:

m
N = g + mesenb,
coS

de acuerdo con la ecuacion (6.74), la aceleracion que tendra el bloque respecto al plano
inclinado, esta dada por:

mxr = —mecosf

r = —ecosb, (6.75)

esto significa que el bloque se desplazaré ascendiendo sobre el plano inclinado con una
aceleracion de magnitud e cos 6.

6-14.- Un cuerpo esta en reposo apoyado sobre un plano inclinado como se muestra en la
figura 6.25. El coeficiente de rozamiento estatico entre el cuerpo y el plano es .

a) Aislar e indicar todas las fuerzas que acttian sobre el cuerpo y encontrar el valor
del coeficiente de rozamiento g si el angulo de inclinacion es 6.

b) ;A partir de qué valor de 6" el cuerpo empezaré a deslizarse hacia abajo del
plano?

Sol:
a) Seleccionando un sistema de referencia cartesiano paralelo al plano inclinado como el
que se muestra a continuacion (Fig. 6.26).

El diagrama de cuerpo libre que resulta se muestra en la figura 6.27. Para encontrar
la condicion en la que el cuerpo empezara a deslizarse hacia abajo del plano inclinado,
se utiliza la segunda ley de Newton:

ma = F gy =0, (6.76)
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\e

Figura 6.25: Diagrama de un cuerpo en reposo apoyado sobre un plano inclinado.

9

A

Figura 6.26: Sistema de referencia escogido para un cuerpo en reposo apoyado sobre
un plano inclinado.

que de acuerdo con el diagrama de cuerpo libre (Fig. 6.27) resulta en las siguientes
ecuaciones para sus componentes  y y:

ma, = mgsent — pugN =0
ma, = N —mgcosf =0, (6.77)

de donde se obtiene:
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Figura 6.27: Diagrama de cuerpo libre para un bloque en reposo apoyado sobre un
plano inclinado.

N = mgcosf
woN = mgsend,

y por lo tanto:

omgcos) = mgsend
—
po = tgh,

esto significa que el coeficiente de friccion pg esta dado por pg = tgb.

b) El bloque deslizara para angulos ¢ > 6 = arc tg .

6-15.- Una pintora que tiene una masa de 60 kg se encuentra de pie sobre un montacargas
de aluminio de 15 kg para pintar la fachada de una casa. El montacargas esta
sujetado por una cuerda que pasa a través de una polea colocada en el techo de la
casa y que permite que la pintora se desplace verticalmente (Fig. 6.28).

a) Después de que comienza a jalar la cuerda el montacargas y la pintora ascienden
con una aceleracion de 0.8@2 . Determine la magnitud de fuerza F que la pintora

utilizé para jalar la cuerda
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b) Determine la fuerza que ejerce la pintora sobre la cuerda cuando el montacargas

. . m
asciende con una velocidad constante de 1 — . Ignorar la masa de la cuerda.
s

v
v

A/

Figura 6.28: Diagrama de un montacargas que es elevado por una polea mediante
una cuerda jalada por una pintora.

Sol: -
a) Para poder encontrar la fuerza F es necesario identificar que en todo momento del
movimiento del sistema, formado por la pintora y el montacargas, se cumple que la
tension en la cuerda es igual a la fuerza con la que la pintora levanta el montacargas y
a ella misma, es decir:

_

H
T = F.

Partiendo de los diagramas de cuerpo libre del montacargas (Fig. 6.29) y de la pintora
(Fig. 6.30), puede escribirse la segunda ley de Newton para cada uno de los componentes
del sistema. Para el caso del montacargas que tiene una masa mj; se obtiene:

mya = T +myg — N, (6.78)

H
en donde N es la fuerza normal dirigida hacia abajo y ejercida por la pintora sobre el
montacargas, de manera que, en forma de componentes cartesianas, la ecuaciéon vectorial
(6.78) se escribe en la siguiente forma:

mya, = 0 (6.79)
muyay =mya = T —mpyg—N, (6.80)
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Figura 6.29: Diagrama de cuerpo libre de un montacargas.

de la misma manera, para la pintora de masa mp de acuerdo con el diagrama de cuerpo
libre de la figura 6.30 se obtiene:

mpa = T +mpg + N, (6.81)

en donde N ahora es la fuerza normal dirigida hacia arriba y ejercida por el montacargas
sobre la pintora (formando un par de fuerzas que actuian sobre diferentes cuerpos), de
manera que, en forma de componentes cartesianas, la ecuacion vectorial (6.81) se escribe
en la siguiente forma:

mpa;, = 0 (6.82)
mpay =mpa = T —mpg+ N, (6.83)

sumando las ecuaciones (6.80) y (6.83) se obtiene:

(mp+my)a = 2T — (mp+mu) g, (6.84)
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Figura 6.30: Diagrama de cuerpo libre de una pintora.

de donde facilmente puede despejarse la tension T

T (mp+m]2\4) (a+g)’ (6.85)

y sustituyendo los valores numéricos dados para este problema se encuentra que:

T = 397.5N, (6.86)

esto significa que la fuerza con la que la pintora tira de la cuerda es de:
F = T =397.5N.

m
b) Cuando el sistema alcanza una velocidad de 1.0—, la pintora ejerce una fuerza tal

que ella y el montacargas suben a una velocidad constante, por lo tanto, la aceleracion
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del sistema es igual a cero (@ = 0); de esta manera la fuerza que la pintora ejerce esta
dada por:

mp +mar) (9)

A ,
2

(6.87)

sustituyendo los valores numéricos dados para este problema se encuentra que la fuerza
con que la pintora tira de la cuerda es:

F = 3675N. (6.88)

6-16.- Una pequena tuerca que tiene una masa de 100 g se desliza a lo largo de un alambre
semicircular cuyo radio es de 10 ¢m y que gira alrededor de un eje vertical a razén
de 2 vueltas por segundo (Fig. 6.31). Determinar los valores de 6 para los cuales
la tuerca permanece estacionaria respecto al alambre giratorio.

-l

100 g

Figura 6.31: Diagrama de una tuerca que se desliza por un alambre semicircular
giratorio.

Sol:

Para resolver este problema nos conviene montar el sistema de referencia de tal forma
que: el eje horizontal apunte hacia el eje de giro del anillo circular en el cual se desliza
la tuerca describiendo una trayectoria circular respecto a este eje y que el eje vertical
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10 cm

0 \/ 100 g

Figura 6.32: Sistema de referencia elegido para la descripcién del movimiento de
una tuerca en un alambre semicircular giratorio.

apunte en la misma direcciéon que el peso de la tuerca, pero con el sentido positivo
dirigido hacia arriba (Fig. 6.32).

En la figura 6.33 se observa el diagrama de cuerpo libre para el caso del angulo 6 en
el cual la tuerca permanece estacionaria respecto al alambre giratorio.

Partiendo del anterior diagrama de cuerpo libre (Fig. 6.33), puede escribirse la se-
gunda ley de Newton para la tuerca de masa m, obteniendo:

ma = mg + N, (6.89)

H
en donde N es la fuerza normal que el anillo ejerce sobre la tuerca y el vector aceleracion
esta dado por:

2
— v (2
a = (R sen@’o) = (w Rsen&,O), (6.90)

que corresponde a la aceleracion centripeta de un objeto que gira alrededor de un eje
con una rapidez angular w, a una distancia del centro de giro R senf; en donde R es el
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Figura 6.33: Diagrama de cuerpo libre para la tuerca que gira sujeta a un alambre
semicircular.

radio del anillo, de esta manera la ecuacion (6.89) en componentes cartesianas se escribe
en la siguiente forma:

mw’R senf = N sen

0 = N cosf —myg, (6.91)
de donde:
mg
N = "2 .92
cos @’ (6.92)
por lo tanto:
mw?R senf = < g > senf) = mgtg6
cos @
—
WwR=Y (6.93)
cos
=
_ g
cosf = —— (6.94)
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esto significa que el valor de 6 en el cual la tuerca permanece estacionaria respecto al
alambre giratorio estd dado por:

0 = arc cos <E) , (6.95)
) rad m
siw =4r7—, R =01myg = 98=:
s s
0 = arc cos {W] = 51.64°. (6.96)

6-17.- Un bloque se encuentra apoyado sobre una plataforma que se mueve con una
aceleracion constante igual a J y en la direcciéon que se indica en la figura 6.34.

. Cuél debe ser el coeficiente de rozamiento entre las superficies en contacto para
evitar que el cuerpo se deslice sobre la plataforma?

Figura 6.34: Movimiento relativo de un bloque respecto a una plataforma acelerada.

Sol:

Para escribir la ecuaciéon de movimiento del bloque de masa m respecto a la plataforma
., — . .. ° . .

que se mueve con aceleracion a’ y en una direccion de 30° por debajo de la horizontal,

es necesario recordar la forma que toma la segunda ley de Newton para los sistemas de

referencia acelerados:

- —
mr =—-ma + F eqes, (6.97)

—_— ., . . .
en donde a’ corresponde a la aceleracion que tiene el sistema de referencia acelerado,
—

. —
r es la aceleracion de la particula respecto a este sistema y F ,.,.s corresponde a la
fuerza total “real” que actua sobre la particula de masa m.
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Para este problema se escogen las direcciones de los ejes del sistema de referencia
acelerado, de manera que:

a = %(COS 30, —sen 30) = %cos 30e, — %sen 30€,, (6.98)

. — — - = —
ademas, F,cqes = N +mg + Ff, en donde N es la fuerza normal que la plataforma

ejerce sobre el bloque, FT} es la fuerza de rozamiento entre el bloque y la plataforma
con un coeficiente de rozamiento estatico g v mg es el peso del bloque, en términos
de sus componentes cartesianas estas fuerzas en el sistema de referencia acelerado estéan
dadas por:

—) AN
N = (0,N)= Neg,
ﬁ A~
mg = (0,—mg)=—mge,
ﬁ AN
F} = (usN,0) = usNe,, (6.99)

en donde para la fuerza de rozamiento, que siempre se opone al movimiento, se escribe
—

como F; = pugNe,, porque el movimiento del bloque en la direcciéon x es hacia la derecha
en ausencia de esta fuerza, direccion considerada como la direccion negativa de las = (Fig.
6.35). Por lo tanto, la ecuacién de movimiento (6.97) en sus componentes cartesianas se
escribe como:

mr = —% cos 30 + pusN

my = % sen30 + N — mg. (6.100)

La condicién necesaria para evitar que el cuerpo se deslice sobre la plataforma es
que las aceleraciones  y 3 del bloque respecto a la plataforma deben ser iguales a cero

(x =0y y =0). De esta forma, sustituyendo estos valores en la ecuacion anterior puede
determinarse el valor del coeficiente de rozamiento resolviendo el sistema de ecuaciones:

0 = —% cos 30 + pusN
0 = %senBO—{—N —mg, (6.101)
de donde se obtiene:
mg 7
N = —Tsen30~|—mg: gmg
9 cos 30 3

tmg 7’
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-ma
malsen 304" LV,
<X 1—; j 30° |"-ma cos 30
= HgN
v

mg”

Figura 6.35: Diagrama de cuerpo libre considerado para el planteamiento de la
segunda ley de Newton.

es decir, para evitar que el cuerpo se deslice sobre la plataforma, el coeficiente de roza-

V3

miento entre ambos debe ser de pug = -

6-18.- Una fuerza F que tiene una magnitud de 15 N y una orientaciéon de 15° por debajo
de la horizontal, acttia sobre un bloque de 3.5 kg a través del piso, tal y como se
muestra en la figura 6.36. El coeficiente de fricciéon cinética entre el bloque y el
piso es de 0.25. Calcule las magnitudes de la fuerza de fricciéon que el piso ejerce
sobre el bloque y de la aceleracion del bloque.

Figura 6.36: Movimiento de un bloque sobre una superficie con friccion bajo la

—
accion de una fuerza F dirigida a 15° por debajo de la horizontal.

Sol:
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__>
E=u-N F cos 15

Figura 6.37: Diagrama de cuerpo libre para un bloque que se desplaza sobre una
H

superficie con friccion bajo la accion de una fuerza F dirigida a 15° por debajo de

la horizontal.

Para resolver este problema es necesario que en el sistema de referencia que se elija el eje
horizontal apunte en direcciéon paralela a la superficie horizontal con el sentido positivo
hacia la derecha del bloque y que el eje vertical apunte con el sentido positivo dirigido
hacia arriba, tal como se muestra en la figura 6.37.

Partiendo del diagrama de cuerpo libre de la figura 6.37, puede escribirse la segunda
ley de Newton para el bloque de masa m, obteniendo:

ma = mg+F+N+F,, (6.103)

— —
en donde N es la fuerza normal que la superficie horizontal ejerce sobre el bloque, F ¢ es
la fuerza de friccion entre el bloque y la superficie horizontal, m'g es el peso del bloque
H
y F es la fuerza externa que actia sobre el bloque. El vector aceleracion esta dado por:

a = (a,0), (6.104)

de manera que, en componentes cartesianas la ecuacion (6.103) se escribe como:

ma = F'cos1d — uc N
0=N— Fsenlb —myg, (6.105)
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de donde resulta que:

N =mg+ F sen15, (6.106)
por lo tanto:
ma = F[cos 15 — ucsen15] — puemg, (6.107)
finalmente se encuentra que:
a= g [cos 15 — puesen 15] — ucg, (6.108)

y como puo = 0.25, FF = 15N, m = 3.5kgy g = 9.8T2 se obtiene que:
s

F
a = — [cos 15 — pesen 15] — jog = 1.41 =, (6.109)
m S

y la fuerza de friccion esta dada por:
Fy = pucN = pe [mg + F sen15] = 9.55 N. (6.110)

6-19.- Un bloque de masa m; se coloca sobre un plano inclinado que tiene un angulo «
y que esta conectado a otro bloque de masa ms que cuelga de un cordel que pasa
por una polea sin friccion (Fig. 6.38). El coeficiente de friccion cinética entre el
bloque de masa m; y el plano inclinado es p.. Determine el valor de la masa my
cuando el bloque de masa m;:

. . . —

a) Sube por el plano inclinado con una aceleracion a'.
—

a.

b) Baja por el plano inclinado con una aceleracion

Sol:

a) Si el bloque de masa m; sube por el plano inclinado, de acuerdo al siguiente diagrama
de cuerpo libre (Fig. 6.39), la segunda ley de Newton en su forma de componentes
cartesianas se escribe como:

midyy = Fres,, =1 — peN —migsena

miay, = Fres,, = N —mpgcosa = 0. (6.111)

De acuerdo al diagrama de cuerpo libre para el bloque de masa ms (Fig. 6.40), la segunda
ley de Newton en su forma de componentes cartesianas toma la forma:
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Figura 6.38: Sistema de dos bloques conectados a través de un cordel que pasa por
una polea sin friccion.

m, g coso

Figura 6.39: Diagrama de cuerpo libre de un bloque con una masa mj.

modoy = Fresgm =0
Modgy = Fres,, = mag —T. (6.112)
Ahora, combinando las relaciones para las coordenadas x y y de la ecuacion (6.111) con

la de la coordenada y de la ecuacion (6.112), se obtiene, considerando adicionalmente
que aj, = agy = a, ya que la cuerda que une ambos cuerpos es inextensible:

mia = Fres,, =71 — plemigcosa — mygsen o

mea = Fles,, = mag —T, (6.113)
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A —
T
_>l
: A 4
m; g_>
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Figura 6.40: Diagrama de cuerpo libre de un bloque con una masa m».

al sumar estas dos ecuaciones, se obtiene:

(my +mg)a = mog — emig cosa — mygsenq, (6.114)

si de esta ecuacion se despeja ms, finalmente se obtiene el valor de ms para el caso en
el que el bloque de masa m; sube por el plano inclinado:

my = M la+ g(uc Cozoz + sen «)] | (6.115)
g—

b) Si ahora el bloque de masa m; desciende por el plano inclinado, de acuerdo al diagrama
de cuerpo libre de la figura 6.41, para el bloque de masa m; la segunda ley de Newton
en su forma de componentes cartesianas se escribe como:

miay, = Fres,, =migsena —T — pucN
may = Fres,, =N —mgcosa=0. (6.116)

De acuerdo con el diagrama de cuerpo libre del bloque de masa ms (Fig. 6.42), la segunda
ley de Newton en su forma de componentes cartesianas toma la forma:

Mmodgy = Fresh =0
Mmaagy = Fresgy =T — maog. (6117)
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Figura 6.41: Diagrama de cuerpo libre de un bloque con una masa mj.

Ya

A
—
yT n

Tng_>

Figura 6.42: Diagrama de cuerpo libre de un bloque con una masa ma.

Ahora, combinando las relaciones para las coordenadas x y y de la ecuacion (6.116)
con la de la coordenada y de la ecuacion (6.117), se obtiene, considerando adicionalmente
que aj,; = ag, = a, ya que la cuerda que une ambos cuerpos es inextensible:

mia = Fres,, =migsena — 1T — pemygcos a
moa = Freg,, =T — mag, (6.118)

al sumar estas dos ecuaciones, se obtiene:
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(my +mg)a = mygsena — mag — floM1g CoS (6.119)

si de esta ecuacion se despeja ms, finalmente se obtiene el valor de ms para el caso en
el que el bloque de masa my baja por el plano inclinado:

S my [g(senoz—,uccosoz)—a]. (6.120)
g—+a

6-20.- Considere el sistema de la siguiente figura (Fig. 6.43) en donde el bloque A tiene
una masa my y el bloque B tiene una masa mp. Una vez que el bloque B se pone
en movimiento desciende con rapidez constante.

a) Calcule el coeficiente de friccion cinética pc entre el bloque A y la superficie de
la mesa.

b) Calcule la magnitud y direccion de la aceleracion del sistema, si ahora un gato,
también de masa m 4, se queda dormido sobre el bloque A. Inicialmente el sistema
estd en movimiento con el bloque B descendiendo.

A

B

Figura 6.43: Sistema de dos bloques unidos por una cuerda que pasa por una polea
sin friccién.

Sol:
a) Para resolver cualquier problema en el que se aplican las leyes de Newton es necesario
hacer el diagrama de cuerpo libre de cada uno de los elementos que constituyen el sistema
fisico en cuestion. Que en este caso esta formado por dos bloques de masas m4 y mp,
cuyos diagramas de cuerpo libre pueden observarse en la figura 6.44. En este problema
no es necesario hacer un diagrama de cuerpo libre para la cuerda ya que es inextensible
y posee una masa despreciable.

En los diagramas, ademas de senalar las fuerzas que actian sobre cada bloque,
también se senala la direccion de la velocidad constante que posee cada bloque.
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Figura 6.44: Diagrama de cuerpo libre de los cuerpos de masa ma y mg.

De acuerdo con estos diagramas, la segunda ley de Newton para el cuerpo A toma
la forma:

SF, = T—pcN=0

YF,, = N—mug=0, (6.121)
y para el bloque B resulta:
YF,, = 0
YF,, = mpg—T=0, (6.122)
de donde se obtiene:
N = mag
T = pemag
T = mpgyg, (6.123)

por consiguiente, el coeficiente de friccion cinética ue entre el bloque A y la superficie
esta dado por:

mp = Hcma

pe = B (6.124)
ma
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b) En este caso el sistema se acelerara en una direccion desconocida y el coeficiente de
A L mp , P
friccion cinética esta dado por e = ——, porque atin cuando hay una aceleracion a’, las
1A

propiedades de la superficie no cambian y por lo tanto, el coeficiente de friccion sigue
teniendo el valor encontrado en el inciso anterior. Por otra parte, al estar el gato encima
del bloque A y tener la misma masa que éste, el conjunto bloque mas gato forma un
nuevo objeto de masa 2m 4.

En los diagramas de cuerpo libre para los cuerpos de masa 2m4 y mp (Fig. 6.45),
se senalan, ademéas de las fuerzas que actiian sobre cada bloque, una direcciéon para la
aceleracion de cada bloque hipotéticamente correcta, por otra parte, como la cuerda es
inextensible la aceleracion de los dos bloques es la misma (a4, = ag, = a).

yﬁ A —»
T
_>
AN >
ﬁ
g g
Fr=ucN
> >
_>
. ? 'mBg_>
v, - v
2m,g y

Figura 6.45: Diagrama de cuerpo libre de los bloques de masa 2m 5 y mpg.

De acuerdo con estos diagramas de cuerpo libre (Fig. 6.45), la segunda ley de Newton
para el cuerpo A de masa 2m4 toma la forma:

EFIA = T-— ,uCN = QmAaAI = 2mAa
YF,, = N—2mug=0, (6.125)

y para el bloque B toma la forma:

$F,,

YF,, = mpg—T

= mBaBy = mpga, (6126)
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por lo tanto:

2maa = T — ucN

mpa = mpg—1,
N = 2muyg, (6.127)
de donde se obtiene:
2magpa = T —2ucmag
mpa = mpg— 1T, (6.128)

ahora, al sumar estas dos tultimas ecuaciones se obtiene para la aceleracion:

(2ma+mp)a = mpg — 2ucmag, (6.129)
donde:
mp
e = )
ma

y finalmente se tiene:

m
(2ma+mp)a = mpg—2 (—BmA) g
ma
=
(2mas+mp)a = mpg—2mpg = —mpg
=
—mpgg
= — 6.130
2my +mp ( )
Por lo tanto, la aceleracion de los bloques es:
mpgg
= —— 6.131
A 2ma + mp ( )

Este resultado muestra que la aceleraciéon en realidad tiene una direcciéon contraria a
la planteada inicialmente, por lo que si el bloque B desciende, en algtin momento, se
detendra debido a la aceleracion negativa encontrada en la ecuacion (6.131).

6-21.- Una de las atracciones de una feria es el “columpio gigante”, el cual esta formado
por un eje vertical central y de cuya parte superior se desprenden horizontalmente
varios brazos (Fig. 6.46). Cada brazo sostiene un asiento de masa arbitraria (mc)
suspendido de un cable de 5 m sujeto al brazo en un punto a 3 m del eje vertical.

Calcule el tiempo de una revolucion del columpio tomando en cuenta que el cable
forma un angulo de 30° con la vertical.
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Figura 6.46: Diagrama de un columpio.

Sol:

En este problema el columpio describe un movimiento circular uniforme sobre un plano
horizontal perpendicular a su propio eje de giro, la rapidez del columpio es constante en
todo punto de la trayectoria circular y por lo tanto, la aceleraciéon para el cuerpo esta
dada por:

v? (2(7;1)?2
a = — = =
R R
Am2R
- =T (6.132)
-

en donde R es el radio de giro de la particula y 7 es el periodo del movimiento circular.
Como siempre, debe plantearse el diagrama de cuerpo libre de la particula movién-

dose en una trayectoria circular (Fig. 6.47).

La segunda ley de Newton en este problema toma la siguiente forma:

YF, = Tsenf =mca
YF, = Tcos —mecg=0, (6.133)

Y

con la aceleracion dada por la ecuacion (6.132) y 6 = 30°, despejando la tension de la
tltima ecuacion (6.133) y sustituyendo en la primera se encuentra que:

a = gtgh, (6.134)
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Figura 6.47: Diagrama de cuerpo libre para el columpio.

y sustituyendo la aceleracion en la ecuacion (6.132) se obtiene:

A7’ R
— = gtgb,

T

ahora, para obtener el valor del periodo 7 es necesario conocer el radio de giro del
columpio, que de acuerdo con la figura 6.48, R esta dado por:

R = (3+5senf) m
=
R = 5.50m.

De esta manera el periodo del movimiento esta dado por:

) 4% (3 + 5 sen)
gtgt

4r? 6
- \/ (3 + 5 senf) (6.135)
gtgl
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R=3 +5sen30) m=5.5 m

Figura 6.48: Determinaciéon del radio de la circunferencia que describe el columpio.

, el tiempo que dura

m
tomando los valores numéricos del problema § = 30°y g = 9.8 —
S

cada revolucién del columpio es:

T = 6.19 s.

6-22.- Dos bloques cuyos pesos son w, y wg estan sostenidos sobre un plano inclinado
por medio de un cable (Fig. 6.49), sin que exista friccion entre éstos y la superficie
del plano.

a) Calcule la tension en la cuerda que conecta los bloques, en términos de w4, wp
y del angulo a.

b) Calcule la tension en la cuerda que conecta el bloque B a la pared.
¢) Calcule la magnitud de la fuerza que el plano inclinado ejerce sobre cada bloque.
d) Interprete sus respuestas para los casos en que a = 0° y aw = 90°.

Sol:
Para resolver los incisos a), b) y ¢) de este problema, deben plantearse el diagrama de

cuerpo libre del bloque A que tiene una masa my = a (Fig. 6.50) y del bloque B que

tiene una masa mp = wa (Fig. 6.51).
g
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Figura 6.49: Diagrama de un sistema de bloques sobre un plano inclinado sin fric-
cion.

¢ M\ g COSA

Figura 6.50: Diagrama de cuerpo libre del bloque A.

De acuerdo con estos diagramas de cuerpo libre, la segunda ley de Newton para el cuerpo
A toma la forma:

2F

zA T1 —magsena =0
YF,, = Ni—mygcosa=0, (6.136)
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y para el bloque B, toma la forma:

YF,, Ty — T —mpgsena =0
YF,, = Np—mpgcosa=0, (6.137)

en donde 77 es la tension en la cuerda que conecta los bloques, T5 es la tension en la
cuerda que conecta el bloque B a la pared, N4 es la magnitud de la fuerza que el plano
inclinado ejerce sobre el bloque A y N es la magnitud de la fuerza que el plano inclinado
ejerce sobre el bloque B, despejando cada una de estas fuerzas de las relaciones (6.136)
y (6.137) se obtiene que:

Figura 6.51: Diagrama de cuerpo libre del bloque B.

71 = magsena

T, = Ti+mpgsena =mugsena + mpggsen o
= gsena(my+mp)

Ny = magcosa

Np = mpgcosa.

(6.138)

d) Los resultados anteriores se pueden facilmente interpretar para el caso en que a = 0°:
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Ty = magsen a =0

T, = (ma+mp)gsena=0
Ny = magcos a=mag

Np = mpgcos &« =mpgg,

(6.139)

es decir, cuando a = 0° las tensiones en las cuerdas se anulan ya que éstas no necesitan
equilibrarse con otra fuerza y las normales ejercidas sobre cada bloque son iguales a los
pesos de los bloques correspondientes.

Ahora, para el caso en que a = 90°, los resultados también se pueden interpretar
facilmente:

71 = magsena =mag

T, = (ma+mp)gsena =
= (ma+mp)yg

Ny = magcos a=0

N = mpgcos a =0,

(6.140)

es decir, cuando v = 90° las normales ejercidas sobre cada bloque se anulan ya que éstas
no necesitan equilibrarse con otra fuerza que se esté ejerciendo sobre los bloques en la
direccion perpendicular al plano, que ya no es inclinado sino que ahora es una pared
vertical, asi, la tension 17 es igual al peso del bloque A y la tension T5 es igual a la suma
de los pesos de los bloques A y B, la tension en la cuerda superior sujeta al techo, debe
equilibrar el peso de los dos bloques que cuelgan de ella.



Capitulo 7
Trabajo y energia cinética

7-1.- Una bala de 10 g viaja con una velocidad de 1200 m
s

a) Determine la energia cinética en Joules.
b) Si la masa se reduce a la mitad, ;cuél es su energia cinética?
¢) Si la velocidad se duplica, jcudl es su energia cinética?

Sol:

a) La energia cinética de la bala esta dada por:

1
K = —mi?
2

en donde:

m=10 g = 0.01 kg
v = 1200 2
S

por lo tanto, la energia cinética expresada en Joules es:

2

1 m m
K = 5(0.01 kg)(lQOO ;)2 = 7200 (kg?> = 7200 J = Koriginal

b) Si la masa de la bala se reduce a la mitad, es decir:

la energia cinética de la bala estéa dada por:

129

(7.1)

(7.2)

(7.4)
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1 1 /m
= ()
o T \g)"
1
= EKoriginal:36OO Ja

esto significa que la nueva energia cinética de la bala es ahora la mitad de la energia
cinética original.

¢) Si la velocidad de la bala se duplica, es decir:
o= v,

sin cambiar la masa original de la bala, la energia cinética esta dada por:

1 1 1
K = 3 (W) = 3 (20)° =4 (§mv2)

= 28800 J = 4Korig'ma17
es decir, la energia cinética es cuatro veces mayor que la energia cinética original.

7-2.- Una nina aplica una fuerza F) paralela al eje x sobre un trineo de 10 kg que se
mueve sobre la superficie congelada de un estanque. La nifia controla la fuerza que
aplica sobre el trineo y la componente = de esta fuerza varia con la coordenada x
del trineo tal y como se muestra en la figura 7.1. Calcule el trabajo efectuado por
la fuerza F, que aplica la nina cuando el trineo se mueve:

a) Dex=0maz=8m.
b) Dex=8max=12m.
¢)Dex=0max=12m.

Desprecie los efectos de la friccion entre el trineo y el estanque.

Sol:

Al desplazar el trineo de A — B el trabajo realizado por la resultante de las fuerzas
externas (F} ), entre estos puntos para el caso unidimensional, estéa dado por el area bajo
la curva F, vsx, como se observa en la figura 7.2.

a) De esta forma el trabajo efectuado por la nina al desplazar el trineo desde el origen
x = 0 m hasta z = 8 m esta dado por el area de la region I que esta sombreada en la
grafica de la figura 7.2:

Wx:O — =8 — AIJ
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Figura 7.1: Variacion de la fuerza Fyx con la distancia cuando es aplicada sobre un

trineo.
F(N)
10
N\
) 71\
y4 \
6 4 \
4
/T T\
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/ \
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Figura 7.2: Calculo del area bajo la curva para obtener el trabajo mecanico realizado

por la fuerza que se aplica sobre un trineo.

en donde:

10-8
A= (T) J =40 J,

y por lo tanto:
Waco—aes =40 J .

b) De igual forma, el trabajo efectuado por la nina al desplazar el trineo desde z =8 m
hasta x = 12 m esta dado por el area de la region 11 que esta sombreada en la grafica
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anterior (Fig. 7.2):

10-4
Wiss aots = Apy = (OT> J=20J

¢) El trabajo total efectuado por la nina al desplazar el trineo desde el origen z = 0 m
hasta x = 12 m esta dado por el area total de las regiones I y I1 que estan sombreadas
en la grafica anterior (Fig. 7.2):

Wx:0—>x:12 = Wm:O—»a::S + W;v:8—>$:12 -
— A;+ A= (40 +20) J = 60.J.

7-3.- Suponiendo que el trineo del problema anterior estd inicialmente en reposo en
x = 0 m. Usando el teorema trabajo-energia, determine la rapidez del trineo en:

a) r = 8m.
b) x = 12m.

Sol:
a) En su forma més general el teorema trabajo—energia cinética establece que el trabajo
realizado por la resultante de todas las fuerzas externas que realizan trabajo sobre un
objeto fisico es igual al cambio en la energia cinética de este objeto, es decir:
Loy 1,

Wap =AK = 5MUB — 5y,
en donde A y B son los puntos inicial y final del desplazamiento, respectivamente.
Durante este desplazamiento se ha realizado sobre el objeto una cantidad de trabajo
Wy B, por lo tanto, si el trineo inicialmente se encontraba en reposo en el punto A
(x = 0 m) y se quiere conocer su rapidez en el punto B (x = 8 m) y de acuerdo al
resultado del inciso a) del problema anterior:

Wx:0—>x:10 = 40 J = KB _KA

1
= KB—OIKB:§mU]23,

de donde la rapidez del trineo cuando se ha desplazado hasta x = 8 m es:

v o 2W:1::0~>:1::8 i_ @ m
B m kg V10 s

— 283
S




Trabajo y energia cinética 133

b) Ahora, se quiere determinar la rapidez del trineo cuando se ha desplazado hasta
x = 12 m, que seria el punto C' del desplazamiento y partiendo desde el origen x = 0 m,
de acuerdo al resultado del inciso ¢) del problema anterior, se tiene:

Ww:OH$:12 — 60 J = KC — KA
1
= Kc—O:Kczime%’

de donde la rapidez del trineo cuando se ha desplazado hasta x = 12 m es:

v . 2Waeo - a=12 i_ @@
© - m kg V 10 s

= 346 % . (7.5)

7-4.- Un pequeno bloque de 0.120 kg esta conectado a un cable que pasa por un orificio
ubicado en el centro de una superficie horizontal, el cable se desliza a través de
ésta sin friccion, tal y como se muestra en la figura 7.3. El bloque esta girando a

una distancia de 0.40 m del centro con una rapidez de 0.70 m Cuando el cable es
s
jalado verticalmente hacia abajo, el radio de la trayectoria del bloque se reduce a

0.10 m y la rapidez del bloque se incrementa a 2.80 m
s
a) ;Cudl es la tension que se ejerce sobre el cable en la situacion original (v =
0.70 )2
s

m
b) ;Cual es la tension que se ejerce sobre el cable en la situacion final (v = 2.80 —)?
s

¢) ;Cuanto trabajo efectuo la persona que tir6 del cordon?

Sol:

Para resolver los incisos a) y b) de este problema, el elemento clave para encontrar la
m m

tension cuando (v; = 0.70 —) y cuando (vy = 2.80 —), es identificar que en ambas
s S

situaciones el movimiento que el bloque realiza es un movimiento circular uniforme, por
lo tanto, la tension esta dada por:

de manera que la tension en la cuerda en la situacién inicial esta dada por:

g m
57 = 0.147 kg— =
0.40 m 0.147 g32

7

120 (0.70)21 kg™
o mac:[o 0(070)] g

= 0.147 N,
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Figura 7.3: Movimiento circular de un bloque sometido al trabajo hecho por una
fuerza externa que recorta el radio de giro del bloque.

y en la situacion final estéd dada por:

0.120 (2.80)2] kg

m
— 941 kg =
0.10 941 kg5

Tf = macf :|:
= 941 N.

¢) De acuerdo con el teorema trabajo-energia cinética el trabajo efectuado por la persona
que tir6 del cordon, estd dado por:

1 1 1
W = AKzéva% — §mvi2 = §m(vf —v}) =
2

1
= 50120 [28)” — (0.7)7] k:g% = 0.441J.

7-5.- Un bloque de 2 kg se desliza a través de un piso sin fricciéon y choca contra un
sistema de muelles, como se muestra en la figura 7.4. Cada una de las constantes

elasticas de estos muelles tienen un valor de 1.5 x 10% —.
m

Sin tomar en cuenta la masa de los muelles, determine la maxima compresion de
m

los muelles cuando la velocidad inicial del bloque es vg =4 —.
s
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Vo= 4m/s
4—
k=15x10° N/m

Figura 7.4: Diagrama del choque de un bloque contra un sistema de muelles.

V0= 4 In/S

~15x 10° N/m

=

@xp-0.1m 0.1m

Figura 7.5: Determinacion de la compresion maxima de un sistema de muelles.

Sol:
Como se observa en la situacion A de la figura 7.5, inicialmente el bloque se desplaza
hacia el sistema de muelles con una energia cinética constante (no hay fuerzas disipativas



136 Trabajo y energia cinética
actuando), la cual esta dada por:

1
K = §mv(2),

cuando el bloque choca con el sistema de muelles el trabajo realizado por los resortes

sobre el bloque desde que éste entra en contacto con el resorte B; hasta que la compresion
del resorte es de xq, esta dado por:

xo 20—0.10(m)
Wosooomay = / F,dx + / F,.dx =
0 0

o 20—0.10 (m)
= / —kxdx + / —kxdx
0 0

1 1 20—0.10 (m
_ —§/€$2’ go_ﬁka‘ 00 0.10(m) _

1 1

= ——ka?—=k(zy—0.1 2,

had = S (20 — 0.1)

en donde se ha tomado en cuenta que el resorte B, se encuentra a 0.1 m por detrés
del resorte B; y por lo tanto, debido a la diferencia en su extension, la compresion del
resorte By es igual a la compresion del resorte By menos 0.1m, es decir: (2o, = To,, —

0.1 m =z9 — 0.1 m ), por lo tanto:

1 1
Wx:U*)x:.’EO = —§k$g — §k (.CI?O — 01)2 .

De acuerdo con el teorema trabajo-energia cinética, en el punto de méaxima compresion
xpg en donde el bloque se detiene debido a la accion del sistema de muelles, como se
observa en la figura anterior (Fig. 7.5), esta dado por:

1 1
Wx:OHx:xB = _§kX2B - 5]6 (XB — 01)2 =
- AK - KB — KA =
1 1
= Jm(0) = Jmad
por lo tanto:
1 1 1

De donde se obtiene que:

1
XB:§

2
0.1 + \/(2”;”0 _ 0.01) ] :
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N
y en donde vy = 4T, k=15 x 10— ym = 2kg, por lo que:
s m

xg = 0.14m. (7.7)

7-6.- Una méquina de Atwood utiliza dos bloques de masas m, y mo que estan conec-
tados a una polea sin friccion, tal y como se muestra en la figura 7.6. Partiendo
del reposo y después de transcurrido un intervalo de tiempo At, la rapidez de las
masas es de 4 —. En este instante, la energia cinética del sistema es de 80 J y cada

s
una de las masas se ha desplazado una distancia de 6 m. Determinar los valores
de my y ms.

Figura 7.6: Maquina de Atwood cuyas masas m; y mo se desconocen.

Sol:
Cuando los bloques de masa m; y ms de la maquina de Atwood se han desplazado 6 m
respecto a su posicion inicial, la energia cinética del sistema m; y ms es de 80 J, i.e:

1

1
Kr = §mlvf + §mgvg =80 J,
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Figura 7.7: Desplazamiento de las masas m; y my después de un intervalo de tiempo
At en una maquina de Atwood.

ademés las dos masas se encuentran unidas entre si mediante una cuerda, de manera

m
que v; = vy = v = 4 —, por lo tanto:
s

1
Kr = §(m1 + mg)v? =80 J

= my +me = 10 kg.
Por otra parte, de acuerdo al teorema trabajo-energia:

W = AK
— W =280,

donde el movimiento de los bloques se realiza bajo la accion de la fuerza gravitacional,
tal y como se muestra en los diagramas anteriores (Fig. 7.7), en donde la masa m;
desciende una distancia h = 6 m, mientras la masa ms asciende esta misma distancia.
Como la fuerza gravitacional esté dirigida hacia abajo, el trabajo realizado por esta
fuerza sobre la masa m; es positivo (mjgh), porque la fuerza y el desplazamiento de la
masa m son a lo largo de una recta y en la misma direcciéon, mientras que el trabajo
realizado sobre la masa my es negativo (—magh), porque la fuerza y el desplazamiento
de la masa ms se dan a lo largo de una recta pero en direcciones contrarias, de manera
que:

W = (my—me)gh=280J
= my —my = 1.36 kg
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miy+me = 10 kg
myp — Mo = 1.360 l{?g,

de donde se obtiene finalmente que:

me = 4.32 kg.

7-7.- Una nina aplica una fuerza F, paralela al eje x sobre un trineo de 10 kg que se
mueve sobre la superficie congelada de un estanque. La componente z de la fuerza
que aplica la nina varia con la coordenada x del movimiento del trineo, tal y como

se muestra en la figura 7.8.

E (N
10
s /. .\
4 \
. /N
a4
/.
7
2
° 2 4 6 8 10 12 14
x (m)

Figura 7.8: Variacién de la fuerza Fx con la distancia cuando es aplicada sobre un

trineo.

Calcule el trabajo efectuado por la fuerza que aplica la nina F),, cuando el trineo

se mueve:
a) Dexz =0m az =10 m.
b) De x =10m a x = 14 m.
¢) Dex=0maz=14m.

Desprecie la friccion entre el trineo y el estanque.
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o (N)
10
1\

® /. \
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0 2 4 6 8 10 12 14
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Figura 7.9: El trabajo realizado al empujar el trineo esta dado por el area sombreada
de la grafica.

Sol:

Cuando se desplaza el trineo de A — B el trabajo realizado por la resultante de las
fuerzas externas F),, entre los puntos A y B, esta dado por el area bajo la curva F, vsx,
tal y como se muestra en la figura 7.9.

a) De esta forma el trabajo efectuado por la nina al desplazar el trineo desde el origen
x = 0m hasta z = 10 m estd dado por el area de las regiones sombreadas I y 1]
(Fig.7.9):

Wi—o0—a=10 = Ar + Aqr,

en donde:

y por lo tanto:
Wx:O%x:lO - (40 -+ 15) J == 55 J

b) De igual forma, el trabajo efectuado por la nina al desplazar el trineo desde x = 10m
hasta z = 14 m esta dado por el area de la region sombreada 11 (Fig. 7.9):

Wei0—a=1a = Apr=(5-4) J=20J.

¢) El trabajo total efectuado por la nina al desplazar el trineo desde el origen x = 0m
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hasta © = 14 m esta dado por el area total de las regiones sombreadas I, I1 y I11:

Wico—ao=1a = Wicoma=m10 + Wimi0o0=14 =
= A+ A+ A =0B5+20) J=175J.
7-8.- Suponiendo que el trineo del problema anterior esté inicialmente en reposo, en
x = 0m. Use el teorema trabajo-energia para determinar la rapidez del trineo en:
a) x = 10m.
b) x = 14m.

Desprecie la friccion entre el trineo y el estanque.

Sol:
a) En su forma mas general el teorema trabajo-energia cinética establece que el trabajo
realizado por la resultante de todas las fuerzas externas que realizan trabajo sobre un

objeto fisico es igual al cambio en la energia cinética de dicho cuerpo, es decir:
Lo, 1 5
Wip = AK = §mv3 — §mUA,

en donde A y B denotan los puntos inicial y final del desplazamiento respectivamente,
por lo tanto, si el trineo inicialmente se encontraba en reposo en el punto A (z = 0m)
y se quiere conocer su rapidez en el punto B (z = 10 m), de acuerdo al resultado del
inciso a) del problema anterior, se tiene que:

Wx:0—>x:10 = 55 J= KB - KA

1
= KB—OIKBzimU%,

de donde la rapidez del trineo cuando se ha desplazado hasta x = 10 m es:

Qszo_,leo J 110 m
v —= _— _— PR
B m kg 10 s

— 332
S

b) Ahora, para determinar la rapidez del trineo cuando se ha desplazado hasta x = 14 m,
que seria el punto C' del desplazamiento, partiendo desde el origen x = 0 m, de acuerdo
al resultado del inciso ¢) del problema anterior, se tiene que:

Wx:(]ﬂ‘fp:lgl — 75 J:Kc—KA

1
= KC—O:KC:§7TLU%,
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de donde la rapidez del trineo cuando se ha desplazado hasta x = 14 m es:

Qszo_,x:M J 150 m
vo = — | — =\ —
¢ m kg 10 s

— 387 1,
S

m
7-9.- Un bloque de 5 kg se mueve con una rapidez inicial vy = 6 — sobre una superficie

horizontal, en donde no hay fricciéon y se dirige hacia un reésorte que estéa sujeto a
una pared. El resorte tiene masa despreciable y una constante elastica k = 500 —,
tal y como se muestra en la figura 7.10. "

a) Calcule la distancia maxima que se comprimira el resorte.

b) Si la distancia que se comprime el resorte no debe ser mayor que 0.150 m jqué
valor maximo puede tener vg?

vo=6 m/s
<—

k=500 N/m

Figura 7.10: Diagrama de un bloque que se dirige hacia un resorte.

Sol:

a) Como se observa en la situacion A (Fig. 7.11), inicialmente el bloque se desplaza
hacia el resorte con una energia cinética constante, porque no hay fuerzas disipativas
actuando, la cual esta dada por:

1
K = §mv§,

el trabajo realizado por el resorte sobre el bloque desde que entran en contacto hasta
que la compresion en el resorte es xg, esta dado por:

o o
Wicoozmmy = / F,dx = / —kxdz
0 0

1 1
= —gha® | § = —5kaj,
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1
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Figura 7.11: El trabajo hecho por el resorte sobre el bloque de masa m es igual al
cambio en la energia cinética (AK) del bloque.

por lo tanto:

1
Wa::0—>a::zo = _ékxg
De acuerdo con el teorema trabajo-energia cinética, en el punto de méaxima compresion
x, situacion B del diagrama anterior (Fig. 7.11), el bloque se detiene debido a la accion

del resorte, de manera que x puede determinarse de la relacion:

1
W = —§kX2:AK
— Ky Ka= (0)2—1 5
= Kp 4=gm 5o,
por lo tanto:
1 1
§kx2 = émvg. (7.8)

De donde se obtiene que:
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b) Ahora, si se sabe que la maxima compresion del resorte esta dada por x = 0.150 m,
con base en la ecuacion (7.8), el valor maximo que puede tener vy es:

k 2
w = /2 =150 2
m S

7-10.- De una altura h = 4m un bloque de 5 kg que parte del reposo (vg = 0 @) se
s

desliza sobre una superficie sin fricciéon a lo largo de un plano inclinado, como se
muestra en la figura 7.12. Determinar la rapidez v; del bloque cuando éste termina
de descender sobre el plano inclinado.

36.9 °

Figura 7.12: Diagrama de un bloque que se desliza sobre un plano inclinado.

Sol:
Nuevamente debe aplicarse el teorema trabajo-energia cinética; como se observa en la
situacion A del siguiente diagrama (Fig. 7.13), el valor de v4 y de K4 para el bloque en
la altura inicial h es igual a cero, ademas, la tnica fuerza que realiza trabajo sobre el
bloque es la componente del peso en la direccion paralela al plano inclinado ya que no
hay fuerza de friccion entre el bloque y el plano inclinado.

De acuerdo con el correspondiente diagrama de cuerpo libre (Fig. 7.13), la compo-
nente del peso en la direcciéon paralela al plano inclinado esta dada por:

F = (mE)) = mgsend,

y por lo tanto, el trabajo realizado por las fuerzas externas mientras el bloque desciende
por el plano inclinado hasta llegar a la superficie horizontal, tal y como puede verse en
la situacion B del diagrama (Fig. 7.13), es:

Wap = Fj-l=mglsent = mgh,
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A
h
0

B

= lsen0
m

2 1 2
WAB:mg Isen 0 = mgh AK—_mVB - T A T mVB = mgh

Figura 7.13: El trabajo W g = mgh que la fuerza de gravedad (el peso del bloque)
realiza mientras el bloque se desliza por el plano inclinado es igual al incremento
en la energia cinética del bloque AK = mv]23

en donde [ es la longitud total que el bloque recorre sobre el plano inclinado hasta
alcanzar la superficie horizontal.

Al llegar a la superficie horizontal el bloque llega con una rapidez vg que de acuerdo
con el teorema trabajo-energia cinética satisface que:

Wap = mgh=AK =
I | 1 1

= émvB — §mvi == 5

—mvy — 0= —muy,

2

de donde la rapidez final (vg) cuando el bloque termina el descenso esta dada por:

vy = +/29h =885 .

S



Parte IV. Teoremas de conservacion

En la cuarta parte de esta obra de problemas resueltos se aborda uno de los temas mas
importantes en el estudio de la fisica: los principios de conservacién. En particular se
consideran el de la energia mecanica total y el de la cantidad de movimiento de un
sistema de particulas.

Al tratar los problemas relacionados con estos principios de conservacion se busca
que el estudiante entienda que la aplicacién correcta de los mismos le permitiran deter-
minar de manera practica ciertas cantidades fisicas relacionadas con el movimiento de
un objeto.

En los problemas que a continuacién se presentan se ha puesto especial atenciéon en
el concepto de la energia potencial que adquiere un cuerpo bajo la acciéon de una fuerza
externa.

Uno de los aspectos centrales que se han tratado es el que se refiere al manejo del
punto cero de la energia potencial, ya que en muchos casos una elecciéon adecuada del
nivel cero de esta energia simplifica considerablemente las manipulaciones algebraicas
necesarias para encontrar la informacién mecanica requerida.

También se han abordado algunos problemas en donde interviene la fuerza de fric-
cién, sumamente importantes, ya que esta fuerza hace que la energia mecénica no sea
una constante, lo que da como resultado una disminucién de la energia durante el mo-
vimiento.

De igual forma se plantean varios problemas sobre el principio de conservacion de la
cantidad de movimiento, principio que si se aplica correctamente permite determinar,
entre otras cantidades fisicas, la velocidad o la masa de un cuerpo antes o después de
una colision, o si durante una colision la energia cinética total del sistema se conserva
0 no se conserva, condiciéon que define los diferentes tipos de colision que existen: elas-
ticas e inelasticas. Para resolver estos problemas, siempre que fue necesario se utilizo la
formulacion vectorial del principio de conservacion de la cantidad de movimiento.

En el capitulo 10 se aplican los teoremas de conservacion a sistemas de particulas,
mediante las propiedades del centro de masa; se presentan ejercicios en los que el centro
de masa permite describir el movimiento de las particulas que forman el sistema.

Se discuten ejercicios relacionados con el movimiento relativo mediante la conserva-
cion de la cantidad de movimiento del centro de masa. También se consideran ejercicios
de las leyes de Newton en los que es ttil la aplicaciéon del centro de masa.

147



Capitulo 8

Energia potencial y principio de
conservacion de la energia

8-1.- Un resorte que tiene una masa despreciable y una constante elastica de £ = 400
N

—, se comprime 0.220 m debido a la presion que ejerce un bloque de 2 kg. Cuando

el bloque se suelta se desliza primero por una superficie horizontal sin friccion, y
después a través de un plano inclinado que tiene un angulo de 36.9°, tal y como se
muestra en la figura 8.1.

k =400 N/m

—

WA m=2kg 369°

—
0.220 m

Figura 8.1: Diagrama de un bloque que comprime a un resorte y que posteriormente
se desplaza hacia un plano inclinado.

a) ;Qué rapidez tiene el bloque al deslizarse sobre la superficie horizontal?
b) ;Qué altura alcanza el bloque antes de pararse e iniciar el descenso?

¢) ;Qué longitud maxima recorre el bloque sobre el plano inclinado antes de pararse
e iniciar el descenso?

149
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k 2
E;=K, + Uy =—-(022) = 9.68 ]
k=400 N/m —

36.9 °

N

e
A 0.220 m

EB:vaé =9.68]
v
B
369°

Ec=Ke + U =——mvi+mgh=E = 9.68 1

2
Ec=Kc+ U.= mgh=E,=9.68]
E.=U.=mgh=E,=9.68] [ h

36.9°
C

Figura 8.2: Etapas A, B y C del movimiento de un bloque.

Sol:
a) En este problema, durante el movimiento del bloque desde la posicién en donde
se ha comprimido el resorte 0.220 m hasta el punto de méxima altura sobre el plano
inclinado, la energia mecanica total del sistema se conserva debido a la ausencia de
fuerzas disipativas que den lugar a pérdidas de energia, como por ejemplo la fuerza de
friccion.

Como se observa en la situacion A del diagrama anterior (Fig. 8.2), si inicialmente el
resorte esta comprimido 0.220 m, la cantidad de energia almacenada en el sistema esté
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dada por:

1 1 N
Ey=KatUs=0+gha® =7 (400 —) (0.220m)* = 9.68 Nm = 9.68J,
m

como se observa en la situacion B (Fig. 8.2), mientras el bloque recorre la superficie
horizontal esta cantidad de energia se transforma en energia cinética, de manera que:

1
EBZI<B+UB=ému,%g +0=FE = 968 J,

de donde se obtiene la rapidez vg del bloque al deslizarse sobre la superficie horizontal:

vg :,/@:3.11 n
m S

b) Cuando el bloque asciende por el plano inclinado su energia cinética se ira transfor-
mando en energia potencial gravitacional hasta que se detenga a una altura h respecto
a la superficie horizontal, tal y como puede verse en la situacion C' (Fig. 8.2), en don-
de el bloque ha transformado totalmente su energia cinética en pura energia potencial
gravitacional, i.e:

EC:K0+UC: 0+mgh:EA: 968J,

de donde se obtiene la altura méxima a la que asciende el bloque por el plano inclinado:

¢) Una vez que se ha determinado la altura méxima h, facilmente puede obtenerse la
longitud [ que el bloque recorre sobre el plano inclinado antes de detenerse e iniciar el
descenso ya, que la longitud esta relacionada con la altura h, de acuerdo a la siguiente
relacion:

7= sen 6,

si 6 = 36.9%, entonces la longitud méaxima que el bloque recorre sobre el plano inclinado

esta dada por:
h

l p—
sen 6

= 0.82m.
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m,= 12kg

m,=4kg

[ ]

Figura 8.3: Durante el movimiento de dos cubetas unidas por una cuerda a través de
una polea, la energia mecanica total del sistema se transforma de energia potencial
en una mezcla de energia potencial mas energia cinética.

8-2.- Un sistema formado por dos cubetas de pintura que estdn conectadas por una
cuerda que pasa por una polea, tal y como se muestra en la figura 8.3, parte del
reposo con una cubeta de 12 kg situada a 2 m sobre el piso. Usando el principio
de conservacion de la energia, calcule la rapidez con que la cubeta golpea el piso.
Haga caso omiso de la friccion y de la masa de la polea.

Sol:

En el movimiento de este sistema, como no hay friccion entre la cuerda que une las
cubetas y la polea, la energia mecénica total se conserva, por lo tanto, cuando las
cubetas se encuentran en reposo y la cubeta mas pesada estd a una altura h = 2 m por
encima del suelo, la energia del sistema esta dada por:

Ei = Ulz‘ + Ugi = mlg(O) + mggh = 235.2 J,

al soltarse el sistema la cubeta mas pesada desciende, mientras que la menos pesada
asciende hasta llegar a una altura de h = 2 m, en este momento la energia FE; se
transforma en energia cinética de ambas cubetas, més energia potencial de la cubeta
menos pesada, es decir:

1 1
Ef = Klf + Ulf + Kgf = imﬂli +mygh + §m2v§

m 1 1 1
= (4kg) (9.8 ;) (2m) + Smav} + Smav? = = (my +ma)o] + 784
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ya que las cubetas estan unidas por una cuerda inextensible (viy = voy = vy), y como
la energia mecanica total se conserva ( Ey = E;), se obtiene que:

1
E;, = 184J+ 5(m1 +mo)v} =2352J = E;
=
1
§(m1 +mo)v} = 2352J—784.J=156.8.J
=
2(156. 2(156.
- (156.8J) _ (568J):4.43@’
my + mo 16 kg s

por lo que la cubeta de 12 kg golpea el suelo con una rapidez vy de 4.43 T.
s

8-3.- En el estudio del tiro parabélico se deduce la siguiente expresion para la altura
méxima h de un proyectil lanzado con rapidez inicial vy y a un angulo «y:

vEsen?ay
29
Deduzca esta expresion empleando consideraciones de energia.

h

Sol:
Ya que en el movimiento parabdlico la resultante de todas la fuerzas que actiian sobre
el proyectil en la direccion horizontal es igual a cero, la componente en esta direcciéon
de la velocidad v, permanece constante durante todo el movimiento. De esta forma la
velocidad horizontal del proyectil permanecera constante desde su lanzamiento (v, ),
hasta el punto de méaxima elevacion (v, . ), es decir:

/UxL - ’Uxh méx )

y como en el tiro parabélico la energia mecanica total se conserva, si no se consideran
los efectos de las fuerzas disipativas, por lo que:
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1
ya que inicialmente el proyectil sélo tiene energia cinética (Emvg) y en la altura maxima

la componente vertical de la velocidad es igual a cero (v,, . = 0), por lo tanto, la altura
méaxima que alcanza el proyectil es:

(vy, )2

29

hméx - )
por otra parte, si el proyectil se lanza con una inclinacién «q la componente vertical de
la velocidad esta dada por:

Uy, = VpSenay,

por lo que:

_ vgsen’ay

h X — T 6
ma. 29
resultado al cual ya se habia llegado a través de la cinemética del movimiento parabolico.
Sin embargo, ahora este mismo resultado se ha encontrado a partir de un principio fisico

mas general como es la conservaciéon de la energia mecanica total.

8-4.- En una oficina de correos un paquete de 0.200 kg parte del reposo en el punto A
de una rampa que forma un cuarto de circulo y cuyo radio es de 1.60 m, tal y como
se observa en la figura 8.4. El paquete es tan pequenio que puede tratarse como
una particula que se desliza primero por la rampa hasta llegar al punto B con una

rapidez de 4.80 —. A partir de ahi, el paquete se desliza 3 m sobre una superficie
s
horizontal hasta el punto C' en donde se detiene.

a) ;Qué coeficiente de friccion cinética tiene la superficie horizontal?

b) ;Cuénto trabajo realiza la fuerza de friccion sobre el paquete al deslizarse por
el arco circular entre los puntos A y B?

C
[ ] m=0.200kg

3m

Figura 8.4: Diagrama del movimiento de un paquete.
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Sol:
a) Para resolver este problema es necesario extender el principio de conservacion de la
energia mecéanica total para tomar en consideracion las pérdidas de energia que se pro-
ducen por la presencia de fuerzas no conservativas, en nuestro caso la fricciéon existente
entre el bloque y las superficies curva y horizontal. El primer paso es fijar la altura
correspondiente al cero de energia potencial gravitacional. En el presente caso se escoge
dicha altura como aquella a la que se encuentra la superficie horizontal con un coeficiente
de friccion pe.

Para determinar el coeficiente de friccion cinética (u¢) de la superficie horizontal,
debe considerarse la pérdida de energia por disipaciéon, agregando el trabajo negativo
Wp_¢ realizado por la fuerza de friccion en el recorrido del paquete desde el punto B

(vp = 4.80 n ) hasta el punto C' en donde se detiene el bloque (Ex = 0). De esta
s

manera la energia en C' es igual a la suma de la energia que el bloque tenfa inicialmente
en B mas Wpg_,¢, es decir:

Kp+Up+ Wp_c Ec=Kec+Uz=0

—
Kp+Up+Wpc = Kp+Wp_.c=0
=

en donde se considera que la energia potencial gravitacional es cero a la altura del punto
B, por lo que Ug = 0, ademas se tiene que Kg = §mvj29, Wp_c=—uNl=—pcmgl y

[ =3 m, por lo tanto la ecuacion (8.1) toma la siguiente forma:

1
5 = —(=pemgl) = pemgl,

de donde finalmente se obtiene el coeficiente de friccién cinética:

U2

_YB _
Ho = 2gl 0.39.

b) Para determinar el trabajo realizado por la fuerza de friccién sobre el paquete al
deslizarse por el arco circular entre los puntos Ay B (W4 ) puede aplicarse la misma
idea utilizada anteriormente para obtener el trabajo realizado por la fuerza de friccion
cuando el bloque se desliza del punto B al punto C' (ecuacion (8.1)), es decir, para el
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caso del arco circular se tiene que:

Ky+Us+Wyop Ep=Kp+Up=Kp

—
- Kp
—

Kg—Us = Wa_p, (8.2)

en donde K4 = 0, Uy = mgh y h = 1.60 m, que corresponde al radio de la circunferencia
por la que el bloque se desliza, de este resultado se obtiene que el trabajo realizado por la
fuerza de friccion sobre el paquete al deslizarse por el arco circular entre Ay B (Wy4_.p)
es: )
Wap = §mv% —mgh = —0.832 J.
8-5.- Un bloque de 0.50 kg se empuja contra un resorte horizontal, el cual tiene una
masa despreciable, comprimiéndolo 0.20 m, tal y como se muestra en la figura 8.5.
La fuerza ejercida por el resorte hace que el bloque recorra sobre la superficie ho-
rizontal una distancia de 1 m antes de detenerse. La constante elastica del resorte
es k = 100 —. Calcule el coeficiente de friccion cinética uc entre el bloque y la

m
superficie horizontal.

k=100 Nm m=00kg

—
0.20 m

x

Im

Figura 8.5: Determinacion del coeficiente de friccién cinética (uc) de una superficie
horizontal rugosa.

Sol:

Como se observa en la situacion A de la siguiente figura (Fig. 8.6), cuando la compresion
del resorte es igual a 0.20 m, en éste se encuentra almacenada, en forma de energia
potencial elastica, una cantidad de energia inicial dada por:
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m=0.50 kg K
k=100 N/m >

E,=0=E,-p.mg!

Figura 8.6: Tres diferentes etapas del movimiento de un bloque a lo largo de una
superficie con friccion.

1 1 N
Ex = -ka®={2100(0.2)%| =m?*=2J.
4 2 [2 (0.2) } m ’
esta energfa se transforma en energia cinética, la cual se ird perdiendo por disipacion
debido a la fuerza de friccién que existe entre el bloque y la superficie horizontal. De esta
manera, cuando el bloque se detenga, como se observa en la situacion D de la figura an-
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terior (Fig. 8.6), toda la energia £4 que inicialmente se tenia se habra perdido debido al
trabajo negativo W,..s efectuado por la fuerza de friccion, expresando algebraicamente
este hecho para el punto en donde el bloque se detiene se encuentra que:

Ex+Woras = 0=Ep
_—
Ey = —Wopas
_—
Eyr = —(—pcmgl) = pemgl
_—

EA = Momgl’ (83)

en donde el trabajo realizado por la fuerza de fricciéon se expresa como el producto de
esta fuerza (Fy = — pemg) por la longitud | que recorre el bloque antes de detenerse.
De la ecuacion (8.3) se obtiene el coeficiente de friccion cinética:
Mmoo = & = 0.408.
mgl

El proceso de pérdida de energia debido a la fricciéon se muestra en la figura 8.6, en la
cual se ha senalado para cada etapa del movimiento la forma en que la energia mecanica
del sistema se va perdiendo debido a la friccion que siempre esté realizando trabajo
negativo sobre el bloque.

8-6.- Considerando el sistema fisico de la figura 8.7, en donde partiendo del reposo un
bloque de 12 kg se desliza sin friccién sobre un plano, el cual tiene una inclinacion
de 30°, hacia un resorte que puede ser comprimido 0.020 m por una fuerza de 270
N. Si el bloque se detiene momentaneamente cuando la compresiéon del resorte es
igual a 0.055 m respecto a su longitud natural:

a) {Cudl es la distancia que el bloque recorre desde que se encuentra en reposo
hasta que se detiene por la accién del resorte?

b) ;Cuél es la rapidez que lleva el bloque en el momento en que hace contacto con
el resorte?

Sol:
a) Nuevamente, para resolver este problema es necesario fijar la altura en donde el valor
de la energia potencial gravitacional es igual a cero; que en este caso corresponde al
punto en donde la compresion del resorte es méxima, tal y como se muestra en la figura
8.8.

Desde esta referencia para la energia potencial gravitacional, el bloque en reposo,
situacion A (Fig. 8.8), tiene una energia potencial dada por:
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m=12 kg

Figura 8.7: Diagrama de un bloque que se desliza sobre un plano inclinado y que
es detenido por un resorte.

EA = UA = mghz

La longitud que recorre el bloque a lo largo del plano inclinado, desde el punto en que
se encuentra en reposo hasta el punto en donde se detiene por la acciéon del resorte, se
obtiene aplicando el principio de conservaciéon de la energia mecénica total, ya que la
energia potencial gravitacional que inicialmente tenia el bloque se transformara total-
mente en energia potencial elastica, la cual se encuentra almacenada en el resorte en el
momento en que el bloque se detiene; como se observa en la situacion C' (Fig. 8.8), por
lo que:

1
Ex = mgh; = Ec¢= 5/@372, (8.4)

en donde h; es la altura inicial que se desconoce. Por lo tanto, de la ecuacion (8.4) se
obtiene para la altura h;:

ka?

2mg’

h =

en donde x = 0.055 m es la maxima compresion del resorte y m = 12 kg es la masa del
bloque. Ahora bien, el valor de k se obtiene partiendo del hecho de que una compresiéon
xo = 0.020 m da como resultado una fuerza ejercida por el resorte de F' = 270 N, por
lo tanto:
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(L - a)send

asend

Eg=Kg+ Ug %mvéﬂ—mgax sen0=E,= mglsenb

A
m=12kg

A

C v
|

Ec=Kc+ Up= 0 + = k(x)’=E,= mglsen

A

h; =1 sen®

30°

Figura 8.8: La energia mecanica total de un bloque deslizandose sobre un plano
inclinado sin friccién, que inicialmente se encuentra en forma de energia potencial
gravitacional (situaciéon A), se convierte a energia potencial elastica (situacién C).

y finalmente el valor de la altura desde donde parte el bloque resulta ser:

h; = 0.173m,

conociendo la altura se obtiene la longitud [ que el bloque recorre sobre el plano inclinado
mediante la siguiente relacion:
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lsenf = h;,

si @ = 30°, la distancia recorrida por el bloque es:

| = i — 0.346 m.
sen 0

b) Para determinar la rapidez vg del bloque justo en el momento en que entra en con-
tacto con el resorte, situacion B (Fig. 8.8), se aplica nuevamente el principio de la
conservacion de la energia mecanica total, en este caso la energia potencial inicial Uy
se transforma parcialmente en energia cinética K g, mientras el resto se mantiene como
energia potencial gravitacional Ug.

En el momento en que el resorte entra en contacto con el bloque, éste se encuentra
a una altura hp respecto al cero de energia potencial, la cual estd dada por:

hg = x senf,

en donde # = 30° es el angulo de inclinacién del plano inclinado y x es la compresion
maxima del resorte x = 0.055 m, de manera que al aplicar el principio de conservacion
de la energia mecanica total se obtiene:

EA:UA:mghi = EB:KB+UB

—
mgh; = §mv2B +mghp
—

Uvp = QQ(hZ — hB)
—

vp = +/2gsenf(l —x) = 1.69%.

8-7.- Un bungee que tiene una longitud natural de 30 m ejerce una fuerza restauradora
de magnitud kz al estirarse una distancia (30 + x) m. Imagine que su suegro, cuya
masa es de 95 kg, esta parado sobre un puente a 45 m del suelo con un extremo
del bungee atado firmemente a su tobillo y el otro extremo atado al puente. Usted
tenfa varios bungees para escoger y los prob6 atando un extremo a un éarbol y
ejerciendo una fuerza de 380 N en el otro extremo; por lo que ha prometido a su
suegro que la distancia que recorrera al tirarse es de 41 m antes de que el bungee
lo detenga. Durante las pruebas ;jqué distancia debi6 estirarse el bungee para que
usted pueda cumplir con su promesa?
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45 m

Figura 8.9: Esquema del movimiento realizado por una persona al saltar en un
bungee.

Sol:

Este problema puede resolverse aplicando el principio de conservacion de la energia me-
canica total para encontrar la constante elastica y posteriormente determinar la distancia
que debe estirarse el bungee que debe seleccionarse.

Como en esta situacion fisica la energia potencial gravitacional juega un papel cen-
tral, resulta indispensable escoger el punto en donde esta energia es igual a cero. Para
este problema el cero de energia potencial se elige sobre la superficie horizontal del
puente desde donde se realizan los saltos, tal y como se muestra en la figura 8.9.

En el punto desde donde se realizan los saltos, la energia mecéanica total es igual a
cero porque el resorte del bungee no se ha estirado més alld de su longitud natural. Por
otra parte, en el punto en donde el bungee se detiene a una altura h = 41 m por debajo
del puente, ademés de energia cinética Ky = 0, se tendré energia potencial gravitacional

Us, = —mgh y energfa potencial elastica Uy = —k(h —1)?, la cual esta almacenada en

el bungee, en donde [ = 30 m es la longitud natural del bungee; por lo que aplicando el
principio de conservacion de la energia se obtiene:

Ki+U = 0=Ky+ Uy + Uz, (8.5)

que para el presente problema puede escribirse de la siguiente forma:
1
0=—mgh+ Ek(h —1)%

y de donde puede despejarse la constante eléstica del bungee:

mgh N
k=2—"— =630.93 —.
(h—1)? m
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Por otra parte, si durante las pruebas se aplica una fuerza F' = 380 N, el bungee indicado
para este salto es aquél cuya longitud x al momento de estirarse sea igual a:

F 0.602
r = —=0. m.
k

8-8.- Un bloque de 2 kg se desliza sobre una pendiente que tiene una inclinaciéon de
53.1°. Inicialmente el bloque se encuentra a una distancia de 4 m de un resorte de

: L L N ..
masa despreciable, cuya constante elastica es de 120 — y que esta sujeto a la base

de la pendiente, tal y como se muestra en la figura 8.10.

m = 2kg

Figura 8.10: Diagrama de un bloque comprimiendo a un resorte bajo la acciéon de
la fuerza de friccion.

Si el coeficiente de friccion cinética entre el bloque y la pendiente es uc=0.20,
determine:

a) ;Qué rapidez lleva el bloque justo en el momento en que entra en contacto con
el resorte?

b) ;Cual es la compresion méaxima del resorte?

¢) Al rebotar, jqué longitud asciende el bloque antes de detenerse nuevamente?

Sol:
a) Para aplicar el principio de conservacion de la energia mecanica total en este problema
es necesario tomar en consideracion las pérdidas de energia debido a la presencia de
fuerzas no conservativas, como es el caso de la fricciéon presente entre el bloque y la
superficie de la pendiente. Como siempre es indispensable fijar la altura en donde la
energia potencial gravitacional es igual a cero; que en este caso es aquella en la que
inicialmente se encuentra el extremo libre del resorte sin comprimir, tal y como se
muestra en el inciso a) de la figura 8.11.

Por otra parte, para determinar la rapidez que tiene el bloque justo antes de llegar
al resorte debe aplicarse el principio de la conservacién de la energia considerando las
pérdidas por disipacion, agregando el trabajo negativo realizado por estas fuerzas Wo;,qs



164 Energia potencial y principio de conservaciéon de la energia

a) b)

Figura 8.11: a) Eleccion del punto cero de energia potencial gravitacional. b) Dia-
grama de cuerpo libre para un bloque que desciende sobre un plano inclinado con
friccion.

en el recorrido del bloque desde el punto inicial de su recorrido hasta el momento en que
el bloque se detiene, es decir:

K1+U1+Wot7‘as = K2+U27 (86)

el subindice 1 se refiere al punto desde donde el bloque inicia su movimiento sobre
el plano inclinado y en donde v1 = 0, K1 = 0, Uy = mgh, h = lsenf y en donde
[ = 4 m es la distancia original entre el bloque y el resorte y 8 = 53.1° es el angulo de
inclinacién del plano. El subindice 2 corresponde al punto en donde el bloque esta por
entrar en contacto con el resorte y en el cual, por la manera en que se ha seleccionado

el punto donde la energia potencial gravitacional es igual a cero, Ky = Emvg , Uy =0

Y Wotras = F - I, que de acuerdo con el inciso b) de la figura 8.11, Fy = —pcmg cos 6
de manera que Wyy.qs = —pemgl cos @, por lo tanto, la ecuacion (8.6) toma la siguiente
forma:

1
mgh — pemglcosd = mgl(send — pccos) = §mv§, (8.7)

de donde la rapidez que tiene el bloque justo antes de llegar al resorte esta dada por:

vy = \/2gl(sen6’—,uccos(9):7.3%.
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Punto de ascenso maximo o o
Punto inicial del movimiento

En descenso En ascenso

a) b)

Figura 8.12: a) Diagrama de la altura inicial desde la cual el bloque inicia su mo-
vimiento hacia el resorte y b) determinacion de la altura maxima que alcanza el
bloque en su movimiento de ascenso tomando en consideracion las pérdidas de
energia debidas a la friccion.

b) Para determinar ahora la longitud = correspondiente a la compresion del resorte se
aplica la misma idea del inciso anterior:

K2+U2 +Wot7"as 2—3 = K3+U37 (88)

el subindice 3 representa el punto de maxima compresion del resorte en donde vz = 0,
K3=0,U; = §kx2 —mgx sen 6 es la combinacion de energia potencial elastica y energia

potencial gravitacional y Wias 23 = —pemgax cos 6 es la cantidad de energia pérdida
por la friccion durante la compresion del resorte.
De esta manera, la ecuacion (8.8) toma la siguiente forma:

1 1
§mv§ — pemgx cost = le2 — mgrsend, (8.9)

y sustituyendo:

1
§mv§ = mgl(senf — pc cosf),

en la ecuacion (8.9) se obtiene:

mgl(sen 6 — pc cos ) +mga(send — pccosd) = =k
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o equivalentemente:

ka?

=1
2mg(sen 6 — uc cos ) +,

ahora bien, tomando los valores numéricos del problema se encuentra que:

450422 —x—4 = 0,

y finalmente:

14 4/(—1)% — 4(4.504) (—4)
2 (4.504)
= 1.06 m. (8.10)

¢) Nuevamente, para obtener la longitud maxima que el bloque recorre en su ascenso se
aplica la misma idea que en los incisos anteriores:

K1+U1+Wotras 1—4 = K4+U47 (811)

el subindice 4 se refiere al punto de méximo ascenso del bloque, tal y como se muestra
en el inciso b) de la figura 8.12, en donde K; = 0, U; = mglsenf , como se vio en el
inciso a), K4 = 0 porque este es el punto en donde el bloque se detiene durante su
ascenso, Uy = mg(l — y)sen® en donde (I — y) es la longitud maxima que asciende el
bloque més alla del punto en donde el resorte se encuentra en equilibrio, W.qs 1 — 4 €stéa
dado por la fuerza de friccion (Fy = —pcmg cosf) multiplicada por la longitud total
que el bloque recorre en su movimiento de descenso y ascenso, la cual estd dada por:
(l+2)+(+2—y)=2(+2x)—y, en donde x es la compresion maxima del resorte
calculada en el inciso anterior, por lo tanto se tiene que:

Wotras 1—4 = —pemgcost (21 +2x —y),
por lo que finalmente se obtiene:
mglsend — pemgcos@ (2l +2x —y) = mg(l —y)send,

y despejando y de esta ultima ecuacion:

2uccost (I +x)
senf + pccos
2pc (I + )
tg 0 + po

=1.32 m, (8.12)
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por lo que la longitud que asciende el bloque mas alla del punto en donde el resorte se
encuentra en equilibrio es:

[—y = 2.68 m. (8.13)
8-9.- Un bloque de 0.50 kg que esta en reposo en el punto A, se encuentra sobre una
superficie horizontal sin fricciéon y estd unido a un resorte que tiene una longitud

N
natural de 0.60 m, una constante elastica 40 — y masa despreciable, tal y como
m

se muestra en la figura 8.13.

IR L
_’
F=20N
1]
Mn  1%n

A B

Figura 8.13: Diagrama de un bloque sujeto a un resorte bajo la accién de una fuerza
H

externa F'.

Si se ejerce una fuerza horizontal constante hacia la derecha de 20 N sobre el
bloque:

a) ;Qué rapidez tendra cuando llegue al punto B, el cual esté localizado a 0.25 m
a la derecha del punto A?

b) En el punto B se suelta el bloque. En el movimiento subsecuente, ;qué tanto se
acerca el bloque a la pared a la que esta sujeto el extremo izquierdo del resorte?

Sol:

a) En este problema no hay fuerzas disipativas, sin embargo, cuando el bloque se desplaza
del punto A al punto B, la energia mecanica total del sistema se incrementa debido a la
accion de la fuerza externa f), tal y como se muestra en la figura 8.14, el trabajo hecho
por esta fuerza durante este recorrido esta dado por:

W=F-(zx—1), (8.14)
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Ey=K, + Uy =0+ (L - 1)’ =0
k=40 N/m
D
1=060m — m=050kg
A
E= K, + Uy :%mvé+%(m S =F@ -1)=W

-
F=20N

5 — 0@ 10,25 i

B
1 k 2 k 2
EC:KC+ UC:vag+T @mazr -l) = T(wmaa: -l)=Eyg

k k k 2
Ep=Kp+ Up=5mpt 5= (@min - V=75 (Zmin - 1) = 5 (Tmaz- 1)

Figura 8.14: Movimiento de un bloque sujeto a un resorte. En el punto A, inicial-
mente el bloque esEil> en reposo y adquiere energia debido al trabajo realizado por
la fuerza externa F.

en donde z es la posicion del bloque respecto a la pared en el punto B (x = 0.85 m), [

es la longitud natural del resorte y F' es la magnitud de la fuerza F.
Por lo tanto:

Eg = E,4+W
1
Kp+Up = KA—I—UA+W=O+§IC(Z—l)2+F(x—l):
= F(zx-1),
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de donde se obtiene que:

KB+UB = F(IL‘—Z)
1 1
“moi 4+ <k(x—1)? = F(z—1),
2 2
de esta ultima ecuacién se despeja la rapidez vg cuando el bloque esta a 0.25 m a la
derecha del punto A obteniendo:

vp = \/E {F(az—l)—%k(a:—lf

m

= 3.87 ? (8.15)

b) Durante el desplazamiento que el bloque realiza del punto B al punto C' (Fig. 8.14)
la energia mecénica total del sistema se conserva, es decir:

Ep = E¢
Kp+Up = F(z—1)=Kc+Uc =
1
= 0+ Sk (Tmas 0)?, (8.16)
por lo que:
2F (z — 1)
Tmaz = 1+ — = (0.60 4+ 0.50) m = 1.10m, (8.17)
y finalmente se obtiene que:
Tmae = 1.10m. (8.18)

Por otra parte, no se conoce x,,;, pero se sabe que esta distancia guarda una posiciéon
simétrica respecto a la longitud natural del resorte, por lo tanto, si 2., estd a 0.50 m
hacia la derecha de la posicion de equilibrio del resorte, x,,;, esta a 0.50 m a la izquierda
de la posicion de equilibrio del resorte, por lo que:

Tmin = 1 —0.50m =0.60 m —0.50 m = 0.10 m. (8.19)
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Este resultado puede comprobarse directamente de la condicion de la conservacion de la
energia mecénica total, tal y como se observa en la situacion D (Fig. 8.14). Aplicando
esta condicion se obtiene:

1
Ep=FEp=Kp+Up = 0+ k(@i — ), (8.20)
de donde:
2
—
Tmin = (0.60 —0.50) m = 0.10m,
es decir:

Tmin = 0.10m. (8.21)
Por lo tanto, la distancia de méximo acercamiento entre el bloque y la pared es de 10 cm.

8-10.- Un automovil se queda sin frenos cuando esté bajando por una pendiente cubierta
de hielo que tiene un édngulo de inclinacion 3, tal y como se muestra en la figu-
ra 8.15. Inicialmente el automovil baja con rapidez vy, después de recorrer una
distancia L con friccién despreciable, el conductor guia el automévil ascendiendo
sobre una rampa de emergencia que tiene una superficie arenosa blanda en la que
el coeficiente de friccion de rodamiento es p, y una inclinacién constante a hacia
arriba. ;Qué distancia recorre el automoévil por la rampa antes de parar? Utilice
métodos de energia.
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p»
>~

(distancia =?

Rampa de
emergencia

Figura 8.15: Paso de un automovil a través de una rampa de emergencia.

Sol:

Ya que desde el inicio del descenso (situacion A) la friccion existente entre la superficie
de la pendiente y el automoévil puede despreciarse, la energia mecénica total es constante
y tendré el mismo valor en la base de la pendiente (situacion B), es decir:

Kp+Up = Kjsg+Ujx

1
smvy = mgh; + §mv§ =
1
= mgL sen 3 + émvg,

en donde vy es la rapidez con la que el automovil llega a la base de la pendiente e inicia
el ascenso por la rampa de emergencia. A partir de este punto la energia mecénica no
se conserva debido a la friccion entre el automovil y la rampa de emergencia.

Por lo tanto, tomando en cuenta las pérdidas asociadas con las fuerzas no conserva-
tivas, el balance de energia puede expresarse de la siguiente forma:

KB + UB + Wrampa = UC'7
(8.22)

el punto C' corresponde a la altura méxima que alcanza el automovil h = dsena, en
donde d es la distancia que el automovil recorre por la rampa de emergencia antes de
detenerse y Wygmpa = —F - d, donde F estd dada, de acuerdo al diagrama de cuerpo
libre (Fig. 8.16), por:

Fr = p. N = p, mgcos a.

De esta manera se tiene que:
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h=dsena

[
L

Figura 8.16: a) Diagrama del ascenso de un automévil por una rampa de emergencia
recorriendo una distancia d antes de detenerse. b) Diagrama de cuerpo libre de un
automoévil durante el ascenso por una rampa de emergencia.

1
§mv]2c — p, mgdcos & = mgdsen

1
mglL sen 3 + 5mv§ — i, mgdcos a« = mgdsen q,

de donde puede encontrarse la siguiente expresion para d, que es justamente la cantidad
fisica que se quiere determinar:
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’1)2
2—2+Lsenﬁ

sen « + [, cos a



Capitulo 9

Colisiones y conservacion del momento
lineal

m
9-1.- Una estrella de hockey sobre hielo que pesa 756 N patina a una velocidad de 13 —
s
hacia un defensor que se mueve en la misma linea pero en sentido contrario a una

m
velocidad de 5 — y que tiene un peso de 900 N, tal y como se muestra en la

s

figura 9.1. Justo después de la colision, el jugador estrella se mueve a 1.50 ™ ensu

s
direccion original. Sin tomar en cuenta las fuerzas horizontales externas aplicadas
por el hielo a los jugadores antes y después del choque, calcule:

a) ;Qué velocidad tiene el defensor justo después del choque?

b) El cambio en la energia cinética total de ambos jugadores.

VA: 13 m/s VB:5 ms
SN —
%= 756N 'y 900N

Figura 9.1: Choque entre dos jugadores de hockey.

175
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Sol:

a) Para determinar la velocidad que tiene el defensor justo después del choque debe
identificarse que durante toda la situacion fisica; antes, durante y después del choque, la
cantidad de movimiento lineal se conserva, ya que al estar patinando ambos jugadores
sobre hielo, puede despreciarse la fuerza de friccién externa. Por otra parte, la tercera
ley de Newton establece que la suma de todas las fuerzas internas de un sistema fisico
siempre es igual a cero, por lo tanto se tiene que:

— — —
PTotal = cte = PTotali = PTotalfa (91)

en donde ¢ y f corresponden a los estados inicial y final del sistema fisico. Ahora bien,
— —
para calcular P rotar, v P rotal ; llamando al jugador menos pesado por la letra A y al

ﬁ
jugador més pesado por la letra B, de esta manera P 7,y esta dado por:

PTotali = MAVY, + mpvp, =
Wa Whg 756 900
= S — =13 [ — _5) [ ==
v, P + vp, P (9.8>+( )(9.8>
m
= 543.67kg—, (9.2)
s

porque este problema es en una dimension, ademas por la conservacion de la cantidad
de movimiento lineal total Pry, es igual a Prota ; que esta dado por:

m
Prota;, = mava, + mpvp, = Proja, = 543.67 <k9?>
Wi Wg 756 900
o A, B g5 (22 e
ATy BTy (9.8>+UBf(9.8>
—
PTOtCLli - fUAf%
UBf = Wg
g
—
v, = 4.66 % (9.3)

Por lo tanto, la velocidad que tiene el defensor justo después del choque es de: vp, =

1,662,
S

b) Para determinar el cambio en la energia cinética total de ambos jugadores puede
utilizarse el resultado del inciso anterior ya que:
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1 1
AK = K;—K;, = §mAv?4f + 5MmBE,
1 2 1 2
— §mAvAi + §mBUB¢ =

= 1m (1)2 —v2>+1m (v2 —v2>

- 2 A Af Al' 2 B Bf Bl'

-
AK = —6582.6J. (9.4)

9-2.- En un sistema fisico dos bloques que se encuentran en reposo sobre una superfi-
cie plana sin friccién comprimen un resorte de masa despreciable, tal y como se
muestra en la figura 9.2. El bloque A tiene una masa de 1 kg y el B una masa de
3 kg. Posteriormente el sistema se libera y el resorte cae a la superficie después de

extenderse, debido a esto el bloque B adquiere una velocidad de —1.20 —.
s

a) ;Qué velocidad final tiene el bloque A?

b) ;Cuanta energia potencial se almaceno en el resorte comprimido?

mg=3ke  m,=lkg

A

A

Figura 9.2: Sistema fisico formado por dos bloques que inicialmente estan compri-
miendo a un resorte.

Sol:

a) Inicialmente el sistema fisico se encuentra en reposo con una cantidad de energia
2

x .
E; = U; = —— que estd almacenada en forma de energia eléstica en el resorte, en

donde x corresponde a la compresion inicial del resorte. Al liberarse el sistema la energia
elastica se transforma integramente en energfa cinética de ambos bloques, ya que no hay
fuerzas disipativas que actiien sobre el sistema:
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mg=3 kg m, =1kg

> > > —»
PTi‘O‘PT,‘ my vy g Vg, = 1 Y -36 (kgmis)
v, =3.60 (ms)

Figura 9.3: Al liberarse el sistema de bloques la energia mecéanica elastica almace-
nada en el resorte se transforma en energia cinética de ambos bloques, de forma
que el movimiento lineal total del sistema se conserva.

Por otra parte, durante el proceso en que el sistema transforma esta cantidad de energia
(Fig. 9.3), con base en la tercera ley de Newton, la suma de todas las fuerzas internas
del sistema es igual a cero:

> Fj=0. (9.6)
ij

y en consecuencia la cantidad de movimiento lineal total del sistema se conservaré:

Pr=)Y P, =Cte (9.7)

Inicialmente, al estar el sistema en reposo, la cantidad de movimiento del sistema era
igual a cero, de manera que en la situacion final la cantidad de movimiento lineal total
del sistema también debe sumar cero, i.e:

Pr,=0=Pp, =
=mava, +mpup, = (1va, —3.60) kg% =0
—
va, = 3.60 % (9.8)
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b) De acuerdo con la discusion del inciso anterior la energia potencial que se almaceno
en el resorte comprimido es igual a la energia cinética total del sistema después de que
el resorte se expande, i.e:

ka? 1 1
U, = % = Ky =gmavh, + gmpuh, = 8.64.7 (9.9)

Por lo tanto, la energia potencial que inicialmente se almacen6 en el resorte fue de
8.64 J.

9-3.- Un disco de hockey A que viaja a una velocidad de 40 ™ Sobre una superficie de

hielo golpea a otro disco B que se encontraba en reposg, después del impacto el
disco A se desvia 30° respecto a su direcciéon original, tal y como se muestra en
la figura 9.4, mientras que el disco B adquiere una velocidad a 45° respecto a la
velocidad original de A. Los discos tienen la misma masa.

a) Calcule la rapidez de cada uno de los discos después del choque.

b) ;Qué fraccion de la energia cinética original de A se disipa durante el choque?

30°

45°

Figura 9.4: Diagrama de las trayectorias de dos discos de hockey.

Sol:

a) Para determinar la rapidez que tiene cada uno de los discos justo después del choque
debe identificarse que durante toda la situacion fisica; antes, durante y después del
choque, el vector cantidad de movimiento lineal total se conserva, ya que al estar los
discos de hockey sobre hielo puede despreciarse la fuerza de fricciéon externa y con base
en la tercera ley de Newton, la suma de todas las fuerzas internas de un sistema fisico
siempre es igual a cero.

Por lo tanto, se tiene que:

— — —
PTotal = cte = PTotali = PTotalfa (910)
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en donde 7 y f corresponden a los estados inicial y final del sistema fisico formado

— —

por los discos de hockey. Ahora, para calcular P 7o, ¥ P rotal ; llamando al disco que

inicialmente se encontraba desplazandose por la letra A y al disco inicialmente en reposo
H

por la letra B, de esta manera P 7., estd dado por:

H
P rota;, = mAVAi-FmBVB,-, (9.11)

en donde m, y mp tienen el mismo valor, por lo tanto, debe uno concentrarse en los
vectores velocidad de los discos antes y después del choque:

Va = (40,0) =
S
Ve = (0,002, (9.12)
S
adicionalmente, de la figura 9.4 resulta que:
VAf = (vAf cos 30, va, sen30)
73f = (va cos 45, —vp, sen45) , (9.13)
— —
por lo que Protar; ¥ P rotar ; estan dados por:
é
PTotali = mAVAl + ”7,I/BV)BZ
= myu (40, 0)+mp (0, 0)
ﬁ
P o, = maVa, +mpVp
= My (UAf cos 30, VA, sen30) +mp (va cos 45, —Up, sen45) ,
(9.14)

—
la condicién impuesta por la conservacion del vector cantidad de movimiento P g,
—
= P rotal; se escribe como:

ma(40,0) = my (vAf cos 30, va, sen30) +mp (va cos45, —vp, sen45)
=
m V3 1
40? = TUAf + EUBJ,
1 1
02 = vy, - (9.15)

S 2

EUBP
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donde se han cancelado las masas de ambos bloques porque éstas son iguales, de esta
forma, la rapidez de cada uno de los discos después del choque esta dada por:

va, = 29.28%
vg, = 2070 (9.16)

b) La fraccion de la energia cinética que posee el sistema fisico después del choque esta
dada por el cociente de la energia cinética final entre la energia cinética inicial, i.e:

= AT = 0.804, (9.17)

por lo tanto, la fracciéon de la energia cinética original que se disipa durante el choque
es de:

Ky
1—- =1-10.804 = 0.196.
% 0.80 0.196

i

9-4.- En el cruce de la Avenida Texas y el Paseo Universitario, un auto subcompacto de
950 kg que viaja al este choca con una camioneta de 1900 kg que se ha pasado el
alto de un seméaforo mientras se dirigia hacia el norte, tal y como se muestra en
la figura 9.5. Los dos vehiculos quedan unidos después del impacto y se deslizan a

16 ™ en una direccion a 24° al este del norte. Calcule la rapidez de cada vehiculo

s
antes del choque. Como la colision tiene lugar durante una tormenta las fuerzas de
friccion entre los vehiculos y el pavimento himedo son despreciables.

Sol:

Para determinar la rapidez que tiene cada uno de los vehiculos justo antes del choque
debe identificarse que durante toda la situacion fisica; antes, durante y después del
choque, el vector cantidad de movimiento lineal total se conserva, ya que al estar los
vehiculos sobre pavimento mojado pueden despreciarse las fuerzas de friccion externas
y con base en la tercera ley de Newton, la suma de todas las fuerzas internas de un
sistema fisico siempre es igual a cero.

Por lo tanto, se tiene que:

— — —
PToml = cte = PTotali — PTotalfa (918)
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AY ( norte )
24°
@ VABf = 16 m/s

x (este)

Figura 9.5: Diagrama de la colisién de dos vehiculos.

en donde i y f corresponden a los estados inicial y final del sistema fisico. Ahora,
ﬁ
para calcular P roiar, ¥ P rotar ; puede identificarse al vehiculo menos pesado por la letra

ﬁ
Ay al vehiculo més pesado por la letra B, de esta manera P 7., estd dado por:

- — —
Proa, = mava, +mpVp,
= my (va,,0) +mp(0,vp)
= (mava,, mpug,), (9.19)
después de la colision el sistema fisico se encuentra formado por un sélo objeto cuya masa

es my +mp, es decir, en el presente caso se tiene una colision totalmente inelastica, por
lo tanto, el movimiento lineal total después del impacto esta dado por:

=g —
P rotal; = (ma+mp) Vap,

= ((mA +mp) vap, cos 66, (m4 +mp)vap, sen 66)

—  (18547.2,41657.67) k;g% , (9.20)

en donde vap = 16T, my = 950kg y mp = 1900 kg. Como ﬁTomlf debe ser igual a
s

ﬁ
P 7o1a1,, S€ Obtiene que:
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P m
Prow, = (18547.2,41657.67) kg— =
. s
= Poroa, = (mava,, mpvg,)
—
(18547.2 , 41657.67) kg— =  (mava, mpvg,),
S

por lo que:
18547.2 kg = mava,
s

41657.67kg = mpog,
S

por consiguiente, la rapidez del vehiculo subcompacto antes del choque es:

va, = 19522
s
y la rapidez de la camioneta antes del choque es:

m
vp, = 21.92—.
S

183

(9.21)

(9.22)

9-5.- Las esferas A, B y C que tienen una masa de 0.020 kg, 0.030 kg y 0.050 kg,
respectivamente, se acercan al origen deslizandose sobre una mesa neumatica sin
friccion, tal y como se muestra en la figura 9.6. Las velocidades iniciales de A y
B se indican en esta figura. Las tres esferas llegan al origen simultaneamente y

después de impactarse se desplazan unidas.

a) {Qué componentes = y y debe tener la velocidad inicial de la esfera C' si después

m
del choque las tres se mueven juntas con una velocidad de 0.50 — en la direccion
S

positiva de las x?

b) Si la esfera C tiene la velocidad obtenida en el inciso anterior, jcuanto cambia
la energia cinética del sistema de las tres esferas como resultado del choque?

Sol:

a) Para determinar la rapidez que tiene la esfera C' justo antes del choque, nuevamente
debe identificarse que durante todo el proceso fisico; antes, durante y después del cho-
que, el vector cantidad de movimiento lineal total se conserva, ya que las esferas estan
deslizandose sobre una mesa neumaética sin fricciéon y por lo tanto, la resultante de las
fuerzas externas es igual a cero y con base en la tercera ley de Newton, la suma de todas

las fuerzas internas de un sistema fisico siempre es igual a cero.
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y A B

/

VB=0.50 m/s

Figura 9.6: Diagrama de la trayectoria de tres esferas.

Por lo tanto, se tiene que:

— — —
PTotal = cte = PTotali = PTotalfa (923)

en donde 7 y f corresponde a los estados inicial y final del sistema fisico. Ahora, para
ﬁ

ﬁ
calcular P roa1, v P rotar ; se deben obtener las componentes cartesianas de los vectores
velocidad de las tres esferas antes y después de la colision; con ayuda de la figura 9.6 se
tiene que:

Va = (v5,0) = (~1.50,0) =
S
Vg, = (vB,,0) = (—0.50 cos60,—0.50 sen 60) n
S
m
7>Cz‘ = (/UC'L:L"/UCiy) ;7 (924)

adicionalmente, debido a que la colision es de tipo totalmente inelastico se tiene que:

m
Va, =Vp, = V¢, = Vape, = (0.50,0) ~ (9.25)
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por lo tanto, de la conservacion del movimiento lineal resulta que:

5)Totali = mAVa +mpVE +mcVe,
ma (—1.50,0) + mp (—0.50 cos 60, —0.50 sen60) +
+me (vey,, Ve,

0.50 V3 (0.50)

= (—150mA — TmB + mecve;,, — 5

mp + mcUCiy> , (926)

en donde my = 0.020 kg, mp = 0.030 kg y m¢c = 0.050, ademas:

- —
Prowa, = (ma+mp+me) Vase,
= (ma+mp+me)(0.50,0), (9.27)
por lo que:
0.50 3(0.50
(—1.50m,4 — TmB + mevg;, —#mB + mcvciy> =
= (m4 + mp + m¢) (0.50,0), (9.28)

de donde se obtiene que:

0.50
meve, = 050 (ma+mp +me) + L50m + ——mp = 0.0875 /{:g%

meve, = Mm]g:oou%kg%, (9.29)

y finalmente:

Ve,, — 175T
S
ve, = 0.26
S

ve, = \Jub, +vE, =177 (9.30)

en donde v¢, es la rapidez de la esfera C' antes del choque.

b) Para determinar el cambio en la energia cinética del sistema de las tres esferas como
resultado del choque se tiene que:
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AK = Kj—K; =

1
= —[ma+mp+mc]| (vABcf)2 —

2
1 1 1
— |zma(va)? + smp (vp)* + zme (v,)?
2 2 2
= (0.0125 — 0.1045) J = —0.092 J. (9.31)

Por lo tanto, durante el choque la energia cinética del sistema disminuy6 en una cantidad
de 0.092 J.

9-6.- Dos bloques se deslizan sin friccién a lo largo de una linea recta con velocidades
constantes, tal y como se indica en la figura 9.7. Después de un intervalo de tiempo
At, el bloque que tiene una masa de 1.6 kg alcanza a otro bloque que tiene una
masa de 2.4 kg, origindndose una colision.

a) {Cual es la velocidad V' 7 del bloque de 1.6 kg después de la colision?
b) ;Es eléstica la colision?

¢) Suponiendo que la velocidad inicial del bloque de 2.4 kg esta dirigida en sentido
opuesto al que se muestra en la figura 9.7. ; Después de la colision puede la velocidad
del bloque de 1.6 kg ocurrir en la direcciéon que se muestra en la figura?

Después de la colision

Figura 9.7: Diagramas de dos bloques, antes y después de que colisionan.
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Sol:
Llamando al bloque de masa 1.6 kg como el bloque A y al bloque de masa 2.4 kg con
la letra B.

a) Para determinar la velocidad ¥ af del bloque A cuya masa es m4 = 1.6kg después
de la colision, debe identificarse que durante toda la situacion fisica; antes, durante y
después del choque el vector cantidad de movimiento lineal total se conserva, ya que los
bloques de la figura 9.7 se deslizan sobre una superficie horizontal sin friccién y con base
en la tercera ley de Newton, la suma de todas las fuerzas internas de un sistema fisico
siempre es igual a cero.

Por lo tanto, se tiene que:

— — —
PTotal = cte = PTotali = PTotalfa (932)

en donde 7 y f corresponden a los estados inicial y final del sistema fisico formado por
— — —

los bloques A y B. Ahora, es necesario calcular P rota1; v P 1ot ;> en donde P 7y, esté

dado por:

=4 — —
Prota, = mava +mpVp,

— m4 (5.50,0) + mg (2.50,0) k;g%
= (5.50m4 + 2.50mz, 0) k‘gg, (9.33)

ademas:
=g — —
PTotalf == mAVAf +mBVBf

= mu(v,0) +mp(4.90,0) k:gm
s

= (mav+4.90mg,0) k:gm, (9.34)
s

en donde v es la rapidez del bloque A después de la colisién y como ?Total ;= ?Total“
my = 1.6 kg y mp = 2.4 kg, se obtiene que:

(5.50m.4 + 2.50mz, 0) kg% = (mav +4.90mp,0) kg%
_—
(5.50m.4 + 2.50m ) k’g% = (mav + 4.90mp) kg?
m — m m
14.8 k‘g; = (mav+4.90mp) kg; = (11.76 + mv) k:g;
—
v o= 192, (9.35)

S
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b) Para determinar el tipo de colision que representa el proceso fisico anterior debe
considerarse el valor del cambio de la energia cinética AK:

AK = K;— K, =
1 2 1 2
= oMma (UAf) + oMB (UBf) -
1 1
- |gma (va,)? + 5™Ms (vg,)”

= (31.7-31.7) J = 0J. (9.36)

Esto significa que la energia cinética total del sistema se conserva durante la colision y
por lo tanto, se trata de una colisién elastica.

¢) Para determinar la velocidad V4 ¢ del bloque A cuya masa es my = 1.6 kg después

de la colision, si ahora vV p, = (—2.5,0) T, Va, = (5.5,0) n y Vg, = (4.9,0) ™ e
5 5 5
tiene que:
— — —
PTotal = cte = PTotali = PTotalfa (937)

en donde ¢ y f corresponden a los estados inicial y final del sistema fisico. Ahora, es
— —
necesario calcular P roiar, v P 7otar ;> €n donde P 74, esta dado por:

—
— —

ma (5.50,0) + mp (—2.50,0) kg~
S

= (5.50m4 — 2.50mp,0) kg, (9.38)
S

o~ . . . . . ﬁ
ademas, si v es la velocidad en la direccion x del bloque A después de la colision, P roiq ;
esta dado por:

H
— —
Prota, = mava, +mpvp,

= ma (T,0) + mg (4.90,0) l{;g%

= (ma? + 4.90mp, 0) kgg, (9.39)
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— —
y como PTomlf = Pootar,, ma =16 kgy mp = 2.4 kg, se obtiene que:

(5.50m4 — 2.50my, 0) kg (mAT + 4.90mp, 0) kg
S S

[

(5.50m4 — 2.50mp) kg% = (mad +4.90mp) kg%
_—
2.8 kg@ = (mav+4.90mp) kg@
s . s
T o= -56 % (9.40)
y el cambio en la energia cinética esta dado por:
AK = K;—-K, =
1 2 1 2
- §mA (UAf) + §m3 (UBf) -

1
- §mA (UAz‘)2 + §mB (UBz‘)Q

= (53.9-31.7) J = 22.20 J. (9.41)

~ m

Por lo tanto, la velocidad final ¥ 45 = (7,0) = (—5.6,0) — del bloque A, de masa
S

my = 1.6 kg, no puede tener una direccién contraria a la que se muestra en la figura

9.7, ya que el sistema fisico presentaria un incremento en su energia cinética, lo cual no

esta permitido de acuerdo con el principio de conservacion de la energia mecanica total.



Capitulo 10

Dinamica de sistemas de particulas

10-1.- Dos recipientes idénticos llenos de azucar estan conectados por un cordén que
pasa por una polea sin masa y sin friccion con un diametro de 50 mm, como se
muestra en la figura 10.1. Inicialmente los dos recipientes se encuentran al mismo
nivel y cada uno de ellos originalmente tiene una masa de 500 g.

a) ;Cudl es la posicion horizontal del centro de masa del sistema?

b) Ahora se pasan 20 g de azticar del recipiente de la izquierda al recipiente de
la derecha, pero se evita que los recipientes se muevan verticalmente, ;Cual es
la nueva posicion horizontal del centro de masa de los recipientes, respecto al eje
central que pasa por el recipiente mas ligero?

¢) Los dos recipientes se sueltan ahora, jen qué direccion se mueve el centro de
masa’

d) ;Cual es la aceleracion del centro de masa?

Sol:

a) Debido a que inicialmente m = m’ el centro de masa se localiza a la mitad de
la distancia horizontal entre los dos bloques es decir, el centro de masa se localiza a
25 mm a la derecha del bloque de masa m de la figura 10.1.

b) Cuando los bloques de masa m y m’ de la figura 10.1 son m = 480 g y m’ = 520 g de

manera que los bloques permanezcan en reposo en la direcciéon vertical, la posicion del
centro de masa del sistema esté dada por:

191
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Figura 10.1: Determinacién de la posicién horizontal del centro de masa del sistema
formado por las masas m y m’ separadas 50 mm.

mX,, +m' X,
X = =
C.M. ——

(480 9)(0mm) + (520 g)(50 mm)

B 4809 +520¢ B
(520 ) (50 mm)

=26 10.1
1000 g e (10.1)

donde se ha elegido el origen del sistema de referencia en el centro del bloque de masa
m, de manera que el centro de masa se encuentra a 26 mm a la derecha del bloque de
masa m.

¢) Si ahora los bloques se pueden mover libremente en la direccion vertical, de acuerdo a
los diagramas de cuerpo libre de la figura 10.2, pueden escribirse las siguientes ecuaciones
de movimiento para los dos bloques:

ma = T —mg
m'a = m'g—T, (10.2)
de donde se obtiene:
(m+ma = (m'—m)g, (10.3)

por lo que:
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v

Figura 10.2: Diagramas de cuerpo libre de los bloques de masas m y m’ utilizados
para describir el movimiento del centro de masa del sistema.

. (m'—m)g
 m4m
(520 g — 480 ¢) (9.8%) -
= 52 =0.392 — . (10.4)
1000 ¢ 52

De la ecuacion (10.4) se observa que el sistema de masas m m’ se desplazara de
manera que el bloque de masa m’ desciende verticalmente mientras que el bloque de
masa m asciende verticalmente.

d) De acuerdo con la ecuacion (10.4), la aceleracion del centro de masa esta dada por:

e — (ma+m'a’), _(m-—m)a
A m+m/ m +m’
;N2
- % — 0.01568 g : (10.5)
m m

de manera que la aceleracion del centro de masa es ac ;. = 0.01568 — descendiendo
s
verticalmente

m

10-2.- Una bola tiradora de masa m = 165 g con una rapidez inicial de vy = 2.00 —
s

rebota en la baranda de una mesa de billar, como se muestra en una vista superior



194 CAPITULO 10. DINAMICA DE SISTEMAS DE PARTICULAS

en la figura 10.3, el rebote invierte la componente y de la velocidad de la bola
pero no altera la componente z.

a) ;Cual es el valor del angulo 6 que se indica en la figura 10.37

b) ;Cual es el cambio en la cantidad de movimiento lineal de la bola en notacién
vectorial? (El hecho de que la bola ruede sobre la mesa sin resbalar no es relevante
para el problema)

30°( 6

><V

Figura 10.3: Conservacion del momento lineal en una colisién elastica en una mesa
de billar.

Sol:
a) El rebote de la bola de billar de esta situacion fisica corresponde a una colision eléstica
en dos dimensiones, debido a que si el rebote invierte la componente y de la velocidad
de la bola pero no altera la componente x, se obtiene que:

Para determinar el angulo 6 del rebote de la bola puede utilizarse la siguiente expre-
sion:

tgh = Doy o Ymi
Uy f Uyz
Vg,
= -2 = _tg30°
Uy,
—
0 = 307,
es decir, el angulo 6 es de 30°, donde se utiliza que en el rebote se cumple: v, . = —v, .

b) Para determinar el cambio en el momento lineal de la bola en notaciéon vectorial,
el momento lineal de ésta antes y después del rebote se puede expresar de la siguiente
manera:
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Figura 10.4: Descomposiciéon vectorial de los vectores velocidad Viy Vv f -

_)
H
Pi = Mmyv;
= (mvxi,mvyi)
H
Pf = Mmvy

= (mvvamvyf) = (mug,, —muy,)

por lo que el cambio en el momento es:

- = —
AP =P;—-P;, = (mw,,,my,,)— (mv,,, mvy,,)

= (mvwm_mv’yi) - (mvxivmvyi)

ademas, se tiene que:

vy, = vpcos30° = 1.73T
s

m = 165g =0.165kg,

de manera que:

(10.6)

(10.7)
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10-3.- Considere el sistema fisico formado por una mancuerna con dos esfera rigidas de
masas distintas, cada una de ellas unidas a un extremo de una varilla delgada de
longitud L y de masa despreciable. Esta mancuerna se desplaza horizontalmente
hacia la derecha con una velocidad de v. Demuestre que la energia cinética de la
mancuerna esta dada por:

1
K = §MO.M.VC%.M.'
Donde Mgy, es la masa total del sistema y Vo es la velocidad del centro de
masa.
M =2 kg M, =1 kg
2 m

Figura 10.5: Energia cinética del centro de masa de una mancuerna rigida.

Sol:

En la presente situacion fisica debe identificarse que la mancuerna como un todo se
mueve con velocidad v por lo que la velocidad de las dos esferas que forman la mancuerna
seran v; = vy = v, de manera que la velocidad del centro de masa esta dada por:

miv1 + Moo

V pr— —m
M. mi + Mo
omuAmev  (my 4 ma)v
my + mo mi + ma
ademaés se tiene que:
Moy, = my+may,
de manera que:
1 2 1 2
§MC.M.VC_M, = 3 (my +may)v® =
1 5 1 2
= —mv° + —mev” =
5 + 52
1

1
= 57)111)% + 57712’(1% = K,
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por lo que finalmente se obtiene:

1
K = 5 ESTAZITE

10-4.- En la figura 10.6 se han representado graficamente, en funcion del tiempo, las

componentes de la cantidad de movimiento de dos cuerpos 1 y 2 que chocan
en un plano. Complete las gréaficas del lado derecho de la figura 10.6 mismas que
representan las componentes de la cantidad de movimiento del cuerpo 2. Explique
qué consideraciones fisicas realiza para completar dichas graficas.

p,, kg(m/s)

p,, ka(m/s) 4r
3 3 o
2 2L
1 g
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
t(s)
1 Ar
2 2
3 -3k
p,, kg(m/s) p,, kg(m/s)
af 41
3l 3
2| o
1r 1
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
t(s) t(s)

Figura 10.6: Conservacion del momento lineal total de una colisiéon bidimensional.

Sol:

En esta situacion fisica debe identificarse que; antes, durante y después del choque, la
cantidad de movimiento lineal total se conserva, por lo tanto se tiene que:



198 CAPITULO 10. DINAMICA DE SISTEMAS DE PARTICULAS

N
Proa = Constante.
— —
= myVi+myVvy = Constante.
e
H
Proa = m (leavly) + mo (UQx,Uzy) = Constante.
e
PxTotal = myu, +movy, = Constante.
Pyt = mavi, +movz, = Constante. (10.8)
asl por eJemplO lnlCIalmente Pl'Total = mllel + m2v2x’b - ]' y PyTotal = mlvlyi —I'_

mavy, i = 4, de manera que como el momento total como vector durante la colision se

H
mantiene constante (PTOM = Constante.) , para cualquier tiempo durante esta colision
se debe cumplir que:

p,, kg(m/s)
p,, kg(mss) 4r
3
2L
it
o 1 2 3/4 5 6 7 8 9
t(s)
-1r
2
-3F
p,, kg(m/s)
ar 4
3t 3r
2|
F

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 6 7 8 9

‘4 5
t(s) t(s)

Figura 10.7: Durante la colisién bidimensional aplicando la conservaciéon del mo-

mento lineal total la suma pi; + p2; y p1y + p2y deben permanecer constantes como
se muestra en la figura.
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mivy, +mavy, =1
mlvly -+ mgvgy =4. (109)

T Total

P,

Y Total

De manera que para completar las graficas del lado derecho de la figura 10.6 que
representan las componentes de la cantidad de movimiento del cuerpo 2, debe observarse
que la condicién impuesta por la ecuacion (10.9) se cumpla.

Al completar las graficas de las componentes de la cantidad de movimiento del cuerpo
2 cumpliendo las consideraciones anteriores se obtienen las graficas que se muestran en

la figura 10.7.

10-5.- Una mujer de masa m = 45 kg esta parada en una canoa de 60 kg de masa y 5m
de longitud, y comienza a caminar desde un punto a 1m de un extremo hacia
un punto a 1m del otro extremo (vease la figura 10.8). Si puede despreciarse
la resistencia del movimiento de la canoa en el agua ;qué distancia se mueve la
canoa?

Salida Llegada

Im 3m 1m

Figura 10.8: Movimiento relativo de una muchacha, respecto a una canoa.

Sol:
Durante el movimiento de la muchacha relativo a la canoa la posicion del centro de masa
del sistema compuesto canoa - muchacha debe permanecer constante, de manera que:

Xewm, = Xewmp,

donde X¢ s, es la posicion del centro de masa antes de que la muchacha comience
a desplazarse hacia la derecha y X¢ s, es la posicion del centro de masa cuando la
muchacha se ha detenido a un metro del extremo final de la canoa.
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A

vMuchacha

Salida Llegada
L 1 1 ]

1m 3m Im

Figura 10.9: Movimiento relativo de una muchacha, respecto a una canoa.

Cuando la muchacha inicia su movimiento hacia la derecha (ver figura 10.9), para que
la posicion del centro de masa del sistema permanezca constante la canoa necesariamente
debe moverse en sentido contrario.

Calculando la posicion inicial del centro de masa se obtiene:

mCanoaXCanmL] + mMuchachaXMuchachaI

Xem, = =
M.y
Mcanoa + M Muchacha

(60kg)(2.5m) + (45 kg)(1m)
60 kg + 45 kg

donde se ha tomado Xcgnea, = 2.5m como la posicion del centro de masa de la canoa
aislada y Xaruchacha, = 1M como la posicion inicial de la muchacha respecto al sistema
de referencia mostrado en la figura 10.9. Por otra parte se tiene que la posicion final del
centro de masa del sistema es:

=1.86m ,

X, mCanoaXCanoap + mMuchachaXMuchachap
C-M.F - p—
Mcanoa + M Muchacha

(60 k9) X canoar + (45 k9)(Xcanoayr + 1.5m)
60 kg + 45 kg ’

donde se ha tomado en cuenta el hecho de que en la situaciéon final la muchacha se
encuentra a 1.5m a la derecha del centro de masa de la canoa, igualando la posicion
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final e inicial del centro de masa se obtiene:

(60 kg)(2.5m) + (45 kg)(1m) (60 kg + 45 kg) Xcanoar + (45 kg)(1.5m)

_
(60 kg)(2.5m) — (45kg)(0.5m) = (105k9)Xcancar
_

X Canoay 1.214 m,

esto quiere decir que cuando la muchacha finalmente se ha detenido, el centro de la
canoa ha retrocedido 2.5 — 1.214 = 1.286 m respecto a su posicién inicial.

10-6.- Imagine que una persona esta parada en una plancha de concreto que descansa
sobre un lago congelado. Suponga que no hay friccion entre la plancha y el hielo.
La plancha pesa cinco veces més que la persona. Si la persona comienza a caminar

a2 % relativo al hielo, jcon qué rapidez relativa al hielo se movera la plancha?
Sol:
En esta situacion fisica la velocidad del centro de masa Vi j,. debe permanecer constante
debido a que el sistema formado por la plancha junto con la persona se encuentra libre
de la accion de fuerzas externas.
Por lo tanto:

- mPlanchaVPlancha + mPersonaVPersona —C
Voeu = = (Constante,

Mplancha + Mpersona

en donde debe considerarse que la plancha pesa cinco veces mas que la persona, por lo
que:

Mpiancha = 5mPersona-

Antes de que la persona comience a desplazarse sobre la plancha la velocidad inicial
del centro de masa del sistema es igual a cero (Voar, = 0), mientras que la velocidad
del centro de masa después de que la persona inicia su movimiento es:
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Mplancha VPlanchaF + Mpersona VPersonaF

Ve = =
M.
M Plancha T M Persona
Mplancha VPlanchap + nglancha VPe'rsonaF
= 1 =
MPplancha T nglancha
1
VPlanchaF + gvPersonaF
p— p— O
6
5}
—_—
1
VPlanchaF = - 5 VPersonaF
—
1. m m
VPlanchaF - _5(2;) = —04; .

Es decir, la plancha se movera en direcciéon contraria a la persona con una rapidez de

042,
S



Parte V. Movimiento rotacional

En esta parte del libro se presentan varios problemas relacionados con el movimiento
rotacional de un objeto en funcién del tiempo. Se analizan ciertas situaciones fisicas
para el movimiento rotacional en las que es posible apreciar algunas analogias con la
cinematica traslacional considerada en la parte II.

Se analizan algunos problemas relacionados con las leyes de Newton aplicadas al
movimiento rotacional. En estos ejercicios el producto vectorial entre dos vectores resulta
de gran utilidad para introducir el concepto de momento de una fuerza alrededor de un
eje instantaneo de giro. La descripcion dinamica de un cuerpo sélido se efectiia no solo
para su movimiento rotacional, sino también para el movimiento de traslaciéon del centro
de masa del objeto.

Se ha buscado que estos problemas permitan a los estudiantes entender y aplicar
correctamente las leyes de Newton en la dindmica rotacional.

Se plantean algunos problemas sobre la conservacion de la energia mecanica total,
en los cuales es necesario considerar la contribucion de la energia cinética rotacional. Se
presentan ejemplos del efecto que tiene el momento de inercia de un cuerpo en la energia
cinética y en consecuencia en el movimiento descrito por el objeto.

También se presentan ejercicios sobre la conservacion del momento angular y la
relacion existente entre éste y el momento de una fuerza respecto al eje instantaneo
de giro. Ademés se han considerado problemas en donde interviene la conservacion del
momento angular para situaciones en las que una particula puntual sufre una colision
con un cuerpo soélido.
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Capitulo 11

Cinematica rotacional

11-1.- El Sol se halla a 2.3 x 10* afios luz del centro de nuestra galaxia (La Via Léctea),

: km
y se mueve en un circulo alrededor de ese centro con una rapidez de 250 —
s

a) {Cuanto tarda el Sol en completar una revoluciéon alrededor del centro galac-
tico?
b) ; Cuéntas revoluciones ha realizado desde que se formé el Sol hace unos 4.5 x 10°

anos?

Sol:
a) Lo primero es conocer a cuantos km equivale un ano luz, para esto se utiliza la
definicion de un ano luz:

Un ano luz = La distancia recorrida por la luz en un ano terrestre.

Un afio luz — 365 dias x 300000 "
S
k
Un afio luz = 365 x 24 hrs x 60 min x 60s x 300000
S
Un ano luz = 9.461 x 102 km

De manera que la distancia que debe recorrer el Sol para darle una vuelta completa
a la La Via Lactea es igual a:

D = 27R =271 x 2.3 x 10* anos luz
D = 1.367 x 10" km.

Por lo que el Sol tardara en darle un a vuelta a la La Via Lactea, un tiempo 7" igual

205
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D
T = = =5469 x 10" s

v
= 1.73 x 10® anos.

b) El namero de revoluciones, N, realizadas por el Sol desde su nacimiento, hace unos
4.5 x 10° afios, vendra dado por:

4.5 x 10° anos
N = — 25.9 vueltas.
1.73 x 108 anos vuettas

11-2.- Una rueda gira con una aceleracion angular o, dada por:

a, = atd—3bt?
donde t es el tiempo a y b son constantes. Si la rueda tiene una velocidad inicial
wp, escriba las ecuaciones de:
a) la velocidad angular w y del

b) angulo recorrido A¢ en funcion del tiempo.
Sol:

a) Para poder obtener una expresion para la rapidez angular (w), debe utilizarse la
definicion de la aceleracion angular:

dw
dt

w t
Aw=w—w;, = / wdt = / a.dt’ |
wo 0

aplicando la condicion inicial w; = wy cuando t = 0, se obtiene, para la rapidez angular
w:

w = wg+/(at3—3bt2)dt:

4

at
= u)o—i‘z—btg.
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b) De manera anéloga el dngulo recorrido A¢ en funcién del tiempo puede obtenerse
aplicando la definiciéon de la rapidez angular:

d¢
dt

w =

—

Ap=d—d = /wdt,

de esta forma se obtiene para A¢ en funcion del tiempo:

4

Ap = wot+ o — —

k
11-3.- Un buen lanzador de béisbol puede arrojar la pelota hacia el bateador a 135 Tm

rev

con un efecto de giro de 1800 ——. ;Cuantas revoluciones realiza la pelota antes
min

de llegar al bateador? Suponga que la trayectoria de la pelota es de 18 m.

Sol:
Una importante caracteristica de los ejercicios en cualquier area de la fisica es la ne-
cesidad de considerar todas las cantidades fisicas involucradas en un solo sistema de

m rad
unidades asi en este ejercicio se consideran sélo las unidades —, —, etc. De manera
que: 58
d
w = 1800 — = 1885 =
min s
k
v o= 13550 =375
h S

m
Ahora si la pelota se desplaza con una velocidad v = 37.5 —, la pelota tarda en recorrer
s

los 18 m en un tiempo:

t =

d 18m
;: ™m 20.488,

37.5—
s

y el numero de revoluciones (IV), resulta ser:

d
wt = 188.5ﬂ 0.48 s = 90.48 rad = 14.4 revoluciones.
s
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11-4.- ;Qué rapidez angular tiene un automoévil que realiza una vuelta circular de radio

k
110 m con una rapidez de 52.4%?

Sol:

Primero hay que considerar todas las cantidades fisicas involucradas en un sélo sistema
km m

de unidades asi en este ejercicio se tiene: v = 52.4—— = 14.55 —. Ahora aplicando la

s
relacion entre variables angulares y traslacionales (v = wR), con R el radio (R = 110 m)
de la vuelta circular, de manera que la rapidez angular del automoévil esta dada por:

v rad
=— = 0.132— .
w R s

11-5.- Si una hélice de avion de radio 1.5m gira a 2000 ﬂ y si el avién se impulsa a
min

una velocidad absoluta de 480 k:Tm

a) ;Qué rapidez tiene un punto del borde de la hélice vista por el piloto?

b) ;Qué rapidez tiene un punto del borde de la hélice vista por un observador en
el suelo?

Suponga que la velocidad del avién es paralela al eje de rotacion de la hélice.

® = 2000 rev/min

Vey = 480 km/h

Figura 11.1: Rapidez angular de una hélice de avion y velocidad del centro de masa
del mismo.

Sol:

a) Expresando todas las cantidades fisicas involucradas en un solo sistema de unidades
) Lo : km m rev rad

asi en este ejercicio se tiene que: 4807 = 133.33 —, w = 2000 — = 209.44 —.

S min S
Ahora aplicando la relacién para la rapidez tangencial de cualquier punto en el extremo
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v =314.16 m/s

T

Vem = 133.33 m/s

Figura 11.2: Rapidez absoluta resultante de la suma vectorial de la velocidad tan-
gencial del borde de la hélice y la velocidad del centro de masa del avién.

de la hélice (v = wR), con R el radio (R = 1.50 m) de la hélice del avion, se encuentra
para la rapidez del borde de la hélice, medida por el piloto del avion:

Vhorae = wR = 314162
S

b) Ahora para determinar la rapidez absoluta del borde de la hélice medida por un
observador en el piso debe calcularse la velocidad resultante de sumar la velocidad
tangencial del borde de la hélice con la velocidad del centro de masa del avién.

Como se observa en la figura 11.1, la velocidad tangencial del borde de la hélice y la
velocidad del centro de masa del aviéon en todo momento son perpendiculares entre si,
de acuerdo con la figura 11.2, la rapidez absoluta del borde de la hélice medida por un
observador en el piso esta dada por

Vaps = A/ VBypge + VB = 341.28 % ,

esta rapidez es la que un observador en tierra mediria para el borde de la hélice.

11-6.- La posiciéon de un punto en el borde de una rueda giratoria se describe por medio
- . rad rad, , rad. .
de la siguiente relacion ¢ = (4 —)t — (3 —-)t* + (1 —-)t°.
s s s
a) ;Cual es la rapidez angular en t =2sy en t =457

b) ;Cuél es la aceleracion angular promedio para el intervalo de tiempo que
comienza en t = 2s y termina en t = 4 s7

¢) ;Cuél es la aceleracion angular instanténea al inicio y al final del intervalo
considerado en el inciso b)?

Sol:
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a) Para poder obtener una expresion para la rapidez angular (w), debe utilizarse la defi-
nicion de la rapidez angular como el cambio instantaneo del angulo desplazado respecto
al tiempo:

_ do
YT w
—
d rad rad rad
= — |[(4—)t — (3—)¢? 1—)t3
w = SleE-elhe s
rad rad rad
= 4—) — (6 —)t + (3 —)t2
(150 - 6+ (3 e

por lo que la rapidez angular en ¢t = 2 s es:

ot =25) = (079 (6" %) (25) + (374 (25" =
rad
_ o4t

y la rapidez angular en t =4 s es:

wt=45) = ("9 (6 %) (4s) + (3874 4s)* =
— 928 %.

b) Para la aceleracion angular promedio (@) durante el intervalo de tiempo que comienza
ent=2sy termina en t = 4 s se obtiene:

w284 d
i —12 1% (11.1)
tf—ti 4—2 82

c¢) Para poder obtener una expresion para la aceleracion angular instantdnea («), debe
utilizarse la definicion de la aceleracion angular como el cambio instantaneo de la rapidez
angular respecto al tiempo:

B dw
C T
—

d rad rad rad
3 [( o R ERCE O
rad rad

= (=(6—)+(6—5)t,
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por lo que la aceleracion angular en t = 2 s es:

rad rad
alt=25) = (~(675)+ (6 5)(25) =
rad
y la aceleracion angular en t =4 s es:
rad rad
alt=4s) = (—(6 5_2) + (6 8—3)(45) =
rad

11-7.- A un astronauta se le realizan pruebas en una centrifugadora con el fin de medir
su resistencia al despegue en un transbordador espacial. La centrifugadora tiene

un radio de 10.4m, y al inicio gira de acuerdo a la relaciéon ¢ = (0.326%)252.
s
Cuando t = 5.60 s cuéles son:

a) La rapidez angular del astronauta .
b)
)

c
d) La aceleracion centripeta del astronauta.

La rapidez tangencial del astronauta.

La aceleracion tangencial del astronauta.

Sol:

a) Para obtener la expresion para la rapidez angular del astronauta (w), debe utilizarse
la definiciéon de la rapidez angular como el cambio instantaneo del angulo desplazado
respecto al tiempo:

do
w = —
dt
—
d rad
=  — 1(0.326—-)¢?
“ dt {( 52 ) }
rad
por lo que la rapidez angular en t = 5.60 s es:
rad
w(t=560s) = (0.652—-) x (5.605) =
s
rad

= 3.6 —
S
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Ahora para la aceleracién angular se obtiene:

o =

o dt

——

d rad

= — [(0.652—)t
“ dt {( 82):|

— 062"

s

por lo que la aceleraciéon angular en ¢ = 5.60 s es:

d
a(t =5.60s) = 0.652 = .
S

b) Aplicando la relacién para la rapidez tangencial del astronauta en términos de su
rapidez angular (vr = wR), con R el radio (R = 10.4 m) de la centrifugadora, por lo
que la rapidez tangencial en ¢t = 5.60 s es:

vr(5.608) =wR = 37.97° .
S

¢) Aplicando la relacion para la aceleracion tangencial del astronauta en términos de su
aceleracion angular (ap = aR), por lo que la aceleracion tangencial en t = 5.60 s es:

ar=aR = 6.78— .

d) Finalmente, aplicando la relacion para la aceleracion centripeta del astronauta en

términos de su rapidez angular (ac = w?R), por lo que la aceleraciéon tangencial en
t=5.60s es:

ac=w’R = 138552 |
S



Capitulo 12

Dinamica rotacional

12-1.- Como se muestra en la figura 12.1, se hicieron nueve hoyos cuadrados en una
placa cuadrada. La placa tiene longitud L y los hoyos una longitud a. Estos se
encuentran en el centro de los cuadrados pequenos formados al dividir cada lado
del cuadrado en tres secciones iguales. Calcule el momento de inercia de este
objeto alrededor de un eje perpendicular a la placa que atraviesa el centro de la
placa.

Figura 12.1: Momento de inercia de una placa cuadrada a la que se le han retirado
nueve cuadrados de lado a.

Sol:
Se tiene un placa cuadrada de masa M, densidad superficial uniforme p y lado L a la
cual se le han retirado 9 pequenos cuadrados de lado a y masa M, donde:

M
My = pa®= (ﬁ) a’.
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El momento de inercia para la placa de lado L estaria dado por:

MIL?
6 Y

Irect. -

si no faltaran los nueve cuadrados pequenos.

El momento de inercia de la placa de la figura 12.1 puede calcularse como el momento
de inercia de una placa cuadrada alrededor de un eje de rotacién que pasa perpendicu-
larmente por el centro de la placa cuadrada de lado L, quitandole las contribuciones de
los nueve cuadrados que se han retirado.

Para encontrar los momentos de inercia de los nueve cuadrados pequenos de lado a, debe
aplicarse el teorema de los ejes paralelos, porque se necesita determinar el momento de
inercia de los cuadrados respecto a un eje de rotaciéon que no pasa por el centro de los
cuadrados, excepto para el cuadrado pequeno del centro (ver figura 12.2). El teorema
de los ejes paralelos establece que:

L
a
L
3

Figura 12.2: Ubicacion de los nueve cuadrados de lado a faltantes en una placa
cuadrada de lado L.

I = Iy+ Myd,

Mya?
donde I, = — y d es la distancia entre el centro de cada cuadrado pequeno y el

centro del cuadrado grande.
De esta forma el momento de inercia para cada uno de los cuatro cuadrados que se

encuentran a una distancia d = 3 esta dado por:
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L Mya? L\?
Ha=5) = fo = 200 (5)

M0a2 M0L2
6 * 9 7’

el momento de inercia para cada uno de los cuatro cuadrados que se encuentran en las

esquinas a una distancia d = esta dado por:

2
2L Mya? 2L
I(d= L) = Iy4 Mod® = 2% 1 g (L)

3 6 3

M()CL2 i 2M0L2
6 9

y el momento de inercia para el cuadrado que se encuentra en el centro esta dado por:

M0a2
6

Por lo tanto el momento de inercia de la placa de la figura 12.1 es:

L 51
I = L —AI(d = 5) = 4I(d = \/—T) —I(d=0)
_ ML2 . 9]\/[0@2 _ 4M0L2 _ 42M0L2 _
6 6 9 9
_ MI 3Me' Md?
6 212 3

12-2.- Una rueda de carreta como la que se muestra en la figura 12.3 tiene un radio de
0.300 m y la masa de su borde es de 1.40 kg. Cada rayo, se encuentra sobre un
didmetro de la circunferencia de la rueda y tiene una masa de 0.280 kg.

., Qué momento de inercia tiene la rueda alrededor de un eje que pasa por su
centro perpendicular al plano de la rueda?

Sol:

De acuerdo con la definicién de momento de inercia:

I = /Tde,
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0.60 m

Figura 12.3: Momento de inercia de una rueda alrededor de un eje que pasa por su
centro perpendicular al plano de la rueda.

se tiene que el momento de inercia de un aro de radio R respecto a un eje de giro que
pasa por el centro del aro es:

loro = MR27

donde M es la masa del aro (M = 1.40 kg) y el momento de inercia de una varilla
delgada de longitud L respecto a un eje de giro que pasa por la mitad de la barra es:

mL?
[varilla = ? )

donde m es la masa de cada una de las cuatro varillas (m = 0.280 kg).

Ahora en nuestro caso la rueda de la figura 12.3 puede considerarse como formada
por un aro y 4 varillas delgadas que giran siempre unidas y entonces L = 2R, de manera
m(2R)?

12

que Lyarita = , por lo que el momento de inercia de la rueda es:

2R)?
Irueda = Iaro + 4Iuar7jlla = MR2 + 4%

Lo _ (1

- MR?*+ D 1+——) MR?* = 0.1596 kgm?.

3M

12-3.- Se aplican fuerzas Fy = 7.50 N y F, = 5.30 N tangencialmente a una rueda de
radio r = 0.33m, produciendo cada fuerza un momento de fuerza (7) contrario
al de la otra fuerza (ver figura 12.4).

. Qué momento de fuerza neto producen sobre la rueda estas fuerzas, respecto a
un eje perpendicular al plano de la rueda que pasa por su centro?
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F

A
>4

0.330 m

Figura 12.4: Momento de fuerza debido a las fuerzas F} y F, aplicadas a una rueda
de radio r.

Sol:

. e, — . : 2
De acuerdo con la definicién del momento de una fuerza 72 respecto a un eje de rotacion,
— 2
T esta dada por:

_
— —
T = 1r XF,

é
donde T es el vector posicion del punto de aplicacion de la fuerza F respecto al eje de
H
rotacion y el simbolo x se define como el producto vectorial de los vectores T vy F.

El producto vectorial de T x F esta dado por:

_)
La magnitud del vector T x F esta dada por:

3En algunos textos al momento de una fuerza, se le conoce como “torca” (derivado del latin “torcere”).
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Direccion del vector T

Sentido de giro
para ¢

H
Figura 12.5: Regla de la mano derecha para el producto vectorial T x F en direc-
cion positiva del eje z.
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H
La regla de la mano derecha determina la direccion del vector T x F, esta direccion
esta dada por la direcciéon en la que apunta el dedo pulgar cuando la mano derecha se
é

gira un angulo ¢ partiendo de T hasta llegar al vector F .
ﬁ
Considerando los vectores T y F _(>ie la figura 12.5, de acuerdo a la regla de la mano
derecha la direccion del vector T x F es la direccion positiva del eje z.

Sentido de giro para ¢

Direccion
—>
del vector t

H
Figura 12.6: Regla de la mano derecha para el producto vectorial T X F en direc-
cion negativa del eje z.

[oB

e la figura 12.6, de acuerdo a la regla de

ﬁ
H

Por otra parte, para los vectores v y F

H

r X

|

la mano derecha la direccion del vector es la direccion negativa del eje z.
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T =|?| =1F —1F,

Figura 12.7: Diagrama para los momentos de fuerza que acttan sobre la rueda de
la figura 12.4.

Ahora se puede calcular el momento total 7 = > T, X F)Z para la rueda de la figura
12.4 y de ahi determinar la magnitud 7 = |7 | debido a las fuerzas Fy y Fy. En la figura
12.7 se muestra el diagrama de los momentos de fuerzas que actiian sobre la rueda.

En la figura 12.7 el simbolo (¢) sefiala que el vector T X fl apunta en una direccion
que “sale” de la hoja, esta direccion se toma como la direcciéon positiva del eje z. De igual

—

manera el simbolo ) sefiala que el vector T’ x F 5 apunta en una direcciéon que “entra”
en la hoja, esta direccion se toma como la direcciéon negativa del eje z.
De esta manera se tiene que la magnitud del momento total es:

T = TFl —TFQ :7’<F1 —FQ)
= 0.33(m) (7.50 — 5.30) (N) = 0.726(N'm),

H
ya que para el presente caso los angulos de giro ¢ formados por los vectores 1; vy F,
resultan ser de 90°.

12-4.- Un cilindro uniforme con una masa de 2.0 kg y 0.15m de didmetro pende de dos
cuerdas enrolladas en ¢él, como se muestra en la figura 12.8. Al bajar el cilindro
las cuerdas se desenrollan.

. Qué aceleracion tiene el centro de masa del cilindro? (Desprecie la masa de las cuerdas)
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v

Figura 12.8: Cilindro con dos cuerdas enrolladas en sus extremos y descendiendo
bajo la acci6én de la gravedad.

Sol:

Para plantear las ecuaciones del movimiento traslacional y rotacional del cilindro, deben

realizarse los diagramas de cuerpo libre y un diagrama para el momento de fuerzas que

actian sobre él. En la figura 12.9 se pueden observar estos diagramas por separado.
De acuerdo con estos diagramas se tiene que la magnitud del momento de fuerza

total es:

= 2RT,
aplicando la ecuaciéon de movimiento:
Iae = 7=2RT, (12.1)

donde « es la aceleracion angular del cilindro, I es el momento de inercia del cilindro
respecto a un eje de giro que pasa por su eje de simetria, R es el radio del cilindro y T’
es la tension de cada cuerda que se desenrolla del cilindro.

Mientras que del diagrama de cuerpo libre de la figura 12.9 se obtiene para el movi-
miento de traslacion:

ma = w—2T = mg—2T, (12.2)
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T A T T
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AT AT
® ®
Y D
BT BXT
—
w T=RT + RT =2RT
(a) (b)

Figura 12.9: Diagrama de cuerpo libre del cilindro y de momento de fuerza debido
a las tensiones de las dos cuerdas enrolladas al cilindro.

donde a es la aceleracion del centro de masa del cilindro, m es su masa y g es la
aceleracion de la gravedad.

Suponiendo que las cuerdas se desenrollan sin deslizarse sobre el cilindro (condicion
de girar sin deslizar), la relacion entre las variables aceleracion angular «v y la aceleracion,
(a), para el movimiento de traslacion del centro de masa, se escribe como:

2

Sustituyendo esta expresion para « y el momento de inercia I = en la ecuaciéon

(12.1) se obtiene:

() - amn

de donde:
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2 m 2 rad
=39 2“7 3RY 52

v T = % — 3.27N.

12-5.- Para el sistema de la figura 12.10, m; = 8 kg, ms = 3 kg, a = 30° y el radio y la
masa de la polea son R = 0.10m y M = 0.10 kg, respectivamente.

a) {Qué aceleracion tienen las masas? (Desprecie la friccion y la masa de la
cuerda).

b) Si sobre la polea actia un momento de fuerza debido a la fuerza de friccion TR,
constante de 0.050 Nm cuando el sistema estd en movimiento jqué aceleracion
tienen las masas?

¢) ;Por qué las magnitudes de las tensiones 77 y T5 son diferentes?

Figura 12.10: Sistema de bloques moviéndose a través de un plano inclinado unidos
por una cuerda que pasa por una polea de masa M.
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Sol:

a) En este problema hay dos bloques de masas m; y ms que Gnicamente realizan un mo-

vimiento de traslaciéon y una polea de masa M y radio R que sélo realiza un movimiento
2

de rotaciéon con un momento de inercia ——, si se considera que la polea es solida.

Por lo tanto es necesario plantear las ecuaciones de movimiento con base en los
diagramas de cuerpo libre para los dos bloques y un diagrama de momentos de fuerzas
para la polea, estos diagramas se muestran en las figuras 12.11 y 12.12.

y

—
T,

Ta’
—>
*ng

Figura 12.11: Diagramas de cuerpo libre para los bloques de masa m; y mso.

De acuerdo con la definiciéon para el momento de una fuerza, para el caso de la figura
12.12, la magnitud del momento de fuerza total sobre la polea es:

T = RIT — RI5,

donde se ha considerado que la direccién positiva para los momentos de fuerzas es
aquella direccion que “sale” de la hoja en la figura 12.12. De acuerdo con la ecuacion de
movimiento(/a = 7), se tiene que:

1
§MR%é = RIT, — RTy, (12.3)

utilizando la relaciéon existente entre la aceleracion angular « y la aceleracion tangencial
ar de cualquier punto sobre el borde de la polea.

ar = Ra,

la ecuacion (12.3) puede escribirse de la siguiente forma:
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—

A i
® R, R2

— > —» —>

T RixT; RxT,

t1=R T~ RT,

Figura 12.12: Diagrama de los momentos de fuerzas que actiian sobre la polea.

1
EMaT = Tl—TQ. (124)

Por otra parte de los diagramas de cuerpo libre de la figura 12.11 pueden escribirse
las siguientes ecuaciones para el movimiento de cada uno de los bloques:

mia = mygsena — T}

moa = 15— mag,

donde la aceleracion a, coincide con la aceleracion tangencial ap de cualquier punto en
el borde de la polea. Sumando estas dos ultimas ecuaciones se obtiene:

(my+mg)a = mygsena —maog+ Ty — 17, (12.5)

sustituyendo en esta tltima expresion el valor obtenido en la ecuacion (12.4) para Ty — T,
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se encuentra que:

1
(ml + mo + §M> a = mygsena — msg,

de donde resulta para la aceleracion a:

mygsena — msog
mp + mo + %M '

a =

Sustituyendo los valores numéricos m; = 8kg, my = 3kg, a = 30° R = 0.10m,
M =0.10kgy g = 9.8 =, se obtiene:
s

m
a = 0.89;.

b) Si ahora la fuerza de friccién sobre la polea contribuye al momento de fuerza total
7r, = 0.050 Nm, ésta se opone al movimiento de rotacion de la polea, de manera que la
ecuacion (12.3) se escribira ahora como:

1
“MRa = R(T\-T) -1,

2 £
-
Las T Ty (12.6)
—Ma = -1y — —. :
2 'R

Sustituyendo la ecuacion anterior en (12.5) se obtiene:

-
(my+mg)a = mlgsena—mgg—iMa—%
—
mgsena—mg—h
a = ! 2 R . (127)

m1+m2+%M

Sustituyendo los valores numéricos m; = 8kg, my = 3kg, a = 30° R = 0.10m,
M =0.10kg, 7r, = 0.050 Nm y g = 9.8 = se obtiene:
s

m

c¢) Las tensiones T} y T3 son diferentes porque la polea posee un momento de inercia

EM R?, la cual para girar debe estar sometida a un momento de fuerzas total diferente
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de cero, como se encontro en la ecuacion (12.3), de ahi se obtiene que las tensiones 77 y
T, tienen que ser diferentes.

12-6.- Calcular la aceleracion del sistema de la figura 12.13 si el radio de la polea es
R =10cm y su masa es M = 15 kg, y ésta esté girando debido a la friccién entre
la cuerda y la polea. Ignore la friccién entre la mesa y el bloque de masa m 4.

Sol:

En este problema hay dos bloques de masas m4 y mp que tinicamente realizan un movi-

miento de traslacion y una polea de masa M y radio R que sélo realiza un movimiento
2

de rotaciéon con un momento de inercia ——, si se considera que la polea es solida.

Por lo tanto es necesario plantear las ecuaciones de movimiento con base en los dia-
gramas de cuerpo libre para los bloques de masas m4 y mp y un diagrama de momentos
de fuerza para la polea, estos diagramas se muestran en la figura 12.14.

m,=50kg m

A

«— R

M-—»

-

my =200 kg

Figura 12.13: Sistema formado por dos bloques de masas m4 y mp unidos por una
cuerda que pasa por una polea.

De acuerdo con la definicién para el momento de una fuerza, para el caso de la figura
12.14, la magnitud del momento de fuerza total sobre la polea es:

T = —RTA + R]ﬂ’B7

donde se ha considerado que la direccién positiva para los momentos de fuerzas es
aquella direccion que “entra” en la hoja en la figura 12.14. De acuerdo con la ecuacion
de movimiento(I« = 7), se obtiene que:

1
5MR?a = —RTy+ RT3, (12.8)
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v mA? ik TB
T=—-RT4 RTy

Figura 12.14: Diagramas de cuerpo libre para los bloques de masas m4 y mp y
diagrama de momento de fuerza para la polea de masa M.

utilizando la relacion existente entre la aceleracion angular a y la aceleracion tangencial
ar de cualquier punto sobre el borde de la polea.

ar = ROé,
la ecuacion (12.8) puede escribirse de la siguiente forma:

1
§MaT = TB—TA. (129)

Por otra parte de los diagramas de cuerpo libre de la figura 12.14 pueden escribirse
las siguientes ecuaciones para el movimiento de cada uno de los bloques:

maa = 1Ty

mpa = mpg—1p,

donde la aceleracion a, coincide con la aceleracion tangencial a; de cualquier punto en
el borde de la polea. Sumando estas dos tltimas ecuaciones se obtiene:

(ma+mp)a = mpg +T4—Tp, (12.10)

sustituyendo en esta tltima expresion el valor obtenido en la ecuacion (12.9) para Ty —
T, se encuentra que:

1
(mA+mB~I—§M)a = mpg,
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de donde se obtiene para la aceleracion:

mpyg
ma+mp+ M’

a =

Sustituyendo los valores numéricos my = 50kg, mp = 250kg, M = 15kgy g =
m

9.8 =, se obtiene:
s

a = 197
S

12-7.- En el sistema representado en la figura 12.15, M = 1kg, m = 0.2kg, r = 0.2m.
Calcular la aceleracion lineal del bloque de masa m, la aceleracion angular del
cilindro de masa M y la tensién en la cuerda, si el cilindro gira sin resbalar sobre
la mesa. Despreciar el efecto de la polea pequena que se encuentra fija a la mesa.

M= 1kg

&)

m =(.2 kg

Figura 12.15: Un cilindro, de masa M y radio r, es jalado por un bloque, de masa
m, mediante una cuerda que pasa por una polea de masa despreciable.

Sol:
En este problema se tiene un bloque de masa m y un cilindro de masa M que realizan un

movimiento de traslacion, adicionalmente el cilindro realiza un movimiento de rotaciéon
2

con un momento de inercia , donde 7 el radio del cilindro. La polea esta fija en el
extremo de la mesa y tnicamente transmite la tension entre el cilindro y el bloque que

desciende por la vertical.
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Figura 12.16: Direccion de la fuerza friccion F; cuya direccién siempre es opuesta
al movimiento del punto de contacto entre el cilindro y la superficie horizontal.

Para que el cilindro gire sin resbalar sobre la mesa es necesaria una fuerza de friccion
F; entre las superficies de contacto, la direccion de esta fuerza siempre se opone a la
direccion del movimiento de la superficie del cilindro respecto a la mesa, esto puede
verse claramente en el esquema de la figura 12.16. En este esquema se observa que los
puntos del cilindro que estdn en contacto con la superficie de la mesa se mueven hacia
la izquierda, mientras que el centro de masa del cilindro se desplaza hacia la derecha,
de esta forma la direcciéon de la fuerza de friccién también apunta hacia la derecha.

—
T
Ya
= @
- ar 4 >
N T -
A F;
- > f)
—>
6 ; x l »
?’| . L=
- _px r X f
v Mg m? x|
t=rT-rk

Figura 12.17: Diagramas de cuerpo libre para el cilindro de masa M, del bloque de
masa m y diagrama de momento de fuerza para el cilindro cuyo radio es r.
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Ahora es necesario plantear las ecuaciones de movimiento con base en los diagramas
de cuerpo libre para el bloque de masa m y el cilindro de masa M y un diagrama de
momento de fuerzas para este cilindro, estos diagramas se muestran en la figura 12.17.

De acuerdo con la definiciéon para el momento de una fuerza, para el caso de la figura
12.17, la magnitud del momento de fuerza total sobre el cilindro es:

T = 1T —rkYy,

donde se ha considerado que la direccién positiva para los momentos de fuerzas es
aquella direcciéon que “entra” en la hoja en la figura 12.17. De acuerdo con la ecuacion
de movimiento(/« = 7), se tiene que:

1
5Mrza = T —rFy, (12.11)

utilizando la relacion existente entre la aceleracion angular a y la aceleracion tangencial
ar de cualquier punto sobre el borde del cilindro:

ar = ra,

la ecuacion (12.11) puede escribirse de la siguiente forma:

1
gMar = T Fy. (12.12)

Por otra parte, a partir de los diagramas de cuerpo libre de la figura 12.17 pueden
escribirse las siguientes ecuaciones para el movimiento traslacional de cada uno de los
objetos de la figura 12.15:

Ma = T+ F
magp = mg—1T, (12.13)

donde la aceleracion ag para el bloque coincide con la aceleracion tangencial ar = 2a de
cualquier punto en el borde del cilindro, porque éste rueda sin resbalar sobre la superficie
horizontal. Por lo tanto las ecuaciones anteriores se escriben como:

Ma = T+F
m(2a) = mg—1T, (12.14)

Sumando estas dos tltimas ecuaciones se obtiene:
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2m+M)a = mg+ Fy, (12.15)
también combinando las ecuaciones (12.12) y (12.13) para el movimiento del cilindro se

obtiene:

Ma = T+ Fj
“Ma = T —Fy,

de donde se encuentra que:

EMa = 2T
—
T = 3Ma
4
—
F 1M
= —-Ma
f 4

sustituyendo el valor obtenido para F en esta ultima expresion, en la ecuacion (12.15)
se encuentra que:

1
(M +2m)a = mg+1Ma
—
3
(ZM+2m)a = mg, (12.16)

de donde se obtiene para la aceleracion:

myg
%M—i-Qm'

Sustituyendo los valores numéricos m = 0.2kg, M =1kgy g =9.8 %, se obtiene:
5

a = 17042
S

La aceleracion angular del cilindro de radio » = 0.2m, se puede determinar de la
relacion:
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Sustituyendo el valor obtenido para la aceleracion del sistema (a = 2.06 %) y el

valor de la masa del cilindro se obtiene para la tensiéon en la cuerda el valor:
3
T = ZMa = 1.55N.

12-8.- En la figura 12.18, se muestran dos bloques, uno de hierro con una masa m’' =
500 g y otro de aluminio de masa m = 460 ¢ y una polea, de masa M y radio
R = 5cm, montada sobre cojinetes horizontales sin fricciéon. Cuando se suelta
desde el reposo, el bloque mas pesado cae 75cm en 5 s (sin que el cordon resbale
en la polea). Calcular:

a) ;Cual es la magnitud de la aceleracion de los bloques?
b) ;Cual es la tension en la cuerda que soporta al bloque mas pesado?
c¢) ;Cudl es la tension en la cuerda que soporta al bloque maés ligero?

d) ;Cual es la magnitud de la aceleracion angular de la polea?

Figura 12.18: Un bloque de masa m’ unido, por una cuerda de masa desprecia-
ble, a otro bloque de masa m mediante una polea cuyo momento de inercia I se
desconoce.

Sol:
a) Para determinar el valor de la aceleracion con la que el bloque m’ desciende pueden
utilizarse las relaciones de la cineméatica para un movimiento con aceleraciéon constante:

at?
Y=Y = Uyt + >
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donde y — yo es el desplazamiento realizado por el bloque m’ durante el tiempo trans-
currido t y vy, es la velocidad inicial de este cuerpo.

En nuestro caso y —yo = 0.75m, t = 55 y vy, = 0, porque el sistema parte del
reposo. De esta manera se obtiene para la aceleracion:

2y 2(0.750m)

a=—2 = 2P 600 x 1072 2
t2 (5.008)? 52

y el bloque de masa m sube hacia la polea con una aceleracién de 6.00 x 1072 TQ
s

I
Ya
T
? ALTr’ _» _>
A 2 | T2 T1
—-»> > —-»> —>
p — I'XTl 1‘XT2
m - m a ® (E@
a > e
g - ->
vmeg Img T, T,
y
’C=I‘T1 - rT2

Figura 12.19: Diagramas de cuerpo libre para los bloques de masas m’ y m y dia-
grama de momento de fuerza para una polea cuyo momento de inercia es [ y su
radio es r.

b) —c) Por otra parte, a partir de los diagramas de cuerpo libre de la figura 12.19 pueden
escribirse las siguientes ecuaciones para el movimiento de cada uno de los bloques:

ma = m'g—T,

ma = 1Ty —mg,
donde la aceleracion a, coincide con la aceleraciéon tangencial (ar) de cualquier punto

en el borde de la polea. Despejando en estas dos ecuaciones 17 y Tb, se encuentran las
siguientes expresiones:
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T, = m'g—ma
T, = mg+ma, (12.17)
sustituyendo en esta tltima expresion los valores a = 6.00 x 1072 %, m' = 500g,

m
m=460gy g =9.8 2 se encuentra que:

T, = m'g—m'a=(0.500kg) (9.8 2 6.00x 1072 %) — 487N
S S

Ty, = mg+ma=(0.460kg) (9.8 2 4+6.00 x 107 TQ) — 454N . (12.18)
S S

d) De acuerdo con la definicién para el momento de una fuerza, para el caso de la figura
12.19, la magnitud del momento de fuerza total sobre la polea es:

T = 11y —1rTs,

donde se ha considerado que la direcciéon positiva para el momento de fuerza es aquella
direccién que “entra” en la hoja en la figura 12.19. De acuerdo con la ecuacion de
movimiento(/«v = 7), se obtiene que:

Iao = 1y =11y, (12.19)

donde:

6.00 x 10722 rad

2
=5 — 120 — 12.20
5.00 x 102m 0 527 ( )

a
a= -
,
de manera que de la ecuacion (12.19) se obtiene para el momento de fuerza de la polea:
r
I = (Th - Tg)a
(4.87 —4.54 N)(5.00 x 1072 m)
rad
1.20 —-
s

= 1.38x 1072 kg-m? . (12.21)

12-9.- Un cilindro homogéneo de masa M = 1kg y radio R = 5cm se acelera debido
a una fuerza F' = 1 N la cual se aplica mediante una cuerda que esta enrollada
alrededor de un pequeno tambor de radio r = 3cm que estd unido al cilindro
como el que se muestra en la figura 12.20. El coeficiente de rozamiento estatico
es suficiente para que el cilindro ruede sin deslizar. Determine:

a) La fuerza de friccion.

b) Hallar la aceleracion a del centro del cilindro.
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Figura 12.20: Cilindro de masa M y radio R en el que se encuentra enrollada en un
tambor de radio r una cuerda que se jala con un fuerza F.

Sol:

a) — b) Para que el cilindro gire sin resbalar sobre la mesa es necesaria una fuerza de
friccion Fy entre las superficies de contacto, la direccion de esta fuerza siempre se opone
a la direccion del movimiento de la superficie del cilindro respecto a la mesa, esto puede
verse claramente en el esquema de la figura 12.16 del problema 11-7. En el presente caso
se tiene que los puntos del cilindro que estan en contacto con la superficie de la mesa se
mueven hacia la derecha, mientras que el centro de masa del cilindro se desplaza hacia

la izquierda, de esta forma la direccion de la fuerza de fricciéon también apunta hacia la
izquierda.

T=r1F —RFf

Figura 12.21: Diagramas de cuerpo libre y de momento de fuerza para el cilindro
de masa M.
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Ahora es necesario plantear las ecuaciones de movimiento con base en los diagramas
de cuerpo libre para el cilindro de masa M y un diagrama de momento de fuerza para
este cilindro, estos diagramas se muestran en la figura 12.21.

De acuerdo con la definiciéon para el momento de una fuerza, para el caso de la figura
12.21, la magnitud del momento de fuerzas total sobre la polea es:

T = rF — RFY,

donde se considera que la direccién positiva para los momentos de fuerzas es aque-
lla direccion que “sale” de la hoja en la figura 12.21. De acuerdo con la ecuacion de
movimiento(/«v = 7), se obtiene que:

1
§MR2a = rF — RFy, (12.22)

MR?

donde se ha tomado para el momento de inercia del cilindro (I = , utilizando

la relacion existente entre la aceleracion angular o y la aceleracion del centro de masa
ac. . del cilindro:

acy. = Ra,

la ecuacion (12.22) puede escribirse de la siguiente forma:

1 r

M = —F—F; 12.23

5 ac.M. R ! ( )
Por otra parte del diagrama de cuerpo libre de la figura 12.21 puede escribirse la

siguiente ecuacion para el movimiento traslacional del centro de masa del cilindro:

Uniendo la informacion de las ecuaciones (12.23) y (12.24), poniendo acy. = a, se
obtiene:
M r
ZiM)a = F (1 —) , 12.25
( 5+ )a + 3 ( )

de donde se obtiene para la aceleracion del centro de masa del cilindro:
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y para la fuerza de friccion se obtiene:

F 2
Fy = §(—1+%).

12-10.- Un cilindro homogéneo de masa m; y radio R gira sobre un eje sin rozamiento.
Se enrolla una cuerda alrededor del mismo conectada a un bloque de masa mo
que esta apoyado sobre un plano sin friccién cuya inclinacion es 6, tal y como se
muestra en la figura 12.22. El sistema se libera desde el reposo con el bloque 2
situado a una altura h sobre la base del plano inclinado.

1,

Figura 12.22: Cilindro de masa m; y radio R en el que se encuentra enrollada una
cuerda que estd atada a un bloque, de masa mo, que desciende por un plano con
un angulo de inclinacién 6.

a) ;Cudl es la aceleracion del bloque?
b) ;Cudl es la tension de la cuerda?

¢) {Cual es la energia total del sistema cuando el bloque de masa my esta a la
altura h?

d) {Cual es la energia total cuando el bloque de masa ms esté en la base del plano
inclinado y posee una velocidad v?

e) ;Cuél es el valor de v?

f) Analizar las respuestas para los casos extremos de § =0, § = 90° y m; = 0.
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m,

R.

=3y

., =
RxT

tT=RT

Figura 12.23: Diagramas de momento de fuerza del cilindro de masa m; y radio R
y de cuerpo libre para el bloque de masa my.

Sol:
a) — b) En este problema se tiene un bloque de masa mg, que realiza un movimiento de
traslacion y un cilindro de masa my, que s6lo realiza un movimiento de rotacién con un

2
m ki , donde R el radio del cilindro.

Ahora es necesario plantear las ecuaciones de movimiento con base en los diagramas
de cuerpo libre para el bloque de masa ms y un diagrama de momento de fuerza para
el cilindro de masa my, estos diagramas se muestran en las figuras 12.23.

De acuerdo con la definicién para el momento de una fuerza, para el caso de la figura
12.23, la magnitud del momento de fuerza total sobre la polea es:

momento de inercia

T = RT,

donde se ha considerado que la direccién positiva para los momentos de fuerzas es
aquella direccion que “entra” en la hoja en la figura 12.23. De acuerdo con la ecuaciéon
de movimiento(/a = 7), se obtiene que:

1

§m1R204 = RT, (12.26)
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utilizando la relaciéon existente entre la aceleracion angular « y la aceleracion tangencial
ar de cualquier punto sobre el borde de la polea.

ar = Ra,

la ecuacion (12.26) puede escribirse de la siguiente forma:

1
§m1aT = T. (1227)

Por otra parte del diagrama de cuerpo libre de la figura 12.23 puede escribirse la
siguiente ecuacion para el movimiento del bloque:

mea = magsent — T,

donde la aceleracion a, coincide con la aceleracion tangencial ar de cualquier punto en el
borde del cilindro. Sustituyendo en esta tltima expresion el valor de la tensién obtenido
en la ecuacion (12.27), se encuentra que:

mea = mggsen9—§m1a, (12.28)

de donde, se tiene que:

1
<§m1+m2>a = magsend

de donde se obtiene para la aceleracion a:

mogsen

1 .
BUUa! + Mgy

Ahora la tension en la cuerda es:

1
B _ 3mamag sen 6
T = émla = =

1
5 + mo

¢) Como en el instante inicial el sistema se encuentra en reposo la energia mecanica total
del sistema es igual a la energia potencial del cilindro m; mas la energia potencial del
bloque mo:
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Er, = migH, + magh,

donde H; es la altura del cilindro la cual es constante durante todo el movimiento.

d) Cuando el bloque ms se encuentra en la base del plano inclinado y posee una velocidad
v, debido a la relacion entre la variables angulares y tangenciales se tiene que la rapidez
angular del cilindro es:

w = E s
donde R es el radio del cilindro, y la energia mecanica total en esta situacion final,
vendréa dada por la suma de la energia cinética del cilindro mas su energia potencial méas
la energia cinética del bloque m;, es decir:

1 1
ETF = mlng + 5[0)2 + 5?77/21}2
1 v\2 1
mygy + 5 R + ngv

1
donde se ha utilizado el hecho de que w = }% y R es el radio del cilindro (I = =m;R?).

Simplificando la expresiéon anterior, se obtiene para la energia mecénica total del sistema
en la situacion final:

1/1 vy2 1
ETF = mlgH1+§(§m1R2> <E> +§m202

1 1 1 1
= mlng + Zm1v2 + §m21)2 = mlng + (Z—lml + §m2> U2 .

e) Para encontrar el valor de v debe aplicarse el principio de conservacion de la energia
mecanica total del sistema, es decir B, = Er,, de donde se tiene que:

1 1
mlng + ngh = mlng + <Z—lm1 + §TTL2> 1}2 .

de esta ultima expresion puede despejarse la rapidez final del bloque:
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f) Las tnicas cantidades fisicas que dependen del angulo de inclinacion son la aceleracion
y la tension, si # = 0, se tiene que sen = 0 y por lo tantoa=0y T = 0.
Por otra parte si = 90° se tiene que entonces:

mag
a = T -
5M1 + My
y
mimag
T = —2.
§m1—|—m2

y si my = 0, la aceleracion del bloque my viene dada por:

mog sen 0
1
5(0) —+ mo
mog sen
= ———— =gsenf.
mo
que es precisamente la aceleraciéon con la que desciende cualquier bloque por un plano
con un angulo de inclinacion 6.
Y para la tension en la cuerda, cuando m; = 0, se obtiene:

0)a = 1(0) magsent _ 0

1
SLUA! + mg

12-11.- Una esfera hueca y otra solida (con densidad uniforme) de iguales masas m y
radios iguales (R) ruedan sin resbalar por un plano inclinado desde la misma
altura H. Ambas se mueven horizontalmente al salir de la rampa (figura 12.24).
Cuando las esferas chocan contra el suelo, el alcance de la esfera hueca es L.
Determinar el alcance L’ de la esfera sélida, en términos del alcance de la esfera
hueca.

Sol:
En este problema es necesario conocer la rapidez con la que las esferas, sélida y hueca
abandonan la rampa por la que se encuentran descendiendo rodando sin resbalar. Para
hacer esto hay que aplicar la conservacion de la energia mecéanica total.

En el punto inicial de altura Hp respecto al piso (ver figura 12.24). La energia
mecanica total para la esfera hueca, que parte del reposo, estd dada por:

1 1
Er=K;+U;= Emv?jt §Iw? +mgHp = mgHr,
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lji_sfera Solida Esfera Hueca
h

[P
%

Figura 12.24: Esferas so6lida y hueca describiendo un movimiento parabdlico, después
de abandonar una rampa a la misma altura H'.

porque inicialmente la esfera hueca no tiene velocidad de traslacion v; = 0 y tampoco
esta girando por lo tanto wy = 0, donde [ representa el momento de inercia de la esfera
2mR?
3
En el punto de altura H' respecto al suelo donde la esfera hueca abandona la rampa
(ver figura 12.24). La energia mecanica total para esfera hueca en este punto final, en
su recorrido por la rampa, esta dada por:

hueca ( I =

1 1
EFr=Kr+Up= §mv%+§fw12;+mgH',

porque la esfera hueca no sélo tiene velocidad de traslacion vp 7é 0, sino que también
posee un movimiento de rodadura sin resbalar por lo que wrp = R de manera que la

energia mecanica total en el punto de altura H' respecto al suelo es:

1 1 Up

B H’+1 + 2mR? (_)2
= mgH'+gmvp+ 5 { —3 R

D
= mgH + 6mv% :

Aplicando ahora la conservaciéon de la energia mecanica total se obtiene:

Er = E;p

)
mgHy = mgH’—i—émU%,
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de donde se encuentra el valor de vp:

6 6

/6
Esta velocidad vp = = gH es aquella con la que la esfera hueca inicia su movimiento

parabolico, descrito por la ecuacién:

ga?

202 cos? 6’

y=1xtgh— (12.29)

donde se ha puesto el origen de referencia para el movimiento parabédlico (zg = 0y
Yo = 0) en el punto donde la esfera hueca abandona horizontalmente (6y = 0) la rampa
con velocidad vy = vp .

De esta manera el alcance L para la esfera hueca esta dado por:

gL?
202’

[202 1
L= 2 (12.31)
g

/6
sustituyendo el valor vp = R gH se encuentra para el alcance de la esfera hueca:

!
I— ,/121;”{ . (12.32)

Ahora para el caso de la esfera solida en el punto inicial de altura Hr respecto al piso
(ver figura 12.24). La energia mecanica total para esfera solida, que parte del reposo,
esta dada por:

—H' = (12.30)

de donde se obtiene para L:

1 1
Er=K;+U;= §mv?+ Elw? +mgHr = mgHr,

porque inicialmente la esfera solida no tiene velocidad de traslacion v; = 0 y tampoco
estd girando por lo tanto w;y = 0, donde I representa el momento de inercia de la esfera

2
solida (I = 277;R )
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En el punto de altura H' respecto al suelo donde la esfera sélida abandona la rampa
(ver figura 12.24). La energia mecanica total final, para la esfera solida esta dada por:

1 1
EF:KF+UF: 5mv%+§fw12;+mgﬂ_’,

porque la esfera sélida no sélo tiene velocidad de traslacion vg ;é 0, sino que también

posee un movimiento de rodadura sin resbalar por lo que wrp = R de manera que la

energia mecanica total en el punto de altura H' respecto al suelo es:

1 1

1 2mR? 2
_ H (_
mgH" + 2va+ 5 ( 5 ) R>

7
= mgH' + Tomv% :

Aplicando ahora la conservacion de la energia mecanica total se obtiene:

Er = FE;
mgHr = mgH' + 1Omv%7
de donde se encuentra el valor de vg:
10 10
= —qg(Hr — H') =1/ —gH .
UF —g(Hr — H') = [ —g
_ 10 ey e .
Esta velocidad vy = 7gH es aquella con la que la esfera sélida inicia su movi-
miento paraboélico, descrito por la ecuacion:
tgf— 9% (12.33)
=z - )
Y 8 202 cos? 0’

en donde se ha puesto el origen de referencia para el movimiento parabdlico (zop = 0y
Yo = 0) en el punto donde la esfera solida abandona horizontalmente (6y = 0) la rampa
con velocidad vy = vp .

De esta manera el alcance L' para la esfera solida esta dado por:

L)?
= 9L 2) : (12.34)
2vg
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de donde se obtiene para L'

Hl
L' = : (12.35)
g

\)
<
oy o

/10
sustituyendo el valor vp = - gH se encuentra para el alcance de la esfera solida:

S
T
=

L'=

- (12.36)

De los resultados de las ecuaciones (12.32) y (12.36) resulta que el alcance de la
esfera hueca L y el de la esfera solida L’ estan relacionados mediante la expresion:

L, (12.37)

de este tltimo resultado se concluye que el alcance de la esfera hueca es menor que el

alcance de la esfera so6lida por un factor %5
12-12.- Una bolita de masa M y radio R rueda sin resbalar camino abajo por la rampa de
la izquierda de la figura 12.25 desde una altura h;. La bolita continua su camino
en ausencia de fuerzas disipativas ascendiendo por una rampa sin friccién, por
lo que la bolita puede girar resbalando. La bolita asciende hasta una altura hs.
Determinar hs.

Sol:
Durante el descenso de la bolita, ésta gira sin resbalar, es decir presenta un movimiento
de rotacién y traslacion, de manera que su energia mecanica durante el descenso es:

1 1
E; = Ki+Ur= 5M@M_ + 51& + MgH;y,

ademas como la bolita se suelta del reposo ve s, = 0y w = 0 y la altura inicial H; = hy:

E[ = Mghl,

al llegar a la superficie horizontal esta energia potencial se convierte en energia cinética
de traslacion y rotacion:



Dindmica rotacional 247

Figura 12.25: Una bolita so6lida desciende sobre una rampa con friccién, posterior-
mente se mueve sobre una superficie horizontal girando sin resbalar y finalmente
asciende por una rampa girando y deslizandose.

1
—Iw? + MgHg

Mgh1 = 5

1
2M'UCMI+
1
2

ademas como la bolita al llegar a la superficie gira sin resbalar vy, = wR, donde R es
el radio de la bolita y la altura de la superficie se toma igual a cero Hg = 0, por lo que:

1 1 /v 2
Mghy = SMuvgy +51(%55)

es decir la velocidad del centro de masa de la bolita es:

2gh1
VoM. = - 1

1+—MR2

Ahora cuando la bolita inicia el ascenso, ésta resbala por lo que durante todo el
ascenso su velocidad angular no cambia hasta el punto de altura hs, de manera que la
conservacion de la energia aplicada al ascenso de la bolita s6lo transforma la energia
cinética de traslaciéon en energia potencial, es decir:

I /vemN2 1, o L rvewm\?
y ( ) M — M i ( ) ,
o' \p ) TaMvom gha + 51 (g

sustituyendo el valor ve ps. se obtiene:
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finalmente si se considera que la bolita es una esfera soélida de densidad uniforme se
obtiene:

2
I = MR
5 Y

y la altura hs estd dada en términos de la altura inicial hy de la siguiente forma:

ha
2

14 2
+5

5
= —h.
-

h2:

Es decir la altura final hy es menor que la altura inicial hy, porque cuando la esfera
llega a la altura hs, ésta se encuentra girando respecto a un eje que pasa por su centro.

12-13.- Una barra uniforme de masa M y longitud L pivotea sobre uno de sus extremos
y cuelga libremente sin friccion como se muestra en la figura 12.26. Una fuerza
horizontal Fy golpea a la barra durante un tiempo muy corto At a una distancia
x por debajo del pivote.

Demostrar que la velocidad del centro de masa de la barra inmediatamente des-
3F0£L'At

¢s del gol DV =
pués del golpe es: vy NI L

Sol:
En esta situacion fisica lo primero que debe relacionarse es la velocidad del centro de
masa del pivote ve . con la velocidad angular w con que el pivote gira respecto a un
eje fijo:

VoM. = §w

de manera que después de un intervalo de tiempo At la aceleracion angular « es:

w = oAt
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—
Fo

Figura 12.26: Barra uniforme de masa M sobre la cual actta una fuerza Fy durante
un pequeno tiempo At a una distancia = del eje de giro.

esta aceleracion angular se relaciona con el momento de fuerza 7 ejercido por la fuerza
Fy mediante la expresion:

T=IFx = Iyt .
De donde se obtiene para «:
Fox
a = ,
[pivote

donde el momento de inercia para una varilla delgada de longitud L, respecto a un eje
de giro que pasa por uno de sus extremos esta dado por:

1
Ipivote = gML2
Sustituyendo este valor se obtiene:
3F0£L’
a = )
MIL?

Por lo que la velocidad angular de la varilla en términos de su aceleracion angular es:
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3F033'At
ML? -

De esta manera la velocidad del centro de masa de la varilla justo después del golpe
resulta ser:

w = alAt=

VoM. = 5w = oL

12-14.- Las particulas de la figura 12.27 se unen mediante una varilla muy ligera cuyo

momento de inercia puede despreciarse. Todas las particulas giran alrededor del

rad
eje y con una velocidad angular w = 2 —.
s

L 3Fox At

a) Hallar la velocidad de cada particula y con éstas calcular la energia cinética de este

1
sistema directamente a partir de la expresion K =) §mivi2.

b) Hallar el momento de inercia de este sistema cuando éste gira alrededor del eje y y

1
calcular la energia cinética a partir de la expresion K = 5[ w?.

y
A =2 rad/s
1 kg 3 kg 3kg 1 kg
Varilla
ligera
-40 -30 20 -10 O 10 20 30 40 x (cm)

Figura 12.27: Mancuerna formada por cuatro pequenas esferas girando alrededor
de un eje perpendicular a la mancuerna y que pasa por el centro de la barra que
une a las esferas.

Sol:

a) La velocidad tangencial de la i-ésima particula esta dada por:
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donde 7; es el radio de giro de la i-ésima particula, es decir su distancia al eje de giro,
de esta forma las particulas de masa 1 kg tendréan una velocidad tangencial de:

d
v = =2"22(04m) =082,
S S

mientras que la velocidad tangencial de las particulas de 3 kg es:

o = =20 2m) —0a™
S S

Ahora la energia cinética del sistema esta dada por:

- % {1 kg <0.8 %)Z 1 kg (O.S%)Q +3kg (0.492 +3kg (0.42)1 -

= 1.12J.

b) El momento de inercia I del sistema de la figura 12.27 esta dado por:

I = Zmzrf =
= [1kg(0.4m)® + 1kg (—0.4m)* + 3kg (0.2m)* + 3kg (—0.2m)’]
0.56 kg m?.

1
Ahora calculando la energia cinética mediante la expresion K = 5[ w?, se obtiene:

2
K = =(0.56kgm?) (2%) — 1127

1
2
por lo que ambos resultados coinciden con base en la definiciéon del momento de inercia
I, y de la relaciéon entre la velocidad tangencial v; y la velocidad angular w.

12-15.- Una bola de billar de radio r se encuentra inicialmente en reposo sobre una mesa
de billar horizontal como se muestra en la figura 12.28. La bola se golpea con un
taco que desarrolla una fuerza de médulo Fy durante un tiempo muy corto At. El
taco golpea la bola en un punto situado a una distancia h del punto de contacto
entre la bola y la mesa. Demostrar que la velocidad angular wy esta relacionada
con la Vel(ocida(i lineal inicial del centro de masa mediante la siguiente expresion:

Svo(h — 1

Wo
272
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Figura 12.28: Esfera so6lida golpeada por una fuerza impulsiva Fjy que es aplicada a
una altura h sobre el piso.

Sol:

Una vez que se golpea la bola con un taco que desarrolla una fuerza Fy, se produce un
cambio en el momento lineal Py = FyAt del centro de masa de la bola de billar. La
velocidad de traslacién del centro de masa esté dada por:

Py kAt
Vo = — = .

(12.38)

3
3

!

(*__F.

?\@

=Hrx F, | =Frsen(0)=F (h-r)

Figura 12.29: Diagrama del momento de fuerza debido a la fuerza impulsiva F =
P
E.

Adicionalmente la fuerza Fy también produce un momento de fuerza = Fyrsen 6 =
Fo(h—r) (véase la figura 12.29). Este momento de fuerza es igual al cambio en el momento
angular L, de la bola de billar de manera que:
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Relacionando ahora FyAt = muy con la velocidad angular se obtiene, sustituyendo

2
el valor del momento de inercia de una esfera solida [ = gmrzz

2
5m7’2w0 = mug(h—r), (12.40)

de donde finalmente se puede despejar wy obteniendo:
S5vg(h — 1)



Capitulo 13

Conservacion del momento angular

13-1.- En la figura 13.1 el plano inclinado es una superficie lisa sin fricciéon y la cuerda
pasa a través del centro de masa de cada bloque. La polea tiene un momento de
inercia I y un radio R, determinar:

a) El momento total de fuerza del sistema (las dos masas, la cuerda y la polea),
respecto al centro de la polea.

b) Expresar el momento angular total del sistema respecto al centro de la polea
cuando las masas se mueven con velocidad v.

¢) Determinar la aceleracion de las masas a partir de los resultados a) y b) igua-
lando el momento total de fuerzas del sistema con la derivada respecto al tiempo
del momento angular total del sistema.

Sol:

a) La magnitud del momento de fuerza total de cada uno de los bloques y de la polea
que forman el sistema se han calculado por separado en la figura 13.2, respecto al eje
que pasa por el centro de la polea. De acuerdo con este resultado el momento de fuerza

total del sistema respecto al eje que pasa por el centro de la polea, esta dado por (ver
figura 13.3):

r = (mgsena —my)gR, (13.1)

donde se considera que la direccién positiva para los momentos de fuerzas es aquella
direcciéon que “sale” de la hoja en la figura 13.3.

b) El valor de la magnitud del momento angular L = \f|, de acuerdo con la figura
13.4, es igual a la suma de las contribuciones de las dos masas (m; y ms) y el momento

255
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1

>
v

Figura 13.1: Sistema de dos bloques y una polea cuya aceleracién se determina
utilizando la relacién entre el momento total de fuerzas y la variacién respecto al
tiempo del momento angular total.

angular de la polea todos evaluados respecto a un eje de giro que pase por el centro de
la polea. La magnitud del momento angular total esta dado por:

Ly = |Z>T| = (my+me)vR+ lw

donde I puede aproximarse por el momento de inercia de un disco sélido girando alre-
dedor de su centro

1
I=-MR*.
2

¢) De acuerdo con la definicion de la variacion del momento angular respecto al tiempo,

se tiene que:

L I
dd_tT = d((m1+7r;2t)vR+ w) = (my +mg)aR + I

= (m1+m2)aR+I% = 7.
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T,= m, gRsena -RT,

rxT,=r Tseny= RT, R

r,xmg =-r,mgseny=-m,gR

R

r xT
Qo AR w
T
1 T
® mlg 2

le_mlgR +RT1 l Tp:RTz'RTJ

m; g

Figura 13.2: Determinacion del momento de fuerza de cada uno de los bloques y de
la polea que forman el sistema del plano inclinado.

De donde finalmente se obtiene que:

dﬁ—tT = (m1+m2)aR+[% = 70 = (mggsena —myg) R
=
I
<m1+m2—l—ﬁ)a = Mmegseno — mg
=
0 magsSena — mig

m1+m2+7
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SN t,= RT,-RT

1,=(-T, tm,gsen )R

t,= (T;-m;g)R

T, =1,t1, t1,=(m,sena - m,)gR

Figura 13.3: Determinacion del momento total de fuerzas del sistema.

Eje de giro alrededor del
cual se calcula el momento R
angular total del sistema

%
v

|T)‘2|:| ;X m, | = myr sen(f)=m,yR

%
| L) = (m +m,)vR+1®

Figura 13.4: Determinacién del momento angular total del sistema.

Que es el mismo resultado obtenido en el problema 11-5 del capitulo anterior.
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13-2.- La figura 13.5 muestra una barra de longitud d, masa M y densidad uniforme
que cuelga de un pivote en la parte superior. La barra se encuentra inicialmente
en reposo y posteriormente recibe el impacto de una particula de masa m en un
punto localizado a una distancia x = 0.8d del pivote. Suponer que la particula,
al impactar, se pega a la barra. ;Cuél debe ser el modulo de la velocidad inicial
v de la particula para que el angulo méaximo entre la barra y la vertical sea de
90°7

@ 4 4

Figura 13.5: Una pequena particula de masa m choca con una barra de longitud d
y masa M que tiene un extremo fijo a un pivote.

Sol:
Durante la colisiéon el momento angular total del sistema se conserva, de manera que
debe aplicarse la condicion:

L; = Ly (13.2)

y de acuerdo a los diagramas para el momento angular total del sistema antes y después
del impacto de la particula (figura 13.6), se obtiene que:

L; = mvzr = 0.8mvd
Md? Md?
Ly = (ma®+ T)w = (771(0.80[)2 + 3 ) w, (13.3)

igualando estas dos tltimas expresiones, se obtiene:

Md?
0.8mvd = (m(O.Sd)2+ 3 )w

0.8muvd
w o= VL (13.4)
m(0.8d)% + 5
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Ahora imponiendo la condicién de que en la situacion final la barra se encuentre for-
mando un angulo de 90° con la vertical, es necesario considerar la conservacion de la
energia mecanica total, a partir del momento en que la particula junto con la barra giran
alrededor del pivote:

E = E; (13.5)

D

v ®

—>
L
—»
%
@
m‘e

—>
\%

v

|f)|=|?x m7| = mvr sen(0) = mvx |I)|:(mx2 +%Md2) ®
Antes Después

Figura 13.6: Momento angular total del sistema, calculado respecto al pivote que
sujeta a la barra, antes y después del impacto de la particula de masa m.

donde
Md? Md?
E;, = (mx2—i— 3 >w2 = (m(0.8d)2+ 3 >w2
Mgd Mgd
E; = mgx+ Tg — mg(0.8d) + Tg , (13.6)
igualando estas dos tltimas expresiones, se obtiene:
Md? Mgd
(m(O.Sd)2+ . )w2 — mg(0.8d) + =
=
Mgd
mg(0.8d) + et
W = MQdQ . (13.7)
m(0.8d)% +

3
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Sustituyendo el valor obtenido para w en la ecuacion (13.4), se obtiene que:

2 Mgd
2 - 2
m(0.8d)% + Md m(0.8d)% + Mgd
=
2
(mg(O.&i) + @) <m(0.8d)2 + ]\éd )
2
v =
(0.8md)”
=
M M
(m(0.8) + —) (m(0.8)2 + —) gd
2 3
v o= 5 : (13.8)
(0.8m)

Por lo tanto, para que después de la colision la barra junto con la particula pegada a la
barra formen un angulo de 90° con la vertical, la particula debe chocar con la barra a
una rapidez dada por:

. (m(O.S) + %) (m(o.s)2 + %) gd' .

13-3.- Sien el ejercicio anterior,d = 1.2m, M = 0.8 kgy m = 0.3 kg y el &ngulo maximo
entre la barra y la vertical es de 60°, determinar la velocidad de la particula antes
del impacto.

Sol:
Del ejercicio anterior se sabe que, aplicando la conservacion del momento angular,
la rapidez angular después de la colision estéd dada por:

Mgd
mg(0.8d) + Tg

w? = : (13.10)

Md?
m(0.8d)% + 3

Ahora aplicando la conservacion de la energia para un angulo final de 60°:

E, = Ej (13.11)
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I H=d(1-cos(60°))

Figura 13.7: Altura final del sistema barra-particula.

donde

Md? Md?
E;, = (mx2+ 3d )w2 = (m(O.Sd)2+ 3 )w2

Mgd (1 — cos(60°))
2

E; = mgh+ MgH = mgx (1 — cos(60°)) +
Mgd (1 — cos(60°))

= mg(0.8d) (1 — cos(60°)) + 5 , (13.12)
ya que la altura final del centro de masa esta dado por:
d(1l— 60°
Hy = ( 0205( ) (13.13)
como puede observarse en la figura 13.7, y la altura final de la particula es:
h = z(1—cos(60°)) . (13.14)
Aplicando la conservacion de la energia, se obtiene:
Md? Mgd
(m(O.&l)2 + 3 ) w? = mg(0.8d) (1 — cos(60°)) + Tg (1 — cos(60%))
=
Mgd
mg(0.8d) + mat e
W = M2d2 (1 — cos(60°)) . (13.15)
m(0.8d)? +

3
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Sustituyendo el valor obtenido para w en la ecuacion (13.10), se obtiene que:

0.8mud | I @ (1 — cos(60°))
m(0.8d)? + Md? m(0.8d)% + Md"
- 2
(mg(().8d) + @) <m(0.8d)2 + ]\éd )
v = 5 (1 — cos(607%))
(0.8md)
=
(m(0.8) + %) (m(0.8)2 + %) gd
vo= 5 (1 — cos(607)) .
(0.8m)

(13.16)

Por lo tanto, para que después de la colision la barra junto con la particula pegada
a la barra formen un angulo de 60° con la vertical, la particula debe impactar a la barra
con una rapidez dada por:

v = 5 (1—cos(60°)).  (13.17)

Sustituyendo los valores numeéricos; d = 1.2m, M = 0.8 kg y m = 0.3 kg, se obtiene:

v o= 5472 (13.18)
S

13-4.- Una barra metdlica delgada y uniforme de 2m de longitud y con un peso de
90 N, cuelga verticalmente del techo mediante un pivote sin friccién colocado
en el extremo superior de la barra. De repente, una pelota de 3 kg, que viaja a

m
vg = 10 — en direcciéon horizontal, golpea la barra 1.50 m por debajo del techo.
s

. . ) m
La pelota rebota en direcciéon opuesta con una rapidez de v =6 —.
s

a) Calcule la rapidez angular de la barra inmediatamente después del choque.

b) ;Por qué se conserva la cantidad de movimiento angular pero no la lineal?
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Pivote

7 7

D

>

\Y%
ml (- \-7 b 4
-

()]

Antes Después

Figura 13.8: Una barra metalica delgada es golpeada por una pelota con una rapidez
inicial vy a una distancia de 1.50m por debajo del pivote fijo de la barra.

Sol:
a) Durante la colision el momento angular total del sistema se conserva,de manera que
debe aplicarse la condicion:

L = L (13.19)

y de acuerdo a los diagramas para el momento angular total del sistema antes y después
del impacto de la particula (figura 13.9), se obtiene que:

Li = mlvod
D2
L = —mlvd+m23 udl (13.20)
igualando estas dos tltimas expresiones, se tiene que:
D2
ml'l}od = —mlvd + 2 d
=
3myd(vy + v)
= — 13.21
w oD (13.21)
: L. 90 N
Sustituyendo los valores numéricos D = 2 m, my = 08z — 9.18 kg, my = 3 kg,
82

m m
vg =10— d =1.50m y v = 6 —, se encuentra que:
S S
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rad

b) El momento angular se conserva porque la fuerza que el pivote ejerce sobre la barra
H
(F p), no produce un momento neto de fuerza distinto de cero (7p = 0), pero el momento

lineal (P), no se conserva porque esta fuerza ejercida por el pivote sobre la barra no se
equilibra por ninguna otra otra fuerza, de manera que:

AP
ﬁ
Fp = —

P At 9

H
y por lo tanto P no se conserva.
Antes
T = Px m| = 0)=myd P >
mlvo mlvor sen( ) mlvo Pivote o \\/4

{d

1 Yo —

1’1’12 )

Después

|f)|:|?x mlv_)|+|1 8 | =-myr senO + %szz O =-mpy d +% szzo)

Figura 13.9: Momento angular total del sistema, calculado respecto al pivote que
sujeta a la barra delgada, antes y después del impacto de una pelota con rapidez
inicial vg.

13-5.- Una puerta solida de madera de 1m de ancho y 2m de alto tienes las bisagras
en un lado y su masa es de 40 kg. La puerta, que inicialmente esta en reposo,
se golpea en su centro por un punado de lodo pegajoso de 0.50 kg que viaja
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m
en direccién perpendicular a la puerta a 12 — justo antes del impacto. Calcule

s
la rapidez angular final de la puerta. ;Es apreciable la aportacion del lodo al
momento de inercia?

Sol:
Durante la colision el momento angular total del sistema se conserva,de manera que
debe aplicarse la condicion:

L = Lj (13.23)

y de acuerdo a los diagramas para el momento angular total del sistema antes y después
del impacto de la particula (figura 13.10), se encuentra que:

L, = mud
M (2d)? 4M d?
L; = (md%%)w = (m(d)2+ 2 )w, (13.24)
igualando estas dos tltimas expresiones, se obtiene:
4Md?
mod = (md2+ 3 )w
=
mud
= : 13.2
w N (13.25)
md? + 3

Sustituyendo los valores numéricos D = 2 m, my = 40 kg, m; = 0.5kg, v = 10 m y
s

d = 1m , se encuentra para la rapidez angular:

rad
w = 0.11 = (13.26)
la contribucién de la pequena masa de lodo al momento de inercia del sistema com-
puesto después del impacto, puede estimarse considerando el resultado para la rapidez
angular (ecuacion (13.25)), despreciando el valor de la masa de lodo (m = 0.50kg), en
el denominador, de donde se obtiene que:

w o= md g (13.27)

AMd? 52
3
Por lo que la contribuciéon de la masilla al momento de inercia del sistema compuesto
es despreciable.
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(@

»

\f\=(md2+% Md®) o

S
| L= ©xmV | =mvr send = mvd

Antes Después

Figura 13.10: Determinacion del momento angular antes y después de que una bola
de lodo choque contra una puerta.

13-6.- Una particula de masa m como la que se muestra en la figura 13.11 se desliza
hacia abajo por una superficie sin friccion desde una altura h y choca contra una
varilla vertical uniforme (de masa M y longitud d) quedando pegada a ella. La
varilla gira alrededor de un pivote fijo hasta desplazarse un angulo 6 antes de
detenerse momentaneamente. Encuentre 6.

©)

M

Figura 13.11: Un bloque de masa m se desliza sin friccién por una rampa y poste-
riormente queda pegado a una barra de masa M y longitud d.
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Sol:

En el movimiento del bloque descendiendo desde una altura h, como no hay friccion
entre las superficies la energia mecanica total se conserva, por lo tanto, durante el re-
corrido del bloque hasta justo antes de chocar contra la varilla vertical la energia del
bloque se transformaré de la siguiente manera:

E; = Ky + Uy = mgh = Ky + Uy :mT’

de manera que el bloque llega justo antes de chocar con la varilla con una rapidez
determinada por:

1
mghzémv2 = v =+/2¢gh .

En este momento tiene lugar una “colision rotacional” entre la varilla y el bloque
durante la cual el momento angular se conserva:

dL
— = 0.
dt
®
A A N
©Ox
M
d d
%
|f|=|?x m7| = mvr sen6 = mvd L |:(md 24 %Mdz) €V
Antes Después

Figura 13.12: Determinacién del momento angular antes y después de que el bloque
choque con la barra.

El valor de la magnitud del momento angular L = \f], de acuerdo con la figura
13.12, en la situacion inicial esta dado por:

L; = muvRsen = mud ,
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el valor que tiene en la situacion final el momento angular es:

L, = (Ivar + mdQ) w,

donde I, puede aproximarse por el de una barra delgada girando alrededor de uno de
sus extremos, aplicando el teorema de los ejes paralelos se obtiene:

1 d\° 1
Tow= —Md>+M (=) = -Md? .
12 + (2) 3

Por lo tanto, igualando L; = L; se encuentra para la rapidez angular de sistema justo
después de que el bloque y la varilla entran en contacto:

_ mdy/2gh
- IM& + md?

. o1
en este momento el sistema completo posee una energia cinética §(Imd + md*)w? que

se transformara en energia potencial en la posicion final, donde el bloque ha alcanzado
una altura H (relativa al punto més bajo) y el centro de masa de la varilla se ha elevado

H .
—. Partiendo de la trigonometria de la situacion final, se encuentra para H en funciéon

del angulo 6 girado H = d(1 — cos#) (véase la figura 13.13), por lo que:

I H=d(1-cos(0))

Figura 13.13: Determinacion de la altura final H del sistema unido.
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(Luoa + mel?)

N | —

m2d?(2gh)

1
5|1
2 SM® 4 ma?

de donde finalmente se obtiene:

0=cos ' |1—

Conservaciéon del momento angular

H
= mgH+Mg§

= (m+%) gd (1 — cos0)

m2h

(m+ %M) (m+3M)d

13-7.- Un bloque de 0.025 kg en una superficie horizontal sin fricciéon estéd atado a un
cordén sin masa que pasa por un agujero en la superficie como se muestra en la
figura 13.14. El bloque inicialmente esta girando a una distancia de 0.300 m del

ra
agujero, con una rapidez angular de 1.75 —. Posteriormente se tira del cordéon

s
desde abajo, acortando el radio del circulo que describe el bloque a 0.150m. El
bloque puede tratarse como una particula puntual.

Figura 13.14: Conservacion del momento angular de un bloque en una trayectoria
circular cuyo radio de giro disminuye.
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a) ;Se conserva la cantidad de momento angular? Explique
b) ;Qué valor tiene en la situacion final la rapidez angular?
¢) i Calcule el cambio en la energia cinética del bloque?

d) ;Cuanto trabajo se efectuo al tirar del cordén?

Sol:

a) De acuerdo a la definicion para la variacion del momento angular respecto al tiempo:
dL
%
— = TxF,
dt

cuando se tira del cordéon desde abajo de la superic;ie horizontal, acortando el radio del
ciiculo que describe el bloque a 0.150 m, la fuerza F y el vector posicion T son paralelos
(F || ?), por lo que de acuerdo a la definicién de producto vectorial T x F =0, por lo
tanto:

ﬁ
De acuerdo con este ultimo resultado el momento angular L no cambia en el tiempo,
es decir el momento angular permanece constante durante el movimiento del bloque.

b) El valor de la magnitud del momento angular L = |f|, en la situacion inicial esta
dado por:

L = mwir? = (0.025) (1.75) (0.3) kg
S
= 3.94 x 1073 Js,

el valor que tiene en la situacion final el momento angular es:

Ly = muwy T?’,

con ry = 0.150 m para determinar el valor de la rapidez angular w; cuando se ha acortado
el radio de giro a un valor ry, debe aplicarse la conservacion del momento angular:
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de donde:
riw; = rfcwf
=
G
Wf = —2wi
"y
_ (03m) (1,75@) __rad
(0.15m) s s
¢) El cambio de la energia cinética, esta dado por:
1 1 1
AK = val% — §mvi2 =5m (v}% —v}) =
1
= gm [(wfrf)z - (wim)ﬂ ,
2
y de acuerdo al resultado del inciso b) de este problema w; = :—22 w; por lo que:
f
1 2 2
AK = 5m [(wfrf) — (u)ﬂ"i)}
1 >\’ )
= om éwﬁf — (wjry)
1 0.302 m? 4\’ d ?
= 2 (0025kg) | [ = % 17520} — (175728 < 0.30m
2 0.15m S 5
= 0.0103 J.

d) De acuerdo con el teorema trabajo-energia cinética, el trabajo W realizado al tirar
del cordon, esta dado por:

1
W= AK=om [(wyrp)? = (wir)?] = 0.0103 J.



Parte VI. Oscilaciones y ondas
mecanicas

En la dltima parte de esta obra de problemas resueltos se abordan problemas de osci-
laciones y ondas mecéanicas. Estos temas resultan de gran importancia en el estudio de
la fisica, no sé6lo en la mecanica, sino también en otras areas de la fisica como son la
acustica, la electricidad y el magnetismo, la elasticidad etcétera.

Al tratar los problemas relacionados con las oscilaciones y ondas mecénicas, se busca
que el estudiante entienda que la descripcion de estos fendémenos requiere de la aplicacion
correcta de muchos de los principios fisicos, presentados con anterioridad en el libro a
través de ejercicios resueltos.

En los problemas aqui considerados se ha puesto especial atenciéon en los conceptos
de periodicidad temporal y espacial, mediante cantidades como la frecuencia de oscila-
cion, la longitud de onda, el periodo de oscilacion, la amplitud de onda o de oscilacion,
etcétera.

Uno de los aspectos centrales abordados es el de la representacion grafica de las
oscilaciones y ondas mecanicas. Estas representaciones graficas resultan de gran utilidad
en la obtenciéon de informacién bésica como: la frecuencia de oscilacion, la longitud de
onda, el periodo de oscilaciéon de una onda o la amplitud, necesarios para la descripcion
de estos fenémenos fisicos.

También se han abordado algunos problemas en donde interviene la superposiciéon
de las ondas mecénicas y que da lugar, por ejemplo, a las ondas estacionarias en una
cuerda. Finalmente se aborda el efecto Doppler debido al movimiento relativo de fuentes
sonoras.
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Capitulo 14

Oscilaciones y ondas mecanicas

14-1.- La figura 14.1 muestra el desplazamiento de un objeto oscilante en funcion del
tiempo. Calcule:

a) La frecuencia de oscilacion.
b)
)

c
d) Escriba la ecuacion que representa este movimiento.

La amplitud de la oscilaciéon y el dngulo de fase.

El periodo de oscilacion.

Sol:
a) La manera méas directa para determinar la frecuencia de oscilacion es a través de
obtener el periodo de oscilacién del movimiento armoénico simple mostrado en la figura
14.1, para esto puede obtenerse de esta grafica el tiempo que tarda la oscilacion en
repetirse (Determinacion del periodo de oscilacion T'). De la grafica de la figura 14.2
puede verse que el periodo de oscilacion es: T'= 2 s.

Ahora utilizando la relaciéon existente entre el periodo 7'y la frecuencia de oscilacion

se obtiene para la frecuencia de oscilacion:

1
f - T—%—O5HZ,

y la frecuencia angular de oscilaciéon w es:

275
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x (m)

0.25

0.15F b

0.05

-0.05 f 4

-0.1 F b

-0.15 b

-0.2 F

-0.25

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
t (s)

Figura 14.1: Representacion grafica de las oscilaciones de un cuerpo como funcién
del tiempo.

b) Para determinar la amplitud de oscilacién a partir de la figura 14.1, es necesario
obtener, a partir de la grafica, el valor méximo que para cualquier tiempo puede alcanzar
la oscilacion (méaximo valor de la elongacion del sistema). De la grafica de la figura 14.2
puede verse que la amplitud de oscilaciéon A es: A = 0.2m.

El angulo de fase puede determinarse a partir de la grafica de la figura 14.2, a partir
de la cual se observa que en el tiempo inicial ¢ = 0 la elongaciéon z es igual a la amplitud
z(t =0) = A, lo que corresponde a un angulo de fase ¢ igual a cero ¢ = 0.

¢) Como ya se vio en el inciso a) de este ejercicio el periodo de oscilacion es T = 2 s.

d) La forma mas general en que puede describirse una oscilacion armonica en funcion
del tiempo es:
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x (m) r r r r r T T T T

0.25F T=2 s [ 1

0.2 1T

0.15F .
A=0.2 m
0.1F -

o

S

(93]
T
1

S

jen)

W
T
1

o

—_—

(9]
T
1

o

[\]

W
T
1

Figura 14.2: Determinacion del periodo 7'y amplitud A de un cuerpo describiendo
un movimiento armoénico simple.

x(t) = Acos(wt + ¢) ,

donde A es la amplitud, w es la frecuencia angular de oscilaciéon y ¢ es el angulo de fase.
De acuerdo a los resultados de los tres incisos anteriores, la expresion matemética
para la oscilacion representada en la figura 14.1 es:

i) = (0amyes( (7))

14-2.- Dos resortes estan conectados a un bloque de masa m, que puede deslizarse por
una superficie horizontal sin friccién, como se aprecia en la figura 14.3.

Demuestre que la frecuencia de oscilacion del bloque es:

1 Rtk 5
f_% m - fl+f27
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k)

Figura 14.3: Bloque oscilante de masa m, sujeto a un resorte en cada uno de sus
extremos.

donde f; y f5 son las frecuencias a la que el bloque oscilaria si estuviera conectado
s6lo al resorte 1 o 2.

Posicion de Equilibrio

ky

ky

_>
X
> —->
F2= -k2 X
—>‘ > -« .—>X
F1= -kl X
4—
>
ma

Figura 14.4: Diagrama de cuerpo libre para el bloque oscilante de masa m, sujeto
a un resorte en cada uno de sus extremos.

Sol:
Recordando el origen de la oscilaciones armoénicas, la ecuacion de movimiento, para un
objeto de masa m sujeto a un resorte de constante elastica k, estd dada por:
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donde z es la elongacion del resorte respecto a su posicion de equilibrio.
Ahora para la frecuencia angular de oscilaciéon se obtiene:

A
W - Tpio e
—
k
w o= /=
m

Ahora aplicando estas ideas al bloque sujeto a dos resortes como se muestra en la
figura 14.3. De acuerdo con el diagrama de cuerpo libre para este bloque (véase la figura
14.4), la ecuacion de movimiento de este bloque es:

2
ma:m% = —kx-—-kz
—
ma = —(ki+ky)
—
d2ZE k?l—f—kfg 2
- U
—
ki + ko
w = )
m

donde w es la frecuencia angular de oscilaciéon para el bloque de masa m sujeto a dos

resortes distintos de constantes elasticas ky y ko como se muestra en la figura 14.3. Ahora
utilizando la relacién:

w 1 /k
f = = -

27r:§ m

k
I= V 472m

se encuentra para la frecuencia de oscilacion para el bloque de la figura 14.3:
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w
F= 5
1 [kt ke
o m

B \/ ko ks
o 4m2m  4m3m
= AP+ 3,

donde, f; y f2 son las frecuencias de oscilacién si dicho bloque sélo estuviera sujeto al
resorte de constante elastica ki 6 ko respectivamente.

14-3.- Un bloque de masa M se encuentra en reposo sobre una mesa horizontal sin fric-
cion, el bloque esta unido a un soporte rigido a través de un resorte de constante
elastica k. Una bala de masa m y velocidad v golpea al bloque como se muestra
en la figura 14.5. Al chocar la bala ésta se incrusta en el bloque, determine:

a) La velocidad del sistema compuesto después del choque.

b) La amplitud del movimiento durante el movimiento armoénico simple.

Figura 14.5: Una bala de masa m se impacta con un bloque pesado de masa M que
se encuentra sujeto a un resorte de constante elastica k, después del impacto la
bala y el bloque quedan unidos describiendo un movimiento armoénico simple.

Sol:

a) Para determinar la rapidez que tiene el sistema de la bala y el bloque unidos después
de la colision debe identificarse que durante toda la situacion fisica; antes, durante y
después del choque, el vector cantidad de movimiento lineal total se conserva, ya que
éstos se desplazan sobre una superficie libre de fuerzas de friccién externas y con base
en la tercera ley de Newton, la suma de todas las fuerzas internas de un sistema fisico
siempre es igual a cero.
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Por lo tanto:

— — —
PTotal = cte = PTotali = PTotalfa (141)
en donde _z) v f corgsponden a los estados inicial y final del sistema fisico. Ahora, para
calcular P rota1; ¥ P 7otar, llamando a la bala de masa m por la letra Ay al bloque de

H
masa M por la letra B, de esta manera P 1y, estd dado por:

H
Prow;, = maVa +mpVp,
= ma (UAm 0) +mp (07 0)
= (mw,0), (14.2)

después de la colision el sistema fisico se encuentra formado por un sélo objeto cuya masa
es M +m vy su velocidad es ¥ 4p ;> es decir, en el presente caso se trata de una colision
totalmente inelastica, por lo tanto, el movimiento lineal total después del impacto esta
dado por:

_
P o, = (ma+mp)Vag,
= (M +m) (vap,,0) , (14.3)

en donde vap, es la rapidez con la que el sistema compuesto inicia su movimiento sujeto

— —
a la accidon del resorte de constante eléstica k. Como P 7o ; debe ser igual a P 1o,
se obtiene que:

H
PTotalf - (M + m) (UABfJO) -
é
- PTotali = (mv, O)
—
(M +m) (vap,;,0) = (mw,0) (14.4)
por lo que:
mo
. 14.5
UABf M + m ( )

por consiguiente, la rapidez del sistema compuesto un instante después de la colision es
mu

v = .
ABy M+m

b) La energia mecanica total un instante después de la colision para el sistema compuesto
es igual a la energia cinética del sistema:
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1
Er = KT—§(M+m) (UABf)2
2
muv
= (M
2( +m)<M+m)

y la amplitud méxima que el sistema compuesto comprime estira el resorte esta deter-
minada por la conservacion de la energia mecanica total:

1 1
Er = Kp= 5 (M +m) (UABf)2 = Uelgs = §kz42n
—
Lo — L(m
2 2\ M+m

donde A,, es la amplitud maxima del resorte durante el movimiento armoénico simple
es:

A = fm

k(M +m)

14-4.- La figura 14.6 muestra un sistema vibrante masa-muelle colocado sobre una su-
perficie sin fricciéon y que originalmente se encuentra oscilando de manera que
z(t) = (0.1m)cos(40 s7't), en donde x es el desplazamiento de la masa desde
su posicion de equilibrio. Un segundo cuerpo de igual masa que se mueve hacia
el sistema con una velocidad ¥". Posteriormente las masas chocan elasticamente
justo cuando la masa vibrante pasa por su posiciéon de equilibrio y se mueve hacia
la izquierda.

a) ;Cual debe ser la velocidad @ de la segunda masa antes de la colisién, para
que el sistema masa-muelle quede en reposo después de la colision elastica?

b) ;{Cudl es la velocidad de la segunda masa después de la colision elastica?

Sol:

a) Para determinar la rapidez que tiene el bloque de masa M, que se desplaza hacia la
derecha, justo antes del choque debe identificarse que durante toda la situacion fisica;
antes, durante y después del choque, el vector cantidad de movimiento lineal total se
conserva, ya que ambos bloques se desplazan sobre una superficie libre de fuerzas de
friccion externas y con base en la tercera ley de Newton, la suma de todas las fuerzas
internas de un sistema fisico siempre es igual a cero.
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Posicion de Equilibrio

Figura 14.6: Colision elastica entre dos bloque de igual masa, M, inicialmente des-
plazandose en direcciones opuestas.

Por lo tanto:

— — —
P rota = cte = PTotali = PTotalfa (146)

en donde i y f corresponden a los estados inicial y final del sistema fisico. Ahora, para
— —

calcular P o101, ¥ P 7otal ; llamando al bloque desplazandose hacia la derecha por la letra
Ay al bl_o)que sujeto al muelle desplazédndose hacia la izquierda por la letra B, de esta
manera P 7., esta dado por:

ﬁTotali — MV)AZ + ]\47>B2
= M (va,,0)+ M (—vp,,0)
= (Mvs, — Mvgp,,0) (14.7)

con vp, = vy, después de la colision elastica el sistema fisico se encuentra con el bloque
sujetado al muelle en reposo, por lo tanto, el movimiento lineal total después del impacto
esta dado por:

—
PTotalf = MVAJ, + MV)Bf

= M (—va,,0) + M (0,0)

- (—MUAf,O) ) (148)

en donde vy es la méxima velocidad del bloque sujeto al muelle, ademas, se tiene que
en un movimiento armoénico simple la velocidad del bloque es maxima cuando éste pasa
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dx(t
por su posicion de equilibrio vy = %\Ethbrio =
m
—4 sen(40 s~ 't)|gquitibrioc = 4—. Ademas al tratarse de una colision elastica se tiene que:
s

d(0.1m) cos(40 s~t)

Equilibrio
dt ’ q

Kr, = Ky
Lar? +1MU2 = Ly (14.9)
9 AT B T 9T Ay '
—
vi v = vif (14.10)

— —
Adicionalmente como P 1 ; debe ser igual a P 714
MUAZ.—MUO = —MUAf
=
Vg, — Vo = —Ua,, (14.11)

por lo que, combinando estas dos tltimas ecuaciones se tiene que:

B—h = -
va, T VA, = Vo
—
va, F VA, = Vo
UAi — UAf = — Vo
—
Va4, = 0
VA, = o, (14.12)

por consiguiente, la rapidez del bloque A que se desplazaba hacia la derecha antes del
choque es:

m
'UA,L = O R
S

es decir, que este bloque estaba inicialmente en reposo.

b) De igual forma para el bloque A su rapidez después del choque es:
um
s

aqui el signo negativo nos indica que este bloque al chocar con el sistema bloque-muelle
adquiere una rapidez igual a la del bloque sujeto al muelle antes del choque.

UAf =
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14-5.- Después de la colision elastica del problema anterior, la energia cinética de la
masa en retroceso es 8 J. Determinar el valor de las masas M y la constante
elastica k& del muelle.

Sol:
Si la energia cinética de la masa en retroceso es de 8 J se encuentra que el valor de las

m
masas M estd dado por la condicion (|vs,| = 4—):
s

1

Ky, = EMfuif:w
—

M = 1kg,

ademas de la expresion para el movimiento armoénico simple del bloque sujeto al muelle:

x(t) = (0.1m)cos(40s't),
puede determinarse que el valor de la frecuencia angular de oscilacion es:

d
w = 4072
S

aplicando la definicion de la frecuencia angular en términos de la masa M y la constante
del resorte k:

finalmente se obtiene para la constante del resorte:

N
E = Mw?=1600—.
m

m
14-6.- Las ondas sonoras se propagan en el aire a 340 — ;Cuéles son las longitudes de

s
onda sonora con frecuencias de 20, 1000 y 12000 H z?

Sol:
La velocidad de propagacion (v), de una onda sonora esté relacionada con la frecuencia
(f) vy la longitud de onda (\) a través de la siguiente relacion:

v=\f,

de manera que:
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v
A= —.
f
Por lo tanto, si f =20Hz y v = 340 T, la longitud de onda correspondiente es:
s
340
A= 5 =1
20H: M
de igual manera si f = 1000 H z, la longitud de onda correspondiente es:
340
A=—-5_=034
1000 H = "
y si f = 12000 Hz, la longitud de onda correspondiente es:
340
A=—S5  —0.02 .
12000 2 C0283m

14-7.- El adulto promedio puede percibir sonidos cuyas frecuencias van desde 17 Hz
hasta 17000 Hz. ;Cuéles son las longitudes de onda correspondientes, y como se
comparan con las dimensiones de los objetos cotidianos como cajas ordinarias o
envases?

Sol:

La velocidad de propagacion de una onda sonora (v = 340 T), estd dada por la expre-
5

sion:

v=Af,

esta expresion relaciona la frecuencia (f) y la longitud de onda (\) de manera que el
producto de ambas es constante para las ondas de sonido. Asi cuando las frecuencias
son pequenas las longitudes de onda serédn grandes y viceversa.

Por lo tanto si el limite superior de frecuencias auditivas del oido humano es f,4, =
17000 H z, la longitud onda para el limite inferior es:

340

A= ——5— =(.02
min = 77000 Hz m

y el limite superior para las longitudes de onda sonoras que el oido humano puede
registrar es:

3402

)\ = S :20 .
mne 1THz "
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De manera que el intervalo de longitudes de onda sonora para el oido humano esté
comprendido entre los 0.02m y los 20m. Longitudes que corresponden: (0.02m) es el
tamano de una goma o la longitud de un alfiler y (20m) es la altura de un edificio de 7
u 8 pisos.

T t
14-8.- La ecuacion y(x,t) = 8sen [27r <% — 5)], describe una onda mecénica pro-
pagandose a través de una cuerda, estando x y y en metros y ¢t en segundos.

Determine:

a) La amplitud de la onda.
b)
)

c
d) La frecuencia de la onda.
)

La longitud de onda.
El periodo de la onda.

e) La direccién de propagacion de la onda.

f) La masa de la cuerda es de 5kg y su longitud es de 10m. Calcule la tension
de la cuerda.

g) Dibuja la forma de la cuerda en el tiempo inicial (t = 0).

Sol:

t
a) La amplitud de onda de la onda y(z,t) = 8sen {2% <2% - 5)1 corresponde al valor

maximo que puede tomar y para algin tiempo y posicion dados. Entonces para la onda
en cuestion la amplitud es de 8 m.

b) La ondas y(z,t) tienen como caracteristica principal ser las soluciones de la ecuacion
de onda:

Py(x,t) 1 Py(x,t)
ox2 w2 o

cuya solucién es una onda que estd determinada mediante una funcién arbitraria g de
argumento kxr + wt (g(x,t) = g(kxr £ wt)), donde k se define como el nimero de onda
y w es la frecuencia angular de oscilaciéon de la onda y el signo — corresponde a una
onda que viaja hacia la derecha y el signo + corresponde a una onda que viaja hacia la
izquierda.

Por otra parte el nimero de onda k esté relacionado con la longitud de onda A
mediante la relacion:
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y la frecuencia angular de oscilacion w esté relacionada con el periodo de la onda T
mediante la relacion:

comparando:

g(kz + wt) = y(z,1) = 8sen [% (% _ %)]

resulta que:

2
k=—
20
y:
B 27
w = 5
de donde se obtiene:
27 27
]{ —_ — — _
20 A
=
A= 20m,

por lo que la longitud de onda es de 20 m.

¢) Para el periodo de oscilacion del movimiento ondulatorio representado por la onda

t
y(z,t) = 8sen {27r <£ — 5)} se obtiene:

20
2 2
w = — — -
2 T
—
T = 2s,

por lo que el periodo de oscilacion es de 2 s.

d) La frecuencia de la onda f esta dada por:

1
=—=05Hz.
2s :

e) Comparando:
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t

g(kz + wt) = y(z,t) = 8sen [2” (% - 5)}

se encuentra que para la onda considerada en este caso, ésta corresponde al signo — y
por lo tanto, la onda se propaga hacia la derecha.

f) En una onda mecanica la tension de la cuerda F' esta relacionada con la densidad de

w
la cuerda p y con la velocidad de propagacion de la onda v = 7 mediante la relacion:

F
v=y4/—
14
de donde:
F=v*p
y:
2m
-2 _ o™
V= o = 10 .
20
M  bkg kg
=—=—=05—
H=T " 1om m’
por lo que:

2/
F == (10 T) (0.5—9) — 50N .
S m

g) Para dibujar la forma de la cuerda en el tiempo inicial (¢ = 0), se tiene que si t = 0,
la onda considerada toma la forma:

x 0 T
y(x,t =0) = 8sen [27? (2_O_§>] = 8sen (ﬁ) ,

cuya representacion grafica se muestra en la figura 14.7.

14-9.- La ecuacion y(x,t) = 0.2cos (6.28¢) sen (18.8 z), describe una onda estacionaria,
estando = y y en metros y t en segundos. ;Cuéles son la longitud de onda y la
frecuencia de las dos ondas que dan lugar a esta onda estacionaria?
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y (m)
10 T T T T T T T
5 - -
0
sl \/ \/ \/ |
-10 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

X (m)

T t
)], en funcién de la posi-

Figura 14.7: Comportamiento de la onda 8sen [27r <20 ~ 3

cién, para el tiempo inicial ¢t = 0s.

Sol:

Las ondas estacionarias en una dimension son el resultado de la superposiciéon de dos
ondas de igual amplitud, igual longitud de onda y frecuencia viajando en direcciones
opuestas:

y(z,t) = y1(kx — wt) + yo(kx + wi)
con:

y1(kx —wt) = Asen(kx —wt + ¢1)
ya(kr + wt) = Asen(kz + wt + ¢2),

de manera que utilizando la relacion trigonométrica:

sen(a) +sen(b) = 2sen (“;b) sen (“;b) , (14.13)

la superposicion de las ondas y; (kx — wt) y yo(kx + wt) resulta ser:

)sen(kx + M) ,

y(z,t) = y1(kx — wt) + yo(kx + wt) = 2A sen(wt + ¢2;¢1 :
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comparando este resultado con la expresion:

se encuentra que:

por lo que:

de donde:

y(x,t) = 0.2cos (6.28¢)sen (18.8 x) ,

sen(wt + ¢ ; ¢1) = cos(6.281)
sen(k::zc+M
2
Pt _
P2 — _ T
2
w = 6.281
s
1
k = 18.8—
m
24 = 02m
T
6 o= 3
7T
o=
T = 1s
Fo T
= T = z
A= 0.324m
A = 0.1m,

) = sen(188x) ,

291

(14.14)

por lo tanto, la longitud de onda de las dos ondas es de A = 0.324 m con una frecuencia

de f =1Hz.
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14-10.- Dos ondas viajan por una cuerda. Una de ellas esta representada por:
y1(z,t) = 3.2sen 27 (0.04x — 20t)]
y la otra mediante
yo(z,t) = 3.2sen 27 (0.04x + 20t + 0.25)],

estando x y y en centimetros y ¢ en segundos. Localice el nodo de la onda estacio-
naria resultante, que esté més cerca de z = 0, y calcule la distancia entre nodos
adyacentes.

Sol:

Las ondas estacionarias en una dimension son el resultado de la superposiciéon de dos
ondas de igual amplitud, igual longitud de onda y frecuencia viajando en direcciones
opuestas:

y(z,t) = y1(kx — wt) + yo(kx + wt)
con:
yi1(kx —wt) = Asen(kx —wt + ¢1)
yo(kr +wt) = Asen(kz + wt + ¢s),

de manera que:

$2 —
2

+¢2+¢1

y(z,t) = y1(kx — wt) + ya(kx + wt) = 2A sen(wt + 5

) sen(kx ),

sustituyendo en esta expresion:

yi1(z,t) = 3.2sen[2m (0.04x — 201)]
yo(z,t) = 3.2sen[27 (0.04 2 + 20t + 0.25)] ,

la onda estacionaria resultante esta dada por:

y(z,t) = y1(kx — wt) + yo(kx + wt) = 6.4sen(407mt + %) sen(0.087 x + Z) ;

4
donde:
P2 — _ T
2 4
P2+ ¢1 _ T
2 4
w = 40m-
S
1
k = 0.087—

m
A = 32m .
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Por lo que el primer nodo de la onda estacionaria en direcciéon x positiva se encuentra
para x7 satisfaciendo la condicion:

sen(0.087 z + %) = 0
—
T
0.087 T+ Z = ™,
es decir, el primer nodo en la direcciéon de las x positivas, se encontrara en:
1 3

= — = 9.375

17 008 4 e

de igual forma, el primer nodo de la onda estacionaria en direcciéon x negativa se en-
cuentra para xg satisfaciendo la condicién:

s
0.087 x¢ + 1= 0,
por lo que el primer nodo en la direccién de las x negativas, se encuentra en:

L 3.125
Ty = — — =—-3.125m.
0 0.087 4

Por lo que la distancia entre nodos adyacentes es:

1 — Xy = 12.5m.

14-11.- La frecuencia de un silbato de tren, que oye el conductor, es de 800 Hz. Si en un
cruce una persona oye el silbato con una frecuencia de 760 Hz ;a qué velocidad va
el tren? ;Se acerca o se aleja de la persona? Suponga que la velocidad del sonido

en el aire es de 340 —.
s

Sol:
La persona en el cruce percibe una frecuencia fpersonq, resulta ser menor que la frecuencia
original del silbato del tren f.,.. . por lo tanto el tren se esta alejando del cruce donde
se encuentra la persona.

La velocidad vy, con la que se aleja el tren del cruce donde se encuentra la persona esté

dada en términos de: la diferencia de frecuencias Af = fl.. . — frersona, la frecuencia
m
del silbato f!,;.., v la velocidad del sonido en el aire para la fuente en reposo v = 340 —,

s
se obtiene para la velocidad del tren:

Af

fper sona

m [ 40 Hz m
= 340 — =179 —
v s (760Hz)

Uf = v
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fuerza resultante, 71-75, 79, 83, 85, 89, 92,
94, 98, 101, 104, 107, 110, 112, 114,
118, 121, 124

fuerza resultante igual a cero, 75, 77, 79,
83, 85, 89, 94, 101, 104, 110, 118,
124

ley de Hooke, 92, 134, 142

leyes de Newton, 71-75, 77, 79, 83, 85, 89,
92, 94, 98, 101, 104, 107, 110, 112,
114, 118, 121, 124

longitud de onda, 285287, 289, 292

momento angular, 255, 259, 264, 266, 267,
271
momento angular y
forma rotacional de la segunda ley
de Newton, 255
momento de inercia, 213, 215, 242, 246, 250,
251
momento de una fuerza, 217
momento de una fuerza y
forma rotacional de la segunda ley
de Newton, 220, 223, 227, 229, 233,
235, 238, 248, 251
momento de una fuerza y
fuerza de friccion, 223, 229, 235
movimiento
en dos dimensiones, 34, 37, 52, 53
movimiento
en dos dimensiones con aceleracion
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constante, 40, 42, 50, 55, 56, 66
movimiento
en una dimensiéon con aceleracion
constante, 48
movimiento armoénico simple, 275, 278, 280
movimiento armoénico simple y
colisiones elasticas, 282
movimiento armoénico simple y
conservacion de la cantidad de
movimiento lineal, 280, 282
movimiento armoénico simple y
conservacion de la energia, 280, 282,
285
movimiento circular, 34
movimiento circular uniforme, 68, 107, 121
movimiento con aceleraciéon constante
en una dimension, 21, 24, 26, 28,

30, 59, 60, 63
movimiento de proyectiles, 40, 42, 55, 56,
66

movimiento ondulatorio, 285, 287, 289, 292
movimiento relativo, 199, 201
movimiento, relacién entre
variables lineales y angulares, 207,
208, 211, 220
movimiento
en dos dimensiones, 33

nodos y antinodos de una
onda estacionaria, 292

ondas estacionarias, 289
ondas mecénicas, 285287, 289
ondas sonoras, 293

periodo de oscilacion, 275
periodo de una onda, 287, 289, 292
periodo del movimiento

circular uniforme, 68
producto vectorial, 217, 220, 223

rapidez, 48
rapidez angular, 207, 209
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rapidez angular,
relaciéon con la aceleracion centri-
peta, 211

regla de la mano derecha, 217, véase pro-
ducto vectorial, 223

relacion entre
variables lineales y angulares, 227,
229, 233, 238, 242, 246, 248, 250,
251, 255, 259, 264, 266, 267, 271

relacion entre el momento angular y el mo-
mento de una fuerza, 251

relacion entre el vector velocidad y la tra-
yectoria, 52

relacion entre la aceleracion y la velocidad
instanténea, 26, 45

representacion grafica de la
trayectoria en un movimiento bidi-
mensional, 33, 34, 37

representacion grafica de una onda, 287

representacion grafica del trabajo, 130, 132,
139, 141

representacion grafica del
movimiento con aceleracién cons-
tante en una dimension, 21, 30, 59,
60, 63

representacion matematica de una onda, 287

segunda ley de Newton, 72, 73, 75, 79, 83,
85, 89, 94, 98, 101, 104, 107, 110,
112, 114, 118, 121, 124

segunda ley de Newton en sistemas de re-
ferencia no inerciales, 92, 98, 110

segunda ley de Newton para los sistemas
de particulas, 191

Sistema Internacional de Unidades (S.I.),
3,4

sistemas de referencia no inerciales, 92, 98,
110

superposicion de ondas en una dimension,
289

teorema trabajo-energia cinética, 130, 132—

134, 137, 139, 141, 142, 144

tercera ley de Newton, 74, 104

tiro parabolico, 40, 42, 55, 56, 66

trabajo, 271

trabajo y movimiento circular uniforme, 133

trabajo debido a la fuerza del peso, 137,
144

trabajo debido a la fuerza elastica de un
resorte, 134, 142

trabajo realizado por la fuerza de friccion,
154, 156, 163, 170

vector aceleracion, 37

vector aceleracion media, 34

vector velocidad, 37

vector velocidad media, 50, 53

vectores, adicion de , 9

vectores, componentes cartesianas de, 7, 71,
74,75, 77,79, 83, 85, 89, 92, 94, 98,
101, 104, 107, 110, 112, 114, 118,
121, 124

vectores, multiplicacion escalar de , 9

vectores, producto escalar de , 14

velocidad de propagacion de una onda, 285—
287, 289, 292

velocidad de propagacion de una onda
y movimiento relativo, 293

velocidad instantanea, 26, 45

velocidad media, 26, 45

velocidad relativa, 199, 201, 208

velocidad tangencial,
relacion con la rapidez angular, 207,
211
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