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Resumen

La presente tesis realiza una revision, descripcion y evaluacién generales de los sistemas dindmicos
reales autonomos, suficientemente continuos y diferenciables, polinomiales, lineales o no lineales y
conservativos o integrables para construir ciclos limite en el plano R?, posteriormente representarlos
en el espacio de las formas diferenciales A?(R?), y extender estas ideas a los 2-ciclos limite
representandolos con el espacio de las formas diferenciales A3(R3). Esta tesis se centra en sistemas
dindmicos en espacios bidimensionales y tridimensionales por el poder grafico y visual que se pretende
sea intuitivo para dichas construcciones y generalizaciones, se utilizaran para estos casos ejemplos
ilustrativos explicados lo més detallado posible, cuya solucién en el espacio-fase es un polinomio
que es una curva cerrada. Se toma aqui un punto de vista méas descriptivo y no tan analitico.
Hay estudios aislados de construccién de ciclos limite en exposiciones matematicas y fisicas con
herramientas de calculo tensorial, pero aqui sélo se recopilan tales estudios con un enfoque aplicado
a los r-ciclos limite con r = 1,2, se usa una notacién tensorial para su representacién en las formas
diferenciales. Esta tesis hace énfasis en la necesidad de contar con més generalizaciones matematicas
para el tratamiento de los r-ciclos limite, asi mismo, se generaliza la idea de r-ciclos limite en mas
dimensiones en el espacio de las formas diferenciales A™(R™) en las conclusiones finales.

Se espera en un futuro poder hacer trabajos de andlisis mas exhaustivos y mas construcciones de
los r-ciclos limite y hacerles un tratamiento matemaético més profundo que se plasme en libros y en
algunos articulos de investigacion. En este sentido, se pretende que esta tesis sea como un punto de
partida. Se ponen los avances mas significativos de este trabajo en forma de conclusiones finales y
lo que se aporta de nuevo en esta area de estudio.

This thesis carries out a general review, description and evaluation of the autonomous real dynamical
systems, sufficiently continuous and differentiable, polynomial, linear or non-linear and conservative
or integrable to construct limit cycles in the plane RZ, then represent them in the space of the
differential forms A?(R?), and extend these ideas to the 2-limit cycles representing them with the
space of the differential forms A3(R?). This thesis focuses on dynamic systems in two-dimensional
and three-dimensional spaces due to the graphic and visual power that is intended to be intuitive for
said constructions and generalizations. For these cases, illustrative examples explained as detailed
as possible will be used, whose solution in the phase-space is a polynomial that is a closed curve.
A more descriptive and not so analytical point of view is taken here. There are isolated studies of
construction of limit cycles in mathematical and physical expositions with tensor calculus tools, but
here only such studies are compiled with an approach applied to r-limit cycles with r = 1,2, a tensor
notation is used for its representation in differential forms. This thesis emphasizes the need to have
more mathematical generalizations for the treatment of r-limit cycles, likewise, the idea of r-limit
cycles is generalized in more dimensions in the space of the differential forms A™(R™) in the final
conclusions.

It is expected in the future to be able to carry out more exhaustive analysis work and more
constructions of the r-limit cycles and to give them a deeper mathematical treatment that will be
reflected in books and in some research articles. In this sense, this thesis is intended to be a starting
point. The most significant advances of this work are put in the form of final conclusions and what
is contributed again in this area of study.
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Introduccion

“Todo debe hacerse tan simple como sea posible, pero sin excederse en ello.”
Albert Finstein

El propaésito general del trabajo intitulado: Construccion y generalizacion de los ciclos limite de sistemas dindmicos reales,
continuos, polinomiales y suficientemente diferenciables, con ejemplos en el plano tridimensional, es para la construccién
de estos ciclos limite usuales, a partir de sistemas dindmicos auténomos reales, suficientemente continuos y diferencmbleﬂ
polinomiales, lineales o no lineales y conservativos o integrables en el plano R? y la extensién (generalizacién) propuesta en
los espacios de las formas diferenciales de los r-ciclos limite (A" (R")), particularmente en dos y en tres dimensiones, porque
es posible visualizar geométricamente estas formulaciones e interpretaciones. El interés primario es la de desarrollar mas
generalizaciones apropiadas para las ciencias de la complejidad y extender més los conocimientos en el campo de la dindmica
no lineal en el tema de los ciclos limite. En este trabajo se haran explicaciones y ejemplos lo méas detallado posible. Estos seran
mas descriptivos e ilustrativos, sobre todo, que nos ayuden a visualizar de manera intuitiva las generalizaciones. Ejemplos
desarrollados y un orden progresivo de los temas de menor a mayor grado de dificultad seran los elementos distintivos de
esta tesis.

Para la metodologia de esta tesis, el cémo fue hecha la investigacién surgié en todas las clases de dindmica no lineal con
Juan Luis Martinez Ledesma; €l planted, formuld y construyé una posible extension de los r-ciclos limite en los espacios
de las formas diferenciales, a partir de sistemas dindmicos reales, suficientemente diferenciables y continuos, polinomiales
y conservativos, asi que nos pusimos manos a la obra en este escrito para poder sacar ideas y cuestiones notables para la
construccién y generalizacion de los ciclos limite, el cudndo fue hecha la investigacién surgié a partir del ano 2017, como
por octubre y noviembre, al plantearnos lo que comenté hace un momento renglones arriba, sin embargo, el escrito como tal
empieza a surgir en el afio 2018, a principios de dicho afno (por febrero o marzo), me decanté por escribir este tema porque
me lo propuso Juan Luis y me llamé el hecho de poder contribuir a més generalizaciones y ver el alcance de construir los
ciclos limite y, finalmente, dénde fue hecha la investigacién; estd obra fue hecha en la Universidad Auténoma de la Ciudad
de México, en el Plantel de la Colonia del Valle, estas ideas surgieron en el salén 005 del edificio que esté cercano al posgrado
de ciencias genémicas. Esto es a grosso modo las ideas de este escrito.

Como anticipo de esta tesis, encontraran al principio, las teorias matematicas para abordar el tema de los r-ciclos limite de
la manera mas ordenada posible; una vez terminada esta parte, se entra al caso bidimensional, en el que se construyen ciclos
limite en el plano R2, se hacen tres construcciones empezando de menor a mayor grado de dificultad, con sus respectivos
ejemplos explicativos y al final se utiliza notacién tensorial para representar los ciclos limite conocidos a los 1-ciclos limite en
el espacio de las formas diferenciales A*(R?). Luego se aborda el caso tridimensional, en el que se utilizaron los principios del
célculo tensorial y dlgebra geométrica para construir los 2-ciclos limite en el espacio de las formas diferenciales A3(R?). Al
final en el caso n-dimensional, se hace una breve exposicién de como llevar a la generalizacion los r-ciclos limite en el espacio
de las formas diferenciales A™(R™), las ideas son similares en més dimensiones, pero no se pueden visualizar. Termino con
las conclusiones de esta tesis acerca de su relevancia, importancia, posibles aplicaciones y comentarios finales.

Con el fin de hacer méas accesible el seguimiento de este trabajo, me he apegado a estos principios béasicos, siguiendo esta
pequena guia:

1. Incorporo la tecnologia, como graficos de los espacios-fase en MatLab, el programa Surface para la graficacién de
superficies en A®(R3), la utilizacion de GeoGebra para las partes graficas; para animar la exposicién de los temas que
presento aqui, no con el fin de restarle valor a las matemaéticas o de reemplazarlas como tal, sino para apoyarlas y hacer
mas accesible la tesis.

2. Los teoremas, definiciones, proposiciones y observaciones se establecen como textualmente estd en los libros. Debido a
que la mayoria de las demostraciones estan en los libros expuestos, o, con la exposicién que dan se pueden demostrar
sus teoremas y los cuales se ponen en la bibliografia, solo se demuestran los teoremas que se usaran en toda la tesis.

3. La exposicién de esta tesis es explicativa, introductoria, ilustrativa y descriptiva, muestro que los r-ciclos limite existen
visualmente y se dan ejemplos lo més detallado posible y suficientemente extensos. Aunque se aplica algo de algebra y
calculo para mostrar que algebraicamente son ciclos limite o r-ciclos limite.

Para alcanzar los objetivos planeados, se han incorporado las siguientes caracteristicas:

IMAGENES Y DIBUJOS

A lo largo de la tesis titulada como: Generalizacion de los ciclos limite de sistemas dindmicos reales, continuos, polinomiales
y suficientemente diferenciables, con ejemplos en el plano tridimensional se utilizan imagenes y dibujos, no solamente como
instrumento para el aprendizaje, sino también como un instrumento notable en la solucién de problemas. Se entiende mas el
contexto de las cosas con un grafico o imagen que haciendo simplemente abstracciones matematicas, pues las personas son
mas visuales que abstractas en términos generales.

REDACCION EN MATEMATICAS

Los ejemplos que se presentan a lo largo de todo este escrito tienen una redaccién verbal y matemadtica extensa, pero intuitivas,
con el fin de que cada ejemplo sea lo bastante significativo como para abarcar bien lo que se plantea en la teoria. Esto es,

1En realidad la interpretacién de “funcién suficientemente diferenciable” depende del contexto; se refiere a que la funcién es tantas veces
diferenciable para poder manipularla como nos interese; si, por ejemplo, es una curva y se quiere hallar el triedro de Frénet, se refiere a que es tres
veces diferenciable; si sélo se quieren hallar sus puntos criticos, uno se refiere a que simplemente existe su primera derivada, lo mismo sucede con
suficientemente continuo, si se quiere sacar la segunda derivada de una funcién, al menos tendria que ser tres veces continua, en la funcién misma,
su primer derivada y su segunda derivada.
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me apego al manejo de los operadores, las operaciones y de los teoremas, en lugar de darlo de manera puramente abstracta,
puesto que se utilizan en el segundo capitulo . Y los ejemplos tienen una explicacién y contexto para que se note lo que
se hace paso a paso.

EJEMPLOS ILUSTRATIVOS

Los ejemplos, estan cuidadosamente escogidos y ordenados para la construccién de los temas que se presentan, con la finalidad
de entender el uso de los teoremas, proposiciones o las construcciones que se hacen. Los ejemplos estan escritos, y sirven
como modelos de resolucién de problemas, muestran un concepto, definicién o teorema particular, aunque no en todos los
casos, solo lo que se necesita manejar para poder construir o generalizar los ciclos limite o r-ciclos limite; son prototipos de
las ideas expuestas en los teoremas, proposiciones, o en los mismos ejemplos.

ASPECTOS PEDAGOGICOS

Uso letras en negritas y en cursivas (a veces combinando ambas), esto con el fin de llamar la atencién del lector para
hacer énfasis en los términos y conceptos notables. También se separan los teoremas, definiciones, observaciones, ejemplos y
proposiciones del texto normal o escrito con entornos propios de I#TEX2e para ver de manera estructurada los conceptos y
tener separacién entre cada elemento utilizado en esta tesis.

El propésito de esta tesis es mirar a otros horizontes para hacer crecer mas este conocimiento, poder fijarnos en otras
generalizaciones y métodos para la resoluciéon de problemas nuevos, o no nuevos, pero con un enfoque distinto a lo que se
estudia en los sistemas dindmicos, siento que estas nuevas ideas podrian ayudar mas en otros ambitos de las matematicas,
ciencias de la complejidad y de areas del conocimiento tales como la biologia, por ejemplo.



Capitulo 1

Preliminares matematicos

En este primer capitulo se ponen los topicos necesarios para el segundo capitulo . Se empieza con la primera seccién
que serd una introduccion del dlgebra geométrica, luego se exponen el dlgebra y el calculo p-formas o formas diferenciales,
en la segunda seccién se hace una introduccion a los elementos tensoriales en la tercera seccién para usarlos en
el segundo capitulo de esta tesis y en la tercera seccién se hace una introduccién histérica y elemental del dlgebra
geométrica. Estas son las teorias para abordar los r-ciclos limite.

1.1. Introduccién de algebra geométrica

El dlgebra geométrica es una teoria matemdtica que fue creada por el matemdtico Hermann Giinther Grassman (1809 -
1877) y el matematico inglés William Kingdom Clifford (1845 - 1879) con el propdsito de crear un célculo cuyos simbolos
representaran objetos geométricos (como puntos, lineas, superficies o volimenes) y se pudieran manipular algebraicamente
de forma independiente de las coordenadas. Es decir, crear abstractamente con simbolos propios del algebra y operaciones
que fungieran como las dadas por la geometria, pero sin contar con las figuras de manera necesaria y generalizar esta idea
geométrica a mayores dimensiones usando sélo el dlgebra y sus axiomas para generalizar la idea a multivectores.

El dlgebra geométrica fue olvidada tras la muerte de Clifford, y el que tendria que haber sido su lugar en los planes de estudio
fue ocupado (y asf sigue siendo hasta la fecha) por el dlgebra vectorial de Josiah Willard Gibbs (1839 - 1903). El dlgebra
vectorial de Gibbs presta sus servicios en fisica e ingenieria, pero tiene limitaciones: si bien el producto escalar de vectores
existe en cualquier dimensidn, el producto vectorial de Gibbs es exclusivo del espacio tridimensional. El dlgebra geométrica
de Grassman y de Clifford, en cambio, no estd limitada por el nimero de dimensiones del espacio en que se trabaje. Por
otro lado, en el dlgebra de Gibbs sélo hay escalares y vectores, mientras que en el dlgebra geométrica hay ademas bivectores,
trivectores, cuadrivectores... Lo que haga falta, hasta la dimension del espacio vectorial sobre el que se trabaje.

El dlgebra geométrica fue rescatada (bajo la denominacién de dlgebra de Clifford) por Paul A. M. Dirac (1902 - 1984) para su
ecuacion relativista del electrén. Pero también es una dlgebra de Clifford la llamada dlgebra de Paul, unas matrices utilizadas
en mecanica cuantica en el contexto del espin. Sin embargo, las representaciones matriciales empleadas por Paul y Dirac,
dejaban oculta la transparente interpretacién geométrica de la formulacion original de Grassmann y Clifford. No ha sido
sino hasta hace relativamente poco tiempo que David Hestenes (1933 - hasta la fecha), el principal defensor e impulsor del
redescubrimiento del dlgebra geométrica de Grassmann y Clifford, ha venido destacando su papel como lenguaje unificado
para las matematicas y la fisica.

Se trata de una teoria matematica todavia no muy conocida, pero que no sélo atrae cada vez més lineas y grupos de
investigadores, sino que ofrece un enorme interés desde el punto de vista pedagdgico. Y es que, aunque ciertamente el dlgebra
geométrica es mas compleja que el dlgebra vectorial de Gibbs, su riqueza le permite hacer una larga exploracién de diferentes
temas de mateméticas (como la teorfa de determinantes, o la geometria proyectiva), de aplicaciones en Fisica (mecénica
clésica, electromagnetismo, relatividad y mecdnica cudntica), o aplicaciones a la ingenierfa y robética. Que solo se han dado
apenas en pleno siglo XXI.

Dado un espacio vectorial de dimension finita V' sobre un campo & con una forma bilineal simétrica (el producto interno o
interior, por ejemplo, la métrica euclidiana o lorentziana) g : V. xV — Z el dlgebra geométrica para este espacio cuadratico
es el dlgebra de Clifford C¢(V,g). Solo se considerara el caso en que el campo son los nimeros reales, .# = R, todos esos
conceptos y més estdn metidos dentro del dlgebra geométrica por lo geométrico y algebraico. La notacién 4(p,q) o %, se
usara para describir un dlgebra geométrica que se conceptualizard casi hasta el final.

El producto en el algebra se llama el producto geométrico, y el producto en el dlgebra exterior contenida se llama el
producto exterior (a menudo llamado el producto externo y menos a menudo la cuna). Se denotan estos respectivamente
por yuztaposicion (es decir, suprimir cualquier simbolo explicito de multiplicacién) y el simbolo A. La definicién anterior
del dlgebra geométrica es abstracta, por lo que se define cada palabra, para resumir las propiedades del producto geométrico
mediante un conjunto de axiomas.

El primer concepto es el de campo, por lo que se define a continuacién.

Definicién 1.1. Se dice que F es un campo si se cumplen las siguientes propiedades:

1.V a, be Z, se tiene que a + b € F, (cerradura de la suma),
Va, b, ce F, se cumple que (a+b)+c=a+ (b+c), (propiedad asociativa de la suma),
Vae F,30e F, tal que a+0=0+a = a, (elemento neutro en la suma),
Para cada a € F,3 —a € F, tal que a + (—a) = (—a) +a =0, (elemento inverso en la suma),
YV a, be F, se cumple que a +b = b+ a, (propiedad conmutativa de la suma),

Y a, be F, setiene que ab € F, (cerradura del producto),

NS & e

Y a,b, ce F, se cumple que (ab)c = a(bc), (propiedad asociativa del producto),
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8. VYae F,I1eF, tal que al = la = a, (elemento neutro del producto),

9. Para cada a € F,3 a"t € .F, tal que aa™' = a"'a =1, (elemento inverso del producto),
10. ¥V a, b e Z, se cumple que ab = ba, (propiedad conmutativa de la suma),
11. Y a, b, c € F, se cumple que a(b+ c) = ab+ ac. (propiedad distributiva).

El segundo concepto es el de espacio vectorial, por lo que se define a continuacién (las letras en negro denotardn vectores,
para su manejo.

Definicién 1.2. Se dice que V' es un espacio vectorial sobre el campo 7, si cumple con las siguientes propiedades:

1. Y v1, v2 €V, se tiene que v1 + vy € V', (cerradura de la suma),

YV vy, v, v3 € V, se cumple que (v1 + v2) +v3 =1 + (v2 + v3), (propiedad asociativa de la suma),
YVoeV,30e€V, tal quev+0=0+v =a, (elemento neutro en la suma),

Para cadav € V,3 —v €V, tal que v + (—v) = (—v) + v =0, (elemento inverso en la suma),

YV vy, vg €V, se cumple que v1 + v2 = va +v1, (propiedad conmutativa de la suma),

VYaeF yVuveV, setiene que av € V, (cerradura del producto por escalar),

Va, be F yVveV, secumple que (ab)v = a(bw), (propiedad asociativa del producto por escalar),

VoeV,31eF, ta que lv = vl =v, (elemento neutro del producto por escalar),

NS N S s N T

VaegF, yvVu,va €V, se cumple que a(vy + v2) = avy + ave, (distributividad sobre vectores),

~
S

Va,be F, yYveV, secumple que (a+ b)v = av + bv. (Distributividad sobre escalares).

El tercer concepto es el producto interno de vectores, por lo que se define a continuacién.

Definicién 1.3. Se dice que g : VXV — % es un producto interno (que se denotard por (-,-) ), donde (v1,v2) — (v1,v2),
si se cumplen las siguientes propiedades:

1.Va,beF, yV v, vy, vg €V; se cumple que (avy + bug,v3) = a{vy,v3) + b{ve,v3), (linealidad),
2. Vv, va €V, se cumple que (v1,v2) = (ve,v1), (hermiticidad),
3. Vv eV, se cumple que (v,v) >0, y (v,v) =0 si y sdlo si v =0. (definida positiva).

Estas tres propiedades en la definicién convierten a nuestro producto interno en una forma sesquilineal, hermitica y
definida positiva; pero si se pide que .# = R, entonces nuestro producto interno es bilineal, simétrica y definida positiva, y si
se toma la métrica euclidiana usual, entonces nuestro producto interno se convierte en un producto escalar, {por qué es tan
notable el producto escalar? Porque a diferencia de un producto interno general, el producto escalar tiene una geometria y sus
interpretaciones son notables en las proyecciones escalares y vectoriales, en muchas leyes o reglas geométricas y trigonométricas
y en un gran significado dentro de la geometria analitica y euclidiana que explica la medidas de distancia a un punto, a una
recta, plano o hiperplano y todas sus relaciones posibles entre si.

Un concepto son las métricas, se sabe que todo producto interior induce de forma natural una métrica, debido a ser definida
positiva, se da la siguiente definicién de métrica:

Definicién 1.4. Una métrica sobre un conjunto V' es una funcion (llamada funcién distancia o simplemente distancia)
d:V xV —RTU{0},

donde RT = (0,00) es el conjunto de los niimeros reales positivos (no se puede poner R porque la distancia no puede ser
negativa), y tal que, para cualesquiera v1, va, v3 € V, se satisfacen las siguientes condiciones:

1. d(v1,v2) > 0, (no-negativa, o axioma de separacion),

2. d(v1,v2) =0 si y sélo siv1 = v, (axioma de coincidencia),
3. d(v1,v2) = d(v2,v1), (simetria),

4. d(v1,v3) < d(v1,v2) + d(v2,vs3) (desigualdad triangular).

Las condiciones 1 y 2 juntas definen una funcion definida positiva. La primera condicion es una consecuencia de las otras
tres.

La definicién (1.4) métrica conlleva al concepto de espacio métrico, puesto que los espacios euclidianos R™ son también
espacios métricos en donde pueden medirse distancias, areas, volimenes.

Definicién 1.5. Un espacio métrico es un conjunto M (a cuyos elementos se les denomina puntos) con una funcion
distancia asociada (también llamada una métrica) d : M x M — R (donde R es el conjunto de los nimeros reales). Decir d
es una distancia sobre M es decir que se cumplen la condiciones o propiedades de la definicion .

Un espacio métrico tiene topologias que nos sirven para el estudio de nuestros sistemas dindmicos autdnomos reales,
suficientemente continuos y diferenciables, polinomiales y conservativos, por lo que se presenta una definicién con algunas
de estds propiedades asociadas a un espacio métrico.
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Definicién 1.6. Sea (M, d) un espacio métrico, y sean a € M yr € RT U {0} un punto de M y un nimero real positivo
o cero, respectivamente:

1. Se llama bola (abierta) centrada en a y de radio r, al subconjunto de M : {x € M|d(z,a) < r}, denotado como B(a,r),
o como B,.(a),

2. Se llama bola cerrada centrada en a y de radio r, al subconjunto de M : {x € M|d(z,a) < r}, denotado como
B.(a,r), B(a,r) 0 B.(a),

3. En andlisis funcional la terminologia puede llevar una confusion, pues a la bola abierta de radio r y centro a se la
suele denotar por U(a,r) o por U.(a), mientras o la bola cerrada de centro a y radio r se la denota por B(a,r) o por
B,(a),

4. Algunos autores utilizan la expresion disco en lugar de bola, asi es que se puede hablar en términos de disco abierto
y disco cerrado. Esta terminologia se utiliza en Variable Compleja, y cuando se considera la distancia euclidea sobre
el conjunto R?,

5. Se llama esfera centrada en a y de radio r, al subconjunto de M : {x € M|d(z,a) = r}, denotado usualmente como

S(a,r), o Sy(a).

Las definiciones (1.4) y (1.6) generales de métricas sobre un espacio euclidiano R™ nos define una métrica euclidiana, que es
la usual. La desigualdad triangular desempenard un papel necesario.

Definicién 1.7. Sea 5 = {e1,e2,...,e,} una base ortonormal en la que un vector v € V wviene dado por sus componentes
en esta base, vg = (v1,v2,...,0,), entonces la norma de dicho vector viene dada por:

loll = /o2 + 3 + -+ 02 =

En la definicién se mencioné el concepto de norma, se define un operador norma que determine la longitud o magnitud
del vector bajo consideracion ya que no es un problema trivial; desde la aparicién de las geometrias no euclideas para las
que surgen, asociada al concepto de longitud, la nocién de geodésicﬂ Para ampliar estas ideas conviene conocer la geometria
riemanniana y la geometria diferencial.

Definicién 1.8. Sea v € V' cualquier vector de un espacio vectorial sobre un cuerpo %#. Se dice que ||| : V — R es
un operador que define la norma de v, que se denotard como ||v||, si cumple:

1. Vv € V sunorma ha de ser no negativa, y serd cero si y sélo siv es el vector cero: |[v]| > 0 siv #0 y|jv|]| =0 < v =0,
2.VveV yV Ae.ZF sesatisface que: || M| = |A| - |Jv]],
3. Y vy, va €V se cumple que ||[v1 + v < ||v1| + ||v2|| (desigualdad triangular).

Cualquier operador que cumpla estas tres condiciones, y en cualquier geometria, serd un operador norma.

Si se toma el producto escalar, se pueden deducir las siguientes propiedades. Esto para definir un dlgebra geométrica y este
concepto es necesario.

Teorema 1.1. Sea (-,-) : V x V — R un producto escalar, con ({(v1,v2) = v1 - v2), entonces las siguientes propiedades
se cumplen:

1. Y v, v €V, v -ve =|a||b||cosb, con 8 € [0,n],

Vv, ve €V, v -vg =g -v1, (conmutatividad del producto escalar),

Vo, ve,v3 €V, v (v2a+v3) =v1 -2 + vy -vs, (distributividad del producto escalar),

VaeR, yvi,v2 €V, a(vy -v2) = (av1) - v2 = v1 - (ave), (asociatividad respecto al producto por escalar),
VoeV,v-v=|pv|>0,yv-v=0, siy sdlo siv=0, (definida positiva),

Vu,ve €V, 3v eV, tal que v1 +v2 =v, (caracterizacion triangular),

V v1, v2, v € V con caracterizacién triangular, se tiene que ||v]|? = |jv1]|? + ||v2]|* + 2v1 - v,

ST N A B R

V v1, v, v € V con caracterizacién triangular, se tiene que v? = v} + v3 — 2v1v3 cos (LV), donde V es el vértice
opuesto al vector v, con v = ||v||, v1 = ||n1||, v2 = |Jv2]| Yy v1 - v2 = —v1v2 cos (LV), (ley de los cosenos),

9. Sivy -vg =0 entonces vy 1 vy, convy, vg € V.

El teorema ([1.1)) estd en ( [David2012], pp. 17 - 20), no demostrado, pero tiene observaciones y explicaciones de cada inciso.
Estas demostraciones, generalmente suelen estar en libros de geometria analitica, algebra lineal y en calculo diferencial e
integral.

1En el apéndice se da el concepto de geodésica en la definicién (A.18)).
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Figura 1.1. Etiquetas escalares y vectoriales para un tridngulo, nétese las diferencias en la notacién y en el tipo de elementos
utilizados en ambas figuras. Tomada de |[David2012].

El algebra de los escalares y los vectores basados en las reglas que se acaban de mencionar son aceptados de manera general
por fisicos y matematicos. Esta dlgebra es incapaz de proporcionar una expresion completa de ideas geométricas. Sin embargo,
no hay un consenso sobre cémo superar esta limitacién. Existe una gran proliferacién de diferentes sistemas matematicos
diseniados para expresar ideas geométricas (dlgebra tensorial, dlgebra matricial, dlgebra de espin o espinorial) por nombrar
solo algunas. Podria pensarse que esta profusiéon de sistemas revela la riqueza de las matematicas. Mas bien revela una
confusion generalizada: confusién sobre los objetivos y principios del dlgebra geométrica.

El principio de que el producto de dos vectores debe describir sus direcciones relativas preside la definicién del producto
interno. Pero el producto interno no alcanza el cumplimiento completo de ese principio, porque no expresa el hecho geométrico
de que dos lineas no paralelas determinan un plano o, mejor, que dos segmentos de linea dirigidos no colineales determinan un
paralelogramo. La posibilidad de dar a esta caracteristica de la geometria una expresiéon algebraica directa se hace evidente
cuando el paralelogramo se considera como una especie de “producto geométrico” de sus lados. Pero para hacer de esta
posibilidad una realidad, la nocién de nimero debe volver a generalizarse.

Un paralelogramo puede considerarse como un segmento plano dirigido. Asi como se inventaron los vectores para caracterizar
la nocién de un segmento de linea dirigida, también se puede introducir un nuevo tipo de niimero dirigido, llamado bivector o
2-vector, para caracterizar la nocién de segmento plano dirigido [Figura ] Como un vector, un bivector tiene magnitud,
direccion y orientacion, y solo estas propiedades. Pero aqui la palabra “direccién” debe entenderse en un sentido més general
de lo que es usual, asi como la direccion de un vector corresponde a una linea (orientada recta), asi la direccion de un
bivector corresponde a un plano (orientado). La distincién entre estos dos tipos de direccién implican la nocién geométrica de
dimension o grado. Por consiguiente, se dice que la direccion de un bivector es bidimensional para distinguirla de la direccion
unidimensional de un vector. Y a veces es conveniente llamar a un vector un I-vector para enfatizar su dimension. Ademas,
un escalar puede considerarse como un vector cero, para indicar que es un numero de 0 dimensiones. Como ya se mostro,
la tinica propiedad direccional de un escalar es su orientacion, la orientacion puede considerarse como una direccion de 0
dimensiones. Asi, la idea de los nimeros con diferentes dimensiones geométricas comienza a tomar forma.

——
B E . .

Figura 1.2. Bivectores y segmentos planos. Un bivector B puede ser dibujado como un segmento plano. Vectores con la misma
direcciéon que pueden ser representados por segmentos planos en planos paralelos. La magnitud de B es un escalar
denotado por ||B||. La magnitud de B es igual al drea del correspondiente segmento plano, la forma del segmento
plano no estd asociado con ninguna propiedad de B. Sin embargo, una forma circular sugiere el hecho de que B no

distingue ninguna direccion en el plano de ninguna otra, mientras que un paralelogramo indica una relacién del
segmento plano con el segmento de linea. La orientacidn del bivector (y el plano correspondiente) se puede indicar
mediante una flecha que asigna un “sentido” a la curva que limita el segmento plano. Un bivector B y su negativo,
denotado por — B, pueden representarse como la misma figura, pero con orientacién opuesta. Las dos orientaciones
del plano (o bivector) se distinguen por las palabras “en el sentido de las agujas del reloj” y “en el sentido contrario a
las agujas del reloj”. Al igual que un vector, un bivector no debe considerarse que tenga un plano. Los segmentos
planos con la misma magnitud y direccion pueden considerarse como representaciones diferentes de un mismo
bivector sin importar dénde se encuentren; por lo que pueden ser etiquetados por uno y el mismo simbolo bivector.
Los segmentos planos que no estan en planos paralelos deben estar etiquetados con diferentes simbolos bivectores
incluso si tienen las mismas magnitudes. Tomada de |[David2012].

En la geometria ordinaria, los conceptos de linea y plano desempenan roles similares. De hecho, dificilmente se puede decir
que un concepto tenga algun significado aparte del otro, y los significados matematicos de “linea” y “plano” se determinan
Unicamente mediante la especificacién de las relaciones entre ellos. Para dar a los “planos” y “lineas” una representacion
algebraica igual, la nocién de ntmero dirigido debe ampliarse para incluir la nociéon de bivector asi como el vector, y las
relaciones de las lineas con los planos deben reflejarse en las relaciones de los vectores con los bivectores. Puede ser una idea
senalar que tanto la linea como el plano, consisten en un conjunto de puntos en una relacién definida entre si. Es la naturaleza
de esta relacién la que distingue la linea del plano. Un solo vector caracteriza completamente la relacion direccional de puntos
en una linea dada. Un solo bivector caracteriza completamente la relacion direccional de puntos en un plano dado. En otras
palabras, un bivector no describe un conjunto de puntos en un plano, sino que describe la propiedad direccional, que especifica
el plano en el que estan los puntos “en”, por lo tanto, la nocién de un plano como una relacién se puede separar de la nocién
de un plano como un conjunto de puntos.
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Figura 1.3. La “regla del paralelogramo” para la multiplicacion exterior. Nota que el orden de las flechas en la frontera
determina una orientacidn para el paralelogramo. Las flechas indican el camino de un pie que primero barre un
segmento de linea y ahi, como el segmento de linea se mueve, en un borde del paralelogramo. Tomada de |[David2012].

“En matemdticas, un bivector o 2-vector es una cantidad en algebra exterior o algebra geométrica que eztiende la
idea de los escalares y los vectores. Si un escalar se considera una cantidad de orden cero, y un vector es una cantidad de
orden uno, entonces se puede considerar que un bivector es de orden dos’.

Uy Uy

Figura 1.4. Orientaciones relativas de vectores y bivectores. El mismo bivector se obtiene del producto externo de cualquier par
de vectores que marcan segmentos de linea orientados consecutivos que delimitan un paralelogramo orientado. Los
segmentos de linea dirigida en lados opuestos de un paralelogramo orientado corresponden a vectores de orientacién

opuesta. Tomada de [David2012].

Teorema 1.2. Las siguientes propiedades de los bivectores se cumplen:

1. Vv, va € R?; v; Avg = B € A%2(R?), donde B es un plano orientado,

2. Vv, ve €RE vg Avy = —vy Avg = —B € A%2(R?), (inversion de la orientacion),
3. Vv, ve €ER%;ug Avy =1 A (—v2) = (—v2) A (—v1) = (1) Awa € A2(R?),
4. ¥ B € N(R?); || B|| = |1 Ava| = [lva Avi]| = |va|[[[vz]| sin 6, con 6 € [0, 7],
5. C = AB; con B, C € A*(R?), y A € R, (homotecia de bivectores),
6. |C|| = |A||B]|; con B, C € A%(R?), y A € R,
7.V Be A*(R?); (1)B=B y (-1)B = -8B,
8. Vv, va €RZ, gy AER; AMvy Ava) = (\vp) Avg =1 A (Awg),
9. v1 Avg =0, entonces vy || va; donde vy, ve € R?, (colinealidad),
10. vy Avy =0, donde vy € R?,
11. YV v1, va, v3 € R?; se cumple que v1 A (va +v3) = v1 Ave +v1 Avs, (propiedad distributiva del producto exterior),
12. Y vy, va, v3 € R?; se cumple que v1 Avg = v1 Avy = v3 A Vs, sSiempre que vy, V2, V3 cumplan con la caracterizacién
triangular,
13. V1, v, v3 € R?; se cumple que ||[v1 Avs|| = |[v1 Ava|| = ||vsAval|, siempre que vy, v2, v3 cumplan con la caracterizacién
triangular,
14. ¥ vy, ve, v3 € R?; sin V1 = sin Vs = sin Vg, donde Vi, Vo y V3 son los vértices opuestos de los lados vy, ve y v

vy V2 U3 ,
respectivamente de un tridngulo cualquiera como en la figura ,

El teorema se encuentra en ( [David2012|, pp. 22 - 26) no demostrado, pero hay explicaciones de cada inciso, sin embargo,
estos pueden ser demostrados con las definiciones, teoremas y proposiciones de la seccién . Por ahora se explica cada uno
de los puntos del teorema ; la propiedad 1 nos dice que dado que el bivector B correspondiente a este paralelogramo esté
determinado de manera Unica por esta construccion geométrica, puede ser considerado como un tipo de “producto” de los
vectores v1 y v2. Una “cuna” se usa para denotar este nuevo tipo de multiplicaciéon para distinguirla del “punto” que denota
el producto interno de los vectores. Se dice que el bivector vy Avs es el producto externo de los vectores v; y vo. La propiedad
2 nos dice que invertir el orden de los vectores en un producto externo “invierte” la orientacion del bivector resultante, es
decir, el paralelogramo obtenido al “barrer vs a lo largo de v;” difiere solo en orientacion del paralelogramo obtenido al
“barrer v lo largo de v3”; la propiedad 3 nos dice la relacién de la orientacion del vector con la orientacion del bivector, esta
regla, como las demads, se deriva de la correspondencia de vectores y bivectores con segmentos de linea orientados y segmentos
de plano, ver la figura .

La propiedad 4 nos dice que la magnitud del bivector v; Ava es el area del paralelogramo correspondiente, la propiedad 5 nos
dice que la multiplicacion escalar se puede definir para los bivectores de la misma manera que para los vectores, la propiedad
6 nos dice que la magnitud de B esta dilatada por la magnitud de A,y la direccién de C es la misma que la de B si A es
positiva, u opuesta a ella si A es negativa. La propiedad 7 nos dice como se usa la multiplicacién por la unidad de los escalares
uno y menos uno; los bivectores que son multiplos escalares entre si se dicen que son codireccionales, la propiedad 8 nos dice
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la relacién entre las multiplicaciones escalares de vectores y bivectores, la ecuacién expresa el hecho de que la dilatacién de
un lado de un paralelogramo dilata su area en la misma cantidad. La propiedad 9 nos dice que el producto externo de los
vectores distintos de cero es cero si y sélo si son colineales; la propiedad 10 nos dice que si v2 = My, ya que, si v y v2 son
colineales, entonces “barrer vy lo largo de w2” no produce ningiin paralelogramo.

La propiedad 11 nos dice que la relacién de la suma con las multiplicaciones externas cumplen con la distributividad, la
propiedad 12 nos dice que si los vectores vy, vg y v3 cumplen con la caracterizacion triangular, entonces, hay tres formas
diferentes de expresar el mismo bivector como producto de vectores, la propiedad 13 nos dice que hay tres formas diferentes
de expresar su magnitud y la propiedad 14 nos dice que existe una férmula que nos relaciona los vértices con sus lados,
comunmente conocido como la “ley de los senos’. Todas las formulas de trigonometria plana y esférica se pueden derivar y
expresar de manera compacta utilizando productos internosy externos.

b S i U1

2

Uy Ay v,

vy A (g Avg) vy Avg

Py

v
1
v, Ay Yy Vs

Figura 1.5. Regla distributiva para el producto exterior. Para probar la regla distributiva, exprese v como la suma de una parte
vg|| colineal con vz + vz y una parte vz ortogonal a vz + v3z. Haga lo mismo para vs y observe que v, = —wv31,
entonces v2 +v3 = (vg) +wv21) + (v3) +vsL) y v1 A (v2 +v3) = v1 A (vg) +v3)) = v1 Avg +v1 Avg). Esto reduce la
regla distributiva a la regla usual para agregar dreas, ya que todos los bivectores en la ecuacién son codireccionales.
Por lo tanto, si vg) y vz tienen la misma orientacién que v2 + v3, que es el caso en el diagrama a continuacién,

entonces |v1 A (v2 +v3)| = |v1 A (v2) +v3))| = [v1 A vz | + [v1 Awg)|. Sin embargo, puede ocurrir que la orientacidn
de v3) sea opuesta a la de v2 + v3, en cuyo caso la orientacién de v1 A (v2 + v3) es opuesta a la de v1 A vz -
[v1 A (v2 +v3)| = [v1 A (v2) +v3))| = [v1 Avg)| — |v1 Awg)|. Por el se ve diagrama que, en general,

|[v1 A (v2 +v3)| < |v1 Av2| + |v1 Awvsl, con igualdad solo si v1, v2 y vs son coplanares. Las cantidades |v1 Ava| y
|v1 A wa| son dreas y se pueden agregar como cualquier otro escalar. Pero v1 A vz y v1 A w3 son “dreas dirigidas” y se

agregan “como vectores”. Tomada de |[David2012].

La teoria del producto exterior como se describe hasta ahora exige una generalizacién. Al igual que un segmento plano es
barrido por un segmento de linea en movimiento, un “segmento espacial” es barrido por un segmento plano en movimiento.
Por lo tanto, los puntos en un paralelogramo orientado especificado por el bivector v; Ave moviendo una distancia y direccion
especificada por un vector vg barren un paralelepipedo orientado [Figura ], que puede caracterizarse por un nuevo tipo
de nimero dirigido 7" llamado trivector o 3-vector. Las propiedades de T se fijan considerandola igual al producto externo del
bivector v1 A ve con el vector vs.

Teorema 1.3. Las siguientes propiedades de los trivectores se cumplen:
1. Vv, va, v3 € R?; (01 Ave) Avsg =T, donde T es un paralelogramo orientado.
2. Vv, ve, v3 € R?; (v1 Ava) Avz =1 A (V2 Avs), (propiedad asociativa del producto externo)
3. Vv, ve,v3 ER2; (g Avy) Avg = (—v3 Avg) Avg = —T,
4. Si (11 ANva) Avg =v1 Ave Avg =0, entonces v1, V2, vs se encuentran sobre un mismo plano, (coplanaridad)

El teorema se encuentra en ( [David2012], pp. 26 - 28) no demostrado, pero hay una explicacién de cada propiedad, y
puede ser demostrado con las definiciones, teoremas y proposiciones de la seccién (|1.2). El estudio de los trivectores conduce
a resultados analogos a los obtenidos para los bivectores, sin embargo, la propiedad 2 del teorema nos dice que la
multiplicacion externa deberia obedecer la regla asociativa, la propiedad 3 nos dice que esta es una instancia de la regla
general de que la orientacion de un producto se invierte al invertir la orientacion de uno de sus factores y la propiedad 4
nos dice que si v “se encuentra en el plano de v; A vg”, entonces “barrer v; A vg a lo largo de v3” no produce un objeto
tridimensional. Es una forma algebraica de decir que tres lineas (con las direcciones denotadas por los vectores vy, v, v3) se
encuentran en el mismo plano.

Los aspectos esenciales de la multiplicacion externa y las nociones generalizadas de ntimero y direcciéon que conlleva ahora
se han establecido. No se logran conocimientos nuevos sobre las relaciones entre el dlgebra y la geometria al considerar el
producto externo de cuatro o més vectores.

r

Figura 1.6. La “regla del paralelepipedo” para el producto exterior. El desplazamiento de un paralelogramo orientado barre un
paralelepipedo orientado. El desplazamiento en la direccién opuesta arrastra un paralelepipedo con orientacién

opuesta. Tomada de |[David2012|.
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El producto externo fue inventado por Hermann Grassmann y, se convirtié en una teoria matemadtica completa antes de
mediados del siglo XIX. A su teoria se le ha otorgado un lugar prominente en las matematicas solo en los tdltimos cuarenta
anos. El mismo Grassmann fue el tnico que lo usé durante las dos primeras décadas posteriores a su publicacién. Surge del
hecho de que la comprensién de Grassmann de la naturaleza abstracta de las matematicas estaba por delante de su tiempo.
Fue la primera persona en llegar a la concepcién moderna del algebra como un sistema de reglas que se relacionan con
entidades por lo demds indefinidas. Se dio cuenta de que la naturaleza del producto exterior podria definirse especificando las
reglas a las que obedece, especialmente las reglas distributivas, asociativas y anticonmutativas dadas anteriormente. Explico,
esta vision significativa. Y demostrd su necesidad al mostrar, por primera vez, cémo el algebra abstracta puede llevarnos
mas alla del espacio tridimensional de la experiencia a una concepcién del espacio con cualquier nimero de dimensiones.
Desafortunadamente, en su entusiasmo por los desarrollos abstractos, Grassmann no enfatizé el origen geométrico y la
interpretacién de sus reglas.

El invento de Hermann Grassmann fue sembrado por su padre, Gilinther, quien en 1824, cuando Hermann tenia 15 anos,
publicé estas palabras en un libro destinado a la instruccién elemental:

“El rectdngulo en si mismo es el verdadero producto geométrico, y su construccion es en realidad una multiplicacion
geométrica... Un rectingulo es el producto geométrico de su base y altura, y este producto se comporta en la misma
pared que el producto aritmético”.

Grassmann elaboré esta idea en forma extensa y debié haberla defendido con entusiasmo para su hijo pequeno. Sin embargo,
la idea de Giinther es apenas una forma novedosa de expresar la idea central del Libro II de los Elementos de Euclides. Los
griegos hicieron un uso frecuente de la correspondencia entre el producto de los niimeros y la construccién de un paralelogramo
desde su base y altura. Por ejemplo, Euclides represento la regla distributiva del dlgebra como adicién de areas y la probd como
un teorema geométrico. Esta correspondencia entre aritmética y geometria fue rechazada por Descartes e ignorada por los
matematicos que le siguieron. Sin embargo, Descartes simplemente asocié la multiplicacién aritmética con una construccion
geométrica diferente. La idea griega permanecié inactiva hasta que fue nuevamente expresada en fuertes términos aritméticos
por Giinther Grassmann. Pero el avance significativo, desde la idea de un producto geométrico hasta su expresion algebraica
completa mediante la multiplicacion externa, fue hecho por su hijo.

Hermann Grassmann completé la formulacién algebraica en geometria griega iniciada por Descartes. La teoria griega de
relaciéon y proporciéon ahora se incorpora a las propiedades de los escalares y la multiplicacion escalar. La idea griega de
proyeccion estéd incorporada en el producto interior. Y el producto geométrico griego se expresa por multiplicacion externa. La
invencién de un sistema de nimeros dirigidos para expresar nociones geométricas griegas hace posible, una apreciacién mas
profunda de los logros griegos. Solo a la luz del producto exterior de Grassmann es posible comprender que la distincién griega
entre nimero y magnitud tiene un significado geométrico real. Corresponde aproximadamente a la distincion entre escalar y
vector. En realidad, las magnitudes griegas se agregaron como escalares, pero se multiplicaron como vectores, por lo que la
multiplicacién de magnitudes griegas involucra las nociones de direccién y dimensién, y Euclides acerté al distinguirla de la
multiplicacién de los “ntimeros griegos” (nuestros escalares). En la obra de Grassmann las nociones de direccion, dimension,
orientacion y magnitud escalar cobran sentido. No hubiera sido imposible sin la distincién anterior de los griegos, y quizés
sin su nueva formulacién en términos casi aritméticos por parte de Glinther.

Los vectores, entendidos geométricamente como “segmentos lineales orientados”, seran los generadores del dlgebra, es decir,
cualquier elemento de un dlgebra geométrica se puede formar a partir de sumas y productos de vectores. Los niimeros reales
seran también elementos del algebra. Habra otros axiomas que expresen las propiedades de linealidad y, finalmente, el axioma
de contraccion, el que da a las dglgebras de Clifford su caracteristica distintiva respecto a otras dlgebras asociativas. A partir
de los axiomas, se comenzaran a analizar el producto de dos vectores para posteriormente establecer las relaciones con la
geometria.

Definicién 1.9. Se denota un dlgebra geométrica como ¥(p,q) 0 4, donde n es la dimensién del espacio vectorial
V. Si la dimensién del espacio vectorial es n, entonces la dimensién de 4, es 2. Y (p,q) representa la signatura de
& . Por otra parte, CL(V,g), Clp ) 0 Yp.q) son notaciones utilizadas en la literatura cldsica del dlgebra geométrica.

Grassmann fue la persona en definir la multiplicaciéon especificando un conjunto de reglas algebraicas. Al examinar
sistematicamente varias reglas posibles, descubrié varios otros tipos de multiplicacién ademaés de sus productos internos
y externos. Sin embargo, pasé por alto que hay un tipo de producto geométrico del cual se pueden obtener todos los demés
productos geométricos significativos. Todos los datos geométricos para descubrir un producto de este tipo se han mencionado
anteriormente.

Ya se ha senalado que los productos internos y externos parecen complementarse entre si al describir relaciones geométricas
independientes. Esta circunstancia merece el estudio més cuidadoso. El enfoque es considerar la posibilidad de introducir un
nuevo tipo de producto v1v2 mediante la ecuacién.

Definicién 1.10. Para los vectores v1 yve € V', se puede escribir el producto geométrico de cualesquiera dos vectores vy
y v2 como la suma de un producto simétrico (el producto interno) y un producto antisimétrico (el producto exterior):

V1V2 = V1 - V2 + U1 A\ V2

Aqui el escalar v; - v se ha agregado al bivector v; Avs. Puede parecer absurdo agregar dos nimeros dirigidos con productos
diferentes. Eso puede haber demorado a Grassmann a considerarlo. Durante siglos, la idea de que solo puedes agregar “cosas
similares” ha sido implacablemente impresa. Es un tipo de tabii matematico: .*> obvio que no puede agregar manzanas y
naranjas o pies y pies cuadrados”. Por el contrario: ”solo es obvio que la adicién de manzanas y naranjas no suele ser algo
practico, a menos que esté haciendo una ensalada.”

Desaparece cuando la definicién se puede justificar en la forma abstracta “Grassmanniana’ que se ha convertido
en el procedimiento matematico estdndar en la actualidad. Todo lo que las matematicas requieren es que las relaciones y
operaciones indicadas estén bien definidas y se empleen consistentemente. El significado matematico de agregar escalares y
bivectores se determina al especificar que dicha adicién satisface las reglas conmutativas y asociativas habituales. El uso del
“signo igual” en la definicién se justifica suponiendo que obedece las mismas reglas que rigen la igualdad en el dlgebra
escalar. Ahora se puede demostrar que las propiedades del nuevo producto estan casi completamente determinadas por el
requisito obvio de que sean consistentes con las propiedades ya acordadas a los productos internos y externos.

Teorema 1.4. Las siguientes propiedades del producto geométrico se cumplen:
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1. Y vy, v9 € R”; se cumple que vov; = Vs - V1 +V3 ANV =1 - U3 — V1 A\ V2,

Y v, v2 € R™; sivg Avg =0, entonces v1v2 = vy - Vg = Va1,

Y v, v2 € R™; sivy -vg =0, entonces 113 = v1 ANvg = —vg AV = —Ug¥q,

Y v1, v2, v3 € R"; se cumple que v1(ve + v3) = v1v2 + v1v3, (distributividad izquierda del producto geométrico),
Y v1, v2, v3 € R"; se cumple que (v1 + v2)vg = 1103 + vous, (distributividad derecha del producto geométrico),

YV vy, va € R, y A € R; se cumple que A(v1va) = (Avr)ve = v1 (M), (asociatividad del producto por escalar),

NS &

Vv eR" y\eR; se cumple que \v = v, (conmutatividad del producto por escalar),

1
8. V vy, vo € R™; se tiene que vy - v = 5(’01’02 + vou1),

1
9. Y vy, v € R™; se tiene que v1 Avg = 5(’01’02 — ’l)f_)’l)l),
10. ¥ v1, va, v3 € R"; se cumple que v1(vavs) = (v1v2)vs, (asociatividad del producto geométrico),

1
11. Vv eR?, y A € A2(R"); se cumple que v - A = §<UA_ Av) = —A-v,

1
12. Vv e R?, y A € A%2(R"); se cumple quev AN A = §(UA+AU) =AAv,

13. Vv eR", y A € A%(R"); se tiene que vA =v-A+v A A,
14. Y v1, va, v3 € R"; se cumple que v1 - (v2 Avg) = (v1 - v2)us — (V1 - v3)Va.

El teorema se encuentra en ( [David2012], pp. 31 - 34) en donde demuestran varios de los incisos (se demuestran
los otros de manera andloga), ademds de hay explicaciones de cada inciso y su significado. Ahora se explican brevemente
las propiedades del teorema ; la propiedad 1 implica una relaciéon entre v3v2 y v2v;, la propiedad 2 nos da la regla
conmutativa o simétrica si v; A va = 0, la propiedad 3 es andloga a la propiedad 2, pero en este caso nos da la regla
anticonmutativa o antisimétrica si vy - v = 0, las propiedades 4 y 5 nos dicen que el producto geométrico debe obedecer las
propiedades distributiva izquierda y derecha respectivamente, la propiedad 6 nos da la relaciéon de la multiplicacion escalar
con el producto geométrico, la propiedad 7 nos dice que la multiplicacién escalar y vectorial son mutuamente conmutativas.
Las propiedades 8 y 9 nos seniala el camino hacia una gran simplificacién. En lugar de considerar como una definicién
de vyv2, considere v1v3 como fundamental y considere (1.4) propiedades 8 y 9 como las definiciones de v; - v2 y v1 Ava. Se
reduce a dos tipos de multiplicacién de vectores a uno. Hay que notar que por la propiedad 8, la conmutatividad del producto
interno surge de la conmutatividad de la adicién, y por la propiedad 9 la anticonmutatividad del producto externo surge de
la anticonmutatividad de la sustraccién. Las propiedades algebraicas del producto geométrico de dos vectores ya han sido
determinadas. Las propiedades correspondientes de los productos internos y externos pueden derivarse de las propiedades 8
v 9 del teorema simplemente invirtiendo los argumentos ya dados.

La propiedad 10 nos dice que este producto cumple con la regla asociativa, la propiedades 11 y 12 nos da la relacion del
producto de un vector con un bivector, la propiedad 13 nos dice que debe considerarse como idéntico al producto externo de
vector y bivector que ya se ha introducido por razones geométricas y que se debe considerar una generalizacién del producto
interno de los n-vectores, y finalmente, la propiedad 14 nos muestra que la multiplicacion interna de un vector con un bivector
da como resultado un vector.

Para empezar, el dlgebra debe incluir los elementos graduales 0-vector, 1-vector, 2-vector y 3-vector para representar las
propiedades direccionales de puntos, lineas, planos y espacio. Se introdujeron tres tipos de multiplicacion, los productos
escalares, internos y externos, para expresar las relaciones entre los elementos. Pero se vio que los productos internos y
externos deben reducirse a un solo producto geométrico si se permite que se agreguen elementos de diferente grado (o
dimensién). Por este motivo, se considera que el dlgebra debe incluir elementos de “grado mixto”, como:

M =2 (M);=(M)o+ (M) +--+ (M),. (1.1)
i=0
Aqui se usa la notacién M como la inicial de la palabra multivector, se da una definicién, ya que un dlgebra geométrica es
una dlgebra graduada,

Definicién 1.11. Sea G un grupo abeliano, un dlgebra G-graduada es un dlgebra con la descomposicion en suma

directa
-
i€G

tal que A;A; C Ajrj. Un elemento del i-ésimo subespacio A; se dice elemento de grado @ homogéneo o puro.

Los elementos de una dlgebra geométrica asociada a un espacio vectorial de n dimensiones se pueden ver como suma de
diferentes términos, comenzando por una parte escalar, de grado 0, que tendra una unica componente, una parte vectorial,

n
de grado 1, que tendrda n componentes, una parte bivectorial, de grado 2, que tendra ( 2) componentes... Y asi hasta llegar
n
a una parte n-vectorial con sélo una componente (ya que ( ) = 1). Se muestra un ejemplo.
n
Ejemplo 1.1. Caso n = 2.

Sea M =a+v+A=a+ \ey+ Aes+ fvive. En un multivector genérico M del dlgebra geométrica asociada al espacio
bidimensional, %, se pueden distinguir tres partes: una escalar (real), una vectorial y una bivectorial:
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1. La parte escalar, de grado 0, es un numero real a.
a= (M) = (M)
La notacion (M), indica que se quedara con la parte de grado m del multivector M. En el caso m = 0, lo mds

habitual es no indicar la m y ya se entiende que vale 0: (M) es la parte de grado 0, o parte escalar, de M.

2. La parte vectorial v, de grado 1, consta de dos componentes A1, A2 que multiplican a los respectivos vectores de la base
ortonormal:

v= (M) = \e1+ \oe2
En este caso, (M) indica la parte de grado 1, o parte vectorial, de M. Por tanto, la parte vectorial vendrd descrita

por dos componentes en funcion de los elementos de la base de vectores.

3. La parte bivectorial B, de grado 2, que resultard de multiplicar un escalar por el bivector e; ea:
B = (M)> = perez

Por tanto. se tiene una unica componente bivectorial. (M) indica la parte de grado 2, o parte bivectorial, de M.

Considerando el dlgebra % como espacio lineal, este tiene cuatro dimensiones, al poderse describir sus elementos con cuatro
componentes reales: a, A\, As y 5.

El dlgebra geométrica ¥, como todas las dlgebras geométricas, es una algebra graduada: en ella hay elementos de
grado 0, los escalares (nimeros reales); elementos de grado 1, los vectores (segmentos orientados); y elementos de grado 2,
los bivectores (superficies orientadas). Cualquier multivector de % es una suma de estos tres tipos de elementos.
Nétese que la dimensién de % es 22 = 4, donde la dimensién respectiva de R? es 2, ya que:

(§>+®+©:g(k21>=1+2+1:4

Los elementos de este espacio vectorial, o vectores, se interpretaran geométricamente como segmentos lineales orientados sin
que importe para su distincién el punto de origen o aplicacién, lo que en Fisica se conoce como vectores libres. A partir de
ellos se construyen, mediante productos y sumas, el resto de objetos del dlgebra geométrica. Un sistema de axiomas definira
un producto geométrico entre cualquier par de elementos del dlgebra, llamado también producto de Clifford, que abarca tanto
los productos de nimeros reales entre si como los productos de reales por vectores y que se generaliza a todos los tipos de
elementos del algebra. Por otra parte, la operacion suma también se generaliza, extendiéndose a la suma de cualquier tipo
de multivector.

Definicién 1.12. Las siguientes propiedades para un dlgebra geométrica, que se denotard como 9, se cumplen:

1.V A, B€Y,; se cumple que A+ B = B+ A, (conmutatividad en la suma de multivectores)

V A, B, C €%9,; se cumple que (A+ B)+ C = A+ (B+ (), (asociatividad en la suma de multivectores)
YV A, B, C €%9,; se cumple que (AB)C = A(BC), (asociatividad en el producto de multivectores)

V A, B, C €%9,; se cumple que A(B+ C) = AB + AC, (distributividad izquierda en multivectores)

V A, B, C €%9,; se cumple que (A+ B)C = AC + BC, (distributividad derecha en multivectores)
VAeY,, 30€Y,, tal que A+0=0+ A= A, (elemento neutro en la suma de multivectores)
VAe9,, 31€Y,, tal que A1 =1A = A, (elemento neutro en el producto de multivectores)

Para cada A € %,,3 —A €Y, tal que A+(—A) = (—A)+ A =0, (existencia de inversos en la suma de multivectores)

© ® RS v e e

VAeY,, yeR; se cumple que NA = AN, (conmutatividad de la multiplicacion por escalar sobre un multivector)

~
S

Vv €V, convr #0, se cumple que v1% = |[v1]|* > 0

~
~

1
NoveV,yA,eb,, se cumple quev - Ay, = §[vAk — (=Dk A,

12.VveV,y A, €%,, se cumple que v A\ Ay, = %[’UA;C + (=1)*Ag],
18. Vv eV, yAr €9, se tiene que VA, =v - A +v N Ay,

4. NveV,yA, €Y, v A es un (k - 1)-vector,

15.VveV,y A, €9, vA A, es un (k + 1)-vector,

16. Si As € 95, entonces, Y v € V; se cumple que v N A3 =0

17. vA3 = Asv, con A3 €43, VveV,

18. AA™ =1, con A€ ¥,

19. Vv eV, conv #0, vilzﬁ
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La definicién se encuentra en ( [David2012|, pp. 35 - 37). Se explica la definicién por partes; las propiedades 1
v 2 pueden ser considerados como el Axioma 0, la propiedad 3 puede ser considerado como el Axioma 1, las propiedades
4 y 5 pueden ser considerados como el Axioma 2, la propiedad 9 puede ser considerado como el Axioma 3, la propiedad 7
puede ser considerado como el Axioma 4, y finalmente, la propiedad 10 puede ser considerada como el Axioma 5 o axioma
de contraccion, dependiendo de las referencias que se consulten, pueden haber mas o menos axiomas que se aceptan dentro
de un dlgebra geométrica. Muchas operaciones del dlgebra elemental, como “racionalizar el denominador”, son igualmente
provechosos en el dlgebra geométrica. Sin embargo, se debe tener en cuenta que algunos multivectores no tienen inversos
multiplicativos, por lo que es imposible dividirlos. Es por este motivo, que uno debe de tener cuidado con la propiedad 18.

1.2. Formas diferenciales

Se considerara la notacién de los libros de [Mikio2003], asi como [Michael1988| y [Claudiol995|, enumerando las definiciones,
teoremas, proposiciones, observaciones y ejemplos.

Primero se presentan las definiciones generales, algunas de ellas seguidos de ejemplos, cuando se considere apropiado. En lo
que concierne, de aqui en adelante se estara trabajando en el espacio vectorial V =R", es decir, todo seri en
los espacios vectorialesE| comunes reales n-dimensionales.

Este capitulo empieza introduciendo los tensores, que son necesarios para construir las formas diferenciales, ya conocidos.
Sea V un espacio vectorial (sobre R), se indicard por V? el producto de p factores V x ... x V,

Definicién 1.13. Una funcion T : VP — R se denomina multilineal si para cada i con 1 <1 < p se tiene que
T(v1, .0+ Vo, 0p) =T (V1,0 Ve 0p) F T (V1,0 Ve, Up),
T(vi,...,a0;,...,0p) =al(v1,...,05...,0p).

Una funcién multilineal T': V? — R se denomina tensor de orden p en V (o en forma breve p-tensor). Al conjunto de todos
los tensores de orden p, se denotard por QP (V).

Teorema 1.5. QP(V) es un espacio vectorial (sobre R) si para S,T € QP(V) y a € R se definen la cerradura de la
suma y la multiplicacién como:

(S+T)(v1,...,vp) =S1,...,0p) + T(v1,...,0p),
(@S)(v1,...,vp) =a-S(vi,...,vp).

El teorema (L.5) estd en ( [Michaell988|, p. 69), no demostrado, pero con la definicién (1.13) se puede demostrar. Hay
también una operacién que conecta los diversos espacios Q2P (V') entre si.

Definicién 1.14. Si S € QP(V) y T € Q4(V), se define el producto tensorial S ® T € QPT4(V) por
S QT (V1. UpyVpst1y- -y Uptq) = S(01, ., 0p) - T(Vpt1s- - - Uptq)-

La definicién (1.14)), no requiere un ejemplo. Obsérvese que el orden de los factores S y T es crucial aqui, puesto que S ® T'
y T ® S estén lejos de ser iguales ( [Michael1988], p. 70). Las siguientes propiedades de ® se cumplen siempre:

Teorema 1.6. Las siguientes propiedades entre la suma tensorial y el producto tensorial del teorema y de la

definicion se cumplen:
n (S$14+5)T=510T+ST,V 51,5 eWV)yTeV),
s SRM+Te)=ST1+S®T,,VS,SeV)yT,Tx € QUV),
 (@S)RT =5 @l =a(SRT),¥VSeQP(V)yTeQUV),
s (SRT)U =S TeU),vSecQ(V),TeQ(V)yUecQ (V).

El teorema estd en ( [Michael1988|, p. 70) no demostrado, pero con las definiciones (L.13), y el teorema (L.5),
se puede demostrar el teorema . (ST)®U y S® (T ®U) se acostumbran a designar simplemente por S ®@ T ® U.
Los productos de orden superior T} ® ... ® T} se definen de forma andloga, si se usa el cuarto inciso del teorema como
definicién. (V) es precisamente el espacio dual V* ( |[Michaell988|, p. 70). La operacién ® permite expresar los otros
espacios vectoriales Q0¥ (V') por medio de Q!(V).

Teorema 1.7. Sea vy,v9,...,v, una bastﬂ de V, y sea 1, ...,p, la base duaﬁ con la hipdtesis @;(v;) = §;;. Entonces,
el conjunto de todos los productos tensoriales de p factores

Vi, Q@ 1<i4,...,5p<n
es una base para QP(V), que ademds tiene dimensiérﬂ nP.
El teorema (|1.7)) estd en ( [Michaell988]|, pp. 70 - 71), el cudl estd completamente demostrado.

Definicién 1.15. Sea p € R. Una p—forma (pe forma) en el conjunto abierto U C R™ es una expresion del tipo

w = E Giig--ip dxil N dl’iz VANREIAN d.”L'ip.
1<) <ig<--<ip<n

2Fl término y concepto de espacio vectorial se presenta en la seccién (1.1) en la definicién (1.2).
3En el apéndice (A) se da el concepto de base en la definicién (A.1).
4En el apéndice (A) se da el concepto de base dual en la definicion lb

Al [A.2).

5En el apéndice (Al se da el concepto de dimensién en la definicién |



CAPITULO 1. PRELIMINARES MATEMA TICOS 11

n n!
Habiendo < ) = '(7)' sumandos en esta expresién, donde gi,i,...;,, son funciones reales diferenciables definidas en U.
D pl(n — p)!

n!
En la definicién (1.21) y el teorema (|1.12)) se demuestra por qué hay ' sumandos en la expresién. El teorema

' pl(n —p)!
n!

oy — debido a su anticonmutatividaﬂ esto pasa, porque
pl(n—p)!

se eliminan y se suman términos en las p-formas. Se presenta un ejemplo.

1.12) demuestra que las p-formas tienen una dimension de

Ejemplo 1.2. Una 2—forma (dos forma) definida en el conjunto abierto U C R™ es una expresidn del tipo

W = medxl/\dx]

ij=1
Donde fi; : U CR® — R, 1 < 4,5 < n, son funciones diferenciables. Como en los casos anteriores si estas funciones son

de clase €% se dice que la 2—forma w es de clase €.

Se advierte que las expresiones dx; que han aparecido en las 1—formas y en las 2—formas son. .. jSimplemente expresiones!
[as fueron definidas, en la definicién (1.15])]. Las expresiones dz; tienen un cardcter anticonmutativo cuando se multiplican
entre si. De hecho, se define la anticonmutatividad entre dos diferenciales dz; y dx; como,

d!L‘i AN dl’j = —d.’Ej AN d.’EZ

Figura 1.7. Se muestra graficamente la anticonmutatividad de las p-formas con respecto al producto cuna A. Imagen creada con
LibreOffice 6.3.1, en LibreOffice Writer.

Para todo 4, j. Una consecuencia inmediata de este hecho es que el producto cuna entre dos diferenciales es
dr; Ndx; =0
Definicién 1.16. Siw y w’ son dos p-formas

w = E gili2~--1ip . dl‘il A dl‘,‘a VARERIVAN dl‘,jp
1< << <ip<n

r_ ! . N ,
w = E Givigeiy * ATiy Ndxiy Ao Nda;,.
1<41 <ig < <ip<n

Entonces w es igual a W', lo cual se escribe como w = ', si
glllz“-lp - giliQ...ip
para todo conjunto de indices i1,12,. .., %p.

No se considerard para la definicién ((1.16]) un ejemplo. Se pasan a considerar ahora las operaciones bésicas que se efectiian
entre p-formas de una manera general.

Definicién 1.17. Sean w, n dos p—formas en el conjunto abierto U C R™, es decir

w = E gi1i2'“ip . dl’il AN d$i2 VANRERIVAN d(Eip
1<i <ig < <ip<n

n= Z hiliz---ip 'dl‘il /\d:z:iz /\-~-/\d$ip.

1<) <ip < <ip<n

Se define la suma de w y n, denotada por w + n, como la p—forma en el conjunto abierto U dada por

w+n= Z (Girig-ip T Pigigeiy,) - dsy Ndgy, N --- ANdxy,
1<i1 << <ip<n

Para la definicién (1.17)) se considera un ejemplo, para ver la operacién suma de p-formas.
Ejemplo 1.3. Sea w la 2-forma en R?

w = e*1dry Ndry — x11923dT N dTs + (xf — xla:g) dro N drs

SEn la figura 1i se explica graficamente lo que es la anticonmutatividad.
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y sea n la 2-forma en R?
n = zoxzsenxidry A dry + 5000m§daz1 Adzg — (21 + 22 + x3) dzg A das.

La suma de estas formas es la 2-forma en R?

w+n=(e" +xoxzsenzy)dry Adrs + (50()0;53 — z12973) dry A drs
+ (33? —Z1x2 —T1 — T2 — xg) dxo N\ dzs
A pesar de su necesidad, el producto interiof’| tiene menos interés que el de otra funcién familiar presente en las mas variadas

teorfas: el tensor det € Q™(R™). Al intentar generalizar esta funcién, se recuerda que al cambiar dos columnas de una matriz
cambia el signo de su determinanttﬁ Esto sugiere la siguiente definicién.

Definicién 1.18. Un tensor de orden p, w € QP(R") se denomina alternado si
W1,y Uiy ey Uy e, Up) = —W(U1, oo, Uy e oy iy en, Up), YV 01, ..., 0p € V.

(En esta igualdad de la definicién se han intercambiado v; y v; y las otras v se han dejado fijas). El conjunto de todos
los tensores de orden p alternados, es un subespaci(ﬂ( [Michaell988|, p. 72) AP(R™) de QP(R™). Puesto que para la formacién
de un determinante se requiere mucho trabajo, no es inusual que los tensores de orden p alternados sean complicados de
escribir. Hay, sin embargo, un método uniforme para expresarlos todos. Recuérdese que el signo de una permutacio’ﬂ o,
indicado por sgnﬂ o,es +1sioespary —1 si o es impar.

Definicién 1.19. Si T € QP(R™), se define Alt(T) por
1
Alt(T)(v1,...,vp) = . Z sgn o - T(Ve(1), -+ Vo(p)),
o€Sy
donde S, el conjunto de todas las permutaciones de los nimeros de 1 a p.

Los tensores enunciados en la definicién son llamados cominmente como tensores totalmente antisimétricos (
[Michael1988|, p. 72). Estos son necesarios para construir el producto exterior (también conocido como producto cufia o
producto externo, aunque estos dos nombres son menos comunes) entre dos tensores cualesquiera; nuevamente, no se considera
un ejemplo explicito. De esta manera, se incluye la siguiente definicién.

Definicién 1.20. Una forma diferencial de orden p o una p-forma es un tensor totalmente antisimétrico de tipo
(0,p)

En la seccién (1.3)) se explica lo que significa un tensor sea de cierto tipo. La definicién (1.20)) nos permite definir méds
operaciones. Se enuncia este teorema, ya que en él se definird un producto diferente en las p-formas.

Teorema 1.8. Las siguientes propiedades se cumplen:
1. Si T € QP(R™), entonces Alt(T) € AP(R™),
2. Siw € AP(R™), entonces Alt(w) = w,
3. Si T € QP(R™), entonces Alt(Alt(T)) = Alt(T).

El teorema ([1.8)) estd en ( [Michaell988], pp. 72 - 73), el cuél estd demostrado. Para determinar la dimensién de AP(R"™), se
necesitard un teorema analogo al teorema ([1.7). Si w € AP(R") y n € A?(R™) entonces w ®7, en general no estd en APTI(R™).

Definicién 1.21. Sean w € AP(R™) y n € AY(R"), se define el producto exterior w A n € APT4(R™) por

(k+ D)
wAn= il Alt(w @ n).
La definicién (1.21)), relaciona el producto exterior con el producto tensorial. Ahora se da con la definicién (1.21)) un teorema
de los p-tensores que relaciona el producto exterior y los p-tensores alternados.

Teorema 1.9. Las siguientes propiedades se cumplen:
1. 818 € QP(R™) y T € QIUR"™) y Alt(S) =0, entonces

A(S®T) = Alt(T ® S) = 0.

2. Alt(Alt(w@n) @7) = Alt(w @ n e 1) = Alt(w ® Alt(n @ 7)).
3. Siwe AP(R™), n € AY(R™), y 7 € A"(R™), entonces

(p+q+r)

(WANAT=wA(nAT)= I

Alt(w®@n @ 7).

"En la seccién se da el concepto en la definicién . producto interno es lo mismo que producto interior, son sinénimos, en este caso
porque son equivalentes en R™.

8En mateméticas, se define el determinante como una forma multilineal alternada de un campo. Es decir, un tensor totalmente antisimétrico,
su concepto se da en la definicién .

9En el apéndice (A]) se da el concepto de subespacio en la definicién 1)

10En el apéndice (A) se da el concepto de permutacion en la definicién 1mi

11,5 paridad o signatura de una permutacién vale 1 si esta es par y - 1 si es impar. Es suficiente y necesario en dlgebra multilineal, sobre todo
en el cédlculo de determinantes.
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El teorema ([1.9) estd en ( [Michaell988], pp. 73 - 75), el cudl estd demostrado. Teniendo las propiedades del teorema (1.9)),
y puesto que se han definido las p-formas, se redefine el producto exterior en términos de las p-formas en sentido notacional.

Definicién 1.22. Sean w una p—forma en el conjunto abierto U C R™, y f una 0—forma, es decir

w = E gi1i2~~ip 'dl‘il /\dl‘i2 /\"'/\dl‘ip
1<i1 << <ip<n

y f:UCR" — R una funcion diferenciable. Se define el producto de la p—forma w por la 0—forma f en U, denotado
por fw, como la p—forma en U dada por

f Nw = Z fgi1i2-~~ip . dl’il A\ d.’Eiz VANRERWAN d.’EiP

1<iy <ig<--<ip<n

No se presenta un ejemplo de la definicién ([1.22)). Una operacién més general que la multiplicacion de p—formas por 0—formas
dada anteriormente, es la multiplicacion de una p—forma por una g¢—forma, asi que se presenta la siguiente definicién:

Definicién 1.23. Sean w una p—forma en U conjunto abierto y n una q-forma, es decir

w = E gi1i2~~ip 'dl‘il /\dl‘i2 /\"'/\dl‘ip
1<i1 << <ip<n

n= Z hj1j2~~-jq 'dlﬂjl /\diﬁjQ /\"‘/\dl‘jq.

1<51<G2<+<jqg<n

Se define el producto de w y n, denotado por w An, como la (p + q)—forma en U dada por

w/\n: Z giﬂz“'iphjljz“'jq 'd.]?il /\d.ﬁCZ‘2 /\"'/\dIZ‘p /\dl‘jl /\dxh /\---/\dqu.

1< <ig <+ <ip<n
1<j1 <ja<-<jq<n

Para operar correctamente la definicién , se necesita otra definicidn, que nos permitird reducir muchas de las sumas
término a término, ya que el producto exterior es un producto particular que requiere de ciertas propiedades que los tensores
totalmente antisimétricos tienen, lo que permite sumar términos similares salvo por signos en las permutaciones o eliminar
los que posean dos términos diferenciales iguales.

Definicién 1.24. Se define de manera general, en n dimensiones el simbolo de Levi-Civita, también llamado el simbolo
de permutacion o tensor de Levi-Civita, como sigue:

+1 si (a1, az,...,a,)es una permutacion par de (1,2,...,n),
€aras..a, = -1 si (ay,as,...,a,)es una permutacion impar de (1,2,...,n),
0 st dos indices son los mismos.

Se aplican ahora las definiciones ([1.23)) y (1.24)) juntas, en un ejemplo para los productos exteriores.

Ejemplo 1.4. Considérese ahora la 1-forma en R3, 7, dada por
7 = 3xodxry + Hdxo — x123dT3.
El producto de n por T serd una (2 + 1)-forma en R3. Donde 1 estd dada por
1N = zoxzsenxidry A drs + 5000x§d331 ANdxs — (x1 + x2 + 23) dore A dx3.

Se puede proceder como sigue

NAT = (xgxg senxidr, A dxo + 5000x§d9c1 Adzxs — (z1 + x2 + z3) dza A dacg) (3zadxy + bdxy — x123d23)
= 3m§x3 senx1dry A dro A dry + droxs sen ridxy A dxo A dxy — xlxgxgdxl A dxo A dxs
+ 15000xgdx1 ANdzs Adxry + 250001’;61.%’1 ANdzxs A drg — 5000m1x3x3dw1 ANdxs A\ dxs
— (3x1z2 + 3x§ + 3x2z3) dxg N dxs A dxy — (521 + bae + bxg) dag A dxs A dxs
+ (Z‘%.’I}g} + r12003 + mlx?))) dxo N\ dxs N dxs
= —xlxgxgdxl ANdxo N dxs + 25000xgdx1 ANdxs N\ dry — (3x1x2 + Smg + 3x2x3) dxo N dxg N\ dxq
= (—xlxgarg — 250003:3 — 3x129 — 33:% — 33;23:3) dx1 A dxo A dxs.

Se ponen algunas propiedades de la suma de p—formas y del producto de éstas por 0-formas.
Teorema 1.10. Sean w1, wy y wz tres p—formas en U C R™,y ¢ y 1 dos O—formas en U. Entonces:
B W+ W = wy + wq
= wy + (we +ws) = (w1 +w2) + ws
= w1 +0=w; (en donde 0 es la p—forma cero)
» Dada la p—forma wy, existe una p—forma (—wq) tal que w1 + (—w1) = (—w1) + w1 =0

" pA (W Fw2) =P Aws+dAw
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» (p+Y) Awr =P Awi+Y Awy
" QA (P Aw) =Y A(dAw) = (@AY) Awn
" 1 Aw; =w; (donde 1 es la 0—forma 1:U CR®” — R, 1(z) =1Vz € U)

El teorema estd en ( |Claudiol995], pp. 953 - 954), el cudl esta parcialmente demostradﬂ Nétese el comportamiento
algebraico del conjunto de las p—formas en un conjunto abierto U C R”™, respecto del conjunto de las 0-formas en U,
es exactamente el mismo que el comportamiento algebraico de las n—ésimas coordenadas de R™, respecto de los niimeros
reales. Este 1ltimo le da la estructura de “espacio vectorial sobre R™”. Por comparacién, se ve que todas las propiedades se
cumplen considerando los vectores como p—formas y los escalares como 0—formas. La tnica diferencia es que las 0—formas
no constituyen un campo (no todas las cero formas no nulas poseen inversos multiplicativos). La estructura algebraica que
poseen las 0—formas es una estructura mas débil que la de campo E llamada am’llﬂ (conmutativo con unidad). Cuando se
tiene un conjunto V' y un anillo A (“de escalares”), y se cumplen todas las propiedades del teorema de la definicion
de espacio vectorial, se dice que V es un mo’dulﬂ (sobre A). En nuestro caso, entonces, el conjunto de las p—formas en
un conjunto abierto U C R™, que se denotard como AP(U C R™), forma un mddulo sobre el anillo de las 0—formas en U,
AP(U C R™). En el teorema siguiente se establecen algunas propiedades adicionales de las operaciones entre p—formas ya
definidas.

Teorema 1.11. Sean wy y wo dos p—formas en un conjunto abierto U C R™, n una g—forma en U y 7 una r—forma en
U. Entonces:

(w1 Fw) An=wi An+ws A7

s A (w1 +wa) =nAwr +nAws

s AMAT)= (w1 AN)AT

s pAT=(=1)TTAn

El teorema estd en ( [Claudiol995], pp. 955 - 956), se demuestra el tltimo inciso. Naturalmente, tanto wy A (n A7)
como (wy; An) AT se indican simplemente por w; An A 7, y un producto de orden superior wy A ... A w;s se define de manera
andloga. Si v1,...,v, es una base para V'y ¢1,...,¢, es la base dual, una base para AP(R™) se puede construir ahora el
siguiente teorema (que es andlogo al teorema , pero para tensores totalmente antisimétricos con el producto cuna).

Teorema 1.12. FEl conjunto de todos los
(pil/\“-/\(pip 1< <9< - <, <n

es una base para AP(R™), que por tanto tiene dimensién

() = e

El teorema estd en ( [Michaell988|, p. 75), que estd demostrado. Como R" tiene dimension n, se deduce del teorema
que A"(R™) tiene dimension 1. Asi todos los tensores de orden n alternados en R™ son multiplos de uno no nulo.
Puesto que el determinante es un ejemplo de un elemento de A™(R™) no es inusual encontrarlo en el siguiente teorema. Se
puede demostrar que el determinante es el tinico tensor totalmente antisimetrico de grado n.

n

Teorema 1.13. Sea vy,...,v, una base para V, y sea w € A"(V). Siw; = Zaijvj son n vectores de V, entonces
j=1
w(wi, ..., wy) = det(ag;) - w(v,...,vp).

El teorema (1.13) estd en ( [Michaell988|, p. 76), que estd demostrado. El teorema (1.13) muestra que un w € A™(R™) no
nulo separa al conjunto de las bases de R™ en dos grupos disjuntos, aquellas con w(v1,...,v,) > 0 y aquellas para las cuales

Wi, ..., 0p) < 0581 v1,...,0, ¥y Wi,..., W, son dos bases y A = (a;;) estd definido por w; = Zaijvj, entonces v1,..., U,
=1

v wi, ..., w, estdn en el mismo grupo si y sélo si det A > 0. Este criterio es independiente de w y puede utilizarse siempre

para dividir las bases de V' en dos grupos disjuntos. Cada uno de estos grupos es una orientacion de V. La orientacion a la

que pertenece una base vy, ..., v, se indica por [vy,...,v,] y la otra orientacidén se indica por —[vy,...,v,] [Michael1988|.

Definicién 1.25. En R™ se define la orientacién usual por [ey,...,e,]. La orientacién en un espacio vectorial real
es la eleccion arbitraria de qué bases ordenadas estin orientadas “positivamente” y qué bases estdn orientadas
“negativamente”%]

El hecho de que dim (A™(R™)) = 1 es por el teorema ([1.12)), puesto que det se define frecuentemente como el tinico elemento
w € A"(R") tal que w(eq,...,e,) = 1. Para un espacio general V no existe otro criterio de esta clase para distinguir un
particular w € A™ (V). Sup6ngase, sin embargo, que se ha dado un producto interior T para V. Si v1,...,0, y W1, ..., W, son

n
dos bases que no son ortonormaleq'”| con respecto a T, y la matriz A = (ai;) estéd definida por w; = E a;;v; entonces
j=1

12Parcialmente demostrado, significa que solo se demuestran algunos incisos del teorema

13En la seccién lj se presenta el concepto de campo en la definicién .

14En el apéndice (A se presenta el concepto de anillo conmutativo unitario en la definicién .

15En el apéndice (A) se presenta el concepto de mddulo en el sentido de las estructuras algebraicas en la definicién .
16Todo esto puede ser encontrado en ( [Leo2009|, pp. 32 - 35)

7En el apéndice se da el concepto de base ortonormal en la definicién .
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bij =T(wi,w;) = Zaijale('Uka'Ul)
ke l=1

n
E A Al -
k=1

En otras palabras, si A7 designa la matriz transpuesta de la matriz A, entonces se tiene A - AT = Id, de manera que
det A = +1. Se sigue del teorema que si w € A™(V) satisface w(vy,...,v,) = £1, entonces w(wy,...,w,) = £1. Si se
ha dado una orientacion p para V', se deduce que existe una unica w € A™(V) tal que w(v1,...,v,) = 1 siempre que vy, ..., v,
sea una base ortonormal tal que [vy,...,v,] = p. Esta tinica w se denomina elemento de volumen de V', determinado por
el producto interior T' y la orientacion . Obsérvese que det es el elemento de volumen de R™ determinado por el producto
interior usual y la orientacion usual, y que |det (v1,...,v,)| es el volumen del paralelepipedo engendrado por los segmentos
de recta que van del origen a cada uno de los vy, ..., v,.

Sivg,...,vp—1 € R™y ¢ esta definida por

U1
o(w) = det : ,
Un—1
w
entonces ¢ € A(R™); por tanto existe una tnica z € R™ tal que
U1

(w, z) = p(w) = det ,
Un—1
w

Este z se designa por vy X ... X v,_1 y se denomina el producto vectorial de vy,...,v,_1. Las siguientes propiedades se
deducen inmediatamente de la proposicién (|1.1)):

Proposicion 1.1. Las siguientes propiedades son vdlidas:
" Ug(1) X * " X VUg(n—1) =SgN 0 - V1 X -+ X Up_1,

U X Xav; X o X Up_p =a- (v X X Upoq),

mUp X e X (U F VL) X X Ui =0 X e XU X e X U F UL X e XU

X o X Up_1-
La proposicién (1.1)) estd en ( [Michaell988|, p. 77), solo enunciado, pero son las propiedades generales de un determinante.
Es normal en matematicas tener un “producto” que dependa de més de dos factores. En el caso de dos vectores v, w € R3
se obtiene el producto cruz v x w € R3. Por esta razén se dice muchas veces que el producto vectorial sélo se puede definir
en R3.
Se estudiard una operacién que se efectia en las p-formas, llamada derivada exterior (o diferencial exterior), que es “derivar”
p-formas, para producir nuevas formas diferenciales, para comenzar, se empieza por considerar una (—forma w en un conjunto
abierto U C R™, esta es entonces una funcién (de al menos clase 42, para que sea continua en A?(R™) y también en AP1(R")),
f:U CR"™ — R. Se define entonces por la definicién de derivada exterior de una 0-forma w en U, dada por la funcién
f: U CR™ — R, denotada por dw, como la I-forma en el abierto U.

of of of

dw = ——dx; + —drs+ -+ ——dx,.

8£E1 ! 8:52 2 8mn "
Teniendo en cuenta una 0—forma w en un abierto U, a una I—forma dw en el abierto U con la derivada exterior, entonces se
puede definir lo siguiente:

Definicién 1.26. Sea w la p—forma en un conjunto abierto U C R"

w = E gilizmip . dl‘il A d.l?iQ VANRIERIVAN d.l?ip.
1<i1<ia < <ip<n

Donde, como se sabe, las funciones gi,i,...;, son al menos de clase €2, para que w sea continua en AP(R™) y también en
APTL(R™), definidas en el conjunto abierto U de R™. Viendo a estas como O—formas en U, se define la derivada exterior
(o diferencial exterior) de la p—forma w, denotada por dw, como la (p + 1)—forma en el abierto U

dw = Z dgiliQ...ip . d.’Eil A dxiQ JANEERIA dl’ip.

1<y <ig < <ip<n

O bien, de forma mds explicita

)
dw = Z Z 8733‘] (gilizmip) . dl’j A dl’il A dxiz JANEERAN del'p.
1

1<y <io <~ <ip<n \Jj=

Noétese que muchos de estos n( > términos que aparecen en dw se pueden hacer cero: basta que el indice j de dx; esté
p

contenido dentro de los p enteros iy, iz, ..., i) para que dx; A dx;, Adx;, A--- A dx;, sea igual a cero.
Se pone un teorema, que tiene que ver con la discusién de la derivada exterior.
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Teorema 1.14. Si f : U CR™ — R es diferenciable, entonces

Con la notacion cldsica,

of of of
-y “La

8x1 o1+ 8$2 T2+ + al’n
El teorema ([L.14]) estd en ( [Michaell988], p. 82), que estd demostrado. Se muestra un ejemplo, utilizando la definicién ([1.26)
y el teorema ((1.14]).

dw

dx,

Ejemplo 1.5. Sea w la 1-forma en R?
w = (21 + T2 + 23)dw1 + T12273dT2 + T3dT3.

La derivada exterior (o diferencial exterior) de w serd la 2—forma en R?

dw = dg1dxy + dgadzs + dgsdas

0 0 0
= [axl(aﬁ + 9 + x3)dry + a—xz(m + 2 + x3)d2s + a—xl(xl + 2 + xa)dxg} A dxy

0 k) 9
+ {é)xl(xlxﬂi%)dl’l + @($1x2x3)dx2 + 8£3(.’L‘1.Z‘2$3)d$3:| A dxo

+ [(jxl(mg)dm + %(mi)dmz + (;;(acg)da:‘;} A dxg
= (dxy + dxo + das) A doy + (woxsdey + x123dTs + T129d23) A dry + (0dxy + 0das + 323dxs) A das
=dx1 Ndx1 + dro Ndry + dxs A dxy + xoxsdry A drs + x12x3dTo A dXo + 2120d23 A dXg + 3:c§d:c3 A dxs
=dxo Ndx1 + drs N dry + xow3day A dag + v1x0drs A das

= (zaxs — 1)dz1 N dxe — dx1 A dT3 — T122dT2 A dI3

Con el siguiente teorema se presentan las propiedades que tiene la diferencial exterior.
Teorema 1.15. Sean w1 y we dos p—formas en un conjunto abierto U C R™, entonces
d(w + w2) = dwy + dws.

El teorema (|1.15) estd en ( [Claudio1995], pp. 959 - 960), que estd demostrado. Es decir, el teorema (|1.15) nos dice que la
derivada exterior abre sumas. En general, si wy, wa, ..., wg son k p-formas en un cojunto abierto U C R, se tiene

dlwr +wa + -+ wg) = dwy + dway + -+ + dwg,

lo cual se prueba (por induccién sobre k) aplicando el teorema (|1.15). En el teorema siguiente se establece el comportamiento
de la diferencial exterior ante un producto de formas diferenciales.

Teorema 1.16. Sea w una p—forma en un conjunto abierto U C R™ y una n una q—forma en el abierto U, Entonces
dw An) = (dw) An+ (—1)Pw A dn.

El teorema ([1.16]) estd en ( [Claudio1995|, pp. 960 - 961), que estd demostrado. Se muestra un ejemplo de los teoremas ((1.15))
y (1.16) simultdneamente.

Ejemplo 1.6. Considere la 1-forma w en R*
w = xodxy + x3dTs + T1dT4
y la 2—forma n en R*
1N = 3x1x2dxy A dxg + brsredrs A dry

El producto w A i es la 3—forma en R*

wAn= 3z1x§dx1 A dx1 A dxs + broxsradry A dro A dry + 3x1x923dTs A dry A das
+ 5sc§dx2 ANdzo Adrg + 3.%%,@2()[(1)4 Adxy Adrs + drix3xsdry N\ dro A dry

= bxoxzxadri N dro N dry — 3r12923d21 A das A drs + 31‘%1’261931 ANdxs A\ dxy

Las derivadas exteriores (o diferenciales exteriores) de estas formas diferenciales son

dw = d(x2)dxy + d(z3)dxs + d(21)dry
=dxo ANdxy + drs ANdxo + dry N dxy
= —dx1 Ndxo — dxo N dxg + dry N dry

dn = d(3z1x9)dxy A dxs + d(bxsxg)drs A dry
= 3xodxr1 N dxi Ndrs + 3x1dxo A dxy A dxs + DSxgdrs A\ dro A\ dry + dxzdry A dxo A dxy
= 73I’1d£171 A dl’g AN dl’g — 5!174dIL'2 A di]:’g A dl’4
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Y por altimo la diferencial exterior de w A7 es

d(w An) = d(bxoxsxs)dry A dxe A dry — d(3z129w3)d2y A dag A das + d(3x%x2)dx1 ANdxs A dxy
= (bwgxadrs + broxsdrs + broxsdry) A dry A dro A dxy
— (3zoxsdry + 3x123dTs + 3T1T0dr3) A day A dag A das 4 (62110dxy + 3xidry) A day A das A day
= bxoxrgdas A dxy N dxo A dxy + 31’?d$2 ANdxi ANdxg A dxy
= baowadry A dxo A dxs A dxy — 3x%dm1 Adxg A dxs A dxy
= (bxoxy — 3x%)dm1 ANdxo N\ dxs N dxy

Segun la férmula del teorema , esta forma debe ser igual a (dw) A+ (—=1)w A dn. Se hard esta cuenta

(dw) An—w Adn = (—dxy Adas — dzg A das + dzy A dey)(3zi22dry A deg 4+ Sxsxadrs A day)
— (zodxy + x3dxe + 21d24)(—321d21 A dXo A das — bxgdre A dxs A dxy)
= —(=bxoxsdry A daog Adrs Adey — 3xidry Adey Adey A des)
= (bxoxy — 3x%)dw1 ANdxo N\ dxs N dry

lo que comprueba la validez de la férmula del teorema

Se toman ahora tres formas en U C R", digase w una p—forma, 1, una ¢, —forma y 12 una gs—forma, con la propiedad
asociativa del producto de formas (teorema , la tercera propiedad), y la férmula establecida en el teorema , se
tiene que

dwAm A = d((WAD) A2) = d(wAn) Ana+(—1) P wAn Adny = [(dw) A+ (=1)PwAdn | A+ (—1) P Ag Adny =
(dw) Ay Anz + (=1)Pw Adny Ang + (=1)PFw A gy A dipy

En general, si w es una p—forma en un conjunto abierto U C R", y 7; son ¢;—formas en el abierto U, i = 1,2, ..., k, entonces
la diferencial exterior del producto de estas (k+1) formas diferenciales esta dada por la siguiente férmula, que generaliza

la establecida en el teorema (|1.16]).

dlwAm A A Ang)=(dw) A Ang A Ay
k
+

J

(=L)PFaEtaG D A A Aoy A (dng) Angaay A Ay
1

Se enuncia el proximo teorema, en el que se establece una nueva propiedad de la diferencial exterior. Este serd demostrado,
ya que se utiliza en esta tesis.

Teorema 1.17. Sea w una p—forma en un conjunto abierto U C R™. Entonces d(dw) = 0.

Demostracion. Es suficiente mostrar que la formula vale para 0-formas en el abierto U, pues en tal caso, siendo la forma w

w = E Ginig...ip dxil N dxiz VANEERIVA dl‘ip
1<i1 << <ip<n

se tendria, segin la definicién de diferencial exterior (aplicada a la forma w)

dw — Z Z ;; (Givis.iy) - dxj | Adxyy Adagy A+ Aday,
1

1<i1<iz < <ip<n \j=
se tendria, segtin la definicién de diferencial exterior (aplicada a la forma dw)
j n 62
d(dw) = Z Z Z m (giﬂz.“ip) . dl‘j ANdx; | A d.’L‘il A dl‘iz VAKIERIVAN d.%‘ip.
1<iy<ig<--<ip<n \i=1 \j=1 ~J77*

Siendo las funciones g;,4,...i,’s 0-formas en el abierto U, basta probar que la derivada exterior de la derivada exterior de
éstas es igual a 0. Sea entonces g : U C R” — R una 0-forma en el abierto U. Se tiene que

d(dgi,i,...i,) = d Z £ (Giris...i,) - dz;
j

—d gl2mpd$1+ Giqio pd$2+"'+ Giyio pd.’IJn
X 81'2 a:L'n

1
- 1o}
=>.d 9, (gi1i2...¢p)> - dx;

"0 (0iis..i,



CAPITULO 1. PRELIMINARES MATEMA TICOS 18

La suma anterior que contiene en principio n? términos, se puede considerar como la suma de: a. los términos en que i = j;
b. los términos en que 7 < j; c. los términos en que 7 > j. Pues los términos en que ¢ = j serdn igual a cero, pues aparecera
dxz; ANdzx; en cada uno de ellos (por la anticonmutatividad del producto cufia, una consecuencia inmediata es que dx; Adx; = 0).
Se separara entonces la suma anterior como

02 Girio.. O Givia..ip 8291'11'2..41'
dx; A dx; ———Pdx; Ndx;
Z Ox;0x; Tanax +,§; O0x;0x; A

Expresién que es igual a (cambidndole los nombres a los {ndices en la segunda suma)

agzlzz zp 6291'112 ip
Z om0 /\dxz+zﬁdxz/\da:]

Y utilizando el hecho de que dz; A dz; = —dz; A dxj (anticonmutatividad del producto cufia) se tiene finalmente que

D?Giris. iy 0%Givis. i
d(dgiyis..i,) = Y < Jiviedy itz p) “dxj N dx;.

i< 0z ;0x; O0x;0x;

Si se recuerda que las g;,4,...;,’s son al menos de clase €2, para las formas diferenciales (pues deben de serlo para derivarlo
y deben estar bien definidas en su derivada, para poder derivarlo una segunda vez), entonces, segin el teorema de Schwarz
(sobre la igualdad de las derivadas parciales mixtas cuando son continuas), todos los términos de la suma anterior son iguales
a cero. Asi que

J n 2
1o}
1<i1<ig<--<ip<n \i=1 \j=1 ~J77*
PGivig.iy  Giri..i,
= —r ~dxi; Ndx; | Ndxg, ANdx, Ao A dx;
X Z . Z ( a.’)i'jaxz (Q)xlaxj > J ¢ ! 2 p
1<i1<ia<-<ip<n 1<J
= Z (0-dxj Adxy) Adag, Adag, A--- Adxg,
1< <ig< - <ip<n
=0

La férmula del teorema (1.17)), se suele escribir como
=0

Esta es, sin duda, una férmula que involucra conceptos y propiedades necesarios de las p-formas.

Asi, la derivada exterior de la derivada exterior de cualquier forma es igual a la forma cero. Esta situacién nos plantea de
manera natural la siguiente pregunta: si la derivada exterior de alguna p—forma es igual a cero, jes esta forma la derivada
exterior de alguna (p — 1)-forma? Es decir, si la p—forma n es tal que dn sea igual a cero, jes 7 la diferencial exterior de
alguna (p — 1)—forma w? Obsérvese que en tal caso se tendria 0 = dn = d(dw), cosa que se sabe que ocurre con todas las
formas w. Esta es una pregunta de respuesta no trivial. Antes de responder a tales preguntas, se dan algunas definiciones.

Definicién 1.27. Una forma w se denomina cerrada si dw = 0.
Definicién 1.28. Una p-forma w se denomina exacta si w = dn, para una cierta 7.

El teorema (|1.17]), muestra que toda forma ezacta es cerrada, y es natural preguntarse, reciprocamente, si cada forma cerrada
es exacta. Si w esta definido solo en un subconjunto de R™, puede ocurrir que una tal funcién no exista. Este ejemplo nos da
justo ese resultado:

Ejemplo 1.7. El ejemplo cldsico es la 1-forma

—y x
RN R B R

definido en R? — {(0,0)}. Esta 1-forma se acostumbra a indicar por dn, donde 1 estd definida por la siguiente funcién

tan~!y/x si x <0,

) m+tanty/z si 2 >0,
n(z,y) = /2 si x=0,y>0,
3m/2 si =0,y <0.

Puesto que es igual a dn en el conjunto D = {(z,y) : © <0, ox > 0 yy # 0}, donde n(z,y) estd definida. Obsérvese, sin
embargo, que n(z,y) no puede estar definida con continuidad en todo R%. Siw = df para alguna funcién f : R?—{(0,0)} — R,

entonces, Of(@,y) = On(z,y) Yy f(@,y) = 317(56,1;)} ast que f(x,y) = n(z,y) + C, lo que muestra que una tal f(x,y) no

oz oz dy Jy

puede existir.
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8%—

n
Supdéngase que w = Zwi -dzx; es una I-forma en R™ y w resulta ser igual a df =
i=1 i=1

f(0) =0, se tiene que

-dx;. Se puede, suponer que

F(tz)dt

S1E

> Dif(tE) - widt
1 n o
:/ Zaf(m)widt
0 = al‘z
1 n
:/ Zwi(tf)-xidt
0 <
1 n
:/ Zgiﬂz...ip(tf) - x;dt.
0

Esto sugiere que para encontrar f, dada w, se considere la funcién Iw, definida por

1 n
Iw= / Zghiz---ip (tf) . l‘idt.
0 =1

Obsérvese que la definicién de Iw tiene sentido si w estd definida s6lo en un conjunto abierto U C R™ con la propiedad de
que siempre que x € U, el segmento de recta de 0 a = esté contenido en U; un conjunto abierto con esta propiedad se dice
que tiene forma de estrella respecto a 0 [Figura } Un teorema prueba que (en un conjunto abierto con forma de estrella)
se tiene w = d(Iw) siempre que w satisfaga la condicién necesaria dw = 0. El célculo, asi como la definicién de Iw, pueden
generalizarse considerablemente.

Figura 1.8. Un conjunto abierto con forma de estrella respecto a 0. Tomado de |[Michaell988|

Teorema 1.18 (Lema de Poincaré). Si U C R™ es un conjunto abierto con forma de estrella respecto de 0, entonces toda
forma cerrada en U es exacta.

Demostracion. Se define una funcién I en la que a cada p—forma le corresponde una (p — 1)-forma (para cada p), tal que
I(0) =0 y w = I(dw) + d(Iw) para cada forma w. Se deduce que w = d(Iw) si dw = 0. Sea

w = Z gi1i2“.ip (tf) . dxil A d$i2 VARERIVAN dxip.
1<i1<ia < <ip<n,
Puesto que el abierto U tiene forma de estrella se puede definir
Iw(f) = Z Z(—l)j_l (/ tp_lgilizmip(tf>dt> Ti; - d.%il A A d.TZJ VANKIERIVAN dl‘ip
1<i1<ia<...<ip<n j=1 0

(El stmbolo ™ sobre dz;; indica que este término se omite). La demostracion de que w = I(dw) + d(Iw) se hace mediante
célculo, para tener que
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1
d(Iw)=p- Z </ P g i (tw)dt) dxi, Ndxiy, N--- Ndx;,
0

1<i) <ig<--<ip<n

P & Y 0iyiy. i, (1T —
+ Z ZZ (/ tdet> xi dey Ndzg, N Ndxg, N Ndg,
0 k

1<i) <in<-<ip<n j=1 k=1

(1.2)

El factor tP aparece, en vez del factor 1), porque hay que recordar que Iw estd en funcién de z, segin la definicién de
w que se propuso para la construccién, de modo que se usa la regla de la derivada de un producto de funciones. Se tiene
también

dw = Z Z % (giliQ...i,,) . de A\ dl‘il AN dIiQ A=A dl‘ip.
J

1<i1<ia<--<ip<n \ j=1

Aplicando I ala (p + 1)—forma dw, se obtiene

1 a 2117 K2 t
(dw) = 3 Z (/ Wdt) wjdvg, A+ Ada;,

1< <ia<-<ip<n k=1

U Bgie (i) (1.3)
Y Y Y@ </ pg“gwdt)xijdxkAdxilA...AdxijA...Adxip
1<y <ig<-<ip<n k=1 j=1 Lk
Sumando las ecuaciones (1.2]) y (1.3]) se eliminan las sumas triples, y se obtiene que
(0 tx
(dw) + d(Iw) = S Z (/ g“g()dt) jdzi, Ao Adag,
1<y <ip <+ <ip<n k=1 Tk
0Giyin..i, (T —
Y Y Y@ (/ p(gngw”dt)xijdwd%A...Ad%A...Adxip
1<y <ip < <ip<n k=1 j=1 Lk
1
+p- Z (/ P g i (taz)dt) dxsy Ndzg, A--- Ndwg,
1<) <ip<--<ip<n 0
n L 9g:... . (% o
+ Z ZZ (/ tpgmg"“’()dt)wijdxk/\dxh/\-~-/\dmi]./\~-~/\dxip
1<y <ig<-<ip<n j=1 k=1 Tk
1
=p- Z (/ P g (tx)dt) dxs, Ndxi, A--- Ndxg,
1< <ip < <ip<n
1 8
n < 92122 ( )dt) xjdle A dxip
1<11<12< <ip<n k=1 Tk
'd
= Z (/ T [t Giris...i, (1T)] dt) dri, N--- Ndwg,
1<iy <ig<--<ip<n 70
= Z Giri..ip (BT) - dziy N oo Ndxy,
1<i1 <iz<-<ip<n
=w.
O

El hecho de que exista un conjunto abierto en forma de estrella significa que dicho conjunto es contractible, asi, se tiene que
dar un esbozo del tema y ver los conceptos que estén involucrados en el Lema de Poincaré ([1.18]).

Definicion 1.29. Un espacio topoldgico X es contractible si tiene el tipo de homotopia de un punto, es decir, si existe
una equivalencia homotdpica entre el espacio X y un espacio {q} formado por un solo punto.

En la definicién (|1.29), estdn involucrados dos conceptos bésicos, el de espacio topoldgico y el de homotopia.

Definicién 1.30. Se llama espacio topolégico al par ordenado (X, ) formado por un conjunto X y una topologia T sobre
X, es decir, una coleccion de subconjuntos de X que cumplen las tres propiedades siguientes:

1. El conjunto vacio ) y X estin en 1, d € 7, X € 115
2. La interseccion de cualquier subcoleccion finita de conjuntos de T estd en T,

3. La union de cualquier subcoleccion de conjuntos de T estd en 7. Esta condicion también se escribe como: V

UCT,UBET.
BeU

A los conjuntos pertenecientes a la topologia T se les llama conjuntos abiertos o simplemente abiertos de (X, 7); y a sus
complementos en X, conjuntos cerrados.

18Con que @ o X estén es suficiente, porque existe un corolario en Teorfa de Conjuntos que demuestra que los complementos estén en la topologia,
aqui solo se muestra de definicién del libro ( |[James2002|, p. 86)
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Definicién 1.31. Si f y g son aplicaciones continuas del espacio X en el espacio Y, se dice que f es homotdpica a g si
existe una aplicacion continua H : X x I — Y tal que

H(z,0) = f(x)

H(z,1) = g(x)
para cada © € X (aqui I =[0,1]). La aplicacién H se conoce como homotopia entre f y g. Si dos aplicaciones f y g son
homotdpicas, se escribe f = g. Si f = g y g es una aplicacion constante, se dice que f es homotépicamente nula.

Es decir, dos aplicaciones continuas de un espacio topolégico en otro se dicen aplicaciones homotdpicas si una de ellas puede
“deformarse continuamente” en la otra. Si dos aplicaciones f y g son homotépicas, se escribe f = g; lo que significa esta
relacion es efectivamente una relacién de equivalencia sobre el conjunto de aplicaciones continuas de X en Y, Las clases de
equivalencia se denominan clases de homotopia de aplicaciones ( [Allen2005], pp. 3 - 4). Se dice que dos espacios X, Y tienen

el mismo tipo homotodpico, si existe un par de aplicaciones X i>Y y Y %X tales que go fy fog son homotépicos a Idx
e Idy respectivamente ( [Allen2005], pp. 3 - 4). Un espacio topoldgico que tiene el mismo tipo homotdpico que un conjunto
unitario (En matemédticas, un conjunto unitario es un conjunto con un tnico elemento. Por ejemplo, el conjunto {0} es un
conjunto unitario) se dice contractible. Junto a la definicién , hay algunas propiedades del hecho de que un espacio sea
contractible a un punto.

Proposicién 1.2. Un espacio contractible verifica las siguientes propiedades:

= Fs conexo por caminos.
= Su grupo fundamental de homotopia es trivial.

= Como consecuencia de las dos propiedades anteriores, es simplemente conexo.

Esta proposicién se tomé del libro ( [Allen2005], Capitulo 1), demuestra varios resultados para demostrar las propiedades
mostradas en la proposicién , presentados en corolarios y teoremas en el libro. Aqui solo se toman las propiedades
necesarias, pues se trabajard con objetos matematicos que cumplan estas propiedades y, por tanto, tengan un comportamiento
aprovechable.

Definicién 1.32. Un conjunto conexo es un subconjunto C C X de un espacio topolégico (X, ) (donde 7 es la coleccion
de conjuntos abiertos del espacio topoldgico) que no puede ser expresado como union disjunta de dos conjuntos
abiertos no vacios de la topologia. Intuitivamente, un conjunto conexo es el que aparece como una sola pieza, que no se
puede “dividir” o “particionar”. En el caso de que un conjunto no sea conexo, se dice que es disconexo. Esto es:

C C X es un conjunto conexo si y solo si

A, Bet, ANBNC=0,C CAUB implica C C AV BC B.

Nétese que si C = X y cumple lo anterior, entonces se dice que (X, T) es un espacio topoldgico conexo.

Otra definicién, a partir de la coneridad es la siguiente.

Definicién 1.33. Sea (X,7) un espacio topolégico. Una curva en X es una aplicacion continua f : [0,1] — X. (En
realidad, puede ser cualquier intervalo [a,b], pero siempre se puede normalizar y llevar a [0,1]).

Se dice que (X, T) es un espacio conexo por caminos si y solamente si:V z, y € X, 3 f:]0,1] — X continua (es decir,
una curva) tal que f(0) =z, f(1) =y.

E's decir, si cada par de puntos, estos pueden ser unidos mediante una curva, o “conectados por un camino”.

Se define lo que es el grupo fundamental. Se puede asociar a cada punto p de un espacio topoldgico X un grupo que nos
informa sobre la estructura 1-dimensional de la porciéon de espacio que rodea a este punto. Los elementos de este grupo,
llamado grupo fundamental de X relativo al punto base p, son clases de equivalencia de lazos (curvas cerradas) con origen
en el punto p.

Definicién 1.34. Hay distintas maneras de definir el grupo fundamental, aqui los mds comunes:

= definicién por lazo: Sea X un espacio topoldgico, y p un punto fijo de X. Un lazo con base en p es una aplicacion
continua 7 : [0,1] — X que verifica v(0) = (1) = p.

El producto o % B de dos lazos o y B se define como

@emm={ 5oy

Esto es, el lazo ax B primero recorre el camino de «, pero a “doble velocidad” y después el de 3, también a doble
velocidad.

» definicién por clases de equivalencia: Las clases de homotopia son las clases de equivalencia debidas a la
relacion de ser homotdpico. Dos lazos a, B :[0,1] — X con base en un punto comin p son homotépicos si existe
una aplicacion continua H : [0,1] x [0,1] — X tal que

H(s,0) = a(s)
H(s, 1) = B(s)
H(0,t)=p
H(1,t)=p.

Intuitivamente una clase de homotopia representa un paquete de curvas que son deformables entre si.
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= definicién por grupo fundamental: El producto de dos clases de homotopia de lazos [f] y [g] se define como
[f*g]. Puede demostrarse que este producto estd bien definido al ser independiente de la eleccion de representantes. Este
producto nos permite obtener una estructura de grupﬂ: el elemento neutro serd la clase [y] del lazo trivial definido
como y(t) = p para todo t; el inverso de la clase de un lazo [f] serd la clase del mismo lazo recorrido en sentido
contrario (es decir, g es el elemento simétrico de [ si y solo si f(t) = g(1 —t) para todo t € [0,1]).

El grupo fundamental de un espacio topoldgico X basado en un punto p € X, notado como m (X,p), es el
conjunto de clases de homotopia de curvas cerradas con la operacion yuxtaponer clases.

Nos queda por definir lo que es un conjunto simplemente conexo.

Definicién 1.35. Se dice que un espacio topoldgico es simplemente conexo cuando es conexo por caminos y su
grupo fundamental es el grupo trivial. Es decir, toda aplicacion continua f : [0,1] — X que sea un lazo, es decir,
que verifigue f(0) = f(1) = p para algin punto p € X, es contractible de forma continua a dicho punto mediante una
homotopia H : [0,1] x [0,1] — X tal que H(s,0) = f(s) y H(s,1) = p.

Un objeto es simplemente conezo si estd formado por una sola pieza y no contiene agujeros que lo atraviesen.

1.3. Elementos basicos de calculo tensorial

Una vez demostrado el Lema de Poincaré, se generalizan las ideas para hacer un uso de otros conceptos en el estudio de
los sistemas dindmicos auténomos reales, suficientemente continuos y diferenciables, polinomiales, que se analizaran en el
capitulo y sus secciones correspondientes y respectivamente, ahora se verd lo que es un tensor de la forma
(q,p). Se empieza pues, con la siguiente definicién.

Dado un espacio vectorial V' de dimension n sobre un cuerpo K, recuérdese que su espacio dual V* es el conjunto de todas
las aplicaciones lineales f : V. — K. El espacio dual es un espacio vectorial de la misma dimensién que V. Refiérase
normalmente a los elementos de V' de V* como vectores y covectores, respectivamente.

Definicién 1.36. Sea V un espacio vectorial y sea V* su espacio dual. Un tensor del tipo (q,p) es una
transformacion multilineal T tal que

T: VX - xV*xVx--xV—K,

q veces p veces

(wh .o wl vy, vp) = Tl w o, o)
Se sabe entonces que un tensor es multilineal, pues por la definicién , inclusive el del tipo (¢,p), a la estructura
(T4, 4, ,®,R) es un dlgebra llamada, cominmente, como dlgebra tensorial. Entonces, un tensor del tipo (q,p) es un objeto
multilineal que mapea ¢ elementos de 17 M (el espacio cotangente) y p elementos de T,.M (espacio tangente) a un nimero
real. T} (M) denota el conjunto del tipo (g, p) tensores en v € M. Un elemento de T}, (M) estd escrito en términos de las
bases descritas con anterioridad como,

1 q 1 q
T=T5 5 dz @ @de" @dzy, @ @ dzy, (1.4)
Es decir, se tiene que si vy,...,v, €V y wl,...,w? € V* son transformaciones lineales en el espacio vectorial V, se sigue
que
1 _ 1 1
T(w',...,wl, v+ pw,vi,...,vp) =aT(w', ..., wlv,v1,...,0) + T (w",...,wl,w,v,...,0p).

para cada entrada del tensor.
Esta es una funcién lineal de @ T:* M Q" T,-M a R. Suele llamarse a los indices superiores de un tensor indices covariantesy a
los inferiores, indices contravariantes. Asi la contraccion queda definida entre indices covariantes con indices contravariantes.

Observacién 1.1. Del mismo modo, se suele llamar a los vectores dz*’* vectores covariantes o uno-formas y a los dx.,
vectores contravariantes o simplemente vectores.

La definicién se le conoce también como el tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita, la diferencia entre el simbolo
y el tensor de Levi-Civita radica en que en el tensor existe un factor de (/| det g, |. Con el tensor de Levi-Civita se puede
definir el operador de Hodge. Este operador es usado para poder simplificar la notacién. Se va a escribir su definicién y luego
se daran algunos ejemplos, justo aqui aparece un factor debido al elemento de volumen de una p-forma.

Definicién 1.37. Eloperador * de Hodge o transformacién de dualidad es una funcidn que mapea x : AP(V) — A"~P(V),
como sigue
1

*(dl‘il FANKIERIVAN dl‘ip) = meilmipip+1~~indxip+1 JANEERIVA da?i”

donde €;, .4, es el tensor de Levi-Civita.

n

En la definicién hay un factor, esto es debido a que se trata del factor del tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita
que es el elemento de volumen, aunque no es la definicién requerida, ya que tiene que ver con las métricas tensoriales que se
utilicen en realidad. En una variedad riemanniand®|o pseudoriemanniand®]de dimension n se debe definir el dual de Hodge
de una p-forma 8 como la (n-p)-forma *8 tal que.

Va:aA*8 = {(a, fw.

19En la definicién 1} se da el concepto de grupo. Apéndice .
20En el Apéndice 1ﬂ) se da el concepto de variedad de Riemann en la definicién 1}
) A.13).

21En el apéndice (A]) se da el concepto de variedad subriemanniana en la definicién |
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con («|B) el producto escalar de las formas y
w=e\/|guldri, A ... ANdxz;,

es la n-forma de volumen, siendo g,,,, el determinante del tensor métrico'y € = sgn(g,.). De aqui la relacién
wx = (—1)FnFeq

En particular € = 1 en una variedad de Riemanny ¢ = —1 en una variedad Lorentz-Minkowski (n — 1,1). Se da el siguiente
teorema, para espacios en V = R™, para operar la definicién (1.37)).

Teorema 1.19 (Calculo efectivo de la estrella de Hodge). Sea (M, g) una variedad riemanniana compacta y orientada
de dimensién n, y sea r € M. Sea w, ..., w™ una base ortonormal positivamente orientada T (M), con respecto al producto
inducido de 1-formas en r, g'. Entonces, sobre p-formas, el operador estrella de Hodge viene determinado por

# (WA Awh) = sgn(o) - wIt A Awinee

1 2 - p p+1 p+2 .- n

donde o = . . . es una permutacién de {1,2,...,n}.
1 2 o 1p J1 J2 o In—p

El teorema esté en ( [Jose2015], p. 7), que estd demostrado. El teorema soluciona muchos de los problemas de
la definicién (1.37)), debido a que R™ es una variedad riemanniana y nuestros sistemas dindmicos estdn en R™, con la métrica
euclidiana usual, el cudl induce un producto natural en las formas diferenciales, lo que significa que nuestro producto interior
en las p-formas estd dada por el determinante de la matriz de Gram, y debido a que la dimension es n el determinante es
mayor a cero. Es decir, es la funcion signatura de una permutacion, debido a la orientacion y a que se trata de una base
ortonormal positivamente orientada, en otras palabras, la base es ortogonal y de norma 1. Esto significa definir lo siguiente.

Definicién 1.38. Sea V wun espacio vectorial real de dimensién n. Dadas dos bases (ordenadas) de V, § =
{v1,v2,...,0n} y B = {vy,vh,... v}, se dice que B y B’ tienen la misma orientacidén si la transformacion lineal
T:V —V dada por T(v;) = v}, i =1,2,...,n, tiene det T > 0.

Puesto que la base es ortonormal, por la definicion , detT =1, lo que determina el signo de las formas diferenciales en
el dual de Hodge, es la orientacion de las bases. De este modo, el teorema define al operador con la funcidn signatura.
La definicién es posible gracias a la dualidad que existe entre los espacios vectoriales de p-formas AP y A"~P  ambas
son de la misma dimension. Es por eso que la aplicacién del operador de Hodge dos veces a una p-forma, es proporcional a
la p-forma, es decir, se regresa al lugar de origen. Este operador también se le conoce como el operador estrella de Hodge o
la estrella de Hodge. Se enuncia a continuacién el siguiente teorema.

Teorema 1.20. El operador de Hodge * satisface las siguientes propiedades, para w,n € AP(M)
1. wfe(w)] = (-1,
2. wAxp=nA*w = (w,N) v,
3. #(w A xn) = *(n A xw) = (w,n).

El teorema (1.20]) estd en ( |[Diosel2011], pp. 3-4), que estd demostrado. Se veran dos ejemplos para ver el teorema (1.19).
En R", que es una variedad riemanniana.

Ejemplo 1.8. Sea 3 = {e1,¢e2,e3} la base canénica de R con el producto interior euclidiano, entonces {e; A ez, e1 A
e3,e2 Aesg} es una base ortonormal de A%(R?), y {e1 A ez Aes} es una base ortonormal de A3(R3) . De esta forma:

x(eg Neg) = ey, x(e1 Neg) = —ey Yy x(e1 N eg) = es;
Aqui se debe de notar que para es A ez € A?(R3), se tiene que x(e2 A ez) € AY(R3) = R3.

Este otro ejemplo estd dado en R*, se utilizé la signatura para encontrar el signo del dual de cada elemento en la base que
se menciona.

Ejemplo 1.9. Sea 3 = {e1,e2,e3,¢e4} la base canénica de R* con el producto interior euclidiano, entonces {e; Aea, e A
ez, e1N\Neyg,ea Nes,ea N\ eyg,e3 N\ 64} es una base ortonormal para Az(R‘l) Y {61 Neg Nes,e1 Neag ANeq,e1 Nes Neg,ea Aeg A 64}
es una base ortonormal para A*(R*). Luego, en A*(R*) se tiene que:

x(e1) = —ea Aez Aey, x(ea) = e1 Aez Aey, x(ez) = —eg Aea Aey y x(eq) =e1 Aeg Aes.
Y para A%2(R*) se tiene que:

x(e1 Neg) = ez Ney, x(eg Neg) = —ea Aey, x(e1 Neg) =ex Aes, x(ea ANeg) =ep Aey, x(ea ANey) = —ep Nes y
x(eg Neg) =e1 Aea.

La aplicacién del operador de Hodge a una p-forma, consiste en quitar todos los elementos de la base que tiene la p-forma y
poner todos los restantes, los que no se usan, en el orden que nos da el tensor de Levi-Civita. Las funciones que van enfrente
de la base no son afectadas por el operador de Hodge, hay un aparente conflicto entre las definiciones en el “célculo de la
estrella de Hodge” y los “ejemplos”, ya que este operador depende en gran medida de la base, el producto interior definido y
la métrica tensorial que se utilice; asi como la orientacion de la base y el espacio en donde se utilice, para mayor informacién
acerca de sus construccién con subindices y superindices, revise [Theodore2011]. Con este operador se define otro operador
diferencial, llamado la codiferencial.

Definicién 1.39. La codiferencial exterior o derivada exterior adjunta se define por § = (—1)"PT" L x [d(xw)] para
espacios n-dimensionales y para p-formas. Se tiene que 6 = —x[d(xw)] en espacios de dimensién par y § = (—1)Px[d(x w)]
en espacios de dimensién impar.
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Como en el caso de la derivada exterior o diferencial exterior, la doble aplicacién de la codiferencial o coderivada es cero.
Esto nos da el siguiente teorema, que también se demuestra por su condicién necesaria y suficiente.

Teorema 1.21. §(dw) =0, con w € AP.

Demostracion. Sea w € AP, aplicando la coderivada se obtiene que:

0(0w) = 8((=1)"PF"Fx [d(xw)])

1Pt [d (s {(= 1)+ [d(x w)]})]

L0 ld s {old(s)]
1)2(np+n+1) 4 [d(—1 p(n—p)(g d(xw)]

é

(1)

(1)

(1)

( 1)2(np+n+1)(_ p(n D) 4 [dd(* w)]
(1)

(—1)

0

)
1)20wAnt1) (_1)P(=P) 5 g2 (x w)
1)2(wtnt)(_1)p(n=p)

Se pone una observacién, para los diagramas conmutativoﬂ Se haran hasta el final, en las conclusiones.

Observacion 1.2. Se tiene entonces que:
d: AP — APH!
§: AP — AP

Utilizando la definicion de la diferencial y la codiferencial se puede definir otro operador diferencial que se llama
Laplaciano, o mds comunmente, llamado el operador de Laplace-Beltrami. En ciertos casos este operador es el
Laplaciano en dlgebra vectorial, de hecho, es una generalizacion de este para cualquier Variedaﬂ de cualquier dimensién.
Ya que se relacionan la derivada exterior y la derivada exterior adjunta.

Se define todo en R™, para que nuestros sistemas dinamicos siempre estén en esa variedad riemanniana. Mds
generalmente, se puede definir el operador diferencial laplaciano en las secciones del haz de p-formas en una variedad
pseudoriemanniana. En una variedad de Riemann es un operador eliptico, mientras que en una variedad de
Lorentz es un operador hiperbdlico. El operador de Laplace-de Rham-Beltrami se define por

V2 =dé+d0d = (d+9)>

1)kn+n1

donde d es la derivada exterior y § es la codiferencial, en calidad de (— xd* en p-formas, donde x es la estrella

de Hodge.

Se pone un ejemplo, para ver la definicién (1.39)) y la definicién (1.38]). Aqui ambas definiciones coinciden, aunque no siempre
es el caso. De aqui la dificultad del uso de la definicién (1.37)) a la hora de hacer cdlculos.

Ejemplo 1.10. Sea w = (3xy — 22 — y?)dx + (2%y — y%x)dy, entonces w € A', f(x,y) = 3zy — 22 —y?> € R? y g(a,y) =
x%y —y?z € R?, se calcula la codiferencial exterior de w. Sea n = 2 la dimensién y p = 1 la 1-forma, con esto se tienen
todos los elementos para calcular:

ow =

*

* (3ry — 2° — y?)da + (2*y — y*x)dy)]

* (3ry — 2% — y?)dx + * (fczy —y*x)dy)]
(Bzy — a? — y°) x do + (2°y — y?x) * dy)]
(Bay — 2* — y?) 1'612dy + (22 Z/ y2x) 11621d$)]
(Bay — 2* — y?)dy — (2°y — y*x)dz)]
(Bay — 2* — y?)dy — d(z*y — y*z)dx]

(3y — 2z)dx A dy — (2% — 22y)dy A dz]

(3y — 2x)dx A dy + (22 — 2zy)dz A dy]

(3y — 2w + 22 — 2zy)dx A dy

(3y—2x+x —Qxy)*dx/\dy

(3y — 2w + 22 — 2:ry) or€12

= 3y—2z+ %2y

| | VT I |
¥ oK X X KX X X X ¥ ¥

Se necesitaran de mas definiciones para el estudio de los sistemas dindmicos auténomos reales, suficientemente continuos y
diferenciables, polinomiales y conservativos o integrables.

Definicién 1.40. ElLaplaciano o el operador de Beltrami-Laplace V sobre una variedad, es una funcion V : AP — AP
definida por V = dd + dd

Se ver4 un ejemplo, para la definicién (1.40)). Se hard en R2.

Ejemplo 1.11. Sea M = R2. Entonces una base para A° D {1}. Andlogamente para A* D {dz,dy}, y para A% D {dx A dy}.
También se puede obtener la aplicacion * esta nos da:

xl=drNdy;, xdr=dy;, *xdy=-—dzr; =xdrxANdy=1.
Para la diferencial se obtiene que:

df(x,y) = fx(x,y)da: + fy(m,y)dy

22En el apéndice (A) se da el concepto de diagrama conmutativo en la definicién (A.14).
23En el apéndice (A) se da el concepto de variedad en la definicién 1D
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Y para la codiferencial se obtiene que:

5f(z,y) = — = [d(«f(z,y))] = — * [df (z,y)dzx N dy] = —  [0] =0

Y finalmente, para el Laplaciano se obtiene que

Vi(z,y) = (dd +dd)f(z,y) = d0) + 6(fu(2,y)dz + fy(z,y)dy) = — = [d(xfo(z,y)dz + fy(z,y)dy)] = — * [dfs(2,y)dy —
fy(l'vy)dx] = — % [fm(x,y)dx Ndy — fyy(xay)dy A dm] =—% [f:tm(xv y) + fyy(xyy)dx A dy] = 7(frz(xay) + fyy(xay))'

En funcién de la accién de los operadores sobre las p-formas, se pueden clasificar las p-formas de la siguiente manera:
Definicién 1.41. Una p-forma w € AP se dice:

= Armoénica si Vw =0,

= Cerrada si dw =0,

= Cocerrada si dw =0,

» Exacta si w = dn, conn € AP~

» Coexacta si w = 6n, con n € APTL,

Se verd la derivada de Lie y los corchetes de Lie que se utilizan para la seccién (2.1]). Se define primero el corchete de Poisson
y se enuncian algunas propiedades, esto es porque se puede derivar el corchete de Lie de manera natural a partir del corchete
de Poisson, de hecho, muchas de sus propiedades son similares.

Definicién 1.42. Sean f(zi,v:), 9(zi,y:) € €°°(R?"), el corchete de Poisson se puede expresar como:

(00005 o

i=1

A continuacion, se enumeran algunas de las propiedades del corchete de Poisson:

Proposicion 1.3. Las siguientes propiedades para el corchete de Poisson son vdlidas:

= Sean f(-riayi)7 g(%yi% h(xhyi) € %OO(RQH) Y a,B € y: se tiene que {af + Bg7h}wi:yi = a{f7 h}ZEuyL + 6{gvh}1i,yi7

= Sean f(xiayi)7 g(xiayi)’ h(xmyz) € cgoo(RQn) ) O‘vﬂ € tng se tiene que {fa ag + 6h}x7,y7 = O‘{fv g}rl,yi + ﬂ{f& h}ri,ym
(es decir, {x,*} es bilineal),

» Sean f(x;,yi), g(wi,y;) € € (R*™), se tiene que {f,g}uiy; = —{9s [ Y21y, (€8 decir, {x,x} es antisimétrica),

u S@G/ﬂ f(xiayi): g(xz7yl)7 h(‘rzayz> S %M(R2n)7 se tiene que {f7 {g7h}}m“y1 + {h7{fag}}a:“y1 + {97 {hyf}}z“yl = 0;
(identidad de Jacobi),

- Sean f(xiayi)’ g(fiayi); h(xmyz) € %OO(R%L)» se tiene que {fagh}zi,yi = {fvg}mi,yih + g{fa h}mi,yw (identidad de
Leibnitz).

La proposicién estd en ( [Vladimir2007], pp. 30 - 32), no demostrado. Una propiedad de las variedades es que el
conmutador de las operaciones de derivada de Lie sobre 2-campos vectoriales es equivalente a la derivada de Lie respecto de
algun campo vectom’a@ que se sera su corchete de Lie. En matematica, una derivada de Lie es una derivacién en el dlgebra
de funciones diferenciables sobre una variedad dz’ferenciablﬁ A , cuya definicién puede extenderse al dlgebra tensorial de la
variedad. Se obtiene entonces lo que en topologia diferencial se denomina derivacidn tensorial: una aplicaciéon R-lineal sobre
el conjunto de tensores de tipo (p, q), que preserva el tipo tensorial y satisface la regla del producto de Leibniz y que conmuta
con las contracciones.

Para definir la derivada de Lie sobre el conjunto de tensores de tipo (p,q) bastard con definir su accién sobre funciones y
sobre campos de vectores: Asi, si X es un campo diferenciable de vectores, se define la derivada de Lie con respecto a X
como la tnica derivacion tensorial tal que:

= £x(f) = X(f), para toda funcion diferenciable f.
» £x(Y) = [X,Y], para todo campo diferenciable Y, donde [*, %] es el corchete de Lie.

Se tiene la siguiente definicién:

Definicién 1.43. Sean X,Y € X(.#) dos campos vectoriales sobre una variedad .#, y sea f € €°(H#) ya € AN"(A),
se define la derivada de Lie con respecto a X como la inica derivacién tensorial tal que

n

0
C S =X () = Y il VS € 6X (),
i=1 ¢
» Sx(Y(f) = XY (N -YIX(N] = [X.YI(f), VY € X(A) yV [ € € (M),
» Exda=dlxa, Va e An(%)
La derivada asi definida satisfara automaéaticamente las propiedades citadas de una derivacion tensorial:

= La regla del producto £x(S®T) =£L£x(S) T+ S® Lx(T).

248e da, el concepto de campo vectorial en la definicién 1’
25En el apéndice se da el concepto de variedad diferenciable en la definicién li
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= conmutara con las contracciones.

Definicién 1.44. Sean X, Y € X(#) dos campos vectoriales sobre una variedad .#, se define el corchete de Lie de
los campos X e Y, denotado por [X,Y] como el inico campo de vectores que cumple que:

(X, Y](f) = X(Y(f) = Y(X(/)

Su expresion en su sistema de coordenadas asociado a una carta local ¥ es:

- QY 9X1
— J _ J
> (05 - (r5))

Jj=1

donde n es la dimensién de A .

El corchete de Lie de 2-campos constituye un caso particular de una operaciéon mas general: la derivada de Lie de un tensor
cualquiera £xT a lo largo de la direccion que marque un campo X. Cuando T es un campo de vectores Y, se recupera el
corchete de Lie

£xY = [X,Y].
A continuacién, se enumeran todas las propiedades del corchete de Lie:
Proposicion 1.4. Las siguientes propiedades para el corchete de Lie son vdlidas:
" VX1, X0, Y €X(A) ya,B €T, se tiene que [aXy + X2, Y] = a[X1,Y] + B[Xs, Y],
» VY,Y5, X € X(A) y o, B €T, se tiene quelX,aY1 + fYs] = a[X, Y] + B[X, Y2], (es decir, [*,*] es bilineal),
» VXY € X(A), se tiene que [X,Y] = —[Y, X], (es decir, [, x| es antisimétrica),
» VXY, Z € X( M), se tiene que [X,[Y,Z]]+ [Z,[X,Y]] +[Y,[Z,X]] =0, (identidad de Jacobi),
VXY €eX(A)y f,g€CH M), se tiene que[fX,gY]| = fg[X, Y]+ fX(g9)Y —gY (f)X.

La proposicién se encuentra en ( [Barret1983|, p. 66), no demostrado. Esta ultima igualdad destaca que aunque el
corchete sea R-bilineal, no es bilineal sobre las funciones diferenciables. Como consecuencia, el corchete no tendré caracter
tensorial, es decir, el valor del vector [X,Y], no solo dependerd del valor de los vectores X, e Y, (no se podra definir el
corchete de Lie de dos vectores), sino de los campos X e Y. Como consecuencia inmediata de la antisimetria, [X, X] = 0 para
cualquier campo X.

El espacio vectorial de todas las derivadas de Lie en .# forma a su vez un dlgebra de Lie dimensionalmente infinito con
respecto al corchete de Lie. Se realizan algunos calculos tipicos en variedades diferenciables, para ello, se tiene el siguiente
ejemplo:

0 0 0 0 3]
Ejemplo 1.12. Sean los campos vectoriales X = —4y% + 9y8— + 7 € %(Rg) yY = —a—y + 333& € %(R?’) y sea la

1-forma o = 2xydz — zdx. En este caso se trabaja con la variedad .# = R® (en fisica se escribiria X (z,y, z) = (—4y,9z,1)
oY =(0,—1,3z)).

Se empieza calculando un corchete de Lie. ;Cdémo queda el cdlculo de [X,Y]? Si se escribe el corchete con los campos
concretos, nos queda:

0
[X,Y] = {4@/ +9Y++ 5 +3r—

o 9 0 0
Ox Oy 0z Oy 0z

Lo primero que se hace es aplicar que el corchete de Lie es bilineal, por lo que la expresion anterior queda:
0 9] 0 0 0 0 9] 0 0 0 0 0
—Ay—,—1— 4 9 —-1— 9y—,3x— 1—,—-1— —,3r—
[ Yor 8y]+[ Yor "oz ]*{ya 8y]+[y8y7 x@z}—’_{ 92 ay]—i_{@z’ maz}
Se puede demostrar que si g,h € C®° (M) y X,Y € X( M), entonces:

[9X, hY] = gX ()Y — hY (9)X + gh[X,Y],

Por lo que, si se aplica a nuestro caso concreto, nos queda:

D 0L i [2.8]:
N Lo [: 2
1@(;);_(_ ) é;)aa (- )[az ay%
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d(3x) 0 a(1) o o 0
1 — — ———4(1 —
0z 0z (32) 0z 0z + (1)) 0z’ Oz
- | o (D) ) | ,
Realizando las derivadas parciales indicadas o 0, 3y —4,--- | y teniendo en cuenta que el corchete de Lie
de campos coordenados es nula, nos queda:
0 0
X, Y] = —4-— —12y— R?).
XY Oz Y5z € X(RY)

Se va ahora a calcular da. Para empezar, se aprovecha que es lineal, por lo que:
do = d(2zydz — zdx) = d(2zydz) — d(zdx)
y ahora se aplica la definicion del operador diferencial exterior a cada sumando:
d(2zy) Ndz — d(z) Adx

finalmente, como la diferencial exterior sobre funciones es la diferencial ordinaria, aplicando las propiedades distributiva,
antisimétrica y d> = £0, nos queda

(2ydx 4 2zdy) N dz — dz A dx = 2ydx A dz + 2zdy A dz + dx A dz
Por lo que, finalmente, nos queda que
da = 2y + 1)dx A dz + 2xdy A dz

Ya nos aparecid la derivada de Lie como los, ;Cémo se calcularia Lix y13 con B = da? Primero se necesita calcular el
corchete de Lie de los campos dados:

0 0

Yy que es otro campo vectorial, a continuacion se necesita la 2-forma resultante de calcular la diferencial exterior de la
1-forma:

B =2y + 1)dx Adz + 2xdy N dz
y finalmente calcular la derivada de Lie de la forma respecto del campo. De manera que:
226 = £2[(2y + 1)dx A dz + 2xdy A dz] =
£212y + 1)dx N dz] + £7(2zdy N dz) =
LzQ2y+1)dr Ndz+ 2y +1)Lz(dx) Ndz + (2y + 1)dx AN LEZ(dz)+
L22z)dy Ndz + 22L7(dy) N dz + 2xdy N L2(dz).

Para evitar errores, se calcula separadamente cada derivada de Lie:

L,(2+1)=Z(2y+1)=[X,Y]2y+1) = (—452 - 12y882) (2y+1) =

o o
= Aoy +1) 125 (2 +1) =0

Lz(dx) =dLzx =d([X,Y](x)) =d (_4(9(1$ - 12y§zx) =d(—4)=0

Lz(dz) =dLzz=d([X,Y](z)) =d <488332 - 12y88zz)> = —12dy

0 0
£2(2z) = [X,Y](2z) = —4%2x - 12y&2x = -8

£2dy) = dzy = d(X.Y1(0) = d (=50~ 12030y =0

L7(dz) = —12dy
Por lo que, finalmente, se tiene que:
—12(2y + 1)dz A dy — 24dy A dy — 8dy A dz
y como d?> =0, nos queda:

—12(2y + 1)dz A dy — 8dy N dz



Capitulo 2

Construccion de ciclos limite en dos
dimensiones, su representacion con el
espacio de las formas diferenciales A%(R?) y
su extension al caso de los 2-ciclos limite
representados con el espacio de las formas

diferenciales A3(R?)

Los sistemas dindmicos con los que se trabajardn serdn auténomos (independientes del tiempo), en el campo de los nimeros
reales, de funciones polinomiales n-dimensionales, suficientemente continuos y diferenciables, en realidad, la interpretacion de
”funcidn suficientemente continuo y diferenciable” depende del contexto; se refiere a que la funcién es tantas veces diferenciable
y/o continua para poder manipularla como nos interese; si por ejemplo, es una curva y se quiere hallar el triedro de Frenet,
se dirfa a que es tres veces diferenciable; si s6lo se quiere hallar sus puntos criticos, se diria que existe su primera derivada,
lineales o no lineales y conservativos o integrables (estos términos de conservativos o integrables se aclarardn en la seccién
(2.1). En esta seccién se utilizaran sistemas bidimensionales, en la seccién se utilizaran sistemas tridimensionales
y en las conclusiones se utilizaran a grandes rasgos los sistemas n-dimensionales.

2.1. Caso bidimensional. Ejemplos

Definicion 2.1. Un sistema de ecuaciones diferenciales se denomina sistema hamiltoniano o sistema conservativo
si existe una funcion real H(x(t),y(t)) que verifica, V x(t) e y(t), que:

de(t) _ OH(x(t),y(t))
dt Jy

dy(t) _ OH(z(t),y(t))
dt Ox '

A la funcion H(x(t),y(t)) se le denomina funcién de Hamilton para el sistema.
Se da esta siguiente definicion, que se trata acerca de la funcion de Hamilton y sus soluciones.

Definicién 2.2. Una funcién de valor real H(x(t),y(t)) de dos variables x(t) y y(t) es una cantidad conservada para un
sistema de ecuaciones diferenciales, si H(x(t),y(t)) es constante a lo largo de todas las curvas solucion del sistema. Es
decir, si (x(t),y(t)) es una solucidn del sistema, entonces H(xz(t),y(t)) es constante. En otras palabras,

d

(), y(1) = 0.

Se da la definicién de puntos fijos o puntos criticos, a continuacion:

Definicién 2.3. Las singularidades z* para las cuales ¥ = F(z*) = 0 son llamadas puntos fijos o puntos criticos del
sistema.

Las letras en negrita z y F(z) de la definicién (2.3)) significardn vectores. De ahora en adelante, se dird puntos criticos en
estos estudios, en vez de puntos fijos.

(1) fi(z(t), y(1))
y(t) Fa(z(t), y(t)). (2.1)

Si se designa X@q) (z(t), y(t)) = (f1(z(t),y(?)), f2((t),y(t))) el campo vectorial asociado al sistema dindmico , y puesto
que se cumple V - Xy) (z(t),y(t)) = 0 por ser conservativo, entonces, por las definiciones y respectivamente,
este cuenta con una cantidad conservada H(x(t),y(t)) = €, donde € € Rﬂ es decir, V- H(z(t), y(t)) = wi) (z(), y(t)) con
we) (z(t),y(t)) X (z(t), y(t)) = 0, entonces siempre se pueden construir sistemas dindmicos no conservativos de la forma

La cantidad conservada que se elija, debe de ser una curva algebraica cermdtﬂ del sistema dindmico. Por lo que dependera de la eleccién de
la constante en cuestién.

28



CAPITULO 2. CONSTRUCCION Y GENERALIZACION DE LOS CICLOS LIMITE 29

n

() = fi(z(t),y(t)) — (H[H(x(t%y(t)) —%]) fa(z(t),y(t))
= (2.2)

n

y(t) = fa(z(t),y(1) + (H[H(x(t),y(t)) - %]) fu(@(t),y(t)).

=1

Si se calculan los puntos criticos de la ecuacién (2.2]) resulta que deben de cumplirse las siguientes ecuaciones, segin la

definicién ([2.3)):

0 = filz(t),y@) - (H[H(l’(t),y(t)) —‘@]) fa((t),y(t))

=

=

0 = fz(x(t)»y(t))Jr(

[H(x(t), y(t)) — %—]) Sr(z(t),y(t)).

?

—

De donde, se obtiene lo siguiente,

fila(t),y(®) = (H[H(w(t%y(t))—%]) fa(a(t),y(t))

falz(t),y() = - <H[1H(I(t)7y(t)) - %]) fi(@(t),y(t)).

Esto implica inmediatamente que,

Por lo tanto,

1=- (H[H@c(t),y(t» - %]) .

i=1

Pero como H(xz(t),y(t)) —¢; € R (i = 1,2,...,n) esto implica que los dnicos puntos criticos del sistema dindmico de la
ecuacién ([2.2)) son los del sistema dinagmico de la ecuacién ([2.1), pero ademds, la ecuacién (2.2]) cuenta con otros conjuntos
lémite a los que se les denominard como ciclos limite. Que son cada uno de los H(x(t),y(t)) — 6, Vi=1,2,...,n.

Definicion 2.4. Por conjuntos limite se entenderd el estado que alcanza un sistema dinamico después de que haya
pasado una cantidad infinita de tiempo, ya sea avanzando o retrocediendo en el tiempo. Los conjuntos limite pueden
utilizarse para comprender el comportamiento a largo plazo de un sistema dindmico.

A partir de la definicién (2.4)), se pueden definir los conjuntos a-limite y w-limite, de la siguiente manera:

Definicién 2.5 (Puntos a-limite y w-limite de trayectorias). Un punto g € R™ es llamado un punto w-limite de
z € R™, denotado como w(x), si existe una sucesion {t;}. t; — oo, tal que

@(tﬂ z) — o
Los puntos a-limite son definidos similarmente tomando una sucesidn {t;}, t; — —oo.
La definicién (2.5)) es para puntos, pero para curvas algebraicas o flujos, se tiene la siguiente definicién:

Definicién 2.6 (Conjuntos a-limite y w-limite de un flujo). El conjunto de todos los puntos w-limite de un flujo o
mapeo es llamado el conjunto w-limite. Fl conjunto a-limite es similarmente definido.

En general, los conjuntos limite pueden ser complicados, pero para sistemas dindmicos bidimensionales, el teorema de Poincaré
- Bendixzson proporciona una caracterizaciéon simple de todos los conjuntos « y w limites no vacios y compactos.

Teorema 2.1 (teorema de Poincaré - Bendixson). Sea M una regién invariante positivamente para el campo de vectores
conteniendo un nimero finito de puntos criticos. Sea p € M, y considera w(p). Entonces una de las siguientes posibilidades
se tiene

1. w(p) es un puntos critico (o fijo),
2. w(p) es una S6rbita periédica, o

3. w(p) es un conjunto conexo compuesto por una cantidad finita de puntos criticos conectados por érbitas
homoclinicas o heteroclinicas, es decir, 3 p1,...,p, y drbitas v con a(y) = p;, y w(y) = p;.

Este teorema se encuentra en ( |Gerald2012], pp. 223 - 224) demostrado. En este punto, que se mencionaron palabras en
el teorema (2.1) que deben de ser definidas antes de pasar a la construccién que se estd haciendo en el caso plano, pero es
necesario antes de definir estos nuevos términos.

Definicién 2.7. Cuando una trayectoria que inicia en un punto critico del tipo punto silla termina en el mismo punto
critico la curva descrita se denomina una érbita homoclinica. Por el contrario, si una trayectoria que inicia en un punto
critico del tipo punto silla conecta en su camino a otros puntos criticos del sistema dindmico, entonces la curva
descrita se denomina una 6rbita heteroclinica.
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Se da a continuacién la definicién de una drbita periddica,

Definicién 2.8. Sea el sistema dindmico auténomo general:

z =F(z,t), cont € R" (2.3)

(Campos vectoriales) Una solucion de la ecuacion a través del punto xg se dice que es periddica con periodo T si
existe T > 0, de modo que z(t,x0) = z(t+T, %) para toda t € R. (Mapeos) La érbita de zg € R™ se dice que es periédica
con periodo k > 0 si g*(xo) = xo.

A veces las drbitas periddicas de la definicién ([2.8) pueden ser ciclos limite, si sucede este caso especial, entonces se da la
siguiente definicién.

Definicién 2.9. Por ciclo limite de un sistema dinamico bidimensional y auténomo se entiende cualquier 6rbita
periddica del sistema que esté aislada y a la que tiendan positivamente o negativamente respecto al tiempo otras érbitas
asintdticamente (en forma espiral) que se encuentren en alguna vecindad de ella.

Utilizando la ecuacién (2.2)), y las definiciones (2.1)) y (2.2), nuestro sistema dindmico seria de la forma:

OM(x(t).y(t)) (ﬁ[ﬂ(x(t),y(t)) _%O OH((1), y(1))

ay(t) 41 (1)
(2.4)
. OH(z(t), y(t)) - OH(x(t),y(t))
t) = ———— D H(z(t),y(t)) — €] | ——27
i) 5ul [0 -1 ) =555
Se pone un ejemplo (el cual es conocido como el oscilador arménico).
Ejemplo 2.1. Sea el sistema dinamico, dado por
it) = y(t) (2.5)

g(t) = —alt).

El punto critico, del sistema dindmico de la ecuacion es co = (0,0). Viendo la forma del sistema dindmico sus
soluciones son:

x(t) = cpcost+cgsint
y(t) = cocost—cpsint.

Lo que representa un circulo, esto es lo mismo que (esto es, si se piensa en el espacio-fase, y no las soluciones por separado

de x(t) y de y(t)):

2 2
H(x(t),y(t) = - Q(t) +2 Q(t) =% (2.6)
La grifica del sistema dindmico de la ecuacion estd en la figura (2-1)), se nota que las curvas algebraicas representan
circulos concéntricos con centro en el punto critico (0,0) del sistema dindmico de la ecuacion . De aqui que las
soluciones generales se puedan representar tanto de manera cartesiana como de manera paramétrica. Sin embargo, para
esta introduccion, nos servird mds la forma cartesiana de la curva algebraica. Esto es debido a la construccion hecha del
sistema dinamico de la ecuacion a partir del sistema dindmico de la ecuacion .
El sistema dinamico de la figura , estd dado en los intervalos x(t),y(t) € [=5,5], con un total de 15 flechas de arriba
hacia abajo y de izquierda a derecha. Y se trazan algunas 6rbitas del sistema dinadmico de la ecuacion , los cuales
son cerradas y aisladas por lo que se observa, estas son todas soluciones generales de nuestro ejemplo particular dependiendo
de las condiciones iniciales que se tomen en el sistema dindmico propuesto.

N

KE 45 4 35 3 25 -2 15 1 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 4.5
Figura 2.1. El espacio-fase del sistema dindmico de la ecuacién (2.5). Imagen hecha con pplane8.m para la versién 7.7 de
MatLab.

La ecuacion es un sistema hamiltoniano, pues es un sistema acoplado de la forma z(t) = f(y(t)) y y(t) = g(x(t)).
Si se elige la curva z2(t) +y%(t) — 1 = 0, por la construccion de la ecuacion , se tiene que
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a(t) y(t) + (2°(t) + y2(t) — 1) =(t) (2.7)

y(t) —x(t) + (2°(t) + y2(t) — 1) y(t). '
Los puntos criticos del sistema dinamico de la ecuacion son los mismos que los del sistema dinamico de la
ecuacion por construccion. Pero ademds posee un ciclo limite, que estd representado por la curva cerrada x°(t)+y>(t) =
1, el cual representa la grdfica de un circulo unitario centrado en el origen. A continuacion, se pone la grdfica del sistema
dinamico de la ecuacion , asi como el ciclo limite algebraico representado por el circulo de radio igual a 1 y centrado

n (0,0).

Figura 2.2. Curva algebraica cerrada z2(t) + y(t) = 1 del sistema dindmico (2.7). Este representa el ciclo limite. Imagen hecha
con GeoGebra Clésico 6.

4 45

Figura 2.3. El espacio-fase del sistema dinamico de la ecuacién (2.7).

El sistema dinamico en la figura , estd dado en los intervalos x,y € [—5,5], con un total de 15 flechas de arriba
hacia abajo y de izquierda a derecha. Se grafican algunas érbitas, pero nétese en la imagen que las flechas del espacio-fase
las trayectorias son expulsadas por el ciclo limite representado por el circulo unitario, cuya ecuacion nos es conocida por
construccion algebraica, nuestra curva cerrada y aislada se puede considerar un conjunto a-limite, es decir, de él
provienen las orbitas.

s Como se podria mostrar que la ecuacion cuenta realmente con un ciclo limite? Esta respuesta tiene una solucidn,
2 2
t t
para ver si H(xz(t),y(t)) = %() + yT() =% es un ciclo limite de la ecuacion se calcula VH(x(t),y(t)) - X@z = 0,

con H(z(t), y(t)) como la funcién de Hamilton de la ecuacion (2.5). Por un lado se tiene que
VH(x(t), y(t)) = (2(t), y(t))
Xz (), y(t) = (y(t) + (22(t) + y2(t) — 1) 2(t), —2(t) + (2°(t) +y(t) — 1) y(t))

Esta operacion entre el campo vectorial que representa nuestro sistema dinamico y el gradiente de la curva algebraica
que es solucion del espacio-fase del sistema propuesto, que es el ciclo limite de la ecuacidn . Haciendo el producto
punto entre VH(2(t),y(t)) y X@z), se obtiene como resultado que.

VH(x(t), y(1)) - X (1), y(1)) = (1), y(1) - (y(t) + (= () YA (t) -

~—
—_
~—
8
—~
~~
~—

+y2(t) - 1))

I
/\
~
~—
_l_
—
8

&)
—~
~
N ~—

= a(t) - (y(t) + (23(1) + v2(t) = 1) (1)) + y(t) - ( (6 + (22() + 52(0) — 1) y(1))
= a(t) - <y<>+x<>+y<> <> w(t)) +y(t) - (—a(t) + 22 (Oy(t) + > () — (1))
= a(t)y(t) + 2% (8) + y>(H)23(t) — 22(t) — 2(O)y(t) + 22 (O (1) + v (1) — v* (1)

= 2t(t) + 202 (D)2 (1) — 22(t) — (1) + 4 (1)
= (22() +42(1)" — (22(1) + ¥*(t)
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=17~
—1-1
=0.

Se ha utilizado la derivada de Lie de la definicion , la derivada de Lie de una funcién o una 0-forma alrededor de
un campo vectorial se reduce a calcular el producto punto entre estos. Su significado matemdtico es la de una derivada
direccional, donde la funcion H(z(t),y(t)) va en la direccién del campo vectorial Xg7), su significado geométrico es qué
tanto varia la funcion en la direccion de nuestro campo vectorial.

Con este mismo ejemplo se generaliza la idea, a un espacio de (2-formas). Se sabe que H(z(t),y(t)) representa la solucidn
del sistema dinamico en el espacio-fase, si a esta solucidn se le aplica el operador estrella de Hodge (definicidn

Yy teorema ), y se denota como H, entonces se tiene que.

o (POEE0) 6 g

Utilizando ahora la divergencia generalizada SH = » VA (*}AI)}, se tiene que

2 2
. z2(t) + 2 (t -~ _ . = - ~
xH=— <()2()> = Va(xH) =—z(t)é; —y(t)e, = = [VA(xH)] = y(t)éz — x(t)é,
Si este se asocia al sistema dinamico de la ecuacion y se usan las ideas para formar el nuevo sistema dinamico
de la ecuacion , se puede notar que x [V (x H)| es tangente a la curva algebraica x2(t) + y*(t) = 1. De este modo, se
puede obtener un ciclo limite de la misma manera que como se obtuvo con las técnicas cldsicas, pero asociando la notacion
tensorial y utilizando la ecuacion el sistema dinamico de la ecuacion , se tiene que

X = 6H—[2(xH)+1](—* 6H)

= SH+[2(+xH)+1)(x6H) (28)

En este punto aun no se va a probar si la ecuacion (@ tiene o no un ciclo limite, esto se verd en el caso tridimensional.

Un significado fisico, es que la derivada de Lie de un objeto sea cero significa que a lo largo del campo vectorial usado para
definir la derivada de Lie de dicho objeto este se mantiene constante y que el corchete de Lie sea cero significa que puedes
conmutar el orden de derivacion de Lie de un objeto respecto a los campos vectoriales que definen las derivadas de Lie. Un
teorema nos dard la naturaleza de los puntos criticos.

El teorema de Hartman-Grobman es otro resultado en la teoria cualitativa local de ecuaciones diferenciales ordinarias. El
teorema muestra que cerca de un punto de equilibrio hiperbdlico x, el sistema no lineal.

2(t) = f(z(t)) (2.9)

tiene la misma estructura cualitativa que el sistema lineal

T = Az (2.10)
con A = Df(xzg). A lo largo de esta seccién (2.1)) se asume que el punto de equilibrio z( se ha trasladado al origen.

Definicién 2.10. Dos sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales como Y se dice que son topolégicamente
equivalentes en una vecindad del origen o que tienen la misma estructura cualitativa cerca del origen si hay un
homeomorﬁsmcﬂ H mapeando un conjunto abierto U que contiene el origen en un conjunto abierto V que contiene el
origen que mapea las trayectorias de (@) en U sobre las trayectorias de en V' y conserva su orientacion en el tiempo
en el sentido de que si una trayectoria se dirige de x1 a x5 en U, entonces su imagen se dirige de H(x1) a H(z2) en V. Si
el homeomorfismo H conserva la parametrizacion por tiempo, entonces los sistemas @ Y se dice que se conjugan
topolégicamente en una vecindad del origen.

Teorema 2.2 (teorema de Hartman-Grobman). Dado un sistema dindmico auténomo con puntos criticos p;, =
(T1,, 22, %n,) Vi€ {1,2,...,k}, entonces, para cada punto critico p; que sea hiperbdélico (esto es, la linealizacion del
sistema dinamico nos conduce a que en la vecindad de dicho punto, el polinomio caracteristico cuenta con raices cuya
parte real es diferente de cero), el sistema serd topoldgicamente equivalente al correspondiente sistema dindmico lineal en
la vecindad de p;.

Esto es, sea E un subconjunto abierto de R™ que contiene el origen, sea f € € (E) y sea ¢; el flujo del sistema no lineal
(@. Suponga que f(0) = 0 y que la matriz A = Df(0) no tiene valor propio con parte real cero. Entonces existe un
homeomorfismo H de un conjunto abierto U que contiene el origen en un conjunto abierto V que contiene el origen tal que
para cada xo € U, hay un intervalo abierto Iy C R que contiene cero tal que para todo xo € U yt € Iy

H o ¢y(zg) = eAtH(xo);

es decir, H mapea las trayectorias de (@) cerca del origen en las trayectorias de cerca del origen y conserva la
parametrizacion por tiempo.

El teorema (12.2) se encuentra en ( [Lawrence2006], pp. 119 - 127) demostrado. El teorema (2.2)) nos da la naturaleza de los
puntos criticos, sin embargo, presenta problemas en puntos criticos que no sean hiperbdlicos, sin embargo, los sistemas
hamiltonianos cumplen con la siguiente propiedad:

Proposicion 2.1. Todos los sistemas hamiltonianos tienen puntos criticos que son nodos-silla o centros.

3En el apéndice se encuentra el concepto de homeomorfismo, en la definicién li



CAPITULO 2. CONSTRUCCION Y GENERALIZACION DE LOS CICLOS LIMITE 33

La propiedad se encuentra en ( |[Paull999)], pp. 446 - 448) que estd demostrado y también tiene ejemplos grificos y
algebraicos. Si se junta la informacién del teorema 7 la proposicién y la construccién de ciclos limite, los puntos
criticos de un sistema hamiltoniano cambian de naturaleza al construirle un ciclo limite y convertir al sistema dindmico
hamiltoniano a otro no lineal y no hamiltoniano, es decir, si el punto critico en el sistema dindmico hamiltoniano original es
de tipo centro, entonces, a la hora de construir nuestro nuevo sistema dindmico con su ciclo limite, a partir de la funcion
de Hamilton del original, este se convierte en un punto sumidero espiral, o bien, una fuente espiral, esto se puede probar a
través del teorema de Hartman-Grobman , entonces esto es una pista de que nuestra construcciéon es correcta.

Si ahora se considera de forma algebraica analitica, a la ecuacion , como un campo vectorial general y se saca el gradiente
de todos sus ciclos limite, se obtiene respectivamente que:

X(a(0) (1)) = (W + (H{mx(t),y(t» - m) FeDue) TG, <H[H(m(t),y(t)) - g]> W)
i=1 i=1

VEG(0).5(0) = | TG S| T 0.0 - %) | | G0 S| T 0,00 - %)
=1 \iz} 2

Si se hace el producto escalar entre el campo vectorial, se obtiene que:

ay(t i=1

(amx(t),)y(t)) . (ﬁ[ﬂ(x(t),y(t)) _%0 OH(a(t), y(t) _ OM(x(t).y(0) <ﬁ[ﬁ<x(t)7y(t)) _%]> alH(w(t),y(t)))

=1 =1 z;}
OH(x(t), y(t)) - OH(z(t),y(1) | [ dH(z(1),y(®) [N~ [ T _
(— ORI (E[H(x(t)’y(t)) —%]) () > 0] 2 (E(]H(x(t),y(t) — %) -
i)
OH(x(1), y(t) O (x(1), y(1) |~ [ 17 ‘
9z (t) dy(t) p (H(H(I(t),y(t)) - %) }L
i#]
(aH(zS()é)y(t))) (H[H((x(t),y(t)) - %]) (H(]H(x(t), y(t) — %))
=1 j=1 2;;
OH(z(t), y(t)) OH(x(t), y(t) |~ | 17
- ox(t) ay(t) . H(H(:E(t), y(t)) — €:) +

J=1 \i=1
i#]

En la ultima igualdad, se tienen cuatro términos, de esos cuatro, el primero y el tercero se neutralizan (se hacen cero), ya
que H(z(t),y(t)) es continua y diferenciable, por lo que nos queda la expresién:

81H(x(t),y(t)))2 n <81H(w(t),y(t))

VH((0), y(0) - X g (0, u(0) = {( o o

2 n n
) } D (Hz(t),y(t) =€) | [[H (), y(1) - €]

j=1 i=1

i#]

Esta ultima expresién se puede simplificar, si se recuerda que H(z(t),y(t)) —%¢; =0V i € {1,2,...,n}, por lo que finalmente:

VH(x(t), y(t)) - Xz (z(t), y(t)) = 0 (2.11)

Nuestra construccién nos da como resultado ciclos limite, la ecuacién es una expresion de construir sistemas dindmicos
con ciclos limite a partir de sistemas dindmicos conservativos.

Para dar una generalizacion, anteriormente en la ecuacion se tenfa un sistema dindmico, de los cuales nos interesa
que sea conservativo y se cred la ecuacién a partir de la ecuacién para tener otro sistema dindmico con ciclos
limite bajo ciertas condiciones, que los puntos criticos de la ecuacion sean también los 1inicos para la ecuacién . A
partir de esta idea, se construyeron ciclos limite, y la expresiéon qued6 como la ecuacién 7 ahora suponga nuestro sistema
dindmico conservativo, pero ahora se pone en el producto general de las curvas algebraicas cerradas una funciéon polinomial
adecuada. Esto es:

o(t) = fu(z(t),y(t))

) = ), yd). (2.12)
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Puesto que el sistema dindmico de la ecuacién (2.1)) es conservativo por construccién, siempre se puede elegir una constante
adecuada de nuestra solucién en el espacio-fase de tal modo que este nos de una curva cerrada algebraica (recuérdese que
nuestra solucién también debe de ser un polinomio), por lo que se tiene que:

OMlat) vt , (T OH(x(t), (1)
o) T (H[H@(t),y(t)) - %]) — 5t

=1

=
—~
o~
~—

(2.13)

() = —W + (H[H(x(txy(t)) _%;.]) ‘W.
i=1

Ahora se hace una modificacién a las ecuaciones (2.13), y se multiplican las curvas algebraicas cerradas por polinomios
adecuados, por polinomios adecuados uno se referird a que tengan los mismos puntos criticos que los de la ecuacién del
sistema dindmico (2.1]), para obtener que

(2.14)
mw::—(%@+@ﬁmmmmm—%0%@@ym>

En esta dltima ecuacién (2.14)), 61 (z(t),y(t)) v 02(z(t),y(t)) son funciones polinomiales que cumplen en toda la ecuacién
con el hecho de que al calcularle los puntos criticos a la ecuacion , estos tienen los mismos puntos que el sistema
dindmaico de la ecuacion , y esta modificacién es a partir del sistema dindmico de la ecuacién E| Se dara més adelante
una técnica para encontrar ese tipo de funciones adecuadas. Se vera un ejemplo a continuacién con la nueva construccién.

Ejemplo 2.2. Sea el sistema dinamico

o(t) = y(t)

i) = a(t) - a0) (219)
Se ve que los puntos criticos de nuestro sistema dinamico son z¢ = (0,0), 1 = (1,0) y 22 = (—1,0), como la ecuacidn
es un sistema conservativo, sus puntos criticos son de entrada nodos-silla o centros, linealizando el sistema
dindmico de la ecuacion se tiene lo siguiente,

[x(t)] B { 0 1} [x(t) - xo]

. = 2

y(t) 1—-32%(t) O (z0.30) y(t) — yo

Las funciones dentro de la matriz son pares, 1 = (1,0) y €2 = (—1,0) tendrdn la misma naturaleza, asf, su polinomio
caracteristico asociado serd,

=5 1

Entonces 1 = (1,0) y £z2 = (—1,0) son centros, por lo que o = (0,0) tiene que ser necesariamente nodo-silla, no se
hacen los cdlculos explicitos debido a la proposicion . Ahora se encuentra la funcion de Hamilton de la ecuacion
haciendo algunos cdlculos se tiene que.

yt) _ =) —2°(t)

W [2°(t) — ()] da(t) + y(t)dy(t) = 0

:)\2+2=0 = )\172=:|:’L'\/§

at(t)  2(t) | vt
= 1 + 5 = &
4 2 2
Por lo que la funcién de Hamilton es H(z(t),y(t)) = (1) _z (*) + y~ () =%.

2
En la figura , se grafica a continuacion el espacio-fase del sistema dinamico de la ecuacion . El plano fase

de nuestro sistema dado en la figura , estd en los siguientes intervalos x,y € [—5,5], con un total de 15 flechas de arriba
a abajo y de izquierda a derecha. Se grafican algunas cuantas 6rbitas del espacio-fase, ndtese que nuestras funciones de
Hamilton, estin tomadas de las curvas de nivel cerradas que aparecen cerca de los puntos criticos, ya que todo ciclo
limite encierra en su interior al menos uno de dichos puntos criticos.
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Figura 2.4. El espacio-fase del sistema dindmico de la ecuacién (2.15). nétese que hay una érbita homoclinica y adentro de
esta hay 6rbitas cerradas.

4Se aclara brevemente, que no cualquier funcién polinomial puede ser puesta en la ecuacién (2.14). Se necesitan polinomios adecuados que
tengan la caracteristica de conservar los puntos criticos de la ecuacién (2.1
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Por la ecuacion , se puede construir un sistema dinadmico no conservativo que cuente con ciclos limite; para esto
se elige € = =, lo que nos da una de sus soluciones cerradas, o una curva algebraica cerrada, para obtener dicha curva

algebraica y, en general, el sistema obtenido en la ecuacion todo se multiplica por 8 para no acarrear con fracciones,
por su facilidad y su manejo, para obtener de este modo que,

i(t) = 8y(t)+ (—1—2x%(t) + 422(t) — 4y>(t))(—8xz(t) + 8x3(t))

y(t) = 8w(t) —8x3(t) + (=1 — 2x*(t) + 422(t) — 4y>(1))8y(t).
La curva algebraica cerrada —1 — 22* 4 422 — 4y? = 0, se ve en la figura como una curva en dos partes o piezas,
que fue elegida con dentro de todas las curvas de nivel, para obtener el resultado.

(2.16)

Y
0.5
A AW
15 U.s 0 o.w 15
-05
2 -4 + 4y* = -1

Figura 2.5. La curva algebraica cerrada de H(z(t),y(t)) al elegir € = +. Esta es la representacién geométrica y su ecuacién
algebraica del ciclo limite de la ecuacién (2.16).

00l

Graficando en la figura (@ el espacio-fase del sistema dindmico de la ecuacion , se obtiene el resultado, que posee
dos ciclos limite esto, al menos de manera grdfica, por toda la construccion hecha con anterioridad, éste cumple con la
ecuacion y no se necesitan hacer mds cdlculos.

El nuevo sistema dinamico en la figura (@, estd dado en los intervalos z,y € [—5,5], con un total de 15 flechas de arriba
hacia abajo y de izquierda a derecha. Se grafican algunas cuantas érbitas en el espacio-fase, nétese por las flechas de la
grafica, que las Orbitas son atraidas por el ciclo limite representado por las dos curvas cerradas del sistema dinamico
de la ecuacion , esto significa que es un conjunto w-limite, es decir, tienden asintdticamente las trayectorias hacia
el ciclo limite, ahora bien, se puede probar que los puntos criticos son fuentes espirales utilizando el teorema de
Hartman-Grobman y que al calcular la naturaleza de los puntos criticos estos cambian de centros a fuentes
espirales en el nuevo sistema dinamico de la ecuacion .

Ademds los ciclos limite son los de la figura . Hasta este momento se ha mostrado grdficamente que la construccion
es correcta, ahora se mostrard analiticamente con cdlculos algebraicos que estos si son ciclos limite del sistema dindamico
2.10).

5 45 4 35 3 25 2 45 1 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Figura 2.6. El espacio-fase del sistema dindmico de la ecuacién (2.16).

El sistema dinamico de la ecuacion '2.16) cuenta con dos ciclos limite, grdficamente en la figura (@, para mostrar que
son ciclos limite de la ecuacion (12.1 , se calcula el producto escalar VH(xz(t),y(t)) - X @16) («(),y(t)), anteriormente se
habia dicho que estos cdlculos prueban la existencia de ciclos limite.

VH(2(t), y(t) - X@m .oy = (@) —z(t),y(t) - (By(t) + (=1 — 2™ (t) + 42> () — 4y° (1)) (=8 (t) + 82> (1)), 8 (1)

=823 (t) + (=1 — 227 (t) + 42> (t) — 4y° (1))8y(t))

= (2°(t) — (), y(t)) - (Sy(t) + 8x(t) + 162° (t) — 322° (t) + 32x(t)y”(t) — 82°(t) — 162" (t)
+322°(t) — 322°(t)y” (1), 8x(t) — 82> (t) — 8y(t) — 16z (t)y(t) + 322 (t)y(t) — 32y°(t))

= (x3(t) — x(t)) . (Sy(t) + 8x(t) + 162° () — 3223 ) + 32m(t)y2 () — 82> () — 161:7(15)
+322° () — 32x3(t)y2(t)) +y(t) - (8x(t) — 87° (t) — 8y(t) — 16x4(t)y(t) + 32x2(t)y(t)
—32y°(1))

= 8z (t)y(t) + 8z (t) + 162°(t) — 322°(t) + 322 (¢)y> (t) — 8x°(t) — 162'°(¢) + 32z°(t)
—322°(t)y>(t) — 8z (t)y(t) — 8z°(t) — 162°(t) + 32z (t) — 322> (t)y° (t) + 8=* (t)+
162°(t) — 322°(t) + 322" (£)y° (t) + 8z (t)y(t) — 8 (H)y(t) — 8y°(t) — 162™ (t)y>(t)
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+ 3227 (t)y° (t) — 32y* (1)
= 482" (t) + 642° (t) — 88x° (1) + 48z (1)y>(t) — 1620 (t) — 322°(1)y> () — 82°(¢)
— 8y (t) — 325" (¢)

— 4824 (£) + 6425 (1) — 88¢°(¢) + 482 (1) (—i - "”‘42“) + x2(t)) —162'°(¢)
s (,i o 2(t) + mQ(t)) — 32:5(1) (% e 2(” + xQ(t)) — 822(1)

—32 (—i . Q(t) +;c2(t))
= 482" (t) + 642° (t) — 88x° (1) — 122 (t) — 24a®(t) + 482°(t) — 162"°(t) + 2 + 42 (¢)
1 23(@¢)

— 82%(8) + 825 (1) + 1620 (£) — 3225 (1) — 822 (t) — 32 (E -

= 40" (t) + 82°(t) — 32z°(t) + 2 — 162°(t) — 2 — 82°(t) — 322 (¢) — 8z* () + 162> (1)
+ 3225(t)
=0

Esto cumple con tener dos ramas del ciclos limite para la ecuacion , una vez que se ha probado que este ejemplo posee lo
que se habia propuesto, entonces se puede construir uno igual al de la ecuacion propuesta a partir de la ecuacion .
Se procede a proponer un sistema dindmico como , para esto, témense los polinomios 01(z(t),y(t)) = 2z(t)y*(t) y

O2(x(t), y(t) = y(t) — 22*()y(t) + 4y°(1)

B(r) = 20y(t) + 2e()y (1) )17

y(t) = 20z(t) —2023(t) + y(t) — 222 (t)y(t) + 4y3(¢). (2.17)
Se pone la figura , para ver el espacio-fase del sistema dinamico de la ecuacion . El sistema dinamico en
la grdfica de , estd dado en los intervalos x,y € [—5,5], con un total de 15 flechas de arriba hacia abajo y de izquierda
a derecha. Se grafican algunas cuantas érbitas, pero ndtese por las flechas, que las érbitas son ahora repelidas por el ciclo
limite representado por las dos curvas cerradas del sistema dindmico de la ecuacion , lo que significa que los ciclos
limite son conjuntos a-limite, es decir, salen asintéticamente las trayectorias del ciclo limite. Nétese como la naturaleza
de los puntos criticos cambian a sumideros espirales con respecto de la ecuacion al sistema dinamico de la
ecuacion . Se puede probar la naturaleza de los puntos criticos mediante el teorema de Hartman-Grobman .
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Figura 2.7. El espacio-fase del sistema dindmico de la ecuacién (2.17).

La curva —1 — 2z4(t) + 422(t) — 4y%(t) = 0, es también, la representacién algebraica de “los supuestos” ciclos limite del
sistema dindmico de la ecuacién (2.17). Definiendo el campo vectorial (que representa nuestro sistema dindmico

de la ecuacidn X(z(t),y(t)) = (&(t),y(t)), entonces debe de cumplirse que Xg1)(2(t),y(t)) es tangente a la

curva —1 — 22*(t) + 422 (t) — 4y>(t), si es que dicha curva representa en realidad a los ciclos limite de la ecuacion .
Calculando el gradiente de nuestra curva algebraica cerrada —1 — 2z%(t) + 422 (t) — 4y>(¢), resulta que

(82 (t) — 8x(t))i + 8y(t)] = VH(x(t), y(t)) = (82°(t) — 8x(t), 8y(t))
Ahora se procede a calcular VH(x(t), y(t))~8X, lo que nos deberia de dar 0 al final de los cdlculos. Por lo que se tiene que

VH(z(t), y(1)) - X@zg) = (82°(t) — 8x(t), y(t)) - (20y(t) + 22(t)y* (1), 20x(t) — 202° (1) + y(t) — 22°()y(t) + 4y° (1))
= (82°(t) — 8z(t)) - (20y(t + 22(t)y>(t)) + 8y(t) - (20z(t) — 202° () + y(t) — 22 (t)y(t)
+4y3(t))
= 16023 (t)y(t) + 162 (t)y*(t) — 160z(t)y(t) — 162%(t)y>(t) + 160x(t)y(t) — 16023 (t)y(t)
+ 8y (t) — 1622 (t)y2(t) + 32y (1)



CAPITULO 2. CONSTRUCCION Y GENERALIZACION DE LOS CICLOS LIMITE 37

= 162 (t)y° (t) — 3227 (t)y° (t) + 8y>(t) + 32y (t) = 8y*(¢) (22 (t) — 42®(t) + 1 + 4y>(1))
=0

Una vez visto que la generalizacion es posible, se procede a dos cosas, la primera es pasar esto a las formas diferenciales
y la seqgunda es la de dar la construccion de 01 (x(t),y(t)) y de O2(x(¢t),y(t)) con algin cdlculo conveniente que nos permita
localizarlos adecuadamente. Puesto que ya se sabe que H(z(t),y(t)) = 2z*(t) — 42%(t) + 4y>(t), entonces se pasa esto al
espacio de los bivectores, para tener que:

~

H = (=229(t) + 42°(t) — 42(1))é A &,

Utilizando la codiferencial, se obtiene lo siguiente

~

SH = «[Va(xH)]
= 2
= *[Va —22%(t) + 422(t) — 4y2(¢
(=823 (t) + 8x(t))é, — 8y(t)é,
= (=8z3(t) + 8z(t))e, + 8y(t
= 8y(t)éy + (—8x3(t) + 8x(t)

— — —
®y &
]

Si a este se le asocia el sistema dinamico de la ecuacion , se observa que *[VA(*ﬁ)] es tangente al gradiente la
curva algebraica H = 2z%(t) — 422(t) + 4y*(t) = €. De este modo se obtiene un ciclo limite de la misma manera, pero
asocidndole la notacion de las p-formas, y utilizando la ecuacion se tiene que

X = 6H+[(xH)+1)(x5H) (2.18)

Si finalmente se cambia (x6H) de la ecuacion , por © = 61(x(t),y(t))éx + O2(x(t),y(t))éy, se obtiene el siguiente
resultado.

X = 6H+|[(xH]+1]© (2.19)

Hay manera de probar que existen ciclos limite en las 2-formas, no se hard hasta la seccion , por ahora, se mencionard
que estos “ciclos limite” seran nombrados en el espacio de las 2-formas como 1-ciclos limite.

Se vera de donde surgié el sistema dindmico de la ecuacién , ambos salieron correctos, tanto graficamente como
analiticamente, la primera de las pregunta es: “;como se construyod y se propuso un polinomio asi de la nada?”; y la segunda
es: “;qué quedo pendientes en la construccién anterior?”. Para la segunda pregunta, se dejaron varias palabras clave, ideas y
conceptos que no se han definido, se necesitan unas cuantas definiciones, proposiciones y teoremas que hay pendientes y que
se enunciaran y para la primera, hay que auxiliarnos de dichos bagajes matematicos, asi como de nuestras construcciones
hechas con anterioridad. Se habia definido lo que es un ciclo limite, pero no quedaron claras algunas ideas de los ciclos limite.
El primer concepto que no se ha definido es el de campo vectorial, y es usado aqui.

Definicién 2.11. Se define un campo vectorial como una funcion

0

X RG, — Rie,  (a(),y(t) = f(ﬂc(t),y(t))c% +9@(),yt) 7.

donde f(x(t),y(t)) v g(x(t),y(t)) son funciones reales.

En la definicién se reemplazan las entradas z(y) y y(t) por Z(t) y ¢(t) para el caso en que se muestre la existencia
de los ciclos limite y poner X en vez de x, y las derivadas parciales por I1-formas, de hecho existe un isomorfismo natural o
correspondencia biunivoca entre ambos objetos matematicos. La segunda palabra que salié a la luz es el de trayectoria, por
lo que se define.

Definicién 2.12. Se define una trayectoria de X(x(t),y(t)) como una funcién
vi(a,b) — Rt () = (2(t),y(t),
cuyos vectores tangentes coinciden por los dados en X(x(t), y(t)).

Las trayectorias en nuestros sistemas dindmicos representan las curvas solucién en el espacio-fase. Lo cual tiene sentido. Otra
palabra es la de drbita, por lo que se define.

Definicién 2.13. Se define una érbita de X(x(t),y(t)) como la imagen v C R? de una trayectoria de X(x(t),y(t)).

Las drbitas son las curvas solucién en el espacio-fase, otro concepto es la de curva de nivel, lo que significa que se necesita
una definicién.

Definiciéon 2.14. Sea H un conjunto y f : H — R un campo escalar sobre H. El conjunto de nivel o curva de
nivel Cy para la funcion f es el subconjunto de puntos (x1(t),...,2,(t)) en H para los cuales f(x1(t),...,zn(t)) = k. O
notacionalmente como:

Cr = f71k) = {(z1(t), ..., 20 (t)) € R f(z1(t),...,2n(t)) = k}.

Cabe mencionar de la definicién (2.14) es que el conjunto de nivel o las curvas de nivel pueden coincidir con el conjunto
vacio. Asi mismo, estd definicién tiene las siguientes caracteristicas:

» Si H C R? los conjuntos de nivel son en general curvas y se les llama curvas de nivel.

= Si H C R3 los conjuntos de nivel suelen ser superficies y se les llama superficies de nivel.
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= Para dimensiones mayores, no se cuenta con una representacion grafica de estos conjuntos.

Se presenta una grifica de curvas de nivel, en el sistema dindmico de la ecuacién (2.5)), se encontré que la solucién en el
2 2

t t

espacio-fase era H(z(t), y(t)) = _$2( ) + Y 2( )

, asi que utilizando la definicién (2.14]), se tiene que:

\\\.“_

1 2

22(t)  y2(t)
I S24
2

(b) Curvas de nivel de H(z(t), y(t)) =

22 (t) N y2(¢)

(a) Gréfica de H(ax(t), y(t)) =

2 2
Figura 2.8. Nétese que la solucién en el espacio-fase representaria en graficamente un paraboloide de revolucidn, esto es para
toda € € R, nétese que si se corta como jamén al paraboloide de revolucién de la subfigura (2.8a)), con cuchillas
paralelas al plano XY, estos serian circulos concéntricos que puestos en el plano cartesiano serian representados por la

subfigura (2.8b)), la subfigura (2.8b)) y la figura (2.1)) en realidad representarian las érbitas o curvas solucién del
sistema dindmico (2.5)), solo que el primero esté en el plano cartesiano y el otro en un espacio de fases.

Se define lo que es un campo vectorial hamiltoniano.
Definicién 2.15. Se define un campo vectorial hamiltoniano (en el plano) como la forma o representacion:

COH, 9 OH, &
X = Oy 0z  Ox Oy’

con H =H(z(t),y(t)) : R*> — R, H, y H, son sus derivadas parciales.

Los sistemas dindmicos con los que se parten para construir ciclos limite son conservativos, lo que significa que tienen una
representacion vectorial hamiltoniana.

Definicién 2.16. Una curva (diferenciable) en R? es una aplicacion v : [a,b] — R? de clase € (es decir, sus dos
componentes son infinitas veces derivables) tal que a cada t € [a,b] le asigna el valor v(t) € R%. Una curva diferenciable
en R? es cerrada si y(a) = y(b), es decir, si el origen y el extremo de la curva coinciden. Una curva diferenciable en R?2
es simple si no tiene autointersecciones, esto es, si no se corta a si misma. Una curva diferenciable en R? es una curva
de Jordan si puede deformarse (sin romperse) hasta convertirla en una circunferencia (es decir, si es cerrada y simple).

Figura 2.9. Un ejemplo de una curva de Jordan, la curva es cerrada, la parte interna se pinta de un color distinto para
distinguirlo de la parte externa.

Definicién 2.17. Se dice que una recta corta transversalmente a una curva en un punto cuando la recta no es tangente
a la curva en dicho punto de corte

Con las definiciones ([2.16) y (2.17) respectivamente, se enuncia el siguiente teorema:
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Teorema 2.3 (teorema de la curva de Jordan). Toda curva cerrada simple del plano divide al plano en dos componentes
conexas disjuntas que tienen a la curva como frontera comin. Una de estas componentes estd acotada (el interior de la
curva) y la otra es no acotada y se le llama exterior.

El teorema se encuentra en ( [Franciscol998], pp. 53 - 57) demostrado. El teorema de la curva de Jordan fue enunciado
por Camille Jordan, matemético francés, a finales del siglo XIX en una serie de libros denominada Cours d’Analyse. El mismo
Jordan publicé en dicha serie una demostracién del resultado que mas tarde resulté ser incorrecta. La primera demostracion
correcta del resultado aparecié en 1905 y se debe a Oswald Veblen.

Mas adelante, Brouwer propuso una generalizacion n-dimensional que fue probada por Alexander en 1992 y que se conoce
en la actualidad como teorema de separacién de Jordan-Brouwer y que se mencionara en la seccién a posteriort.

Todo ciclo limite es en realidad una curva simple de Jordan diferenciable por rama&ﬂ todos los ejemplos que se han construido
cumplen con ser érbitas cerradas y aisladas en el espacio-fase, esto es por ramas y separan al plano en dos conjuntos conexos,
algunas de las propiedades que poseen todos los ciclos limite son las siguientes:

Proposicion 2.2. Las siguientes propiedades en los ciclos limite se cumplen:

= Cualquier 6rbita cerrada que cumpla con ser del sistema dinamico debe encerrar, por lo menos, un punto critico.
Si solo encierra uno, este punto no puede ser del tipo nodo-silla,

= Sea D un conjunto cerrado que no contiene ningin punto critico. Si una x(t) solucion del sistema dindmico
permanece en D para todo t > tg entonces o es ella misma una solucion periddica o tiende en espiral hacia una
6rbita cerrada cuando t — co. [El resultado es totalmente andlogo para t <ty y t — —o0],

= Es topologicamente aislada en el conjunto de orbitas periddicas del campo vectorial X,
= La 6rbita cerrada es periddica.

La propiedad se encuentra en ( [Salomon2015] & [Gerald2012|, p. 14 & pp. 130 - 132) no demostrado en la primera
y parcialmente demostrado en la segunda referencia, pero hay muchos ejemplos que hacen ver geométricamente que esta
proposicién se cumple. Los ciclos limite son un caso particular de conjuntos limites, por lo que los conjuntos limites
poseen propiedades generales que los caracteriza, se enuncia la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3  (Caracterizaciéon de los conjuntos limite). Sean limw(p):= ﬂ {o(x,t):t>s} y
seR
lim a(p) := ﬂ {p(x,t) : t < s} los conjuntos w y a-limite respectivamente. Las siguientes propiedades se cumplen:
seR

= limw(p) # 0 y lima(p) # 0,
= limw(p) y lim a(p) son conjuntos cerrados,
s limw(p) y lim a(p) son g-invariantes, esto es (R x limw(p)) = limw(p) y p(R x lim a(p)) = lim a(p).

La proposicién se encuentra en ( [Gerald2012] & [Kathleen1996), pp. 143 - 146 & pp.337 - 340) demostrado. Si ademds,
el campo vectorial X que representa a nuestro sistema dinamico es compacto, entonces, ademds de las propiedades
antes mencionadas, se cumplen estas siguientes mds:

» limw(p) y lim a(p) son conjuntos compactos.
= limw(p) y lim a(p) son conjuntos conexos.

La proposicién (2.3)) caracteriza por completo a cualquier tipo de conjunto limite, es muy general, puesto que se tratan
de propiedades topoldgicas. Centrandonos en los ciclos limite, existe manera de saber cuantos de ellos hay en un sistema
dinamico.

Teorema 2.4 (teorema de Harnack). El nidmero de 6valos de una curva algebraica real de grado n es a lo sumo
(n—1)(n—2) (n—1)(n—2)

las curvas algebraicas convenientes de grado m llamadas M-curvas.

cuando n es par, y cuando n es impar. Ademds, estos limites superiores se alcanzan para

El teorema se encuentra en ( [Jaume2010], p. 1405) no demostrado, pero da referencias donde se demuestra de varias
maneras. El teorema nos da una cota superior de ciclos limite que se pueden tener en un sistema dindmico, en general,
a partir de la funcidn de Hamilton. Con esto se acota la cantidad que deben de haber en un sistema dindmico. Se da una
construccién de la generalizacién que se propuso en el sistema dindmico de la ecuacion de manera algebraica. Entonces
se enuncian las siguientes definiciones, proposiciones y teoremas.

Definicién 2.18. Sea F(xz(t),y(t)) € Rlz(t),y(t)], es decir, F(xz(t),y(t)) es un polinomio en las variables x(t) y y(t) (el
anillo de los polinomios reales en x(t) y y(t)). La curva algebraica F(z(t),y(t)) =0 es una curva invariante algebraica
del sistema polinomial de ecuaciones diferenciales st para algin polinomio real K (x(t),y(t)) € Rlx(t),y(t)], se tiene
que:

Fr(z(t), y(0) Fe(x(t), y(t) + fa(z(t), y(t)) Fy(x(t), y(t)) = K(x(t),y(t)) F(z(t), y(t)) (2.20)
(1))

Aqui y después, se denota por Fy(z(t),y(t)) v Fy,(z(t),y(t)) las derivadas de F(x(t),y(t)) con respecto a x(t) e y(t),
respectivamente. Por simplicidad, en lo que sigue se hablard de la curva F(x(t),y(t)) = 0, diciendo solo la curva F. Si
el sistema dindmico tiene grado n, se menciona que el cofactor de la curva invariante algebraica del sistema (2.12) tiene a
lo més grado n — 1. Por supuesto, la curva F(x(t),y(t)) = 0 esta formada por las curvas del sistema dindmicfﬂ%}. Esto
justifica el nombre de curva invariante algebraica.

~

El polinomio K (x(t),y(t)) es llamado el cofactor de la curva invariante algebraica F'(x(¢

~—

5 . L. . s .
°Cada curva algebraica puede descomponerse de forma tnica en un nimero finito de arcos mondtonos suaves (también llamados ramas) a veces
conectados por algunos puntos a veces llamados “puntos notables”, y posiblemente un nimero finito de puntos aislados llamados acnodos.
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Definicién 2.19. Se define el grado de una curva invariante algebraica F(x(t),y(t)) = 0 como el grado del polinomio
F(a(t),y(t))

En esta tesis se ocupa el sistema polinomial plano (diferenciable) de la ecuacién (2.12)), donde f1(z(t),y(t)), fo(x(¢¥),y(¢)) €
R, [x(t),y(t)], el conjunto de los polinomios reales de grado a lo mas n, y méx gr(f1), gr(f2) = n. Ahora, se presenta una
definicién de ciclo limite, que es equivalente a las ya mencionadas.

Definicién 2.20. Un ciclo limite de un sistema polinomial de ecuaciones diferenciales es una érbita periédica
aislada en el conjunto de todas las 6rbitas periédicas del sistema. Un ciclo limite algebraico de grado k es un 6valo
de una curva invariante algebraica irreducible F(z(t),y(t)) = 0 de grado k que es un ciclo limite del sistema.

Se presenta la definicién de polinomio reqular en el infinito, con la definicién se va a utilizar un teorema posterior que explica
la tltima construccién que se hizo del sistema dindmico de la ecuacién (2.17)).

Definicién 2.21. Se dice que un polinomio F(x(t),y(t)) € R[z(t),y(t)] de grado n + 1 es regular en el infinito, si se
cumple una de las tres condiciones equivalentes:

= Su parte homogénea principal ﬁ, un polinomio homogéneo de grado m + 1, es un producto de n + 1 pares de formas
lineales diferentes,

= F tiene un punto critico aislado (necesariamente de multiplicidad ;= n2) en el origen (z,y) = (0,0),
= La curva de nivel {ﬁ =1} CR? no es singulalﬁ.

Esta condicién significa que después de la compactacion proyectiva natumﬂ en la definicién (A.19).) del (z(t),y(t))-plano
R2, todas las cosas “interesantes” suceden solo en la parte finita del plano compactado. En particular, para un polinomio
reqular en el infinito:

= Todas las curvas de nivel {l3 =t} intersecan la linea infinita RPL = RP? transversalmente,

= Todos los puntos criticos {(z(t),y(t)) : dF(z(t),y(t)) = 0} estén aislados y su nimero es exactamente pu = n? si se

cuentan con multiplicidades,

= El rango de la primera homologiﬂ de cualquier curva de nivel afin regular {F =t} es p = n?,

= El mapeo F : R2 — R! es un paquete topoldgico sobre el conjunto de los valores regulares de F, por lo tanto, las
integrales abelianaﬂ se pueden ramificar solo sobre los valores criticos de F'.

Definicién 2.22. Si una curva algebraica irreducible F(x(t),y(t)) = 0 de grado k es regular en el infinito y contiene
una O6rbita cerrada (un ciclo limite, o una érbita periédica rodeando un centro) de un sistema polinomial de ecuaciones
diferenciales, entonces la 6rbita cerrada es llamada una érbita cerrada algebraica regular en el infinito de grado
m.

La siguiente proposiciéon demuestra el teorema de la construcciéon de ciclos limite, posterior a esta proposicién. Si se tiene
un polinomio F, se denotara su grado con k. Si no se dice nada, se denotars por F* la parte homogénea de grado k para el
polinomio F', es decir, su grado es una letra mintscula y el polinomio serd una letra maytscula. Se necesitara el siguiente
resultado.

Proposicién 2.4. Si F* no tiene factores repetidos, entonces (Fy, Fy) =1.

La proposicién (2.4) se encuentra en ( |Colin2004], p. 2460) demostrado, aqui F* es la curva invariante algebraica de grado
k.

Teorema 2.5. Sea F = [[,_, F|" la descomposicion irreducible de F' entonces F' es una curva algebraica invariante con un

cofactor del sistema si y solo si F; es una curva invariante algebraica con un cofactor K; del sistema . Es mas,
) !

se tiene K =% . n;K;

El teorema (2.5 se encuentra en ( |[Colin2000]) demostrado. Para poder demostrar el teorema ([2.6]), es necesario mencionar

algunas cosas a continuacion.

Definicién 2.23. Sea N(z(t),y(t)) = exp(G(x(t),y(t))/H(z(t),y(t))) con G,H € Rz(t),y(t)] coprimos (o
equivalentemente, (G, H) = 1). Se dice que N es un factor exponencial si

(fiN)e + (foN)y = LN (2.21)
para algun polinomio N € R,,_1, el cual es llamado un cofactor de N
Sea U un subconjunto abierto de R%. Una funcién real H : U — R es una primera integral del sistema (2.12)), si este

es constante en todas las curvas solucién (x(t),y(t)) del sistema (2.12)), es decir, H(z(¢),y(t)) = constante para todos los
valores de ¢ para los cuales la solucién (z(t),y(t)) estd definido en U. Si la primera integral es diferenciable, entonces

Si(@(t),y(8))Ha (x(t), y (1) + fa(x(t), y(8))Hy (2(t), y(t)) =0 € U
Si existe una funcién suave R(z(t),y(¢)) tal que (fiR)s + (f2R), = 0, entonces R se denomina factor integrante del sistema
2.12).

Definicién 2.24. Si el sistema tiene una primera integral o un factor integrante de la forma

FM ...FZ;\pN{“ S Nl (2.22)

aqui F; y N; son la curva algebraica invariante y el factor exponencial del sistema respectivamente y \;, puj € C,
entonces el sistema se llama integrable de Darboux. FEste tipo de funcion se llama funciéon darbouxiana.

SUna curva C tiene a lo sumo un nimero finito de puntos singulares. Si no tiene ninguno, se le puede llamar suave o no singular
"La definicién de compactacién proyectiva se encuentra en el apéndice lh

8Se presenta el concepto de homologia en el apéndice en la definicion 1’

9Se presenta el concepto de integrales abelianas en el apéndice en la definicién .



CAPITULO 2. CONSTRUCCION Y GENERALIZACION DE LOS CICLOS LIMITE 41

Se presenta el siguiente teorema, que da una idea de la construccién de los polinomios que se hacen como en el sistema
dindmico de la ecuacién (2.17)), y saber, cémo se eligen dichos polinomios adecuados.

Teorema 2.6. Suponga que el sistema polinomial de ecuaciones diferenciales de grado n teniendo una curva
invariante algebraica F(z(t),y(t)) =0 de grado k

a(t) =
ut) = fa(z(d),

|
~
=
8
—~
~
~—

y(®)) (2.23)
y(1)).
Y que satisface las siguientes condiciones:

(I). No hay puntos para los cuales F;(x(t),y(t)) y sus primeras derivadas desaparezcan, y que,

(II). Los términos de orden mds alto de F;(x(t),y(t)) no tienen factores repetidos.

Entonces se siguen las siguientes afirmaciones:

a) Si (Fy(x(t),y(t)), Fy(x(t),y(t))) =1, entonces el sistema tiene la forma

H0) = =gl UO)F a0 5(0) + i a(0) (O P (1) 5(0) 2.2

donde g(x(t),y(t)), hi(x(t),y(t)) y ha(z(t),y(t)) son polinomios adecuados.

b) Si F(xz(t),y(t)) satisface la condicion (II), entonces el sistema tiene la forma normal entonces g(x(t), y(t)),

hi(x(t), y(t)) y ha(2(t),y(t)) son polinomios con grado grihy(x(t),y(t))], grlha(2(t), y(t))] < n—k, y grlg(z(t),y(t))] <
n—k+1. Es mds, si el término de orden mds alto F*(x(t),y(t)) de F(z(t),y(t)) no tiene los factores x(t) e y(t), entonces

griha(z(t), y()] < p —k, grihz(2(t),y(t)] < ¢ —k y grlg(z(t), y(t))] < min{p,q} —k+ 1.

Demostracion. Demostracion de (a) Para demostrar este teorema, antes que nada, en todas las funciones uno se olvidard de
la parte (x(t),y(t)), dejando Gnicamente el operador funcién F. Como no hay puntos en los que F, F, y F, desaparezcan
simultdneamente por la condicién (I), a partir de los conjuntos nulificantes o ceros de Hilberﬂ se obtiene que existen
polinomios A, B y C, de manera que

AF, + BF, + CF = 1. (2.25)
Como F satisface la definicién ([2.18)), se obtiene de la ecuacién ([2.23)) y de la definicién (2.18]) que:

KAF, + KBF,+ KC(f1F, + foF)) = K
K=(AK+Cf)F, + (KB + Cf))F,

Sustituyendo K en (2.18)), se obtiene que

[f1 = (Ak + C fi)F]Fy = —[f2 — (kB + C f2) FF,

Como (Fy, F,) = 1, existe un polinomio g tal que
Esto prueba que el sistema (2.23]) tiene la forma de la ecuacién ([2.24)) con hy = AK + Cf; y ho = BK + C fs. De este modo

f1 — th = *ng f2 — hQF = gFI
w(t) = fi=—gF,+MF  y(t) = fo=gF: + hoFF

Demostracion de (b) Para probar la segunda parte de este teorema, acerca de los grados de g(z(t),y(t)), h1(z(t),y(t)) vy
ha(x(t),y(t)), se necesita la primera parte de esta demostracién y la proposicién , as se tiene que el sistema dindmico
de la ecuacion tiene la forma normal del nuevo sistema dinamico de la ecuacion . Supdngase sin pérdida de
generalidad que p < ¢

Primero se considera el caso de que F* no tiene factor z(¢) ni y(t). Entonces se tiene que (F*, (F*),) =1y (F*, (F*),) =1,
donde (F*), denota la derivada de F* con respecto a z(t). En hay que asumir que gr(hy) > p — k, de lo contrario la
afirmacién se sigue. Entonces gr(g) = gr(h1) + 1. Es més, de los términos de orden méds alto de se obtiene que

hglyr(hl)Fk _ ggr(hl)ﬂF;A
donde Fi‘l denota la parte homogénea con grado k — 1 de F,. Como (F*, Ff‘l) = 1, existe un polinomio R tal que
hglyv’(hl) _ RF}’Ichl ggr(hl)Jrl — RFF.

En se reemplaza h; por hy — RFy, y g por g — RF', por lo que los grados de polinomios en consideracién se reducen en
uno. Se continua este proceso y se hace lo mismo para g(t) en la ecuacién hasta llegar a un sistema de la forma:

i(t) = —gFy+MF =—(9— RF)F,+ (b1 — RF,)F = —gF, + RFF,+ hF — RFF, = —gF, + lF

y(t) = gF, + hoF = (9— RF)F, + hoF = gF, — RFF, + hoF = gF, + (ha — RF,)F = gF, + hF

i(t) = —gF,+MmF

W(t) = gF, +hF. (2.26)

con gr(hy) <p—=k,gr(g) =p—k+1, gr(ha) =q—kygr(h) =q¢—k+1. Como F = 0 es una curva algebraica invariante
de la ecuacién (2.26)) y utilizando la definicién (2.18)) se obtiene que.

10En el apéndice se da el concepto de Nullstellensatz de Hilbert en el teorema 1'
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fiFy + foF, = KF = (—gF, + M F)F, + (9F, + hF)F, = KF
F(hyFy, + hoF,) + FyFy(h—g) = KF

Esto implica que existe un polinomio S tal que (h — g) = SF, porque F con F, y F, son coprimos.

Si gr(h) > gr(g), entonces gr(S) = gr(h) — k. Asi que se escribe hoF' 4+ gFy = (hg + SF,)F + gF, y si se denota hy + SF,
otra vez por hq, entonces el sistema (2.26) tiene la forma de donde hi, hy y g tienen los grados requeridos. En este
caso se toma la forma del sistema (2.24]) segunda ecuacién y solo se reemplazan, bajando o subiendo el grado en 1, segin a
conveniencia.

Si gr(h) < gr(g),entonces gr(S) = gr(g) — k. Asf que se escribe b F' — gF,, = (h1 + SF,)F — hF, y si se denota hy + SF, otra
vez por hi, entonces el sistema tiene la forma de donde hy, hy y h tienen los grados requeridos. Esto prueba la
segunda parte de este inciso (b). En este caso se toma la forma del sistema primera ecuacién y solo se reemplazan,
bajando o subiendo el grado en 1, segiin a conveniencia.

Ahora se prueba la primera parte del inciso 2. Se nota que aunque F* no tiene factor repetido, F* con Fgf_l o F;_l puede
tener un factor comin en z o y (por ejemplo, F3 = x(x? + y?), F3 = y(2? + y?) o F* = xy(a® + y?)). Para evitar esta
dificultad, se rota el sistema ligeramente de modo que F* no tenga factores en = e y. Luego, aplicando el método
anterior al nuevo sistema, se obtiene que el nuevo sistema tiene una forma normal de con los grados de hy, ha v g
como los de la segunda parte de este inciso (b).

Se afirma que bajo el sistema de cambios afines conserva su forma y el limite superior de los polinomios, es decir,
gr(hi),gr(hs) < n—ky gr(g) = n—k+ 1. De hecho, utilizando el cambio afin de las variables v = a1z + by +¢1 y
v = agx + boy + c3 con arby — asby # 0, el sistema se convierte en

U= (a1h1 + blhg)F — (a1b2 — agbl)ng V= (aghl + bghg)F =+ (a1b2 — agbl)gFu

Por lo tanto, la afirmacién se sigue y la demostracion se hace de manera anédloga con esta transformacién. Esto completa la
prueba de este inciso (b), y en consecuencia se tiene la prueba del teorema en su totalidad. O

Acerca del teorema (2.6), la condicién (II) de la lista enumerada significa que F(z(t),y(t)) es regular en el infinito, de
aqui la utilidad de la definicién (2.21)).

Considerando el teorema , se puede decir que dado un sistema dindmico conservativo que cuente con curva algebraica
mwvariante y cerrada, este puede descomponerse en una parte conservativa multiplicada por una funcién polinomial adecuada
mas una parte donde se encuentre nuestra curva cerrade multiplicada en cada entrada de nuestro sistema dindmico por
funciones polinomiales adecuadas, si se considera que F(z(t),y(t)) = H(z(t),y(t)) — €, en la ecuacién (2.24), finalmente
nuestra generalizaciéon quedaria como:

(2.27)
yt) = —g(x(t%y(t))T(t)+(H(af(t),y(t))—‘f)hz(x(t%y(t))-

Recuérdese que en nuestra generalizacién, nos importa obtener ciclos limite y no tanto la forma del sistema dindmico
n

dado en nuestras ecuaciones (2.23) dadas por el teorema ([2.6)), asi que se toma a F(z(t),y(t)) = H[H—I(z(t),y(t)) - %,

i
nuestra F), y nuestra Fy,, quedarfan respectivamente como: F,(z(t), y(t)) = W Zn: ﬁ(]H(x(t),y(t) -6) ||y
F,(z(t), y(¢)) = ‘W znjl f[l(IEI(x(t),y(t)—%-) , por 1o que sustituyéndolos en la ecuacién (2.23) del teorema
([2-6)), se tendria que: s
0 = oteto),o0) G NS | [T, o0~ || - (f{l[mum&)) %1) 01 (2(0), (1)
s i (2.28)
i) = —gle e ZHEOLO) Z [Tt0.v0 %) | + (ﬁ[m@,y(t» —%1) 0a(a(t) (D).

i#]

Gracias a la primera generalizacién que se hizo en la ecuacién (2.4), se puede considerar al representante principal sin
constante H(z(y),y(t)) que es el generador de nuestros ciclos limite y sin todo el producto de curvas algebraicas posibles,
por lo que nuestra generalizacién total quedaria como:

() =f@wmmmmggw”—Oﬁmammm—%Ommmmm
i=1
(2.29)

i) = )y =55

(2

amummm+<

[H(x(t),y(t)) — %]) 02 (x (), y(1))-

1

La idea principal para generar estos ciclos limite, es que a partir del producto generalizado de curvas algebraicas cerradas,
tales que su interseccién es disjunta y que encierren en su interior un punto critico del tipo centro, se agarra solamente el
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representante principal de todos ellos, es decir, la parte que no tiene constantes y solo la funcion de Hamilton que genere a
todos los ciclos limite (aunque se puede tomar el producto general y sus derivadas no es del todo recomendable hacerlo, ya
que la idea no es generalizar las ecuaciones de los sistemas dindmicos, sino de generalizar los ciclos lémite y crearlos), con este
se genera un sistema dindmico nuevo que tiene un sistema hamiltoniano més el producto de sus ciclos limite multiplicados
por sistemas polindmicos adecuados que nos da como resultado un ntimero deseado de ciclos limite por el usuario en cuestion.
Esto va un paso adelante, en el sentido de tomar solo el producto los representantes principales de nuestra funcién de
Hamilton que posean la cualidad de ser curvas de Jordan para generar nuestros ciclos limite y no se restringe al hecho de
crear polinomios como lo propone Jaume Llibre a partir de la definicién , donde €l construye un cofactor polinomial
para crearlos. En cambio, se proponen polinomios f(z(t),y(t)), 61(z(t),y(t)) v O2(x(t),y(t)) adecuados, de tal modo que
se conserven los puntos criticos del sistema dindmico conservativo original del que se parte para crear el nuevo sistema no
conservativo que cuente con I-ciclos limite.

Ejemplo 2.3. Seq el sistema dinamico de la ecuacion , tratado con anterioridad en el ejemplo anterior, pero ahora
se quiere hacer énfasis en como construir de otra forma ciclos limite, como lo propone Jaume Llibre:

o(t) = y(t)
. 2.30
i) = ) - 0) (2:30)
al(t) 2%t |y
Por lo discutido con anterioridad, la funcién de Hamilton es H(z(¢),y(t)) = 1 3 + 5 = €, esta es parte de
1
una familia de curvas. Para estd funcion, se elige € = -3 Por lo que se tiene:
a'(t)  2*(t) |y 1
o _ _ - 2.31
)y = 2 - S P 0 - (231)
1
€ = -3 es un valor para el cudl existe una érbita periédica cerrada en el espacio-fase de la ecuacidon (2.31). Ahora se

construye otro sistema dindmico no conservativo, que cuenta con la curva algebraica cerrada (2.51)) y con los puntos
criticos de (2.30}) como sus conjuntos limite. Para ello se parte del hecho de que son Orbitas de tal sistema y por
lo tanto deben de ser tangentes al campo vectorial asociado a nuestro sistema, esto es,

i(t) = y(t)+ P(x(t),y(t))
gt) = x(t) — 23(t) + Q(z(t), y(t)). (2.32)

Si la ecuacion se le asocia un campo vectorial, entonces se debe de tener que

OH(x(t), y(1) @31) . OH(x(t),y(t) @31

dx(t) (1) @33 + By (@) y(t)Eszy =0 (2.33)
Por el teorema (2.6) y la definicion (2.18), uno debe de contar con una ecuacién de la forma
i) 21 P 1
K o Y 2.34
tt.00) (T2 -0 00 1) 250

Si se propone explicitamente que el cofactor sea K (x(t),y(t)) = 8y%(t), entonces, haciendo los cdlculos de forma explicita,
se tendria que

(@®(t) = 2(t))(y(t) + P(a(t), y(1))) + y(t)(z(t) — 2°(t) + Q(x(t), y(1))) = 0
(@°(t) — 2() P(z(t), (1)) + y(t)Qa(t),y(1) = 0 (2.35)
Pero ademds la ecuacion debe ser igual a

P(z(t),y(t)) = ao + a1x(t) + aoy(t) + azz(t)y(t) + asx®(t) + asy?(t) + agx?(t)y(t) + arz(t)y>(t) + agx ( )+ agyi(t), ¥
Q(x(t),y(t)) = bo + brz(t) + bay(t) + baz(t)y(t) + baa?(t) + bsy?(t) + bea? (t)y(t) + bra(t)y?(t) + bsz®(t) + boy*(t)

Asi que utilizando la definicion , se tiene que

+ Pa(t),y(t)) +y()(@(t) — 2°(t) + Qa(t), y (1)) =

4 2 2 8
(@3(t) — () (a0 + arx(t) + agy(t) + azz(t)y(t) + asz®(t) + asy?(t) + acz®()y(t) + arx(t)y>(t) + asz®(t) + agy®(t))
+y(t) (b + brx(t) + bay(t) + bz (t)y(t) + baz?(t) + bsy®(t) + bex? (t)y(t) + brz(t)y?(t) + bsz®(t) + boy(t)) =
)(ﬁ@_mm_ﬂﬂﬂ_l
8

) + a2 ()y(t) + as 4(t)y(t) + sz °(t) + asz® D)y (1) + acz®(t)y(t) + a7w4(t) 2(t) + asa®(t) + agz® (t)y* (1)
t - y(t) — aaz®(t) — asx(t)y*(t) — a2’ (t)y(t)—arz®(t)y*(t) — asz’ () + aox(t)y>(t)
(;) +baz? ()y(t) + bsy® () + bea? (£)y? (1) + bra(t)y (1) + bsy(t)2° (1) + boy* (1)
t

/—\mv

) )
Jy? (1) =42 ()y? (t) + 4y* (t) +y°

(a0 — ag)a®(t) + (a1 — ag)at (1) + (bs + az — ag)e ()y(t) + asa® (Dy(t) + aga (t) + asa® (y*(1)+
a6t ()y(t) + ara’ ()2 (1) + ase (8) + aga (D) (1) — aoa(t) — ara®(t) + (b — az)a(t)y(t)+
(bs — a)a2()y(t) + (bs — as)a()y2(t) + (b — ar)z®(£)y2 () + (br — ag)a (D)™ (1) + boy(t)+
bay?(t) + boy? (1) + boy (£) = 20 ()2 () — 422 ()y2(t) + 4y (1) + (1)

Al asociar cada uno de los elementos del lado izquierdo con el lado derecho de la igualdad, se obtienen los siguientes resultados,

a7:2, b6—a7:—4, b2=1, b9:4
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Finalmente, nos queda que a7 = 2, bg = —2, by = 1 y bg = 4, si estos valores son sustituidos en nuestros polinomios
P(z(t),y(t)) y Q(xz(t),y(t)), se obtiene lo siguiente:

P(x(t),y(t)) = 22(t)y*(t)
Qx(t),y(t)) = y(t) — 22*(t)y(t) + 4y°(t)

Finalmente, se sustituyen los polinomios obtenidos de la ecuacion en el sistema dindmico propuesto de la ecuacion
, esto hace que se obtenga como resultado lo siguiente:

(2.36)

i) = ylr) +20()y2(0) o.3m)

gt) = () —2*(t) — 222 ()y(t) +y(t) + 49°(1). '
Ast, el sistema dinamico de la ecuacion es la misma que el sistema dindmico de la ecuacion , salvo por
un factor constante en la parte conservativa del sistema. Resulta ser que esta constante es mecesaria, ya que al cambiar
los valores constantes, las dindmicas son muy distintas entre si, es por eso que Jaume Llibre se refiere a estos factores como
polinomios adecuados. De este modo, se grafican algunos planos-fase para distintos valores de la constante, para notar la
necesidad de dicha constante que multiplica a la parte conservativa, esto es debido al teorema @ en el que se demostro
unicamente la parte algebraica que muestra dicha construccion de forma vdlida.
Los sistemas dinamicos de la figura , estan representadas en las cuatro subfiguras, cada una de las subgrdficas estdn
dadas en los intervalos x(t),y(t) € [=5,5] , con un total de 15 flechas de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha. Y se
trazan algunas 6rbitas de cada uno de los sistemas dindmicos que se proponen en el pie de subfigura, que son prototipos
de la ecuacion , por simple observacion parece que en todas hay ciclos limite salvo en la subfigura y con dudas
en la subfigura , estas son todas soluciones generales de nuestros sistemas propuestos dependiendo de las condiciones
iniciales que se tomen en cada sistema dinamico que se propuso.

.

5 45 4 35 3 25 -2 45 -1 ©5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 45 4 35 -3 25 -2 -15 1 05 0O 05 1 15 2 25 3 35 4 45

(a) &(t) = 20y(t) + 2z(t)y>(t) m) B(t) = y(t) + 23(t)y>(t)
§(t) = 20z (t) — 2023 (t) + y(t) — 222 (t)y(t) + y3(t) y(t) = o(t) — 23(t) + y(t) — 222 (t)y(t) + v3(t)

LY 45 1

5 45 4 35 3 25 2 45 1 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

(@ 2(t) = 2y(t) + 2x()y>(t) (@) &(t) = 100y(t) + 2x(t)y?(t)
g(t) = 2a(t) — 223(t) + y(t) — 222 ()y(t) + v (¢) 9(t) = 100z (t) — 1002 () + y(t) — 202 (£)y(t) + v°(t)

Figura 2.10. El mismo sistema dinamico, pero con la parte conservativa multiplicada por distintas constantes, nétese que la
dindmica del plano-fase de cada uno de ellos es muy distinta entre si, con solo cambiar en la multiplicacién los
valores numéricos en la parte hamiltoniana del sistema. Esto solo nos hace ver que el polinomio que multiplica a la
parte conservativa debe de ser siempre uno adecuado que forme un ciclo limite.

Se ve que las ideas de Jaume Llibre aunque ciertas, se pueden hacer otras construcciones como la que ya se propusieron, asi que
haciéndolo con las ideas de los ciclos limite generalizados de las ecuaciones , se pueden crear los siguientes sistemas
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dindmicos con ciclos limite, al final se creard otro plano-fase para ver que no todos los polinomios que multipliquen a la
curva cerrada algebraica son adecuados para generar ciclos limite, siempre se necesitan polinomios adecuados que los
multipliquen, aunque nuestra técnica funciona, hay una interrogante sobre qué polinomios pueden ser adecuados al Tespecto
y esto puede ser contestado, pues una de las hipdtesis que deben de cumplirse es que posean los mismos puntos criticos del
sistema dinamico conservativo del que se partid para construir un sistema no conservativo.

5 45 4 35 3 25 2 -5 -1 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 45 4 35 3 25 2 45 1 05 O 05 1 15 2 25 3 35 4 45

=4 (¢ z2 (¢ 2t 1 z4(t 22 (t 2t 1
(a) &(t) = y(t) + (L O O RTINS (b) &(t) = y(t) + (L O N IO RER IO TR T
2 2 8 4 2 2 8
z4(t 22 (t 2t 1 x4 (¢ z2 (¢ 2t 1
9 = a(t) — a3 (1) + <L O —) I0) 9 = 2(t) — 23 () + (J OO, —) y(O(L + 22 (1)
4 2 2 8 2 2 8

AN

5 45 4 35 3 25 -2 415 -1 45 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

5 45 4 35 3 25 2 15 4 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

4 22 2 4t 2(¢ 2t) 1
(o) #(t) = 5u(t) + (ﬁ—ﬁ y—(”+1> @3 (t) — 25 (1) () #(2) = 5u() + (” © = ”+y—”+—> (- w2
2 2 8 4 2 2 8
24 22 2 4t 2(t 2(t 1
§(t) = 5x(t) — bxS () + ( ® ) LY ) + 1) y3(t) 9(t) = 5a(t) — 525 () + <$ o _=7® + S2) + 7> (1 — 22 (1))
4 2 2 8 4 2 2 8

Figura 2.11. Cuatro ejemplos de sistemas dindmicos construidos con nuestras técnicas y la ecuacién , noétese que en todas
se forman ciclos limite, excepto en la subgréafica , esto es debido a que a pesar de que se cumplen casi todas
las hipdtesis, existe una que no cumple y eso hace que no se forme un ciclo limite, esto depende de la eleccién del

polinomio, por eso se dice que debe de ser adecuado para que se cumplan todas las hipdtesis.

Los sistemas dinadmicos de la figura , estdan representadas por las cuatro subfiguras, cada una de las subgrdficas estdn
dadas en los intervalos x(t),y(t) € [—5,5], con un total de 15 flechas de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha. Y se
trazan algunas 6rbitas de cada uno de los sistemas dindmicos que se proponen en el pie de subfigura, que son prototipos
de la ecuacion , por observacion parece que en todas hay ciclos limite salvo en la subfigura , estas son todas
soluciones generales de nuestros sistemas propuestos dependiendo de las hipdtesis que se tomen en cada sistema dinamico
que se observa a continuacion.

Las tres propuestas de sistemas dindmicos (2.11d}), (2.11b) y (2.11d) tienen ciclos limite y la dltima propuesta de sistema
dinamico no lo tiene. Los primeros tres poseen los mismos puntos criticos del sistema dinamico conservativo
del que se partio en la ecuacion , a pesar de que la ecuacion cumple con casi todas las propiedades, la ecuacion
2.29), existe una en especifico que no la cumple. Esto da pautas a poder caracterizar la construccion de ciclos limite.

La construccion en las 2-formas del sistema dinamico de la ecuacion (2.29) estaria dado por la siguiente formula
matemdtica (solo finalizar que todos los sistemas dindmicos de las ecuaciones (2.11d), (2.11Y) y (2.23) pueden ser vistos
como 1-ciclos limite).

X = f6H + [(« H) — €)© (2.38)

En la ecuacién (2.1) se tenfa un sistema dindmico conservativo y se cred la ecuacion (2.4]) a partir de la ecuacién ([2.2)
convirtiéndola en un sistema dindmico no conservativo, con la condicién de que V- X @7 = 0 més otras condiciones, a partir
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de esta idea, se construyeron ciclos limite.

Después se hizo otra generalizacién, a partir de los elementos que ya se tenian a la mano, la expresion final quedd como la
ecuacioén (2.16]); después se construy6 a partir de la ecuacién dada, nuestros nuevos sistemas dindmicos no conservativos
més generales tal como las ecuaciones , en el que se le hacian pequenas modificaciones, ya que se incluian construcciones
de funciones polinémicas adecuadas y que respetaran los puntos criticos del sistema conservativo, y en el que la naturaleza
de los puntos sean espirales por el teorema de Hartman-Grobman .

Supdéngase que nuestro sistema dindmico es un sistema dindmico integrable. A continuacién se da una definicion.

Definicién 2.25. Sea la ecuacion diferencial:

Si(@(t), y(t))de(t) + fa(x(t), y(t))dy(t) = 0. (2.39)

)+
Donde las funciones f1(x(t),y(t)), fa(z(t),y(t)), fr(z(t),y(t ))y y fa(z(t),y(t))z (los subindices denotan derivadas parciales)
son continuas en una region rectangular R = {(z(t),y(t)) € R?|a < z(t) <y, ¢ < y(t) < d} entonces la expresion es
una ecuacion diferencial exacta si y sdlo si

filz®),y(@t)y = fo(2(t), y(t))a-
En cada punto de R.

Siempre se ha hecho el producto escalar entre el gradiente de la funcidn de Hamilton y su respectivo campo vectorial (que es
nuestro sistema dindmico en cuestién), esto nos sugiere que al hacerlo, si este nos da 0, es posible que existan ciclos limite,
esto es en parte resuelto por la siguiente definicién:

Definicién 2.26. Sea U un subconjunto abierto de R%. Una funcion real H : U C R? — R? es una primera integral
del sistema dinamico de las ecuaciones , si este es constante sobre todas las curvas solucion (x(t),y(t)) del sistema
, es decir, H(z(t),y(t)) = € para todos los valores de t para los cuales la solucion (x(t),y(t)) estd definida en U. Si la
primera integral I es diferenciable, entonces fill, + fold, =0 en U.

Esta definicién se dio en la pagina 40 de esta tesis, aunque aqui se da como definicién. Ahora se tiene la siguiente definicién:

Definicién 2.27. Si existe una funcion suave 0(z(t),y(t)) tal que (f10)s + (f20)y, = 0, entonces 6 se llama un factor
integrante del sistema polinomial .

Se dan algunas maneras de sacar los factores integrantes de un sistema dado. si es que cumple con la definicién ([2.27)). Si una
ecuacidn diferencial no es exacta, podria llegar a serlo si se multiplica por una funcién especial 8(z(t),y(t)) llamada factor
integrante, tal que:

0 (), y(0)) Fu (@ (), y(B))da(t) + (1), y(1)) fola(t), y())dy(t) = 0 sea exacta.

Bajo ciertas condiciones el factor integrante siempre existe, pero solo para algunas formas de ecuaciones diferenciales es
posible encontrarlo:

» Factor integrante en funcién de z(t). Si la ecuacidn diferencial posee un factor integrante respecto a z(t) (es decir,
0(x(t))), entonces se puede encontrar por medio de la férmula siguiente:

et = oxp (| L S )

Si(@(),y@)y = fo(x(t), y())a
fa(x(t), y(t))

ser funcién dnicamente de x(t). (Aclarando que fi(x(t),y(t))y v f2(x(t),y(t))s equivalen a las parciales de estas;
Ofr(z(t),y(t) ~ Ofa(x(t), (y(t)))
oy T o)

= Factor integrante en funcién de y(t). Si la ecuacidn diferencial posee un factor integrante respecto a y(t) (es decir,
O(y(t))), entonces se puede encontrar por medio de la férmula siguiente:

A0 = s ( [ LEOLED Oy ) )

Para que 0(x(t)) exista, es condicién necesaria y suficiente que el miembro

tiene que

respectivamente).

» Factor integrante solo en funcién de z(t) + y(t). Si la ecuacidn diferencial posee un factor integrante respecto a
x(t) + y(t) (es decir, O(z(t) + y(t))), entonces se puede encontrar por medio de la férmula siguiente:

fa@(t),y(t)e — f1(2(t), y(t))
Si(@(),y(t) = f2(2(1), y(1))

0(x(t) +y(t)) = exp ( Lzt )) con z(t) = x(t) + y(t)

» Factor integrante solo en funcién de z(t)y(t). Si la ecuacidn diferencial posee un factor integrante respecto a
x(t) - y(t) (es decir, 8(x(t)y(t))), entonces se puede encontrar por medio de la férmula siguiente:

z(t),y(t)y — fa(z(t),y(t))x 2(0)) con (8) — z() -
staon) = oo (| s O =) ) =@ =) eon 20 =050

Donde f1(z(t),y(t)) x z(t) = f1(z(t),y(t)) - z(t).
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Entonces, se tiene una funcién de la formas:

(t) fu(x(t), y(t))

. 2.40

i) = lal).ylt). (2:40)
Luego, como se sabe que la ecuacién (2.40)) es un sistema dindmico integrable, entonces, existe una funcién 6(x(t), y(t)) tal
que

OH (x(t), y(t))
dy(t)

gty = —=0(x(t),y(t))- W.

o(t) = 0(x(t),y(t)) -
(2.41)

Tomando en cuenta que el sistema de la ecuacién (2.41)) es conservativo, se sabe que existe una funcidn de Hamilton, se puede
tomar la constante adecuada, de tal manera que se obtenga una curva algebraica cerrada del sistema y utilizarlo para formar
un nuevo sistema dindmico que contenga como conjuntos limite a los ciclos limite formados por dicha funciéon. A partir de

las ecuaciones (2.12)) y (2.14) y de las definiciones (2.26]) y (2.27)), se tiene que:

OH(x(t),y(t)) & OH(z(t), y(t))
o) + (H[H(m(t% y(t) — Cﬁz]) W@(w(t),y(t))

= (2.42)
i) = 0ttt - TG TImGe.0) - 6] ) G Dot (0,000,

i=1
Para hacer una generalizacion, se puede tomar el sistema de las ecuaciones (2.29)), ademds de las definiciones (2.26)) y (2.27)),
para formar el siguiente sistema:

+ (H[]H(x(t),y(t)) - ‘é]) 01 (x(t), y(1)0(z(t), y(t))
= (2.43)

y(t) = —9(96(75)’y(t))f(x(t)vy(t))T(t) + (H[H(ﬂ?(t)vy(t)) - ‘é]) Oa(x(t), y ()0 (x (1), y(t))-

Tomando en cuenta el factor integrante (x(t), y(t)), se tiene una descomposicién en la ecuacion (2.43) tal que hay un sistema
dindmico que admite ciclos limite como todas las construcciones anteriores. Sea entonces.

Bt) = 0x(t).y(r) f<x<t>,y<t>>W+(H[H<x<t>,y<t>>%—1) el<x<t>,y<t>>]

n
O = Ot |~ (ate). () G (H[H<x<t>,y<t>> - %]) ez<x<t>,y<t>>].

i=1
En donde 60y (x(t),y(t)) y O2(x(t),y(t)) son funciones polinémicas adecuadas.
Si bien existen varias definiciones distintas, explicativamente hablando, un sistema integrable es un sistema dindmico con
suficientes cantidades conservadaﬂ o primeras integmleﬂ de modo que su comportamiento tiene muchos menos grados
de libertad que la dimensionalidad de su espacio de fase; es decir, su evolucion esta restringida a una subvariedad dentro de
su espacio de fase. A menudo se hace referencia a tres caracteristicas como caracterizacion de sistemas integrables:

= La existencia de un conjunto méximo de cantidades conservadas (la propiedad definitoria habitual de la integrabilidad
completa),

= La existencia de invariantes algebraicos, que tienen una base en la geometria algebraica (una propiedad conocida a
veces como integrabilidad algebraica),

= La determinacién explicita de soluciones en una forma funcional explicita (no una propiedad intrinseca, sino algo que
a menudo se denomina solvabilidad).

Los sistemas integrables pueden verse diferentes en caracter cualitativo de los sistemas dindmicos més genéricos, que son
mas tipicamente sistemas cao’ticoﬁ Estos tltimos generalmente no tienen cantidades conservadas y son asintéticamente
intratables, ya que una perturbacién arbitrariamente pequena en las condiciones iniciales puede conducir a desviaciones
arbitrariamente grandes en sus trayectorias durante un tiempo suficientemente largo.

La integrabilidad completa es, por tanto, una propiedad no genérica de los sistemas dindmicos. Sin embargo, muchos sistemas
estudiados en fisica son completamente integrables, en particular, en el sentido hamiltoniano, siendo el ejemplo clave los
osciladores arménicos multidimensionales. Otro ejemplo estandar es el movimiento planetario alrededor de un centro fijo
(por ejemplo, el sol) o dos. Otros ejemplos elementales incluyen el movimiento de un cuerpo rigido alrededor de su centro de
masa (la parte superior de Euler) y el movimiento de un cuerpo rigido axialmente simétrico alrededor de un punto en su eje
de simetria (la parte superior de Lagrange).

La teoria moderna de los sistemas integrables fue revivida con el descubrimiento numeérico de los solitones por Martin Kruskal
y Norman Zabusky en 1965, que condujo al método de transformada de dispersién inversa en 1967. Se descubrié que hay
sistemas completamente integrables en fisica que tienen un ndmero infinito de grados de libertad, como algunos modelos de

H1E] concepto de cantidad conservada se da en la definicién .

12En el sentido de la integracién de las ecuaciones diferenciales ezactas

13Son sistemas dindmicos no lineales muy sensibles a las variaciones en las condiciones iniciales. Pequefias variaciones en dichas condiciones
iniciales pueden implicar grandes diferencias en el comportamiento futuro, imposibilitando la prediccién a corto plazo. Esto sucede aunque estos
sistemas son deterministas, es decir; su comportamiento puede ser completamente determinado conociendo sus condiciones iniciales.
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ondas de aguas someras (ecuacién de Korteweg-de Vries), el efecto Kerr en fibras 6pticas, descrito por la ecuacién no lineal
de Schrodinger, y ciertos sistemas integrables de muchos cuerpos, como la red de Toda.

En el caso especial de los sistemas hamiltonianos, si hay suficientes primeras integrales de conmutacion de Poissor{ﬂ
independientes para que los parametros de flujo puedan servir como un sistema de coordenadaﬁ en los conjuntos de niveles
invariantes (las hojas de la foliacion lagrangianﬂ, y si los flujos son completos y el conjunto de niveles de energia es
compacto, esto implica el teorema de Liouvz’lle—Amolﬂ es decir, la existencia de variables de angulo de accion. Los sistemas
dindmicos generales no tienen tales cantidades conservadas; en el caso de los sistemas hamiltonianos autonomos, la energia
es generalmente la Unica, y en los conjuntos de niveles de energia, los flujos son tipicamente cadticos.

Un ingrediente clave en la caracterizacién de sistemas integrables es el teorema de Fr()‘b@m’u&i§|7 que establece que un sistema es
Frobenius integrable (es decir, es generado por una distribucidn mtegmblﬂ) si, localmente, tiene una foliacion por variedades
integrales mdzimas. Pero la integrabilidad, en el sentido de sistemas dindmicos, es una propiedad global, no local, ya que
requiere que la foliacion sea reqular, con las subvariedades de hojas incrustadas. Los sistemas integrables no necesariamente
tienen soluciones que puedan expresarse en forma cerrada o en términos de funciones especiales; en el sentido actual, la
integrabilidad es una propiedad de la geometria o topologia de las soluciones del sistema en el espacio de fase.

Se vera un ejemplo, que nos aclarara la vision acerca de lo que significa que un sistema dindmico sea integrable. En este
sentido, nuestro concepto de sistema dindmico integrable es un poco distinto en el sentido de ser una ecuacion diferencial
exacta y en donde se puede encontrar un factor integrante, estd relacionada con la idea de un sistema dindmico integrable.
Pero los sistemas dindmicos integrables estan mas relacionados a la idea de las ecuaciones de Lagrange y de Hamilton y su
generalizacién en la mecdnica analz’ticﬂ de la geometria simplécticﬂ

Ejemplo 2.4. Considérese el siguiente sistema dindmico

p(t) = —z(t)y'(t)

i) = a0, (245
Se pone la figura (2.19), para ver el espacio-fase del sistema dindmico de la ecuacion (2.45). El sistema dindmico
en la figura (2.19), estd dado en los intervalos z(t),y(t) € [—5,5], con un total de 15 flechas de arriba hacia abajo y de
izquierda o derecha. Se grafican algunas Orbitas para ver la dindmica del sistema, ndtese que las curvas algebraicas
solucion en el espacio-fase a partir de cualquier punto que no esté sobre x(t) = y(t) = 0, siempre se cortan en los ejes X y
Y respectivamente, asi que las curvas siempre quedan contenidas en un cuadrante del plano cartesiano. Lo que significa que
la curva tiene problemas de continuidad en los ejes del plano.

45

5 45 4 35 3 25 2 15 1 05 0 05 1 15 2 25 32 35 4 45

Figura 2.12. El espacio-fase del sistema dindmico de la ecuacién (2.45), nétese la singularidad de que las curvas algebraicas
se cortan en z(t) = 0 y en y(t) = 0, si empieza en cualquier punto distinto de z(t) = y(¢) = 0.

Para este caso, uno se fija en el sistema dinamico dado desde un punto de vista matemdtico, se empieza a analizarlo.

a(t) = a)y)[-y>®)
y(t) = —ax(t)y(t)[—=(t)]

41,8 conmutacién de Poisson tiene que ver con los corchetes de Poisson, y estas propiedades fueron dadas en 1)

15Conjunto de valores que permiten definir univocamente la posicién de cualquier punto de un espacio geométrico respecto de un punto
denominado origen. El conjunto de ejes, puntos o planos que confluyen en el origen y a partir de los cuales se calculan las coordenadas de
cualquier punto constituyen lo que se denomina sistema de referencia.

16En matematicas, una foliacién es una particién en subvariedades diferenciables de otra wvariedad diferenciable (de tal modo que todas las
subvariedades que conforman la foliacion son de la misma dimensién m, siendo m menor que la dimensién de la variedad original).

Intuitivamente una foliacién es como un conjunto de cortes o lonchas finas de la variedad original en piezas de la misma dimensién. Por ejemplo
se puede foliar espacio euclideo tridimensional considerando que se trata de un apilamiento de infinitos planos euclideos uno encima de otro.

17En teorfa de sistemas dindmicos, el teorema de Liouville-Arnold afirma que si en un sistema hamiltoniano con n grados de libertad se conocen
también n integrales de movimiento que son independientes y en involucién, entonces existe una transformacién canénica a coordenadas de
accién-dngulo en la que el hamiltoniano transformado depende solo de las coordenadas de accién mientras que las coordenadas de dngulo evolucionan
linealmente en el tiempo. Asi, las ecuaciones del movimiento para el sistema pueden resolverse por cuadraturas si se conoce explicitamente la
transformacién candnica. El teorema estd demostrado en [Vladimir2007|.

18¢] teorema de Frobenius estd en , seccién .

19En la seccién , se da el concepto de distribucion en la definicién 1}

20La mecdnica analitica es una formulacién abstracta y general de la mecénica, que permite el uso en igualdad de condiciones de sistemas
inerciales o no inerciales sin que, a diferencia de las leyes de Newton, la forma bésica de las ecuaciones de movimiento cambie. Algunos autores
identifican la mecénica analitica con la tedrica. Otros consideran que el rasgo determinante es considerar la exposicién y planteamiento de la misma
en términos de coordenadas generalizadas.

21La geometria simpléctica es aquella parte de las matemadticas referida al estudio de las variedades simplécticas. Estas variedades se presentan
naturalmente en la formulacién hamiltoniana de la mecénica clasica, que proporciona una de las motivaciones principales para el tema.

(2.46)
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Si se  hace X@zm) = (—x(t)y*(t),22(t)y(t)) vy si se calcula la  divergencia, se obtiene  que

V- Xga) = GT(t)(_x(t)y4(t)) + (D) (x2(t)y(t)) = —y*(t) + 2%(t) # 0. Este sistema no es conservativo, sin embargo,
hay una forma de resolverlo, y para esto se usard lo siguiente. Si y(t) se divide por &(t) en la ecuacion , se obtiene que

Z’Egzm S (O (O)i) = (@ (O(D)i()

(@ (®)y(®))2(t) + @@y ())gt) =0 = (@ [B)y(t)dz(t) + (x(t)y*(t))dy(t) =0

Se calculan las derivadas parciales cruzadas de cada entrada, y se ponen los términos que se utilizardn para calcular el factor
integrante, por lo tanto, sean

fi@(t),y(t) = —x(t)y* (1), fa(z(t), y(t) = 2> ()y(t), frlz(t),y(t))y = —4x()y*(t) y f2(x(t),y(t))s = 22()y(t)

Uno puede darse cuenta de que el factor integrante es una funcién que no depende inicamente de x(t) o de y(t), por lo que
no nos queda la opcidn de encontrar una 6(x(t)) o una 6(y(t)), por la forma de nuestro sistema dindmico de las ecuaciones
se usard la forma 0(x(t)y(t)), ya que hay una multiplicacion de las variables x(t) y y(t), se hace lo siguiente para
encontrar un factor integrante de la forma ™ (t)y™(t).

(@?(t)y(t))dz(t) + (x(t)y (t))dy(t) = 0
fa(@ (), y()da(t) + fr(z(t), y(t))dy(t) = 0
(

Sa(@(t),y(t)y — f1(z(t), y(t))s = - —-n ”
)yt t) _ 2*(B)y()
22(t) + yi(t = m z( -n
Oy ) (1) ()
a?(t) +y*(t) = —my*(t) — na?(t)
2?(t) + y*(t) = —na?(t) - my'(t)
De lo anterior, se obtiene que —m = 1y —m = 1, on = =1 y m = —1, por lo que nuestro factor integrante
2(t)y(t))dx(t) + (x(t)y*(t))dy(t) = 0 por el factor integrante encontrado

es dgual a = (t)y~L(t). Multzplzcando (z

se tiene que

0(x(t)y(t)) = m(t)ly(t)

B(a(t)y(t))
L

Notese ahora que se tiene el nuevo sistema dinamico dado por

i(t) = —y*(t)

. 2.47

i) = ) (247)
Ahora el nuevo sistema dinamico de la ecuacion es un sistema conservativo, asi que se puede resolver. Para esto
se utiliza el hecho de que

z(t)dz(t) = —y° (t)dy(t)
() y'(t)
=— ¢
2 4 +
2 t 4
20
2 4
Por lo tanto, la curva algebraica que mnos recupera el sistema dindmico de la ecuacién
2(t At
H(xz(t),y(t)) = %() + y'® =€ el cual se considera su funcién de Hamilton, ndtese el sistema dindmico de la

ecuacion Y , con este ejemplo uno se puede dar cuenta de las construcciones de ciclos limite a partir de
sistemas dindmicos integrables. Se puede construir por la discusion de la dltima generalizacion de ciclos limite con las

ecuaciones Y lo siguiente

-1

-0.5x* - 0.25y%= -0.25

-1.5

Figura 2.13. Curva algebraica tomada de la funcién de Hamilton de la ecuacién lb se elige una € = % para obtener una
6rbita cerrada en el espacio-fase.
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En la figura se elige una € adecuada, para tener un ciclo limite y utilizarla para la construccion de los nuevos

sistemas dinamicos a partir de las ecuaciones Y .

a(t) = —atyit) = a=@yt)[-y* )]
gt) = 2?@yt) = —z@y()[-z(t)]

Con las ecuaciones (2.14), (2.49) y (2-44)) se tiene un sistema dindmico, de la siguiente manera

) = ety - (24 52 - 1) o

2o - (52 + 52 - 1) st

Se pone la figura , para ver el espacio-fase del sistema dinamico de la ecuacion . FEl sistema dinamico en
la figura , estd dado en los intervalos x(t),y(t) € [—5,5], con un total de 15 flechas de arriba hacia abajo y de izquierda
a derecha. Se grafican algunas érbitas para ver la dindmica del sistema, nétese que las curvas algebraicas a partir de
cualquier punto que no esté sobre x:(t) = y(t) = 0, siempre se cortan en los ejes X y'Y respectivamente, asi que las curvas
siempre quedan contenidos en un cuadrante del plano cartesiano. Pero también nétese que existe una especie de ciclo limite
que estd dado por la figura . Se puede decir que mds que un ciclo limite este es un conjunto limite al que se le
nombrard como una union de conjunto conexos finitos, un pseudociclo limite o semiciclo limite, se pensard cual
seria un nombre adecuado para este tipo de orbitas especiales en un sistema dinadmico integrable.

(2.48)

<.
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Figura 2.14. El espacio-fase del sistema dindmico de la ecuacién (2.48)), nétese que existe un conjunto limite que serfa como
una especie semiciclo limite, pero serfa mas bien una unién de conjuntos limites conexos finitos.

Entonces el producto punto entre el gradiente del conjunto limite o semiciclo limite y el campo vectorial nos
da como resultado:

VH(z(t),y(t) - Xgzg = (z(t),y*

~
S~—"
S~—"
8 /N
8
—
~
S~—"
<
i
= —~
~
S~—
|
Ll N
8
o
=
=
@u}-
NP
~
=
|
=
~——
8
S
—~
~
S~—
<
—~
~
S~—

1.2 4
(y(t) = (F2 + 52— D a@y'()

4(t) _ acs(t%y(t) _ z?’(t)iiﬁ(t) n mB(t;y(t)+
Sy (1) 2@y | 2y’ (@)
2 (yt(t) — g - B 4 B
(
(

o) (440 1 0 ")

= 0

Se nota que cumple con ser 0, por los cdlculos hechos y el grdfico , se nota que el punto critico zo = (0,0) es un
punto del tipo “espiral”, pero por las flechas de la figura no estd claro la dindmica de las 6rbitas, y también un
conjunto limite o semiciclo limite que no se nota mucho en la figura . Ademds el semiciclo limite es union de
conjuntos limites conexos finitos, por la direccion de las flechas no se sabe si se trata de un conjunto w-limite o un
conjunto a-limite. Si se toma en cuenta la ecuacion sin el factor integrante, se tiene que

a(t) = —y*(t)

. 2.49

i) = () (249
Se pone la figura , para ver el espacio-fase del sistema dindmico de la ecuacion , El sistema dinamico, estd
dado en los intervalos z(t),y(t) € [=5,5] que es un cuadrado, con un total de 15 flechas de arriba hacia abajo y de izquierda
a derecha. Se grafican algunas érbitas para ver la dinamica del sistema, ndtese que se compone de curvas algebraicas
cerradas con el factor integrante.
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45
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Figura 2.15. El espacio-fase del sistema dindmico de la ecuacién (2.49), nétese que son érbitas cerradas aisladas en el
espacio-fase.

Se dibuja el sistema dinamico de la ecuacion , pero multiplicando ambas entradas por el factor integrante
encontrado, entonces se tiene el nuevo sistema dindmico utilizando la ecuacion ,

332 4
- (52450 - 1) et

i = a0 - (52 + 52 1) w0

Se pone la figura (2.16), para ver el espacio-fase del sistema dindmico de la ecuacidn (2.50). El sistema dinamico,
estd dado en los intervalos x(t),y(t) € [-5,5], con un total de 15 flechas de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha. Se
grafican algunas orbitas para ver la dindmica del sistema, notese que este cuenta efectivamente con un ciclo limite que no
se notaba en las ecuaciones , y es un conjunto w-limite.

8-
—~
o~
~

(2.50)
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Figura 2.16. El espacio-fase del sistema dindmico de la ecuacién (2.47).

Las dltimas construcciones de los ciclos limite de sistemas dindmicos auténomos reales bidimensionales,
suficientemente continuos y diferenciables, polinomiales, y lineales o no lineales ¢ integrables quedarian
construidas en las 2-formas como

X = O0{f3H +[(«H) - )0}

X = 0{0H +[(xH)-7¢]0} (2.51)
X = O{6H +[(+ H) - €|(x0H)} '

X

O{f6H + [(x H) — €](x6H)}

Recordar que la unidn de conjuntos limites conexos finitos, podrian llamarse 1-semiciclos limite o 1-conjuntos
limites conexos finitos o 1-pseudociclos limite.

Pueden existir también 1-ciclos limite o 1-semiciclos limite, o ambas cosas, dependiendo del corte del factor integrante
con las curvas solucion en el plano-fase.

Observacion 2.1. Hasta el momento se han estudiado ciclos limite o semiciclos limite en el espacio-fase
bidimensional, en estas curvas algebraicas cerradas que se construyen a partir de sistemas dindmicos reales
autéonomos bidimensionales, suficientemente continuos y diferenciables, polinomiales, lineales o no lineales,
conservativos o integrables, cuentan con propiedades unicas del resto de las curvas solucion, ademds pueden tener
aplicaciones en la fisica, quimica, biologia, etcétera; asi como en las matemdticas mismas. Los ciclos limite han sido
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“unidimensionales” y estdn dados en R2. Es decir, todos los ejemplos en los libros son funciones generales de v : I — R2?,
donde el punto final y el inicial del conjunto I C R son iguales, es decir, es una curva simple de Jordan.

Estas ideas funcionan bien en el plano bidimensional, el problema es en mds dimensiones, distribuciones reales
n-dimensionales, suficientemente continuos y diferenciables, polinomiales, auténomos, lineales o no lineales,
conservativos o integrables, con n > 2, cuando se grafican curvas en un sistema de ecuaciones polinomiales
tridimensionales, hay curvas como en el atractor de Lorenz o el atractor de Rossler que se acercan en este caso
al punto critico, pero en las 3-formas, estos podrian tratarse de unién de superficies conexas o cosas distintas.

La segunda aclaracién, es que una vez que se terminé de ver los ciclos limite en estos estudios, lo que hace falta es generalizarlo,
por lo que, para lograr dicho objetivo se tienen que usar otro tipo de teorias matematicas y otro contexto, para dar la idea
en més dimensiones y en el espacio de las p-formas, asi como estar abiertos a generalizar los conceptos de lo que se tiene
como r-ciclos limite. Entonces, nuestra misién sera construir y generalizar los 2-ciclos limite a partir de las construcciones
ya hechas en esta seccion .

Antes de seguir con nuestros estudios de los 2-ciclos limite, se ponen dos tablas de todas nuestras construcciones y
generalizaciones hechas hasta el momento, para construirlo al caso tridimensional y n-dimensional . La primera tabla
muestra las construcciones hechas en la seccién (2.1)).

I-ciclo Ilimite, primera
forma general
I-ciclo Iimite, segunda
forma general

Ecuacién (2.4 Se crean a partir de sistemas dindmicos conservativos.

Ecuacién ((2.14 Se crean a partir de sistemas dindmicos conservativos.

., I-ciclo Iimite, tercera . . el . .
Ecuacion ((2.29 ’ Se crean a partir de sistemas dinamicos conservativos.
forma general
I-ciclo Iimite, cuarta
Ecuacién (2.44) || forma general; o bien, || Se crean a partir de sistemas dindmicos integrables.

1-semiciclo limite

Tabla 2.1. Tabla que muestra todas las construcciones de 1-ciclos limite o 1-semiciclos limite a partir de sistemas dinamicos
conservativos o integrables. Se pueden derivar otras construcciones a partir de las ecuaciones (2.4), (2.14)), (2.29) y

9.

Se pone la tltima tabla ([2.2]) que tiene que ver con la generalizacién en las formas diferenciales de los 1-ciclos limite, de
las ecuaciones (2.4), (2.14), (2.29) y (2.44]) para tener todas la férmulas posibles en una tabla.

1-ciclos limite,
primera forma general

Representacién X € A'(R?) de la ecuacién ([2.4)).

1-ciclos limite,
segunda forma general

Representacién X € A'(R?) y f es un polinomio
adecuado.

1-ciclos limite, tercera
forma general

Representacion X € AT(R?) de la ecuacién (2.14)).
Donde © € A'(R?) es una I-forma polinomial
adecuada

X = f6H + [[i(+H) — €0

1-ciclos limite, cuarta
forma general

Representacién X € A(R?). Donde © € AI(R?)
es una I-forma polinomial y f es un polinomio

i=1 adecuados
n I-ciclos Iimite, quinta . .
= H = = ’ X € AY(R?) del 2.2
X = 04 60 + [[I(+ B) — €)(+ 6 0) forma general: o Representacién X e (R?) d.e a ecuacion (2.29)
, . . . y 6 es el factor integrante polinomial.
i=1 1-semiciclos limite
. n N N I-ciclos [imite, iy 1/m2 . .
X =04 f6H + H[(* B - %)(+60) sexta forma general: Representacién X € A (R ), f es un Polln(?mlo
. . . > . adecuado y 0 es el factor integrante polinomial.
i=1 o0 1-semiciclos limite

Representacién X € AT(R?). Donde © € AI(R?)
es una I-forma polinomial adecuada y 6 es el
factor integrante polinomial.

Representacién X € AY(R?). Donde © € AT(R?)

séptima forma general;
0 1-semiciclos limite.

X = 9{5?&12[[(*?1) — €0

} 1-ciclos limite,
i=1

~ = Lealelos i, o es una I-forma polinomial adecuada, f es un
X =01 foH + H[(* H) - %0 forma general; 0 . . . .
3 e P polinomio adecuado y 6 es el factor integrante
i=1 1-semiciclos limite.

polinomial.

Tabla 2.2. Tabla que muestra todas las generalizaciones de 1-ciclos limite o 1-semiciclos limite a partir de sistemas
dindmicos conservativos o integrables.

2.2. Caso tridimensional. Ejemplos

La generalizacion del concepto de ciclo limite a espacios de dimensién mayor a dos para da lugar al concepto de r-ciclo
lémite con las ideas de los I-ciclos limite, sea (R™, “con n > 2 un nimero natural” y en los espacios de las p-formas).
Primero, a qué se refiere uno con cantidades conservadas, en otras dimensiones y espacios, y generalizar las distribuciones
reales n-vectoriales con estas ideas. Es conveniente que el método de analizar la existencia de los 1-ciclos limite de un
sistema dindmico sobre la base del comportamiento asintdtico de sus orbitas puede ser sustituido por el método de analizar
las caracteristicas geométricas del campo vectorial asociado al sistema dindmico asi como de sus 1-ciclos limite. Esto nos
permite usar un conjunto mas amplio de objetos matematicos que representan objetos geométricos que contienen como un
caso particular a los campos vectoriales, con los que se definen a los sistemas dindmicos que se han venido estudiando, y asi
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alcanzar las generalizaciones que se estan anunciando. Hay que hacer una revisién de algunos conceptos clasicos y recientes
de las estructuras matematicas y geométricas que se pueden definir sobre variedades diferenciables y utilizar las p-formas,
propiedades topoldgicas y algebraicas. Por tanto, se pone una definicion.

Definicién 2.28 (Distribucién). Sea .# una variedad diferenciable de dimensidn n, y sea m un entero tal que 1 < m < n.
Entonces:

» Una distribucién D de dimension m en 4, consiste en una eleccion de un subespacio n-dimensional D, de Ty, 4,
para cada p € M. Se dice que D es diferenciable en torno a p, si existe U entorno abierto de p en 4, y campos
Vi,y.. o,V en U que generan D en cada punto de U, es decir

D, = gen{Vi(z),...,Vn(x)} VU

= La distribucién se dice diferenciable, si es diferenciable en torno a cada punto de 4. En adelante solo se
considerardn distribuciones diferenciables. Una distribucion D en .4, induce de manera obvia una distribucién
sobre cada abierto U de M, que por abuso se denota por el mismo nombre D.

» Un campo V en (un abierto de) A4 se dice pertenece a D, si V(p) € D, para todo p.
= La distribucién D se dice involutiva si [V, W] € D, cada vez que VW € D.

» Seaq 4 variedad conexa. Una inmersién ¢ : A — A se llama integral de la distribucién D, si dp(q)(Tyt) =
Dy(q) para todo q € A". Si ademds ¢ es incrustamiento, se llama integral regular.

= Una variedad conexa A C ., se llama variedad integral’?] de la distribucién®™| D si la inclusioiP¥i : N — A
es una integral de D. Si Ademds A es subvariedad de .#, se llama variedad integral regular. Nétese que si
p: N — M esintegral regular de D entonces o(AN) es una variedad integral regular.

Una parte de conceptos y resultados del andlisis en R™ se puede extender a espacios generales ., que se denominan
variedades diferenciables. Intuitivamente, una variedad diferenciable .4, es un espacio que localmente es equivalente a R™.
Asi, la geometria diferencial local, es practicamente equivalente al andlisis. En estos estudios se utiliza la parametrizacion
de las variedades bidimensionales para utilizar las 2-formas, debido a dos razones, es necesario que la generalizacién natural
de los ciclos limite se encuentren en las p-formas, debido a que existen operadores variados que nos permiten analizar los
embebz’mientoﬁ en R? de distribuciones bivectoriales y poder generalizar el concepto de lo que se entiende por 2-ciclo
limite y la segunda es que al parametrizar variedades bidimensionales (superficies en el espacio euclidiano), esto nos permite
caracterizar por completo a las variedades, esto es, se puede representar a una superficie homeomorfa a un plano cartesiano,
como en un mapa. De esta manera, cada punto p € .# tiene asociado un solo punto y s6lo uno en R?, ademds, esta asociacién
es tal que puntos cercanos del mapa corresponden a punto cercanos de la regién, y reciprocamente; es decir, la asociaciéon y
su inversa son continuas. De manera breve, se dice que una superficie topoldgica es localmente homeomorfa al plano.
Teniendo en cuenta los ejemplos de la seccién (2.1)) y las construcciones hechas de I-ciclos limite en notacién tensorial,
se puede hacer una recopilaciéon en este capitulo, asi que primero se abordan los trivectores, ya que nos permite hacer
la generalizacién a distribuciones reales S-vectoriales. En los trivectores, si uno tiene una funcién H : R? — R, tal que
T(x(t),y(t), z(t)) = H(z(t),y(t), 2(t))éx A €y A €, donde T(x(t),y(t), z(t)) € A3(R?), entonces se toma la asignacién natural
dada por B(z(t),y(t), z(t)) = dT(x(t),y(t), 2(t)) = *[VA(xT(z(t),y(t), 2(t)))], el cual nos da como resultado un bivector
1inico, lo que nos da una distribucion bivectorial. Es decir:

OT(x(t), y(t), 2(t)) = SH(z(t),y(t), 2(t))ex A ey N e

MGy 20) - o IR0, 20) | OHE0,0)
RO o) T e
— Bla(t).y(0) (1)

De este modo, se obtiene la distribucidn bivectorial del trivector H(x(t),y(t), z(t)), si se le asigna un sistema dinamico
tridimensional en R3, estaria dado por las ecuaciones (2.52)), esta asignacién vectorial no es tnica, sin embargo, tal
asignacién no estd dada al azar:

OH(x(t), y(t), (1))

By = 0 (t)
_ OH(x(t),y(t),2(1))

B,, = (1) (2.52)
_ OH(x(t),y(t),2(1))

Bey = 92(t)

i Por qué se hizo tal asignacion en el espacio cartesiano? Estd pregunta se responderd con el siguiente teorema (2.7]).

22La definicién de variedad integral se da en la definicién 1)

23La definicién de distribucidn se da en la definicién (2.28)).

24En matemdticas, y mds precisamente en la teoria de conjuntos, la inclusién es una vinculacién entre dos o méas conjuntos. Si se llama a uno de
estos conjuntos A, y al otro B, se dice que A estd incluido en B, si todos sus elementos ademds de pertenecer a su conjunto también le pertenecen
a B.

25En el apéndice se da el concepto en la definicién (A.23).
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Teorema 2.7. Todo campo vectorial elegido tiene una seleccion natural.

Demostracion. Se sabe que todo 2-campo integral tiene variedades integrables, por la condiciéon de regularidad
existe un sistema local de coordenadas en (un entorno de) P. El entorno V' N .S se denomina un entorno coordenado.
Para dar de una manera més familiar la condicién de regularidad, calcilese la matriz de la aplicacién lineal dz, en las
bases canénicas e; = (1,0), es = (0,1) de R?, de coordenadas (t,7), y fi = (1,0,0), fo = (0,1,0), f3 = (0,0,1) de R?, de
coordenadas (z,y, 2).

Sea g = (tg, 70). El vector e; es tangente a la curva t — (¢,79) cuya imagen a través de z es la curva.

t — (x(t,70),y(t, 70)-2(t, 10))-
Esta curva imagen (denominada la curva coordenada 7 = 73) estd contenida en S y tiene en x(q) el vector tangente
0s 0y 02\ _ 0
ot’ot’ot) o’
donde las derivadas estédn evaluadas en (tg,79) y el vector se expresa por sus coordenadas en la base {f1, f2, f3}. En virtud
a la definicion de diferencial

or Oy 0z oz
da R A Rl 2.53
(1) (8t’8t’8t> at (2:53)
De manera similar, utilizando la curva coordenada t = ¢y (la imagen por « de la curva 7 — (to, 7)), se obtiene
Ooxr Oy 0z Ox
dz R i Aot g 2.54
ale2) (37’ or’ 87) or (2:54)
Si se toman las ecuaciones (2.53) y (2.54)), v se hacen las siguientes notaciones mas comodas —— = (&, 0, 2) =P y
ot T=To
oP
o = (&r,Yr, 2r) = Py, al hacer un isomorfismo entre los vectores y las 1-formas diferenciales, estos mismos vectores
T lt=to

toman la forma P, = @16, + Yy + 26 y Pr = Zré, + Yréy + 216,

B = PAP,
(165 + D06y + 548 A (260 + 526y + 2463)

= ('j;tyT - ytx‘r)é\m A é;; + (’éti‘r - IZ?tZ‘,-)é; A é\x + (y-t'é‘r - Ztyr)ég\/ A é;

Se ha formado de esta manera un bivector como una combinacién lineal de campos vectoriales, que son sistemas
dindmicos. Esto significa que no se puede hablar propiamente de sistemas dinamicos bivectoriales, pero tienen su
origen en sistemas dinamicos como tal.

Si se hace B = 0, entonces pasa lo siguiente

-fty‘r - ytj:‘r_ =0, f'ét-f‘r._ ‘/I.jtZ.:T = Oy yt'é_r - Zt?JT =0
Yo _ Yt 2 EZ Yt YT
A P T A A
Debido a estas implicaciones, un bivector dado serd 0 siempre que los campos vectoriales sean paralelos entre si o
directamente proporcionales. O

El teorema elimina las arbitrariedades acerca de las posibles elecciones de un sistema dindmico tridimensional en R3,
esto es notable, debido a que el bivector que se define en cada punto de la variedad bidimensional es determinado de manera
Unica por el sistema local de coordenadas que definen nuestros sistemas dindmicos en cada punto, lo que significa que la
eleccion de tales sistemas dindmicos definen un campo de bivectores de manera univoca. De modo que, todo campo vectorial
que se elija “al azar”, en realidad es una “seleccién natural”, debido a que cualquier sistema que se tome en un punto dado
de la variedad integral, este estard contenido en un bivector que representa a nuestra distribucion bivectorial que define por
completo a la variedad bidimensional. Por lo que la elecciéon no es al azar, sino natural.

Si se cuenta con un campo 2-vectorial entonces existen sus variedades integrales por el Lema de Poincaré ([1.18]) y, por tanto,
existe una 2-distribucion de 1-vectores donde cada uno de ellos es tangente a las variedades integrales del campo 2-vectorial,

3 .
recuérdese que hay (2> = 3 1-vectores para una variedad integral de un campo 2-vectorial. Por otra parte, si existe una

2-distribucion de 1-campos vectoriales que cumplen con el teorema de Frobénius y , entonces existe el campo
2-vectorial tangente a las variedades integrales de la 2-distribucion. Ahora basta considerar que por cada campo 1-vectorial
se cuenta con un sistema dindmico y de esta manera establecer relaciones entre los sistemas dindmicos y objetos que pueden
estudiarse s6lo geométricamente.

De esta manera, se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales tridimensionales dadas por las ecuaciones (2.52)), que es
una asignacion natural en el espacio cartesiano tridimensional, esta asignacién no es la tnica que se puede hacer. Como
se puede observar, a partir de un trivector se obtuvo un bivector, que seria la “distribucion bivectorial’ del que proviene la
superficie integral. Esto es a lo que uno se refiere con una cantidad conservadﬂ

Asi que la respuesta a tal pregunta es que la asignacién de un bivector a un sistema dindmico tridimensional no es tnica.
Sin embargo, no es aleatoria o al azar, es una formacién natural, por el teorema .

Observacion 2.2. Antes de empezar bien con los estudio de los 2-ciclos limite en las 3-formas diferenciales ahora se debe
uno de fijar mas en la geometria de las distribuciones bivectoriales que en la dindmica de los flujos del espacio-fase o las
dindmicas del sistema, si bien, todo parece indicar que dichos flujos existen y en las p-formas”pueden ezxistir conjuntos
limite mds variados que en el plano cartesiano, no hay a la fecha programas o software dedicado a graficar variedades
de nivel de los flujos dindmicos de una distribuciéon bivectorial, ademds de no existir software especializado para sus

26F] concepto de cantidad conservada se da en el teorema, 1}



CAPITULO 2. CONSTRUCCION Y GENERALIZACION DE LOS CICLOS LIMITE 55

respectivos planos dirigidos (bivectores) o cubitos dirigidos (trivectores) tangentes. Lo tinico que se puede decir al respecto,
es que aqui se verd que hay mds tipos de conjuntos limite mediante ejemplos ilustrativos, ademds de los ya conocidos en
R2.

Nuestra guia para aseverar tales afirmaciones no serd el de fijarse en los flujos o las dindmicas del sistema mediante el
espacio-fase, debido a las limitaciones que comenté. Finalmente, las teorias que se utilizardn son un poco distintas, pues
el estudio de dichas generalizaciones requiere de operaciones mds poderosas, que nos permitan construir la teoria necesaria
y visualizar las ideas en el espacio de las p-formas. Esto significa que la distribucién bivectorial sigue siendo conservativa,
a pesar de que se le sumaron funciones en cada entrada. Una vez comprobado esto, ahora se obtiene una 2-variedad integral
de la ecuacion , pero para esto, se hace lo siguiente:

Para ver todas estas nuevas ideas, se pone un ejemplo, para que se pueda ver ilustrativamente el manejo de estos nuevos
conceptos que aparecieron en la observacién planteada de la seccién (2.2)).

Ejemplo 2.5. Considérese el siguiente campo de trivectores

T(x(t),y(1), 2(t)) = (2z(t)y*(t) — 42°(O)y(t)éx N &y A€ (2.55)

Y supdongase que las componentes del campo bivectorial

B(x(t), y(t), 2(t)) = 0T (x(t), y(t), 2(t))

Determinan cada una la evolucion de una de las variables dindmicas By, B,y y Byy.

Preguntas:

¢La correspondencia es unica para que el sistema se satisfaga que el sistema dindmico asociado sea conservativo? ;FEs posible
modificar algo en T (x(t), y(t), 2(t)) para que esa correspondencia no sea unica? Bosquejar el espacio-fase del sistema cuando
la correspondencia conduzca al caso conservativo y verificar que los ciclos limite, ademds de los conocidos en R?, también
pueden ser superficies.

Solucion. Por la definicion 0T (z(t),y(t), 2(t)) = %[V A * (T(x(t),y(t), 2(t)))], de este modo, se tiene que

IT(x(t), y(t),2(t)) = S(2u(t)y*(t) — 42°(¢ )y(t))e} NéyNeé.
=+ {Vax [(2u(t ) 2t ) 2y(t)é N éy A}
= *{VA(%( t)y*(t) — ( )y ( )}
= = {276 + (4 () t) —42%(t)é, — 122%()y(t)e: }

= 2 (t>6y/\ez—( w(t)y(t) — 42%(t)éx A é: —122°(t)y(t)ex A €
= B(z(t),y(1),2(1))

Por lo que nuestra distribuciéon bivectorial que es unica, estd dada por la siguiente expresion.

B(x(t),y(t), 2(t)) = 2y ()&, A & — (da(t)y(t) — 42°(t))éx A € + 1222 (t)y(t)éx A &y, (2.56)

se puede decir que el campo vectorial en un espacio del trivector T(x(t),y(t), z(t)) estd dada por:

B.., = dx(t)y(t) —423(t) (2.57)
B, — 12:(t)y(0)

Por el teorema esta es una asignacion natural en un campo vectorial, debido a la demostracion que se hizo en
dicho teorema. Sin embargo, la asignacién entre comillas natural en un campo vectorial no es Gnica, recuérdese que
pasar de A?(R3) a R3 cambia por completo el tipo de andlisis matemdtico (geométrico, topoldgico y analitico).

El punto es que la asignacién es udnica en las distribuciones bivectoriales, se puede ver que B(x(t),y(t),z(t)) es
conservativa en el sentido de que si se vuelve a sacar la codiferencial este nos tiene que dar necesariamente 0, para
comprobarlo se calcula nuevamente la divergencia generalizada de la distribucién para tener que

SB(a(t),y(t), 2(1) = *{Vax 22106 A G — (Ae(ty(t) — 42°(0)G A & — 122(Dy(D)E A G))
= #{VA2 (D) + (4x(t)y(t) — 42°(1))e, — 122°(H)y(t)ez)}
= x{dy(t)ey A &, +4y(t)én A 6, — 1222 (t)es A €, — 1222(t)é, A éL}
= «{(dy(t) —dy(t))éx N é, + (1222(t) — 1222(t))éy, A &}
=0

Debido a que es la divergencia generalizada, coderivada o codiferencial exterior alterna nos da 0, esto quiere
decir que el campo bivectorial es conservativo, las superficies de nivel de H(z(t),y(t),2(t)) = (2z(t)y*(t) —
423(t)y(t) = €), son los conjuntos limite de la distribucién bivectorial B.

La respuesta a la primera prequnta es compleja, es decir, la asignacidon si es tnica para la distribucién de
bivectores, pero no es tnica si se asigna a un campo vectorial para obtener un sistema dindmico en R3, ademds,
al asignarlo a un campo de vectores la divergencia de cdlculo vectorial no necesariamente da 0 como resultado.

Vamos a graficar con el software “Surfer” los conjuntos limites que se forman. Para poder bosquejarlo y ver que tipos figuras
geométricas se forman en el plano tridimensional, se espera que se formen superficies, esto por la forma del trivector dado.
La distribuciéon bivectorial no deberia de tener una correspondencia Gnica, se verd con qué construccion se
necesita para resolver las dos primeras prequntas de este ejemplo.

Se bosqueja el conjunto limite de la distribucién bivectorial , para H(z(t),y(t), 2(t)) = 2x(t)y?(t)—423(t)y(t) = €,
el cual es conservativo. Se toman las constantes € = —4,—1,0,1 y 4 respectivamente, que son las superficies de nivel
que son los conjuntos limites de la ecuacion que dependen de las condiciones iniciales de nuestra distribucién
bivectorial.
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En todos los casos para todas las constantes asignadas € estos parecen extenderse en todo el espacio tridimensional con
discontinuidades esenciales, pues son superficies dos separadas que representan la ecuacion algebraica de la ecuacion ,
parece una especie de hiperboloide de dos hojas singulares que no estan unidas entre si, como sibanas extendiéndose a lo largo
de todo el espacio-fase tridimensional del sistema dinamico de la ecuacion y para cada una hay una superficie
de nivel, que son los conjuntos limite del sistema bivectorial .

(a) H(z(t), y(t), z(t)) =€ =0 (b) H(x(t), y(t), z(t)) =€ =1

(@ B, y(®), 2(0) =€ = =1 (@) H(t), 5(8), 2(1) = € = 4

_ _ (f) H(xz(t), y(t), z(t)) = € = —4 rotado 902 con respecto al eje Z en
(e) H(z(t), y(t), 2(1)) = ¢ = —4 sentido levégiro

Figura 2.17. Figuras que representan las soluciones como superficies de nivel de la distribucién bivectorial (2.56)). Im4genes
hechas con el software Surfer 1.7.0 para Windows de 64 bits.
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Esto verifica que los conjuntos limite, ademds de los conocidos en R?, también pueden ser superficies geométricamente
hablando. Hay que aclarar que esto no demuestra en absoluto la existencia de otros tipos de conjuntos limite ademds de
los conocidos en el plano bidimensional, porque no existe un teorema similar de Poincaré-Bendixson para el caso
tridimensional. Sin embargo, los grdficos muestran que existe algo mds, ademds de los conjuntos limite conocidos en R?
de manera grdfica, pero que muestra que hay algo mdas.

Para responder a la sequnda cuestion, se nos pregunta si se puede hacer algo en T(xz(t),y(t),z(t)) para que dicha
correspondencia no sea "unica”, y es posible hacerlo, sin cambiar la dindmica dada por el campo trivectorial, para
esto, se hard lo siguiente, se agrega en la funcidén trivectorial una funcion real polinomial que mo afecte al sistema de
funciones bivectoriales y que de como resultado nuestro campo trivectorial.

Hay que fijarnos en el caso mds general, por lo que si se agregan constantes de la siguiente manera, se tiene que:

By (z ()7y(t)7z ) = Ba(z(t),y(t), 2(t)) + 6T (x(t), y(t), 2(t)) = Ba(x(t), y(t), 2(t)) + B(z(t), y(t), 2(t)) (2.58)

En la ecuacion si se saca la divergencia generalizada, se tiene que:

0By (2(t), y(t), 2(1)) = 6(Ba(z(t), y(t), 2()) + 0T (2(t), y(t), 2(1))) = d(Ba(z(t), y(t), 2(t)) + B(x(t), y(t
B2 (x(t), y(t), (1)) + 0B(x(t), y(t), 2(t)) = 6B (x(t), y(t), 2(t)) + 0 = dBa(x(t), y(1), 2(t)) =

Finalmente nos queda como 0B1(x(¢), y(t), 2(t)) = 0Ba(x(t), y(t), 2(t)) = 0, esto significa de manera general, que si uno agarra
una distribucién bivectorial By (x(t),y(t), 2(t)) € A2(R3) siempre es posible incluir o agregar otro campo bivectorial
coexacto a nuestra distribucién bivectorial original, para que de este modo se mantenga invariante en ese sentido. Esto
es como agregar constantes a una cantidad conservada en nuestro trivector T(x(t),y(t),2(t)) € A3(R3) del que proviene
el bivector By (z(t), y(t), 2(t)).

Entonces se tiene la respuesta; ;La correspondencia es unica para que el sistema se satisfaga que el sistema dindmico asociado
sea conservativo? ;FEs posible modificar algo en T(z(t), y(t), 2(t)) para que esa correspondencia no sea inica? La respuesta a
la primera pregunta es que la correspondencia no es inica, pues existen cantidades conservadas del sistema, y la seqgunda
respuesta a la sequnda pregunta es que si es posible modificar a T(x(t),y(t), z(t)) para que la correspondencia no sea tnica

con la ecuacion ..

Se hara una posible construccién de “constantes” de una 2-forma a una 3-forma particular que puede ser de interés para
construir modificaciones particulares. Se toma el sistema de bivectores de la ecuacién (2.52)) y estos se les suma funciones que
dependan de las variables que no aparecen en cada bivector, por ejemplo, al bivector é, A €., sumarle una funcién f(z(t)) y
asi sucesivamente con los demads. Para asi obtener la nueva expresion.

); ), 2(1)) =
B 0

Bi(w(),y(t), 2(t) = |ZGUO) 4 f(o(1)] 6 A& + [PEGHO2O) 4 g(y0))] & n 6

w(8),5(0).2 JER (2.59)
+ [2eGp020) 4 1)) 6 A g

Al hacer esto, se obtiene la nueva distribucion bivectorial B (x(t),y(t), z(t)), que al sacarle su divergencia generalizada, nos
da 0. Para comprobarlo se hace a continuacién:

sEaa(). 00, 20) =+ {vn [+ (PG ) G aa + (FEPEEID 1 g) @ ne
+ (—am(m;,:ég), 20 h(z(t))> & A é;] }
=T [(BEOIOD ) gy (PO )
OH(x (1), y(1), 2(1)) -
(T ) &}
_ o, {<821H<w<t>,y<t>, (1) _ 821H(w(t)7y(t)7z(t))) At (azm(wu),y(mz(tn _ OH((®), y(1), z<t>>> PR
Oz (t)0y(t) Oy (t)0z(t) v Y 0z(t)0x(t) Oz (t)0z(t) * *
L (PEE0 @, 2(0)  PHE®, 50, 20) ) ~
Oy (t)0z(t) 9z (t)0y(t) v *

= x {0e; ANy +0e; Aé; + 0ey Aes}
= 0Oe; Ney + 0eg Aé; + 0e, A e
= 0

Esto significa que la distribucion bivectorial sigue siendo conservativa, a pesar de que se le sumaron funciones en cada entrada.
Una vez comprobado esto, ahora se obtiene una 2-variedad integral de la ecuacién (2.59)), pero para esto, se hace lo siguiente:

By - (P00 | o)) o4 (PELIDAD gy ) 6+ (BEOI0D) ) 2,

wi (2(t),y(1),2(t)) wa (=(t),y(t),2(1)) w3 (=(t),y(t),2(1))

Se asocia a cada bivector una funcién en tres variables, y estos son iguales a lo siguiente:

OH(x(t), y(t), 2(t)) OH(x(t), y(t), (1))

TS0 (1) = w0, (0), 20 gy(f) +g(u(6) = wala(t), y(t), 2(1)
)

De este modo, si se integra wy (x(t),y(t), z(t)) con respecto a la variable z(t), se obtiene que:

[ a0 eydote) = [ | FEGHED L pa(r)] dote) = BGa(0),00). 600 + Flalo) + Hlo(0) 2(0) =
WA (a(0), (0),=(2)
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Al sacar la derivada parcial respecto a la variable y(t), se tiene que:

Wi (e(t), y(0), 2(t) _ O(z(t),y(1), 2(t) | Dfily(t), =(t))
dy(t) dy(t) dy(t)

Por la igualdad de la ultima expresion un parrafo arriba, se obtiene que

Af1(y(t), 2(1))
dy(t)

De modo que al integrar esta nueva expresién respecto a la variable y(¢) se obtiene finalmente que

= un(a). ), (0)) = A gy 0)

=g(y(t))

Nily(t),2(t) = G(y(t)) + fa(2(t), 2(1)) (2.60)
Si a la ecuacién se le sustituye en W1 (z(t), y(t), z(t)), se obtiene que
Wi(x(t),y(t), 2(t)) = H(z(t), y(t), 2(t)) + F(2(t) + fry(t), 2(t)) = H(x(t),y(t), 2(2) + F(x(t)) + G(y(t) + fa(z(t), 2(1))
Si se saca una derivada parcial respecto a la variable z(t), a la ltima expresién un pérrafo arriba, se obtiene que

OWi(x(t),y(t),2(t) _ OH(z(t),y(t),2(t)) | Of2(x(t), 2(t)) _ _ OH(z(t),y(t),2(t))
2(1) = 02(1) T w2 () = 22(1)

+h(z(1)

Por lo que, al igualar la tiltima expresiéon de arriba se obtiene que

Ofa(a(t), 2()) _
)

Asf que al integrarla con respecto a la variable z(t), se obtiene que
fa((t), 2(t)) = H(z(t)) + C
Si esto tltimo se sustituye en Wy (z(t), y(t), 2(t)), se tiene que
Wi (z(t), y(t), 2(t)) = H(x(t),y(t), 2(t))+ F (x(t))+ Gy (1)) + f2(x(t), () = H(x(t), y(t), 2(t))+F(x(t))+G(y(t)) +H (2(t))+C

De esta expresion algebraica, se nota que el término general que se puede tomar en cuenta en cada funcién obtenida es la
siguiente (se utilizan funciones polinomiales):

Pla(t) = Y aia' (1), Gu(®) = Y big'(t) y H:(0) = )iz (1)

n
=0 i=0

De este modo, las funciones derivadas serian las siguientes
fla(t) = i (1), g(y(t) = Y ibiy' () y h(2(8)) = D iesz' " (t)
i=0 i=0 i=0

Los cuales se eliminan al sacarle a la distribucion bivectorial nuevamente la derivada exterior adjunta por los términos
involucrados en las 1-formas. Finalmente, nuestro campo 3-vectorial quedaria como

T(z(t), y(t), 2(t)) = (H(z(t), y(t), 2(t)) + F(x(t)) + G(y(t)) + H(z(t)) + C)éx N éy N e

Lo que nos muestra esta construccion es que es posible agregar términos al trivector de tal modo que al sacar
(0T (x(t),y(t), 2(t))) = 0, eso significa que se mantiene cocerrada, entonces la correspondencia no puede ser tdnica, solo
se eligié un ejemplo béasico de construccién, debido a que es posible construir cosas ain mdas complejas y de manera mas
general.

Se estan trabajando las distribuciones en otros espacios distintos de los cartesianos, conocidos como espacios en p-formas,
esto es una generalizacién. Muchos de los atractores considerados extrafos que hay en R3, podrian no ser extrafios en los
espacios de las p-formas, no es una afirmacién, solo es una idea.

Otra aclaracion, es que en los espacios tridimensionales, tiene mucho sentido hablar de flujos en un espacio-fase, es comin
que se estudien los sistemas dindmicos con andlisis cualitativo de sistemas de ecuaciones diferenciales, y para ello se observe
la dindmica de los flujos, esto no sucede, en cambio, con los espacios en las p-formas, por lo que se utilizan propiedades
geométricas y no las dindmicas de los flujos, ya que no son faciles de visualizar y no existe software de “flujos bivectoriales’,
asi que hay que mostrarlo de manera algebraica y topolégica que los conjuntos limite si existen en las p-formas, solo que en
estos, pasa curiosamente un fenémeno geométrico, puesto que los conjuntos limites que se obtienen son mas de los que en un
plano se obtienen, es decir.

El ejemplo anterior nos mostré que ademas de los conjuntos limite que ya se conocen en sistemas dindmicos bidimensionales,
hay la posibilidad en las p-formas de que estos sean superficies.

Una pregunta que quedo es, jcémo se construye la variedad integral de la cual proviene la distribucion bivectorial o como se
sabe que una distribucidn bivectorial proviene de una variedad integral? En el primer ejemplo de esta seccién (2.2)) se nos
dio una variedad diferenciable en A3(R?), y a partir de ahf se encontré con la codiferencial un bivector en A%(R?) que funge
como el sistema de nuestra variedad dada, sin embargo, si se tiene una distribucion bivectorial, la pregunta es: jexistird una
variedad integral de la cual provenga?

Para responder se recurre a las nociones de las p-formas expuestas en ((1.2) y en , en la primera pregunta, a partir de la
definicién , si se cumple el tercer inciso entonces se dird que B(z(t), y(t), 2(t)) € A%(R?) es cocerrada cuando se le aplica
la codiferencial, al suceder esto, significa que existe T(z(t), y(t), 2(t)) € A3(R?) tal que B(z(t),y(t), 2(t)) = 0T (x(t),y(t), 2(t)),
lo que significa que B(z(t),y(t), 2(t)) proviene de una variedad integral Tx(t), y(t), z(t)). La respuesta a la primer pregunta
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es que toda 2-forma cocerrada es coezacta, esto siempre y cuando se considere que B(z(t), y(t), z(t)) estd definido sobre todo
R3 y este sistema sea contractible a un punto, es decir, que se cumple el Lema de Poincaré .

Aunque esto nos aclare de cierto modo el hecho de que se sepa que un bivector provenga de un trivector por el Lema de
Poincaré ([1.18)), esto no nos dice mucho acerca de la construccién de la 3-forma a partir de la 2-forma dada. Si se usa la
deﬁnicién a nuestro favor, y utilizando en especifico el pentltimo y ltimo incisos, entonces D = B(z(t), y(t), 2(t)),
M =N (R?) y A =T(x(t),y(t), 2(t)). Para hacer una construccién, se sabe que T(x(t),y(t), 2(t)) es una variedad integral
de B(z(t),y(t), 2(t)), se toma el sistema de bivectores de la ecuacién y a cada uno de estas entradas bivectoriales
se les asigna como una funcién normal de la siguiente manera

OH(z(t),y(t),2(t) ~  ~  OH(z(@),y(0),2(t) ~ ~  OH(x(t) y(t), 2(t))

Bla(t). (). (1) = T 6 p gy TGN 6 gy R DI 6 1
w1 (z(t),y(t),2(t)) wa (z(t),y(t),2(t)) ws(z(t),y(t),2(t))
Se asocia a cada bivector una funcién en tres variables, y estos son iguales a lo siguiente:
OH(z(t), y(t), 2(t)) _ OH(z(t), y(t), 2(t)) _
9 (t) = wi(2(t),y(t), 2(1)); ) = wa(x(t), y(t), 2(t))
O (x(t),y(t), 2(t))
8Z(t) - wg(x(t),y(t),z(t))

De este medo, si se integra wq(x(t),y(t), z(t)) con respecto a la variable x(¢), se obtiene que:

[ w00 epote) = [ | ZEGHED] o) w0000, 00) + 400, 5(0) = W o) (0. 2(0)
Al sacar la derivada parcial respecto a la variable y(t), se tiene que:

oW ((t), y(t), 2(t) _ OH(x(t),y(t),2(t) | 0f1(y(t), 2(t)) O (x (), y(t), 2(t))

= wa(x(t),y(t),2(t)) =

Ay(t) B dy(t) dy(t) Ay(t)
Por la igualdad de la ultima expresion un parrafo arriba, se obtiene que
PR, =) _
dy(t)
De modo que al integrar esta nueva expresion respecto a la variable y(t) se obtiene que
fily(t), 2(t) = C1 + fa(x(t), 2(1)) (2.61)

Si a la ecuacién ([2.61)) se le sustituye en Wi (x(t), y(t), 2(t)), se obtiene que
)

Wi (x(t), y(t), 2(t)) = H(xz(t), y(t), 2(t)) + fr(y(t), 2(t)) = H(x(t), y(t), 2(t)) + C1 + fa(z(t), (1))

Si se saca una derivada parcial respecto a la variable z(¢), a la dltima expresién un pdrrafo arriba, se obtiene que

OWi(x(t),y(t),2(t)) _ OH(z(t),y(t),2(t) | 9f2(x(t),2(t) _ OH(z(t),y(t), 2(t))
22(t) = 02(t) o we@®) (), 2(0) = 22(t)

Por lo que al igualar la ultima expresion de arriba se obtiene que

Ofa(x(t), 2(t))

RO

Asf que al integrarla con respecto a la variable z(t), se obtiene que
fa(a(t), 2(t)) = C2
Si esto tltimo se sustituye en Wi ((t), y(t), 2(t)), se tiene que
Wi(z(t), y(1), 2()) = H(z(t), y(t), 2(t)) + F(z(t)) + Gy(t) + fa(z(t), 2(t)) = H(z(t), y(t), 2(t)) + C1 + C2

Notese, finalmente que la constante no altera a las superficies de nivel, por lo que realmente nuestro sistema trivectorial
quedaria como

T(x(t), y(t), 2(t)) = H(x(t), y(t), 2(t))éx N éy Aex
A continuacion se presenta otro ejemplo donde se construye el conjunto limite de una distribucion bivectorial.

Ejemplo 2.6. Sea la siguiente distribucién bivectorial

B(x(t), y(t), 2(t)) = 32*(1)y(t)2* (t)ey A & + 2° (1) 2 (H)ex A + 22° (H)y () z(8)é A &y (2.62)
Se aplica la codiferencial a B(z(t),y(t), 2(t)), para obtener que
OB(z(t), y(1),2(t)) = *[Va(xB(x(t),y(t), 2(t)))]

= [T (32 OU(0 (06, A 6 + (0208 A 6 + 20 OY(O0E A 5)

= <[V BP0 06 + 50206 + 25 Oy(1):(0)8)

= *x[322(t)22(t)e, A€y + 622 (H)y(t)2(1)éx A € + 322(8) 22 (t)éx N €y + 223 (t)2(t)éx A &,
+622(t)y(t)z(t)éx A €, + 223 (t)z(t)é, A €]

— 4 [B22W)2 () - 32202 (1)é A éy + (62 (Dy(D)2(1) — 62 (y(t)2(0)E A &
(223(t)2(t) — 223(t)2(t))éy A €]

= 3[0]
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Como ocurre que 6B(z(t),y(t),z(t)) = 0 y es contractible a un punto, entonces eziste T(x(t),y(t),z(t)). tal que

B(x(t), y(t), 2(t)) = 0T (x(t), y(t), 2(t))-
Ahora se encuentra la 2-variedad integral asociada a la distribucién B(x(t), y(t), 2(t)), se prosigue a encontrarla con el
siguiente método

B(a(t),y(t), 2(8)) = 32 ()W) G A6+ 2P(0)2(1) & NG+ 2°()y(0)=(1) & A 6
~—_——— — ~—_————
wa (x(t),y(t),z(t)) wa(z(t),y(t),2(t)) wa(z(t),y(t),z(t))

Se asocia a cada bivector una funcion en tres variables, y estos son iguales a lo siguiente:

322(t)y()22(t) = wi(x(t),y(t), 2(1);  2°(H)2%(t) = wala(t),y(t),2(t) vy 22°(Oy(t)z(t) = ws(x(t), y(t), 2(1))

De este modo, si se integra la primera integral, se obtiene que

/wl(x(t),y(t),Z(t))dz(t) = /3$2(t)y(t)z2(t)dz(t) =2 ()y()2*(t) + f(y(1), 2(1)) = H(x(t), y(t), 2(t))
Al derivarlo con respecto a y(t), se obtiene que

w90 20) o (). 2(0)
(1) =0+ =5

Si esta ultima expresion arriba se iguala con wq(x(t),y(t),2(t)), se obtiene que

Por lo que, la expresion final obtenida es

Asi se obtiene f(y(t), z(t)) = C + g(x(t), 2(t)), que al sustituirlo en H(z(t),y(t), z(t)) se tiene que

H(z(t),y(t), 2(t) = 2 ()y()22(t) + f(y(1), 2(1)) = 2> (O)y(t)z*(t) + C + g(x(t), 2(1))
Se deriva parcialmente con respecto a la variable z(t), para obtener que

OH(x(t), y(t), (1)) 9g(x(t), z(1))

— 23y ()= (t) +

0z(t) 0z(t)
Que al igualarlo a w3 (x(t),y(t),2(t)) se obtiene el siguiente resultado
22%()y(0)2(0) + 2L — 931y 0):)

Lo que significa que

Que al integrarlo queda como

g(x(t), 2(t) = ¢

Al hacer todas las cadenas de sustituciones, se tiene finalmente que
H(z(t), y(t), 2(t) = 2°()y(t)2*(t) + K
Se puede afirmar que cuando H(z(t),y(t),2(t)) =% € R . o bien, T(z(t),y(t),2(t)) = Céx A éy A é; € A3(R3), entonces
1. T(x(t),y(t), 2(t)) define las superficies integrales de B(xz(t),y(t), z(t)).

2. Como xB(x(t),y(t), z(t)) es perpendicular a B(x(t),y(t), 2(t)), esto quiere decir que de la ecuacion
(VAT (), y(t), 2(1)))] - B(x(t), y(1), 2(t)) = 0
Ahora bien, recordando de la seccién que dada una funcién de Hamilton H(x(t),y(t)), entonces

dH(x(t),y(t)) _ OH(x(t),y(t)) .
dt B dx(t) &) +

OH(x(t),y(t))
dy(t)

donde B(xz(t),y(t)) = (&(t),9(t)), se sigue que T(x(t),y(t),z(t)) = Céx N €, N €. es una cantidad conservada para la
distribucién bivectorial .

Por el momento no se hardn los cdlculos de [V a(x T (x(t),y(¢), z(t)))] - B(x(¢),y(t), z(t)) = 0, es intuitivo de una manera
geométrica, pero algebraicamente no resulta sencillo, pues antes de hacerlos, se tienen que dar algunos teoremas y definiciones
que se necesitan para poder abordar con mayor detenimiento los cdlculos y probar que lo que se afirma en este trabajo es
verdadero.

Se bosqueja el conjunto limite de la distribucién bivectorial , para H(x(t),y(t), 2(t)) = 22(t)y(t)22(t) = €, el
cual, para nuestro caso resulté ser conservativo. Se toman para esto las constantes € = 1,—1 y respectivamente, que son
como las superficies de nivel que en este caso resultan ser los conjuntos limite de la ecuacion dependiendo de las
condiciones iniciales de nuestra distribucién bivectorial.

y(t) = (VH(z(t),y(1))) - X((t),y(t)) = 0
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Ndtese que en todos los casos para todas las constantes asignadas € estos parecen extenderse en todo el espacio tridimensional
con discontinuidades esenciales, pues son superficies separadas que representan la ecuacion algebraica de la ecuacion ,
pues se forman una especie de cuatro hiperboloides singulares y regulares que no estdn unidas entre si, como sdbanas
extendiéndose a lo largo de todo el espacio-fase tridimensional de la distribucién de la ecuacion y para cada
una hay una superficie de nivel, que son los conjuntos limite del sistema bivectorial .

(@) Hz(), y(®), 2(t) = € =1 (b) H(z(t), y(t), 2(t)) = € = —1

(c) H(xz(t), y(t), 2(t)) = € = 1, girado 45° grado en sentido levégiro (d) H(z(t), y(t), z(t)) = € = —é, girado 45° grado en sentido levégiro
respecto al eje Z y 15° en sentido antihorario al eje Y. respecto al eje Z y 15° en sentido antihorario al eje Y.

Figura 2.18. Figuras que representan las soluciones del sistema (2.62)) como superficies de nivel de la distribucién real
bivectorial.

Finalmente, la superficie integral o la variedad integral estd dada por la ecuacion:

T(x(t),y(t), 2(8)) = 2*(O)y(t)2* (t)éz A &y N (2.63)

Hubieron términos nuevos en el ejemplo, estos necesitan de definiciones, teoremas y proposiciones que deben de responder
algunas preguntas y generar un poco mas de avances. La primera idea que surge es lo del producto interior entre un univector
con un bivector, tal operacién es posible realizarla, no se abordé en el capitulo (1f), pero que surgié la idea, y se menciona
una nueva operacién que sirve para la generalizacién a k-vectores.

El producto interior de dos vectores x(t) y y(t) estd definido como x(t) -y(t) = ||x(¢)|[||y(¢)]| cos 8, de forma similar el producto
interior de dos k-vectores Ay y By estd definido como Ay, - By = || Ak|||| Bkl cos 8, donde 6 es el dngulo diedro formado por
los subespacios. Como se ve, el producto interior de dos k-vectores del mismo grado k da como resultado un escalar. Esto
no se cumple cuando los k-vectores tienen distinto grado. Por ejemplo el producto interior de un wvector ordinario v y un
bivector B da como resultado un wvector. Este producto interior es conocido como contraccion ya que el bivector se “contrae”
al transformarse en un vector. La contraccion estd definida como v-B = v - (v1 Avg) = (v-v1) Ave —v1 A (V- v2) cuyo
resultado es un vector. Mas precisamente, v - B es un vector que reside en el plano B y por lo tanto la contraccién es un tipo
de proyeccion donde el vector v es proyectado en el plano B. Una particularidad de la contraccion es que el vector resultante
(que reside en el plano del bivector) siempre es ortogonal al vector original (es decir, el vector v es ortogonal a su proyeccién
en el plano B), es decir, v - (v-B) =0.

La contraccion con k-vectores de mayores grados empieza a revelar su verdadera forma, por ejemplo, la contraccion del vector
vy el trivector T = v1 Ave Avg estéd definida como v+ (v Avg Avg) = (V-v1) Ave Avg — v A (V-v2) Avg +v1 Avg A (v-v3) cuyo
resultado es un bivector. El bivector resultante reside en el volumen T (es un subespacio de T) y es ortogonal al vector v. De
forma similar, la contraccidn de un bivector by Abe y el trivector T estd definida como (by Abe)-(t1 Ata Atg) = by - (ba- (t1 Ata Ats3)
el cual es un wvector que reside en T (es un subespacio de T) y es perpendicular al bivector by A ba.

Resumiendo, sean v un vector, B un bivector y T un trivector:
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v - B = vector ortogonal a v, subespacio de BB,
v - T = bivector ortogonal a v, subespacio de T,
B - T = wvector ortogonal a B, subespacio de T.

Por los ejemplos, en general, la contraccion (més precisamente, “contraccidn por la izquierda”) de un k-vector y un n-vector
donde n > k da como resultado un elemento de grado n — k que es perpendicular al k-vector.

Un uso de la contraccion es la dualizacion. En un espacio de n dimensiones la dualizacion es la operaciéon que relaciona
un k-vector con su vector dual (n - k)-vector. Por ejemplo en un plano tridimensional que pasa por el origen puede ser
representado por un bivector o por un vector normal al plano. Ambos son k-vectores (donde que k = 1 para la normaly k = 2
para el bivector) que representan a la misma entidad: el plano. En Algebm Geométrica una entidad (por ejemplo, un plano)
puede representarse de forma “directa”, es decir como un subespacio (por ejemplo, bivector) o de forma “dualizada” como
el subespacio complementario del subespacio directo (por ejemplo, la normal del plano). La dualizacién es simplemente la
contraccion de un k-vector con la reversa del pseudoescalar I, esta operacién da como resultado un elemento de gradon —k
que es perpendicular al k-vector. La dualizacion es denotada con un asterisco (x) en superindice, por ejemplo, el dual del
vector v es v* = v-I5 el cual es el bivector perpendicular al vectorv. Una conexién con el dlgebra vectorial es que la dualizacion
del producto exterior de dos vectores v1 y v2 es equivalente al “producto cruz’ de los vectores, es decir, (v1 Av2)* = v1 X va.
Por lo tanto el producto cruz es redundante en /flgebm Geométrica y por lo tanto no es de uso comun.

A continuacién, se mencionan algunas de las propiedades de la contraccion por la izquierda

Proposicion 2.5. Las siguientes propiedades para la contraccion se cumplen:
1.a-A=adA,VAEY, ya R,

.Aa=0,VAEY, ya€eR,

. (A+B)-C=A-C+B-C,VA, B, Ce%,,

.C-(A+B)=C-A+C -B,VA, B, Ce%,,

v N L

A - C, = (Ak,1 /\’U)~Cn ZAkfl-(’U-Cn), V Ag, A1, CrL €9, yv eV,

6.v-Co=) (- A A@G)A.Acy, VVEV, CpEY,.

=1

La proposicién (2.5) se encuentra en [Mauricio2014] no demostrado, pero con las propiedades que muestra de manera
particular, se puede demostrar la generalizacién de cada inciso. Se contextualiza el contexto de las contracciones en las
p-formas, por lo que se da la siguiente definicién.

Definicién 2.29. La contraccién de una p-forma diferencial w € AP(.#) por un campo vectorial X € X(.#) sobre
una variedad M es la forma ixw € AP~L(.#) definida por

iXoJ(Xl,...,prl) = W(X,Xl,...7Xp,1). (264)

Siendo X1, ..., Xp—1 campos sobre M. Si f € NO(M) = C>®(M), se defineixf=0.Siaec A (). La férmula se
simplifica en ixa = a(X) € C®(MH).

Algunos autores dicen que la contraccién ixw es un producto interior de X y w. Se escribe X w como sinénimo de
ixw, para marcar el contraste con el producto exterior o A w = e w.

La contraccion de tensores es una operacion que reduce el orden total de un tensor y el producto interno de dos tensores se
produce al contraer el producto exterior de los tensores (esto es, el producto interior estd contenido en las contracciones),
es, por decirlo de alguna manera, un caso particular de las contracciones tensoriales el producto interior tensorial. Las
contracciones de p-formas poseen ciertas propiedades que fungen como una derivaciéon y como un corchete de Lie que se
enunciaran a continuacion.

Proposicion 2.6. La contraccién es una derivacion, es decir, satisface las siguientes propiedades:
1oix(a+p) =ix(a) +ix(8),Va, B e A(A) y X € X(A),

ix(aa) =aix(a),VaeR, a € AP(H) y X € X(MA),

ixty(a) =ix(a) +iy(a), Va € AP(A) y X, Y € X(A),

iox(a) = aix(a),Va€R, a € AP(#) y X € X(M),

ix(aAp)=ix(@) A+ (=1)PaNix(B), Va e A(A), B N(A) y X c X(A), y X, Y € X(A),

i%=0,VXeX(),

Si f es una O-forma ix(f) =0,V X € X(A),

Si o es una 1-forma ix(a) = a(X), V X € X(A),

© RS & e

Lx =ixd+diy, VXE.’{(%),

~
S

Lxd =dL% :dixd, VXEe 36(///),
. Lxiy —iy Lx :’i[X7y], VX, Ye }:(%),
Lxix =ixLx,V X € X(A).

~ N
[NSEEEESN
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La proposicién se encuentra en ( |Andres2000], [Pascual] & [Varilly2014], p. 60, p. 139 y pp. 68 - 83) en el primero
no hay demostraciones, y en los otros dos hay demostraciones parciales, es decir, no demuestran todas las propiedades. Sin
embargo, es posible demostrarlos con las propiedades que se demuestran en los 1iltimos dos libros antes mencionados y con
las propiedades mencionadas para los corchetes de Lie v la derivada de Lie .

Estas propiedades salvo la quinta son triviales; la quinta se puede mostrar mediante induccién. En algunas exposiciones se
define ix como un operador iy : AP(.#) — AP~L(.#) que satisfacen las propiedades anteriores, y entonces se demuestra
que ix(a) es necesariamente la (p - 1)-forma que sobre (Xi,..., Xp_1) toma el valor (X, X1,...,Xp_1).

Existe otro término y es el de cantidad conservada, es un término en el contexto de la teoria de campos, e influenciada por su
formacién matemética en teoria de invariantes, Emmy Noether (1882 - 1935), propuso en 1915. Es en el contexto continuo
el analogo a las coordenadas ciclicas y cantidades conservadas en Mecanica.

Se utilizara un principio que se utiliza mucho en esta tesis, consistente en suponer ciertas condiciones generales que deben
cumplir las leyes fisicas. Este principio, llamado de covariancia o invarianza de forma, afirma que las leyes de la naturaleza
deben tener la misma forma en todos los sistemas de referencia equivalentes. Esta es la formulacién més general del principio
y en cada teoria el experimento nos dara el conjunto de sistemas de referencia que en efecto son equivalentes, que en general
estaran relacionados unos con otros por las transformaciones debidas a las simetrias del sistema.

Teorema 2.8 (Noether). A toda transformacidn continua de las coordenadas y/o los campos que deje invariante la accidn
en un volumen cuatridimensional le corresponde una corriente conservada j* en la evolucion que cumple D,j3* = 0.

En pocas palabras, expresa que cualquier simetria diferenciable, proveniente de un sistema fisico, tiene su correspondiente
ley de conservacién. El teorema se denomina asi por la matematica alemana Emmy Noether, que lo formulé en 1915. Ademas
de permitir aplicaciones fisicas précticas, este teorema constituye una explicacién de por qué existen leyes de conservacion
y magnitudes fisicas que no cambian a lo largo de la evolucién temporal de un sistema fisico. La demostracion puede verse
en el libro ( [Carlos|, pp. 39 - 41), el cual estd bien demostrado y con varios ejemplos. Este justifica lo que es una cantidad
conservada de manera general.

Se probard este siguiente teorema en el campo de las p-formas, que es suficiente para justificar las cantidades conservadas.

Teorema 2.9. 5i T(z(t),y(t), z(t)) € A3(R?) es la cantidad conservada para la distribucién B(z(t),y(t), 2(t)) € A%(R3),
entonces se cumple la siguiente formula:

VAT (), y(t), 2(1))] - B(x(t), y(1), 2(t)) = 0 (2.65)
Demostracion. Sea T(z(t),y(t), z(t)) = H(z(t),y(t), 2(t))éx A &, A €, € A3(R3), entonces

[VAGT(x(t),y(t),2()] = [VaGH(x(t),y(t), 2(t))éx A éy Aez)]
9B (). (00
IR (1) (1) (1)) | P((t),y(0),2(0) - IB((0) (), 2(0)
Ox(t) Co dy(t) Y 0z(t) ?

Se utiliza una notacion méas compacta, para operar algebraicamente, asi que la férmula queda como

[VAGT((t), y(t), 2(1)] = Hyr) (2(2), y(t), 2(t))éa + Hy ) (2(£), y(t), 2(t))éy + Hary (x(t), y(t), 2(1))€2 (2.66)

Se obtiene B(z(t), y(t), z(t)) € A%2(R?), por lo que se hace 6T (z(t),y(t), z(t))), de manera que al utilizar la ecuacién (2.66)
en la codiferencial, se obtiene que

0T (x(t),y(t),2(t)) = OH(z(t),y(t),2(t))éx Néy Né
= #[VAGH(z(t),y(t), 2(t)) €z N €y A€
= xHag (2(t), y(1), 2(8)) e + Hyg) (2(1), y(1), 2(8)) ey + Hary (2(2), y(8), 2(2)) e

= Ho(2(t),y(1), 2(t)éy A ez — Hy (2(1),y(t), 2(1)) €z A € + Hay (2(8), y(t), 2(8)) €z A &y
= B(z(t),y(1),2(t))

Por lo que, nuestra ecuacién final nos queda como

B(x(t),y(t), 2(t)) = Ho) (x(t), y(t), 2(t))éy A € — Hywy (2(2), y(1), 2(t))€x A €z + Hoy (2(2), y(t), 2(8))ea Ay (2.67)
Al hacer la contraccién o el producto escalar entre la ecuacién (2.66]) y la ecuacién (2.67)), se observa que:
[V (* Tizssl - Besa (Hyyée + Hyméy +Hopez) - (Hypéy A ez — Hygyée A ez +H ez Aéy)

(Hyyéz) - Hywyéy Aéz) — (Hypyéz) - (Hymyéar Aéz) + (Hypyér) - (Hogyéx A &y)

(Hyy€y) - (Ho@yy A ez) — (Hywyéy) - (Hypyéa Aez) + (Hypyéy) - (Hawyéa A éy)

(H.pyez) - (Heyéy Aez) — (Hyppez) - (Hypyéa A ez) + (Hypyez) - (Hopyéa A éy)
= Hi(t)é; : (ey A 62) - z(t) y(t)ez : (eac A é\z) + Hz(t)IHz(t)é; : (é; A e/;/)

Hy ) He( €y - (6 N &) = Hyy €y - (6 N &) + HyHo ey - (6 A &)

H,yHe@s - (6 A &) — HoHywyes - (G A &)+ HE és - (6 A &)
Ya se llegd en la parte donde se hace el producto interior entre una 1-forma y una 2-forma, ahora se necesitan las
propiedades de las contracciones, proposiciones (2.5) y (2.6), hay que recordar que R?® es una geometria ortogonal, esto
quiere decir que la base que forman nuestro espacio tridimensional es ortonormal, y A%(R?) es también ortogonal, ya que

las bases anticonmutan, requisito para tener una geometria ortogonal, con eso y las propiedades de la proposicién ([2.5))
se hacen las siguientes operaciones.
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G (GAE) = (G-G)NE — G A(G-6) =0
G (BhE) = (G GNE -GG &) =6
G GG =G aING -G AG-6) =6
G (G NE) = (6 G)AE — NG &) =6
b (G AE) = (6 @) NG — G A (G- 6) =0
G (GAG) =6 GING—GNE 6)=—6
G GAE) = (6 G)NE—G A E-6) =6
G (GAE)=(6-GINE -G A6 &) =—6
& GG = (@ GING -G A 6) =0

Sustituyendo todos estos vectores en las correspondientes contracciones se tiene que

H? (& - (6 A &) — Hywy By & - (6 A &) + HoHo &, - (6 A 6)

Hy () Ha(n) 6y - (6 A €)= Hy) 6 - (G A ) + Hy o€y - (62 A 6)

H.yHyés - (6 A &) — HonHywyes - (6 A &) +HZ (6 - (6 A &)

—Ha iy Hy )& + HayHay €y + Hyy Hay €z — By He)€e — HayHagyéy + Ha By éa
0

[V A (* Tezza)] - Bzen

Esto nos muestra que la ecuacién (2.65)) se cumple, y por tanto, se tiene el teorema. O

Con el teorema va se puede hablar de que existen cantidades conservadas, y propiamente de distribuciones bivectoriales
que tienen conjuntos limites. En esta seccién hay que darse cuenta que en todo caso si se han obtenido conjuntos
limites, sin embargo, jtodavia no se habla de 2-ciclos limite!, en los ejemplos v (2.6) se presentaron distribuciones y sus
correspondientes variedades integrales, en los dibujos se ve que estos dividen al espacio en mas de dos conjuntos conexos, una
de las caracteristicas para obtener 2-ciclos limite es la de tener una variedad integral regular simple por ramas de tal manera
que solo existan dos conjuntos conexos, el interior y el exterior.

Esto involucra dos conceptos matemaéticos, el primero es el teorema de separacion de Jordan-Brouwer- Wilder el cual habla
acerca de variedades integrales regulares simples y el segundo de la caracteristica de Euler que tiene que ver, a su vez, con el
teorema de Gauss-Bonnet, estan relacionados, estos dos términos nos definiran el tipo de variedades suaves conezxas regulares
simples y sin asas que se necesitan para empezar a construir los 2-ciclos limite en las 3-formas \?(R?).

Si se considera la circunferencia S' = {(z(t),y(t)) € R? | 2%(t) +y>(t) = 1}, resulta que su complementario R? — S es la unién
disjunta de dos abiertos conezos A = {(z(t),y(t)) € R?|22(t) + y*(t) < 1} vy B = {(x(t),y(t)) € R? | 2%(t) + y2(t) > 1} con
frontera comtin A = 0B = S'. Se dird que la circunferencia separa el plano en dos componentes coneras. La componente
acotada se llama interior de S' y la no acotada exterior de S!'. Aunque basta emplear la ecuacién de la circunferencia para
saber si un punto p € R? — S! estd en el interior o en el exterior, también se puede utilizar el siguiente método: se dan
orientaciones positivas al plano y a la circunferencia, se fija una semirrecta transversa a la circunferencia que una el punto
p con el punto del infinito y se calcula el numero de interseccion algebraica de la semirrecta y la circunferencia, es decir, por
cada punto de interseccién, se suma un 1 o un —1 segiin que la orientacion determinada por la semirrecta y la circunferencia
sea positiva o negativa. Supdngase que las orientaciones elegidas son iguales y coinciden con la orientacion contraria a las
agujas del reloj. Si el ndmero de interseccion algebraica es igual a 1, el punto estd en el interior; si es 0, en el exterior [véase
figura ] El cambio de una de las orientaciones se traduce en un cambio de signo en el numero de interseccion algebraica.

Figura 2.19. Ejemplo que muestra un punto interior y otro punto exterior en la curva, con sus orientaciones y los cortes de la
recta transversal con la circunferencia. Nétese las intersecciones de la recta transversal con las curvas algebraicas
cerradas.

Existe otro método; se traza una semirrecta desde nuestro punto hasta que se esté seguro de que ya se esta en el exterior
de la curva. Esta semirrecta cortard a la curva en varios puntos. Se cuenta el nimero de puntos donde la semirrecta corta
transversalmente a la curta (los puntos de corte donde la semirrecta sea tangente a la curva no se cuenta). Entonces: Si ese
numero de puntos de corte es par, el punto esta en el exterior de la curva. Si ese nimero de puntos de corte es impar; el
punto estd en el interior de la curva. Con esto se determina el numero de interseccion algebraica.

Si se sustituye S* por un subespacio C' € R? homeomorfo a ', la afirmacién anterior resulta menos evidente (como se observa
en la figura , Suponiendo que C separa R? en dos componentes conezxas, el mismo procedimiento de antes nos permite
saber si un punto de R? — C est4 en el interior o en el exterior [véase la figura ] Ahora bien, el problema no esté ahi,
sino en la existencia misma de un interior y un exterior.
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Figura 2.20. Curva algebraica cerrada regular y simple en el plano bidimensional. Nétese que existe un interior y un exterior
marcados con puntitos azul y rojo respectivamente a la curva cerrada algebraica elegida. Imagen tomada de
https://pbs.twimg.com/media/DSybx_uWsAA2ph_. jpg:large.

Un subespacio C' € R? homeomorfo a St es la imagen de una curva continua 7y : [0,1] — R2, cerrada (es decir, los extremos
~(0) y v(1) coinciden) y simple (es decir, v es inyectiva). Identificando la curva cerrada simple ~ con su imagen C| se dird que
C es una curva de Jordan. La solucion a la cuestién planteada viene dada por el teorema de separacion de Jordan, que se le
suele atribuir a Camille Jordan como introductor de la nocién que lleva su nombre y como autor de Cours d’Analyse e I’Ecole
Polytechnique, en cuya tercera edicién de 1905 aparecié publicado este resultado (véase [Camillel882] y |[Camille1893]). Se
anadird el nombre de Arthur Schonflies, quien también publicé el mismo resultado en 1908 (véase [Arthurl908|), ya que,
aunque todas las demostraciones de la época son incompletas, la solucién actual del problema se basa en sus ideas.

Teorema 2.10. [separacion de Jordan-Brouwer] [Brouwer, 1912] Una n-esfera topolégica Y. separa a R"™! en dos
componentes conexas con frontera comin S™.

El teorema se encuentra en ( , p. 3) no demostrado, pero pone un referencia donde ese teorema es demostrado
por Brouwer. Se pueden encontrar demostraciones del teorema de Jordan-Brouwer, el esquema de la prueba es idéntica al de
Brouwer, pero se necesita utilizar técnicas homoldgicas en un punto, que en su momento parecié evidente a Brouwer. En el caso
de dimensién 2, no es necesario emplear estos métodos, pero hay que recurrir al grupo fundamental, otro invariante topolégico
de caracter algebraico, para simplificar la demostracién. El resultado de Brouwer conlleva una cuestién natural: Se sabe que
una curva de Jordan C' C S? bordea dos regiones compactas homeomorfas al disco D? y resulta natural preguntarnos si una
n-esfera topoldgica y, C S™ también bordea dos regiones compactas homeomorfas al disco D™. En 1924, J. W. Alexander,
publicé un contraejemplo, que hoy se conoce como esfera con cuernos de Alerander: se trata de una 2-esfera topoldgica
>~ contenida en R? [representada en la figura ] que bordea una region compacta homeomorfa al disco D?, pero cuyo
complementario en S* = R? U {oc} no es homeomorfo al disco.

Figura 2.21. La esfera cornuda de Alexander. Tomado de [Fernando2000|. Un caso patolégico que muestra la dificultad de
encontrar un interior y un exterior en R2.

Si se piensa en una superficie reqular S C R3, pero en lugar de utilizar dos pardmetros reales, se usa un ntimero arbitrario n
de tales parametros, se obtiene la nocién de hipersuperficie regulaﬂEl H C R™! que siempre se supondré coneza. La esfera

S" = {z € R"[||z]| = 2% + - + 23 =1}

y el elipsoide

27En matematicas, una hipersuperficie es una, variedad n-dimensional con n > 2, es decir, un objeto geométrico que generaliza la nocién de una
superficie bidimensional a dimensiones superiores, del mismo modo que el hiperplano generaliza la nocién de plano.


https://pbs.twimg.com/media/DSybx_uWsAA2ph_.jpg:large
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son dos ejemplos de hipersuperficies compactas difeomorfas entre si. Por el teorema de Jordan-Brouwer, se sabe que ambas
separan a R"™! en dos componentes conexas. Surge una nueva pregunta: jcualquier hipersuperficie compacta tiene esa
propiedad? La respuesta es una consecuencia del siguiente resultado de Elon Lima [véase |[Elon1987]]:

Teorema 2.11. Si H C R™*! es una hipersuperficie regular compacta, existe una funcion diferenciable f : R**! — R
tal que H = f=1(0) y en cada punto x € H el gradiente (Vf)(z) # 0.

El teorema se encuentra en ( [Fernando2000], p. 5) no demostrado, pero da una referencia en donde Elon Lima lo
demuestra. Se trata de un resultado conocido desde los inicios de la geometria diferencial moderna. La demostraciéon de Elon
Lima estd basada en una idea a la que se intentard sacar partido. Por ahora, se mostraran dos consecuencias del teorema.
En primer lugar, puesto que el gradiente V f es un campo de vectores normal a H que no se anula en ningin punto de H, se
tendra el siguiente resultado:

Teorema 2.12. Cualquier hipersuperficie regular compacta es orientable.

El teorema (2.12)) se encuentra en ( [Fernando2000], p. 5) no demostrado, pero en el mismo teorema (2.11)) Elon Lima lo
demuestra. La respuesta a la pregunta que se acab6 de plantear requerird una prueba més detallada:

Teorema 2.13 (teorema de separacién de Jordan-Brouwer-Wilder 1). [Wilder, 1949] Cualquier hipersuperficie regular
compacta H separa R"*! en dos componentes conexas con frontera comiin H.

El teorema se encuentra en ( |Fernando2000], pp. 5 - 6) demostrado. Hay demostraciones de este teorema en textos de
Geometria Algebraica y Topologia Algebraica, la denominacién que se ha dado a este teorema se debe a que se trata de un
caso particular de un resultado mucho més general de Raymond L. Wilder (véase |[Raymond1949]). En primer lugar, aunque
la condicion de regularidad es esencial en el resultado y el teorema de Lima, el teorema de separacion sigue siendo cierto si
las parametrizaciones locales de H son solo continuas:

Teorema 2.14 (teorema de separacién de Jordan-Brouwer-Wilder 2). [Wilder, 1949] Cualquier n-variedad topolégica
compacta .# embebida en R"T! separa R"*! en dos componentes conexas con frontera comiin M.

El teorema se encuentra en ( [Fernando2000], p. 6) no demostrado, pero da una referencia en la que el mismo Wilder
lo demuestra, y también da una referencia en donde Elon Lima lo demuestra. De hecho, el resultado de Wilder esté
formulado en el contexto mas general de las variedades topoldgicas generalizadas y es véalido para lo que hoy se conoce como
variedades de homologia. El teorema de separacion de Jordan-Brouwer- Wilder muestra que cualquier hipersuperficie compacta
H separa R™t! en dos componentes coneras. Se dird que R™H! es 2-separado por H.

Definicién 2.30. Una n-variedad topolégica .# embebida en R"1 o ST = R"*1 N {co} es localmente plana en un
punto x si existe un entorno U de x en R"™ y un homeomorfismo ¢ : U — R" x R tal que o(UN.#) = R" x {0}. En caso
contrario, se dice que x es un punto salvaje de ./ .

La esfera cornuda de Alexander es un ejemplo de esfera salvaje. De manera precisa, Y . contiene un conjunto de Cantor de
puntos salvajes. La nocién de n-subvariedad topoldgica localmente plana es la versién topoldgica de la nocién de hipersuperficie
reqular. En esta situacién, no nos puede sorprender que el teorema de Schénflies siga siendo véalido en cualquier dimensién:

Teorema 2.15 (teorema de Schonflies). [Mazur, 1959; Brown, 1960; Morse, 1960] Una n-esfera topolégica localmente
plana > C S"*! separa S"*! en dos componentes conexas A y B con frontera comin Y., cuyas clausuras A y B son
homeomorfas al disco D" mediante homeomorfismos que envian Y = dA = OB en S™ = oD 1.

El teorema se encuentra en ( [Fernando2000], p. 14) no demostrado, sin embargo, en la tesis [Maria2018| se encuentra
la demostracién y varias de su consecuencias. Puesto que el tipo de variedades que se van a utilizar son regulares, cerradas,
simples, conexas, contractibles a un punto, suaves y sin asas, se puede decir que los teoremas v son los que
sirven para los r-ciclos limite. Ahora se exploraran las ideas de la caracteristica de Euler y la teoria que hay detras y cémo
nos puede ayudar a la construccién de variedades.

Se necesita ahora, un bagaje matematico para entender la caracteristica de Euler, en la seccién , al final de la demostracion
del Lema de Poincaré , se traté un poco lo de las homotopias y las clases homotopicas a grosso modo, con esto en
mente, se inicia con lo del grado de una aplicacion, el objetivo principal es el estudio de las clases homotopicas de aplicaciones
entre dos variedades cerradas orientables Ay A de una misma dimensién n, particularmente cuando .# es una esfera.
Considérese una aplicacién suave f : N — A y sea yg € .4 un valor regular de f. Esto significa que la preimagen completa
del punto yo consta de un ntimero finito de puntos x1,...,x,, de la variedad .4"; ademas, si x;, son las coordenadas locales

- . Yo
en un entorno de x; e yp_, son las coordenadas locales en un entorno de ¥, entonces el jacobiano de la aplicacién det ( =<,
L
s
i =1,...,m, es distinto de cero. Dado que las variables 4" y .# son orientables, todos los jacobianos de los cambios de
coordenadas locales en la interseccién de los entornos coordenados son positivos.

Definicién 2.31. Se denomina grado de una aplicacién suave f : A4 — # de variedades conexas orientadas
cerradas con respecto a un valor regular yy € .# al nimero

Mo,
gr(f) = Z o det (%)7
f(@i)=yo s

donde x1, ..., ;ym son las preimdgenes de yo mediante f y o es la signatura. (Ndtese que la orientacién definida en A y
A determina univocamente los signos de los jacobianos de las aplicaciones en los puntos ;).

El grado tiene propiedades de invarianza.

Teorema 2.16. FEl grado de una aplicacion no depende de la eleccion del valor regular yo y mo cambia durante las
homotopias.
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El teorema ([2.16]) se encuentra en ( [Boris2012|, pp. 103- 104) demostrado. Se describirdn ahora generalizaciones destacadas
de la definicién de grado.

1. La generalizacion de nocién de grado de una aplicacién relativas entre variedades con borde se lleva a cabo de la siguiente
manera. Sea f : (A, 0N) — (M ,0.4) una aplicacion de esta clase entre dos variedades compactas con borde Ny M
que tienen una misma dimensién n. Dado que f pone en correspondencia el borde con el borde, la preimagen completa
de un punto regular interior yo € .# se encuentra totalmente en el interior de .4 y lo mismo se verifica también
para cualquier aplicacién relativamente homotdpica a f. Si se define andlogamente a la definiciéon se obtiene que
el grado definido no depende de la eleccién del valor regular g en el interior .#, entonces copiando el teorema [2.16]se
obtiene que el grado definido no depende de la eleccién del valor regular yg en el interior de .# y no cambia durante
las homotopias en esta clase de aplicaciones.

Los bordes 0.4y 0.4 son variedades cerradas orientadas de dimensién n — 1 (pues A"y .# son orientadas). Si se
supone que los bordes son conezos (en realidad esto no tiene mucha importancia) se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.17. Elgrado de la aplicacion del borde coincide con el grado de la aplicacion de la propia variedad: gr(f)|o.y =

gr(f)-
El teorema (2.17) se encuentra en ( [Boris2012], pp. 105- 106) demostrado.

2. La segunda ampliacién del concepto de grado de una aplicacion se refiere a la clase de las aplicaciones propias. La
definicién 2:31] y el teorema [2.16] se pueden mantener, sin cambios esenciales, para las homotopias propias.

3. El grado respecto a un valor reqular de una aplicacién f : A — .#, donde .# no es orientable, no estd bien definido,
pues los jacobianos pueden cambiar de signo. No obstante, el residuo mod2 esta bien definido para tales aplicaciones,
asi que se tomard este residuo como la definicién de grado de una aplicacion entre variedades no orientables.

Si la variedad A es una esfera n-dimensional S™, el grado de la aplicacién es un invariante homotdpico. Se verifica el siguiente
teorema.

Teorema 2.18. Dos aplicaciones suaves f,g : N —> S™ de una variedad .4/ orientada, cerrada n-dimensional son
homotépicas si y solo si sus grados coinciden.

El teorema se encuentra en ( [Boris2012], pp. 106 - 107) demostrado. Ahora se estudia el comportamiento bajo una
aplicacion f : A — A (de grado finito) de la integral de una p-forma de rango n definida en una variedad 4 cerrada
orientable n-dimensional. Sea f : .#° — .# una aplicacién suave de grado ¢ = gr(f) y sea w una p-forma de rango
n = dim(.#) = dim(.#") definida en .# que tiene por expresién ;(y)dy;, A --- A dy;, en un sistema de coordenadas local
(yi, ) del i-ésimo entorno coordenado en .. Por definicién (localmente)

£ = oi(f(2))daj, A Adaj, det (6yia )7

81']‘5
donde (x4;) son las coordenadas locales en .4", méds exactamente, en aquella parte de .#" que se pone en correspondencia

mediante la aplicacién f con la regién de coordenadas (yq, ).

Teorema 2.19. Para f: N — # y Q) que se acaba de definir se tiene

| ra=p [ o

El teorema (2.19) se encuentra en ( [Boris2012], pp. 111 - 112) demostrado. Se da la siguiente observacién acerca del teorema
2-19).

Observacion 2.3. El teorema es valido también en el caso no compacto si la aplicacion [ es propia y la forma 2 es
“finita” (tiene soporte compacto en M ), y en el caso cuando N y M son variedades con bordes (y f pone en correspondencia

ON con O ).

Se considera ahora un campo vectorial suave X(z(t)) = (X;(z(t))),s = 1,...,n, definido en cierta regién U de un espacio
euclideo n-dimensional R™ de coordenadas (x1(t),...,z,(t)). Supéngase que X( (t)) no se anula en dicha regién, entonces
z(t))

en U estd definido un campo de vectores unidad n(z(t)) = De esta forma queda definida la aplicacion esférica (o

X(z())

X@®)]

aplicacion de Gauss) f : U — S"~1 que a cada punto z(t) € U le pone en correspondencia el extremo del vector unidad
n(z(t)) con punto de aplicacién en el origen de coordenadas. Si H es una hipersuperficie cerrada arbitraria que estd contenida
completamente en U, entonces el grado de la aplicacién |f|g : H — S"~! se denomina grado del campo vectorial X (z(t))
en la hipersuperficie H.

Supdngase que la hipersuperficie H esta definida localmente en forma paramétrica

Xa(t) = Xa(z1(t), ..y xn_1(t),a=1,...,n
En la esfera S"~! C R™ (e incluso en toda la regién R™/{0}) estd definida la siguiente p-forma cerrada Q de rango n — 1

(forma de volumen en S"~1):

n
Z tyday A Adxg A+ Aday,
1=

XD =T o aer

(donde el signo Ci@ significa que esta diferencial ha sido omitida). El coeficiente de normalizacién v, se ha elegido a partir
de la condicién
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| axa) =1

A partir del teorema (2.19)) se deduce el siguiente teorema

Teorema 2.20. Para un campo vectorial arbitrario X(z(t)) y una hipersuperficie cerrada H el grado del campo X en

H es igual a/ 179, donde f es la aplicacién esférica de Gauss:
H

X(2(t) - Xa(e(t)
OXi(z(t)  OXale(t)
)

8961( 8301( )

1 1
gr(f) = gra(X(z(t))) = ,yfn/HWdet . ( " - ( . dzy A Adz, 1.

833“,1(1&) amn,l(t)

El teorema ([2.20]) se encuentra en ( [Boris2012], 112 - 114) demostrado de manera particular para n = 2, aunque da ideas
para la demostracion de la generalizacién. Este teorema se deduce de las definiciones de f*Q2 y de la forma 2. De interés es
el caso cuando el campo vectorial X(z(t)) es un campo unitario (X(z(¢)) = 1) dirigido ortogonalmente a la superficie S hacia
la parte exterior. Se sabe que la forma f*() tiene entonces por expresién

f*Q = Kdo = K /gdzy A--- Adw, 1,

donde K es la curvatura de Gauss de la hipersuperficie (definido como el producto de la curvaturas principales) y do =
V9dxi A---ANdxy, 1 es el elemento de volumen estandar generado por la métrica inducida en la superficie H por la inmersion
myectwﬂ de H en R™ con métrica euclidea. Se cumple el siguiente teorema.

Teorema 2.21. La integral de la curvatura K extendida a una superfice cerrada es igual al grado de la aplicacién
de Gauss de dicha superficie multiplicado por v, (el drea de la esfera unidad en el espacio n-dimensional).

El teorema (2.21]) se encuentra en ( [Boris2012], p. 114) demostrado, pero paginas atrds. Se calcula ahora el grado de la
aplicacion de Gauss.

Teorema 2.22. La paridad del niimero de puntos de autointersecciéon de una curva es contraria a la paridad del
grado de la aplicacién de Gauss f de y

El teorema ([2.22)) se encuentra en ( [Boris2012|, pp. 115 - 116) demostrado. Para el caso tridimensional, para el caso de una
superficie suave cerrada y orientada, el siguiente teorema se sigue

Teorema 2.23. Si ¢ una funcion altura definida en la superficie S cuyo valor en un punto P € S coincide con la coordenada
z de P, ¢(P) = z, entonces todos los puntos criticos de esta funcidn son regulares y el conjunto de los puntos criticos
coincide con la unién de dos preimdgenes: f~1(yo) N f=1(yg)-

El teorema ([2.23) se encuentra en ( [Boris2012|, p. 117) demostrado. Si se suman las contribuciones de todos los puntos con
sus signos correspondientes, se obtiene el teorema siguiente:

Teorema 2.24. Se cumple la siguiente igualdad
2gr(f) =) _(~1)*"),
Pj

donde las suma se extiende al conjunto de puntos criticos de la funcion altura p = z y donde o(P;) = 0 para aquellos puntos
criticos donde ¢ presenta minimos y mdzimos (donde oK = +1), y a(P1) = 1 para los puntos de silla (donde c K = —1).

El teorema ([2.24]) se encuentra en ( [Boris2012|, pp. 117 - 118) demostrado. Por los teoremas (2.22)), (2.23)) y (2.24]), se obtiene
el siguiente teorema.

Teorema 2.25 (teorema de Gauss-Bonnet). Toda superficie S con g asas dotada de una métrica riemanniana satisface
la formula

1

do=2-2
. RO’ g

El teorema se encuentra en ( [Boris2012|, p. 118) no demostrado, pero comenta un parrafo arriba del enunciado del
teorema que la demostracién se encuentra en el Corolario 37.4.3 Parte I mas adelante. Una superficie compacta como la esfera,
el toro, el bitoro, un disco con borde, etcétera. Surgen de deformar de forma continua un poliedro. Por ejemplo, si se deforma
un icosaedro hasta obtener una esfera las aristas se transformaran en curvas sobre la esfera, las caras serdn “tridangulos” y los
vértices seran puntos sobre las mismas. Asi la esfera quedard “triangulada”. Para definir la caracteristica de una superficie se
usaran estas triangulaciones realizando la férmula andloga x(S) = Tridngulos - Lados + Vértices =T — L + V. En realidad
las triangulaciones no deben ser hechas necesariamente con triangulos, sino con cualquier poligono, teniendo en cuenta que
dos poligonos solo compartan una arista como maximo, y que, si comparten un lado, solo compartan los dos vértices de ese
lado. Asf la generalizacion de la caracteristica de Euler para una superficie cerrada S es

x(S) = Poligonos - Lados + Puntos =P — L+ V

La caracteristica de Euler de superficies orientadas cerradas se relaciona con su género g, que es un numero que describe la
cantidad de «asas» que tiene la superficie. La relacion es dada por:

X(S)=2-2g (2.68)

Por ejemplo: El toro (la rosquilla) tiene una asa y por lo tanto x =2 —2g = 2 — 2 = 0. Se hace el siguiente ejemplo.

28Fn el apéndice se da el concepto de inmersion inyectiva en la definicién 1)
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Ejemplo 2.7. Supdngase que se tiene la distribucién bivectorial

i(t) = By(x(t),y(t), 2(t))
y(t) = Buo(x(t),y(t),2(1)) (2.69)
i(t) = Boy(z(t),y(t),2(1))

Donde B, (z(t),y(t),2(t)), B.z(x(t),y(t),z(t)) y Byy(z(t),y(t),z(t)) son polinomios. Si la ecuacion es una

distribucién bivectorial cocerrada. Dar un ejemplo explicito de cémo deben de ser By., B., y By de manera que
los conjuntos limites sean superficies cerradas entre otras de las posibilidades geométricas que existen.
Solucion. Se crea una familia de superficies algebraicas de la forma

H(x(t), y(t), 2(t)) = az®(t) 4+ by*(t) + c2°(t) + da®(t)y° () + ex?(t)22(t) + fyP ()22 (1) = € (2.70)

Donde a, b, ¢, d, e y f son constantes reales positivas.
Mediante una funcién (el operador estrella de Hodge), se puede corresponder un isomorfismo natural con su campo
trivectorial

T(x(t), y(t), 2(t)) = (az®(t) + by*(t) + c2*(t) + da® ()y* () + ea®(t)2°(t) + fy*(H)2° (1)) ex A&y N E (2.71)

A la funcion T(z(t),y(t), 2(t)) de la ecuacion se le aplica una codiferencial, para obtener las componentes de una
distribucién bivectorial para nuestro trivector

Ba(t), (1), 2(t) = ST((t),y(t), =(1))
= (VAT (t), (1), 5(1)
= [Tk (@2(0) + b2(1) + 22 (0) + A (O52(0) + ex?()22(0) + [P ()20 EE A G AE)
= % [Vaaz?(t) + by (t) + c22(t) + da?(t)y?(t) + ex?(t)22(t) + fy?(t)2%(t)]
= *[(2az(t) + 2dz(t)y*(t) + 2ex(t)2%(t))éx + (2by(t) + 2da? (£)y(t) + 2fy(t)2*(t))éy + (2¢2(t)
+2e2?(t)2(t) + 2y () 2(t) €]
= (2az(t) + 2dz(t)y*(t) + 2ex(t)22(t))éy A €5 — (2by(t) + 2dx®(t)y(t) + 2fy(t)2%(t))éx A €,

Si se usa la asignacién planteada de la ecuacion , se obtiene que

By, = 2az(t)+ 2dz(t)y*(t) + 2ex(t)23(t)
B.. = 2by(t)+2dx%(t)y(t) + 2fy(t)z>(t) (2.72)
By, = 2cz(t) + 2ex®(t)z(t) + 2fy*(t)2(¢)

Ahora se verd que 6X(x(t),y(t), z(t)) =0, con esto se mostraria que la distribucién bivectorial es conservativa

0B = *[Va(xB(x(t), y(t), 2(t)))]
= % [VA(x (2az(t) + 2dz(t)y*(t) + 2ex(t)22(t))éy A €5 — (2by(t) + 2dx? (t)y(t) + 2fy(t)2(t))éx N €,
= (2c2(t) + 2ea?(t)2(t) + 2fy*()2(t))éx A €]
= % [VA((2az(t) + 2dz(t)y*(t) + %e)x((t)sz(r]f €x + (2by(t) + 2dx>(t)y(t) + 2fy(t)22(t))é,
y*(t)z(t)é

= x[ddz(t)y(t)éy N €y + dex(t)z(t)e; N éy + ddx(t)y(t)és N €y +Afy(t)z(t)éx A é,

+4dex(t)z(t)e, N e, +4fy(t)z(t)e, A el

* ([)(4dx<t>y<t> — 4dz(t)y(t))en A €y + (dex(t)2(t) — dex(t)(t)éx A € + (Afy(t)2(t) — 4fy(H)2(1)é, A €]
=0

De esto, la ecuacion es una distribucién conservativa. A continuacion, se da un bosquejo de dos posibles conjuntos
limites para la familia de superficies algebraicas de la ecuacion [2.73, con a, b, ¢, d, e y [ constantes reales positivas y
variando la cantidad conservada € que representa las superficies de nivel que son los conjuntos limites del sistema
dindmico de la ecuacion[2.73

Para el primer ejemplo se toman las constantesa =b=c=d=e = f =1 y se varia la cantidad conservada ¢ =1, 4,
9 y 16, para obtener las siguientes superficies de nivel. Y para el sequndo ejemplo se toman las constantes a =1, b = 4,
c=9,d=2,e=4, f =6 y se varia la cantidad conservada ¢ =1, 4, 9 y 16.

Caso 1. Hy(x(t), y(t), 2(1)) = 22(1) + (1) + 22(1) + 2> (2 (1) + 22 () 22(1) + y*(D)2(t) = €

Se bosqueja el conjunto limite de la distribucién de la ecuacion [2.74 para T1(x(t),y(t), 2(t)) = (22(t) + y2(t) + 2%(t) +
22 (t)y2(t) + 22 (8)22(t) + y2(t)2%(t))éx N éy N €, = Céy N €y NE,, el cual es conservativo. Se toman para esto las constantes
% =1, 4, 9, 16 respectivamente, que son como las superficies de nivel que son los conjuntos limites de la ecuacion
dependiendo de las condiciones iniciales de nuestra distribucién bivectorial.

En todos los casos para todas las constantes asignadas € estos son superficies cerradas regulares simples en el espacio
tridimensional, pues son el tipo de conjuntos limites que nos piden como requisito de la ecuacion , notese que estas
son variedades deseadas, pues las superficies son suaves, requlares, simples y sin asas de la ecuacion y para cada
una hay una superficie de nivel, que son los conjuntos limites de la distribucién bivectorial , véase de la figura
que para cada cantidad conservada, las superficies cambian ligeramente de forma, pero todas son suaves, requlares,
simples y sin asas.

El teorema (@ también se cumple. Aqui todavia no se hardn los cdlculos explicitos de dicho teorema, sin embargo, se puede
notar de manera geométrica que el resultado es andlogo a observar que el producto punto (que en el caso general de los
tensores serian las contracciones o el producto interior generalizado para tensores) entre su bivector y la diferencial
exterior del dual de Hodge del trivector que puede ser visto como un “pseudoescalar” es igual a cero 1l-vector. Es
decir, geométricamente si hay una cantidad conservada para el bivector.
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(b) Hy(z(t), y(t), 2(t)) =€ =4

(a) Hy(=(t), y(t), 2(t)) =€ =1

& &

(d) Hy(z(t), y(¢), 2(t)) = € = 16

(e) Hy(z(t), y(t), 2(2)) =€ =9

Figura 2.22. Figuras que representan las soluciones como superficies de nivel de la distribucién bivectorial (2.72)), nétese en
este caso que todos estos representan superficies suaves regulares simples y sin asas, esto sera necesario mas
adelante para la construccién de 2-ciclos limite.

Ndtese que todas las superficies de las subfiguras (2.22d)), (2.22b), (2.22d) y (2.22d) son suaves, requlares, simples y sin asas,
por lo que estos dividen al plano en dos conjuntos conexos por ramas, uno es el interior de T que es acotado y el otro es
el exterior de T que no es acotado, entonces se tiene el teorema de Jordan-Brouwer-Wilder 2 , por otra parte, todas
estas superficies no tienen asas o huecos, por lo que su caracteristica de Fuler es x(S) =2—-2g=2-2(0)=2—-0=2.
Caso 2. Ha(z(t), y(t), 2(t)) = 22(t) + 4y%(t) + 922(¢) + 222 (t)y>(t) + 422(t)22(t) + 6y%(1)2%(t) = €

Se bosqueja el conjunto limite de la distribucién de la ecuacion[2.74, para Ta(x(t),y(t), () = (x2(t) + 4y (t) + 922(t) +
222 (t)y? () +4a? ()22 () +6y>(t)22(t))ex Ny A€, = €y Néy NEs, el cual es conservativo. Se toman para esto las constantes
€ =1, 4,9, 16 respectivamente, que son como las superficies de nivel que son los conjuntos limites de la ecuacion
dependiendo de las condiciones iniciales de nuestra distribucién bivectorial.

En todos los casos para todas las constantes asignadas € estos son superficies cerradas regulares simples y sin asas,
pues son el tipo de conjuntos limite que nos piden como requisito de la ecuacion , notese que estas son variedades
deseadas, para cada una hay una superficie de nivel, que son los conjuntos limite de la distribucion bivectorial
, véase de la figura que para cada cantidad conservada, las superficies cambian ligeramente de forma, pero
todas son suaves, regulares, simples y sin asas.

El teorema (@ también se cumple. Aqui todavia no se haran los cdlculos explicitos de dicho teorema, sin embargo, se puede
notar de manera geométrica que el resultado es andlogo a observar que el producto punto (que en el caso general de los
tensores serian las contracciones o el producto interior generalizado para tensores) entre su bivector y la diferencial
exterior del dual de Hodge del trivector que puede ser visto como un “pseudoescalar” es igual a cero 1l-vector. Es
decir, geométricamente si hay una cantidad conservada para el bivector.
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\ N\

(b) Ha(x(t), y(t), 2(¥)) = € =4

(2) Ha(=(t), y(t), 2(¥)) =€ =1

QW

(d) Ha(z(t), y(¢), 2(t)) = € = 16

(e) Hy(z(t), y(t), 2(t)) = € =9

Figura 2.23. Figuras que representan las soluciones como superficies de nivel de la distribucién bivectorial, nétese en este
caso que este representa una superficie cerrada, esto serd necesario mas adelante para la construcciéon de 2-ciclos
limite.

En ambos casos que las superficies son suaves, requlares, simples y sin asas, y se cumple el teorema de Jordan-Brouwer- Wilder
2[2.13} el teoremal[2.59y el teorema de Gauss-Bonnet (2.25), donde x(S) = 2. Ademds by (x(t), y(t), 2(t)), Bae(x(t),y(t), 2(t))
Y Bay(x(t),y(t), 2(t)) son polinomios como se pide en el problema.

Por dltimo, se pone H(x(t),y(t),2(t)) =€ = 16 en la figura pero rotandolo, para notar que arriba y abajo se forman
picos suaves.

Figura 2.24. El espacio-fase del sistema dindmico de la ecuacién

Finalmente, la solucién de los puntos criticos del sistema [2.74 en ambos casos es z(t) = 0 (cero vector). Se corrobora
igualando a cero la distribucién bivectorial, recordando que los ceros obtenidos son bivectoriales. Fsto significa en pocas
palabras que dichos conjuntos limites son superficies suaves cerradas regulares simples, encierran en su interior
puntos criticos bivectoriales que son también conjuntos limites, jEs una caracteristica principal que se necesita para
los 2-ciclos limite/.

Si se forman superficies suaves cerradas requlares simples y sin asas, estos encierran en su interior un punto critico bivectorial
de la distribucion bivectorial. Lo que indica la existencia de 2-ciclos limite, para esto hay que construir, al menos, un
ejemplo de distribucion cuya solucién sean los puntos criticos de una distribucion conservativa y que ademds se cumpla el
teorema , lo que mostraria con toda precisién la existencia de un 2-ciclo limite en la nueva distribucion y con esto
mostrar geométricamente la existencia de 2-ciclos limite.

Se examina ahora la aplicacién de Gauss en el entorno de un punto singular aislado de un campo vectorial. Sea X(z(t)) =
(X4)ieq1,....,ny un campo vectorial definido en el entorno de cierto punto zo del espacio R™. De acuerdo con la terminologfa
convencional, se dird que xg es un punto singular del campo X si X(zg) = 0; un punto singular ¢ se denomina un punto
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singular aislado, si en todos los deméas puntos pertenecientes a cierto entorno lo suficientemente pequeno del punto xg del
campo X no se anula; un punto singular £o se denomina no degenerado si

00X,
det <8xi(t) x_%) # 0.

Teorema 2.26. Un punto singular no degenerado es siempre aislado.

El teorema ([2.26)) se encuentra en ( [Boris2012], pp. 119) demostrado. Se denominan raices de un punto singular no degenerado

0
los valores propios A1, ...,A, de la matriz 2 ) .
(‘33@ (t) z=x0
Se llama indice de un punto singular no degenerado xo al signo
oX
o det < =0(A1,.- 5 An).
81‘,‘ (t) z=x0
: . : . . of L .
Si el campo vectorial X resulta ser el campo gradiente de una funcion f, es decir X, = raD)’ el indice de un punto singular
Tq

coincide con el signo del hessiano

X
odet( OXa

0211 i(xo
mmu4):”®%§%mmmu4):“”(%

donde i(zp) es igual al nimero de cuadrados negativos en la forma cuadrética d? f|z—s, reducida a su forma canénica.
Se considera una esfera Q. = S"~! con centro en un punto singular aislado xo y de radio lo suficientemente pequefio € > 0
de modo que el campo X no se anula en la esfera Q.. Se puede definir la aplicacion esférica de Gauss

fro : Qe — sn-1,

Definiciéon 2.32. Se denomina indice de un punto singular aislado zy de un campo vectorial X al grado de la
aplicacion de Gauss:

indg, (X) = gr(fa:o )-

Resulta que si el punto zg no es degenerado, esta definicién coincide con la anterior.

Teorema 2.27. Para un punto singular no degenerado ¢ de un campo vectorial X(z(t)) se tiene
0X
gdhd=oda<a :

El teorema ([2.27)) se encuentra en ( [Boris2012], p. 119 - 120) demostrado. Asi que por la definicién ([2.32)) y el teorema (2.27)),

0
para el caso n = 3, si el campo es un gradiente (Xi = (9];)), todo punto singular no degenerado es de uno de los tipos
z;
siguientes:
Tipo de singularidad Indice
Punto minimo local de f +1
Punto de silla de tipo 1 (la forma d?f tiene solo un cuadrado negativo) -1
Punto de silla de tipo 2 (la forma d?f tiene dos cuadrados negativos) +1
Punto méaximo local de f -1

Tabla 2.3. Puntos singulares no degenerados de f en el espacio tridimensional y sus indices respectivos.

La clasificacién de los puntos singulares no degenerados de un campo general no definido en una regién de R? es la siguiente
(todos los valores \; # 0; ndtese que o bien los tres autovalores son reales o bien uno es real y otros dos son complejos
conjugados):

Clasificacién de los puntos singulares no degenerados Indice
Punto singular de expulsién (“fuente”) (R(\;) > 0,i=1,2,3) +1
Punto de silla de tipo 1 (R(A\1) > 0, R(A2) > 0, A3 es real, A3 < 0) -1
Punto de silla de tipo 2 (A1 es real, A\; > 0, R(A2) <0, R(A3) <0) +1
Punto singular de absorcién (“sumidero”) (R(\;) <0,i=1,2,3) -1

Tabla 2.4. Clasificacién de punto singulares no degenerados de f en el espacio tridimensional y sus respectivos indices.

Se tienen clasificados todos los puntos criticos en el espacio tridimensional, siempre que los valores reales sean distintos de
cero. Los resultados que apoyan la topologia diferencial y el calculo en variedades son el teorema de la funcién implicita,
el teorema de la existencia para ecuaciones diferenciales ordinarias y el teorema de Frobenius. La definicién es la
requerida para empezar a hablar del teorema de Frobenius. Los puntos 4, 5 y 6 en la lista nos interesa. Que el corchete de
Lie sea involutivo no es mas que sea cerrado o que se queda en la misma distribucion y las variedades integrales no son mas
que las soluciones a las distribuciones que cumplen con ser cocerrados o més generalmente involutivas.
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Figura 2.25. Se muestra a continuacién en esta imagen lo que se llaman variedades locales integrables a modo de esquema
general. Imagen tomada de |[Ralph2012].

El teorema de Frébenius afirma que las dos condiciones en la definicién (2.28]) son equivalentes.
Teorema 2.28 (El teorema local de Frobenius). Una distribucion D de T.# es involutiva si y sdlo si es integrable.

El teorema (2.28)) se encuentra en ( [Ralph2012|, pp. 284 - 288) demostrado y con ejemplos. El teorema de Frébenius esté
intimamente conectado con el concepto global de foliaciones. Hablando en términos generales, las variedades integrales .4
se pueden unir para formar una familia de subvariedades “bien apiladas” que completan .#

Definicién 2.33. Sea .# una variedad y ® = {£4}aca una particion de A en conjuntos disjuntos conectados llamados
hojas. La particion ® se denomina foliacién si cada punto de A tiene un grdfico (U,p), ¢ : U — U xV' C E®F de
manera que para cada £, los componentes conectados (UNL£,)? de UNL, estin dados por o((UNL£,)?) = U’ x{cB}, donde
cB € F son constantes f para cada o € A y . Tales grdficos se denominan foliados (o distinguidos) por ®. La dimensién
(respectivamente, codimensién) de la foliacién @ es la dimension de E (respectivamente, F'). Ver figura

Vi

Figura 2.26. Grafico para una foliacién. Imagen tomada de |[Ralph2012].

Cada hoja £, es una subvariedad sumergida conectada. En general, esta inmersién no es una incrustacién; es decir, la
topologfa inducida en £, de .# no necesariamente coincide con la topologia de £, (la hoja £, puede acumularse sobre si
misma, por ejemplo). Los graficos foliados inducen una estructura diferenciablﬁ en £, de la siguiente manera. Si (U, Phi),
O:U —UxV CE®F esun gréfico foliado en .#,y x : E® F — F es la proyeccién candnica, entonces x o ® estd
restringido a (U N £,)? define un gréfico en £,

Teorema 2.29. Sea # una variedad y sea ® = {£,}aca una foliacion en A . El conjunto

T(%7 q)) = UaeA Umei’a Tm"Ea

es una distribucidn de T4 llamado el haz tangente a la foliacién. El haz cociente, denotado por (@) = T.H# |T (M, D),
es llamado el haz normal a la foliacion ®. Los elementos de T(.# ,®) son llamados vectores tangentes a la foliacién
.

El teorema (2.29) se encuentra en ( [Ralph2012], pp. 288 - 289) demostrado. Ahora se da el teorema global de Frobenius

Teorema 2.30 (teorema Global de Frobenius). Sea E una distribucion de T.# . Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. Hay una foliacion ® en A tal que E =T (M ,P),

29En el apéndice A se da el concepto de estructura diferenciable en la definicién
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2. E es integrable,

3. FE es involutivo.

El teorema (2.30) se encuentra en ( [Ralph2012], p. 289) demostrado.

Definicién 2.34. Se dice que A wuna distribucién de dimension k es involutiva si para cada base local
{21(t), 2(t), ..., 2k (t)} existen funciones cf; tales que

[s(t), 2 ()] = i, (t) 1<i,j<k.

Se ha empleado el convenio de suma de Einstein y se debe sobreentender un sumatorio en 1 <r <k.

Existe una condicién topolégica global que deben satisfacer las distribuciones integrables que fue descubierta por Bott
[1970] [Raoull1970]. El resultado, llamado el teorema de la desaparicion de Bott, puede encontrarse, junto con los resultados
relacionados, en Lawson [1977] [Lawson1977].

Las hojas de una foliacion se caracterizan por la siguiente propiedad.

Teorema 2.31. Sea ® una foliacién en .#. Entonces x e y estin en la misma hoja si y solo si x ey se encuentran en la
misma curva integral de un campo vectorial X definido en un conjunto abierto en A y que es tangente a la foliacién ©.

El teorema ([2.31) se encuentra en ( [Ralph2012|, pp. 289 - 290) demostrado. Ya se tienen todos los elementos para construir
2-ciclos limite. Para esto, se toma una distribucion bivectorial.

a(t) = fi(@(t),y(t),2(t))
y(t) = fa(z(t),y(t), 2(t)) (2.73)
1) = fax(t),y(t),2())

Cuyo sistema de la ecuacién posee puntos criticos, y si la variedad integral T(x(t),y(t), 2(t)) de la distribucion
es una superficie cerrada regular simple, entonces es posible construir una distribucion real bivectorial, suficientemente
diferenciable y continua, polinomial, lineal o no lineal y no cocerrada que tenga los mismos puntos criticos de (2.73) y
que ademds posea como conjunto limite un 2-ciclo limite, del siguiente modo.

#(t) = fil@t),y(t),2(8) = [[E@0),y(0), 2(8)) = €) fa(2(t), y(1), 2()) fa((t), y(2), (1))

=1

g(t) = fela(t),y(t), 2(8) + [ [ (), y(0), 2(8)) =€) fr(@(t), y(1), 2(8)) fa((t), y (1), (1)) (2.74)

i=1

—-

Il
-

) = fe(@(t),y(t), (1)) — | [(H(x(t),y(t), 2(t)) = G) fr(@(h), y(£), 2(8)) f2(2(2), y(2), 2(£))

K2

Si se calculan los puntos criticos de la ecuacién (12.74)), entonces se deben de cumplir las siguientes ecuaciones,

0 = fula(t),y(t),2(t)) = [J(E@(®), y(8), (1) = ) fala(t), y(t), 2(1) fa(x(2), y(t), 2(1))
i=1

0 = fz(x(t),y(t)’Z(t))+H(H($(t),y(t)’2(t))—ﬁ)ﬁ(ﬂv(t%y(t)’Z(t))fs(w(t),y(t)vz(t))

de donde se obtiene el siguiente resultado

file@),y),2(8) = [TE@©0),y(0), 2(t)) = ) fala(t), y(t), 2(8)) fa(x (1), y (1), 2(1))
fala(®),y(0).2(1) = =@, y(0), 2(8)) =€) (@), y(1), 2(8)) fa((t), y(2), (1))
i=1

Fala(®),y(),2(8) = [TE@©0),y(1), 2(t)) = ) fi(@(t), y(t), (1)) fa (2 (1), y (1), 2(1))

Esto implica inmediatamente que

fa(a(t), y(t), (1)) = —(H(]H(x(t),y(t),z(t))—%)) Fa((t), (), 2() £3 (x(1), y (1), 2(2))

fs(@(t),y(t), 2(1)) = (H(H(ﬂf(t%y(t%z(t))—(@)) 3 (@), y(t), 2(1)) fa(x(t), y(t), 2(t))

Por lo tanto, se ve que
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n 2
L (H(H(x(t>7y(t>,z(t>>%>> IHEORTOE)

n 2
L = (H(H(x(t),y(t)w(t))‘é)) 3 (@ (t),y(1), (1))

Al calcular las raices de fo(x(t),y(t), 2(t)) v f3(x(t),y(t), 2(t)), se obtiene el siguiente resultado:
ti | — - R CONTORO)
(H(]H(x(t)vy(t), 2(t)) = %))
i=1
| — 1 ;= By, =()
(H(]H(a?(t%y(t)a z(t) - ‘é))

Los puntos criticos calculados en la ecuacién (2.74)) son complejos; puesto que H(H(m(t), y(t),2(t))—%;) e R,Vie {1,...,n},

esto implica que los unicos puntos criticos de la distribucion de la ecuacién (2.74) son los mismos que los de la ecuacién
(2.73), pero ademds, la ecuacién (2.74) cuenta con otros conjuntos limite a los que se les denomina como 2-ciclos limite. Que
n

son cada uno de los H(H(x(t),y(t),z(t)) - %) eR, Vie{l,...,n}.

i=1
Estos son distribuciones bivectoriales y se ponen en forma de las ecuaciones (2.74]) para entender la idea detrds de la
construccién. Si finalmente se sustituyen las formulas de la ecuacion [2.52] se tiene que.

i) = GH(w(gﬁg),Z(t)) - [[®Ew), y(t)’z(t))%)8151@(2;/1(/;;),2(15)) 3H(x(t(;;z(/t(;f),z(t))
i) = 61}1(96(2;/%))740) +H(H(m(t)’y(t),z(t))_(@81}1(:6(2;:%(;),2(15))OH(w(tg,Zzgt()t),Z(t)) (2.75)
) = aH(m(ta),Zzét()t),z(t)) H(H(x(t)’y(t)’z(t))%)8151(%(1?8);3?;;),2(15)) am(x(ggﬁg),z(ﬂ)

Los mismos resultados que se obtuvieron con la ecuacion (2.75|) para los 2-ciclos limite, pueden ser obtenidos con las siguientes
construcciones:

o) = G0 f[l(]H(x(t% y(0) 2(0) — o) P00 20) PR 0. 20)
o - MO0 f[l(ﬂ(x(t)’ 10,2 — ) P90, 200) )10 20) 216
sy - OO0 f[l(]H(x(t% y(0) (1) — o) PR 0 20) ORE 0. 20)
o) = G0 f[l(m(xax y(6).5(0) i) P ) SR . 200
iy = 0.0 :1(]}1(9:@’ 10,20 - ) P90, 200) )10 20) -
sy - OO0 f[lm(x(w, R e e T
Otras posibles generalizaciones que cumplen con tal criterio son las siguientes

B0 = a(e0.(0),2(0) 7O f[l(ﬂ(ww R e

I ﬁ(ﬂ(x(tx y(t), () - ) PO ZN CREO D) (5.7

H) = ga(elt),y), =) ED VO, 20) f[lm(m(w yl0) 2(0) — i) P 2(0) SR 20

Donde g1 (x(t),y(t), 2(¢)), g2(x(t),y(t), 2(t)) v g3(x(t),y(¢), 2(t)) son funciones polinémicas adecuadas. Las otras dos posibles
generalizaciones son las ecuaciones (2.76]) y (2.77)) en su parte cocerrada por una funcién polinémica adecuada.
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30 = (o000, 20) IO T (0, y(0). 560)) — 6 P b 20 O 4020
i) = aol0)p(0), () ZEGLOEO) | TT 0G0, 500, 2(0) — ) P VOO RGO (5 7

o) = an(e0.000),20) 70O T (0, p(0) 60)) — e 2020 O 41020
i) = aa(e(®,(0,20) GO T w1000 y(0) 5(0) - 16y VDOV IO OO) (5 g
) = anla(0).9(0),20) TP IEO) L TT (). 1), 2(0) — o) P 20 ORL . (00

Se demuestra que todos cumplen con tener 2-ciclos limite utilizando el teorema (2.9)), otras generalizaciones a 2-ciclos
limite estan dadas por las siguientes férmulas generales.

n

i) = P TG0, (0. 2(0) ~ G al0) 9(0). 2(0)
i) = PR T wGo(0), (0. 2(0) - Efaalt) v(0)2(0) (251
) = PRI TG00, 000, 2(0) ~ Efaalt) (1) 2(0)

i=1

Donde 61 (x(t),y(t), 2(t)), O2(x(t),y(t), 2(t)) v Os(x(t),y(t), 2(t)) son polinomios adecuados que respetan todas las hipGtesis
para crear 2-ciclos limite. Asi mismo, y con la misma légica, uno puede generar los siguientes sistemas generales

) = P —ﬁ<ﬁ<m<t>,y<t>,z<t>>—%>el<x<t>,y<t>7z<t»
i = 3““2’;(’?’2“”+f[1<ﬂ<x<t>7y<t>,z<t>>—%)%(z(t%y(t»z(t» (2.82)
) = aﬁ(x(tgjff)’z“”+f[l<ﬂ<x<t>,y<t>,z<t>>%)%(m(t%y(t),z(t»
) = PR —Q(H(ac(o,ya),z(t))—wl(x(t),y(t),za))
i = 3H<w<g;g§§>’z“>>+§<m<x<t>,y<t>,z<t>>%>eg<z<w,y<t>,z<t» (2.83)
o = POV ZO) Tl nG(0,400, 20) - 6050000, (0). ()

i=1

Y de éstos, se pueden obtener més generalizaciones de la siguiente manera.

HO = a0, 20) I TTH0.00.20) - e 00.20) @89
S0 = ala(t(0),20) G TTHG0.5(0,2(0) = €)0a(a(0).5(0), ()

Donde g1 (z(t), y(t), 2(t)), g2(x(t), y(t), 2(t)) y g3(x(t), y(¢), 2(t)) son polinomios adecuados con todas las hipdtesis para formar
2-ciclos limite. Y las demas generalizaciones estarian dadas por
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ota0),(0),2(0) LD ZOL L TTw(a(0), 400, 20)) — 6)00(2(0), 100, 2()
o (00, 20) I T (000,500, 2(0) ~ )fato(t) 000, 2(0)
ot (00, 2(0) D) T (w0(0), 500, 2(0) ~ 08 o(0) 000, 2(0)

O (M) (021 _ TT(H(a(t),y(1). 2(8)) — )0a(a (1), y(0). 2(2)

i=1

7

(2.85)

(2.86)

No son las tnicas formas de generar 2-ciclos limite y hay por lo menos otras 9 maneras de generalizarlos. Se pone un ejemplo
de manera detallada e ilustrativa, para entender las ideas principales que se presentaron parrafos arriba.

Ejemplo 2.8. Sea el siguiente trivector dado por

T(a(t), y(1), 2(1) = (((t) = 1) + (y(t) = 1)* + (2(t) = ))& A &y N é

Figura 2.27. Variedad integral que representa a la ecuacién (2.87).

(2.87)

Este representa nuestra cantidad conservada, al calcular la codiferencial de la ecuacion se obtiene lo siguiente

0T (z(t),y(t), 2(t)) =

[V (< (), y(0), 2(1)))] o
= *[Va((z(t) = 1)> + (y(t) = 1)* + (2(t) — 1)? = )&z Aéy N é2)]
= #[Va((z(t) = D* + (y(t) = 1)* + (2(t) — 1)* = 1)]
= #[2(z(t) — Déz +2(y(t) — 1)y +2(2(t) — 1)ez]
= 22(t) —1)E, AE, — 2y(t) — 1)és A6 + 2(2(t) — 1)Es A 6

= B(z(t),y(1),2(1))

De esta manera, se tiene la distribucién bivectorial dada por la siguiente formula

B(x(t), y(t), 2(£)) = 2(x(t) — 1)&, A& — 2(y(t) — 1)é A&, + 2(2(t) — 1)é A&,

Para ver que es conservativa, se calcula nuevamente la codiferencial.

0B (x(t),y(t), z(t))

Esto prueba que es cocerrada, al igualar a cero bivector, el inico punto critico del bivector es

=+ [VAGB(z(t),y(t), 2(t)))]

= x[Va(x2(z(t) —1)ey Néx —2(y(t) — 1)eg ANe +2(2(t) — 1)eg A €y)]
= *([)V/\2(:v(t e, +2(y(t) — 1)é, + 2(2(t) — 1)€;]

=0

(2.88)

(x(), y(t), 2(t)) =

(1,1,1) = zo, el cual es un punto singular aislado. Ahora bien, puesto que todas las hipdtesis se cumplen, es posible
construir otra distribucién real bivectorial no conservativa de la siguiente manera.
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B(x(t),y(t), 2(t))

= R2(() — 1) = 4((2(t) — 12 + (y(t) — )2 + (2(8) = 1) — D(y(t) — V(=) - ]G A&
= H20(0) — 1)+ 4((@(t) — D2+ (y(t) — 12 + (2() — 1)? — )(e(t) — D(=() ~ D] A6
= 20(0) — 1) — 4((2() — D2+ (y(t) — D2 + (=(0) — )2 - D(a(t) - Diy(t) - V]G A G,

78

Se puede comprobar que la ecuacion posee Unicamente un punto singular aislado dado por o = (1,1,1). Para
comprobar que en efecto posee un 2-ciclo limite se hace el producto escalar siguiente

VA T(a(t), y(t), (1) ez - Bl (1), y(t), 2(t) =

2(2(t) — 1)ew + 2(y(t)
{12(z(t) = 1) — 4((=(?)
F2(y(1) — 1) + 4((=(t)
+2(2(8) = 1) — 4((=(1)

Yy
+

2(t) — Dé)-

(y(®) —1)% + (2(t) — 1)> = )(y(t) — D(=(t) — 1)]

2+ (y(e)
24 (y(t

- 1)2 + (2(t) = 1)2 = D((t) — 1)(2(t) — 1)

) = 1?4 (2(t) = 1)% = () = D(y(t) — 1)

5 NG
16 A e
Jex A éy

H(z(t),y(t), 2(t)) = (x(t) = 1)? + (y(t) —1)> + (2(t) = 1)* =1 =€, es decir, (z(t) — 1) + (y(t) —1)* + (2(t) = 1) =1 =0,
si a la esfera con centro en g y radio 1 se le pone simplemente como S, se tiene que

VA T((t), y(1), 2(1)Jemm - B(2(1),y(8), 2(D)emm = [2(2(8) — 1&g + 2(y(t) — 1)éy + 2(2(t) — 1)é;]

{l2(2(t) = 1) = 4S(y(t) — 1)(2(t) — Dley A ez
+2(y(1) — 1) +45(2(t) — 1)(=(t) — D]e: Aéw
+[2(2(8) — 1) = 45(2(t) — 1)(y(t) — D]éx A éy}

= [4x(t) = 1)* = 8S(x(t) = 1)(y(t) — D(2(t) — D]és - (6, A )
HA(z(t) = D(y(t) — 1) +8S(x(t) — 1)*(2(t) - 1)]éx - (€2 A éa)
+HA(x(t) = 1)(2(t) = 1) = 8S(x(t) — D*(y(t) — D]éx - (€2 A &)
+H4(z(t) = D(y(t) — 1) — 8S(y(t) — 1)°(=(t) — D)]éy - (€ A €2)
+HA((t) = 1)* +8S(x(t) — D(y(t) — D(=(t) = 1)]éy - (€2 A &)
+HA((E) = 1)(2(t) = 1) = 8S(x(t) — D)(y(t) — 1)%]éy - (&2 A €y)
+HA(x(t) — 1)(=(t) — 1) = 8S(y(t) — 1)(2(t) — 1)%]éx - (6, A €2)
+HA(y(t) = D(=(t) — 1) + 85 (x(t) — D(2(t) — 1)%)éx - (& A &)
+[4(2(t) = 1)? = 8S(x(t) — 1)(y(t) — D(2(t) — D]E: - (€2 A &)

= [4=(t) = 1)* = 8S(x(t) = 1)(y(t) — 1)(=(t) — 1)]0
+HA4(x() — D)(y(t) — 1) + 8S(x(t) — 1)*(2(t) - D](=¢2)
A () = 1)(2(t) — 1) = 85(x(t) — 1)*(y(t) — 1)]é,
+HA(x(t) = D(y(t) — 1) — 8S(y(t) — 1)*(2(t) — L)]ex
+H[4(y(t) — 1) +8S(x(t) — D(y(t) — (2(t) — 1)]0
+H[4(y(t) — (2(t) = 1) = 8S(x(t) — 1)(y(t) — 1)*)(=¢3)
+HA(x(t) = 1)(=(t) — 1) = 8S(y(t) — 1)(2(t) — 1)?)(—¢,)
+HA(E) = 1)(2(t) — 1) +8S(x(t) - 1)(2(t) - 1)%]&
+[4(2(t) — 1)* = 8S(x(t) — D(y(t) — 1)(=(¢) — 1)]0

= [Ay(t) = (=(t) — 1) +8S(x(t) — 1)(2(t) — 1)*]&;
—[4(y(t) = D(2(t) = 1) = 8S(a(t) = D(y(t) — 1)%|é
+HA(x () = 1)(=(t) — 1) = 8S(x(t) — 1)*(y(t) — 1)]é,
—[4(z(t) = D)(2(t) — 1) = 8S(y(t) — 1)(=(t) — 1)*]¢,
+HA(z() = D(y(t) — 1) — 8S(y(t) — 1)2(2(t) — L)]éx
—[4(2(t) = D(y(t) — 1) +85(x(t) — 1)*(2(t) — L)]e:

= 88(z(t) = DI(y(t) — 1) + (2(t) — 1)%)&;
+85(y(t) — D[(2(t) — 1)% = (x(t) — 1)%]¢,
=85(2(t) = D(=(t) = 1)* + (y(t) — 1)%]&x

Hay que recordar que S = (x(t) —1)2 + (y(t) — 1)? + (2(t) — 1)2 — 1 = 0, pues se trata de nuestra superficie suave regular
simple y sin asas, por lo que sustituyendo este resultado, nos queda finalmente que

En efecto, existe un 2-ciclo limite y estd representada por la ecuacion H(xz(t), y(t), z(t))

VAT (2(t), y(t), 2(t)) ez - B(2(2), y(t), 2(t) Jozm = 0

(@(t) 1)+ (y(t) - 1)* +

1)2 = 1 = %. Finalmente, ahora se pone una notacion en las p-formas, para generalizar.

B =0T+ ﬁ[(*']l‘) — %B,

=1

Donde By = —4(y(t) — 1)(2(t) — 1)é; A éx +4(x(t) — 1)(2(t) — 1)ez A éy — 4(x(t) — 1)(y(t) — 1)éx A&y

(2(t) -

Si T(x(t),y(t), z(t)) es nuestro trivector dado, entonces el sistema con 2-ciclo limite en las p-formas estd dado por la ecuacién

B =0T+ [[(+T—%)B,
i=1

(2.90)

Donde el bivector By (x(t),y(t), 2(t)) estd dado por la férmula (Si se hace z = (z(t), y(t), 2(t)) para simplificar las ecuaciones

y facilitar su uso):

GAG

n

By (x(t),y(t), 2(t)) no es la unica forma de obtener 2-ciclos limite, el requisito es que los signos en el producto H(* T - %)

i=1

sean alternados, o que al menos uno de los signos sea distinto, por lo que tal resultado de generar 2-ciclos limite se obtiene
igualmente con los siguientes bivectores:

cy}
La variedad integral T(x(t),y(t),z(t)) es una cantidad conservada para la ecuacion y (2.89), por lo que
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Si se ponen todos los casos posibles en las p-formas, se tendria como resultado, lo siguiente:

|  Férmula  [[Nombre [ Deseripién == |

B=0T+ ﬁ[(* T) — €|B,

2-ciclos limite,
forma general

primera

Distribucién en B € A%(R?).

B=6T+ ﬁ[(* T) — %,]B,

i=1

2-ciclos limite, variacién
de la primera forma general

Distribucién en B € A%(R?).

B=0T+ f[[(* T) — €,|Bs

i=1

2-ciclos limite, variacién
de la primera forma general

Distribucién en B € A2(R3).

B=0T+ ﬁ[(*’lf) — 4B,

=1

2-ciclos limite, variacion
de la primera forma general

Distribucién en B € A%(R?).

B =T+ f[[(* T) — %i|Bs

i=1

2-ciclos limite, variacién
de la primera forma general

Distribucién en B € A2(R?).

B =0T + ﬁ[(*qr) — %]Bs

a=1

2-ciclos limite, variacién
de la primera forma general

Distribucién en B € A2(R?).

B = g(6T) + [[[(+T) — €i]B,

i=1

2-ciclos limite,
forma general

segunda

Distribucién en B € A?(R3®) y g un polinomio
adecuado que respeta conjuntos limite de 6T y = T.

B = g(oT) + [[I(+T) — €.]B,

i=1

2-ciclos limite, variacién
de la segunda forma general

Distribucién en B € A2%(R3) y g un polinomio
adecuado que respeta conjuntos limite de 6T y = T.

B = g(6T) + [ [I(+T) — Bs

i=1

2-ciclos limite, variacién
de la segunda forma general

Distribucién en B € A2(R%®) y g un polinomio
adecuado que respeta conjuntos limite de 0T y = T.

B = g(0T) + [[[(+T) — €]Bs

p=il

2-ciclos limite, variacién
de la segunda forma general

Distribucién en B € A2%(R3) y g un polinomio
adecuado que respeta conjuntos limite de 6T y = T.

B = g(0T) £ [[[(+T) — €Bs

2-ciclos limite, variacién
de la segunda forma general

Distribucién en B € A2?(R%) y g un polinomio
adecuado que respeta conguntos limite de 6T y = T.

i=1
n
2-ciclos limite, variacién || Distribucién en B € A%(R3®) y g un polinomio
B=g(0T) + T) — %;|B ’
SO }:[1[(* ) = i]Bg de la segunda forma general || adecuado que respeta conjuntos limite de 6T y = T.

Distribucién en B € AZ(R3), © € AZ(R?) un bivector

B = g(oT) + [[1(+T) - %o

i=1

forma general

. 2-ciclos limite, t
B=60T+ H[(* T) — %;]© f cicfos - Hmute, tereera polinomial adecuado y ¢ un polinomio adecuado que
] orma general . L
i=1 respeta_conjuntos limite de dT y * T.
. . Distribucién en B € A%2(R3), © € A%2(R3?) un bivector
2-ciclos limite, cuarta

polinomial adecuado y g un polinomio adecuado que
respeta conjuntos limite de 0T y * T.

Tabla 2.5. Tabla que muestra todas las generalizaciones de 2-ciclos limite a partir de distribuciones bivectoriales
cocerradas.

Hay generalizaciones que se mencionaran en otra tabla. Ya se estudiaron distribuciones bivectoriales cocerradas, ahora toca
estudiar distribuciones bivectoriales integrables, para esto; primero se tiene la siguiente definicién
Definicién 2.35. Sea w(z) = fi(z)é1 + fo2(z)és + fa(x)és € AY(R3) y si Vaw(z) = Q) € A%2(R?) tal que w A Q = 0,
entonces, w admite un factor integrante p con pw = VAT

Esta definicién ([2.35)) solo sirve para las I-formas, que son las tnicas que tienen esa propiedad, pero es posible utilizar el
operador estrella de Hodge para utilizarla. No es facil encontrar factores integrantes. Como se trabajan con polinomios, se

puede obtener p tal que pw = VAT.

Primero, se empieza con una distribucion integrable de la siguiente manera.

Fu(z(t), y(t), 2(t))
Fy(x(t), y(1), 2(1))

F3($(t),y(t), Z(t))

(2.91)
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Puesto que la ecuacién (2.91) es integrable, existe un factor integrante u, tal que

w(t) = phzt),y(t),z())
y(t) = nfalz(t),y(t), 2(1))
t) = pfs(x(t),y(t), 2(t))
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(2.92)

Si se generalizan estas ideas en los bivectores, a partir de la ecuacién (2.73)) en combinacién con la ecuacién (2.92)), se puede
construir una distribucion bivectorial con 2-ciclos limite parecido a la ecuacién ([2.74]) de la siguiente forma.

) = | PO P40, 50 - 0 PRS00 OB,
i) = | TGO TG00, 260) - 6) S
s = | OO TT a0 5600 - 6) TR

‘T(t) = [ fl(x(t)’y(t)>z(t)) - H(]H(x(t)’y(t)?Z( )) - %)fz(ac(t),y(t),z(t))f3($c(t)7y(t),z(t))
g(t) = | fo(x(t),y(t),2(8) + [ JUH@@), y(0), 2(1)) = G) fr(@(t), y(2), 2(0)) fa (w(2), y(2), 2(t))
At) = p|fe(@(®),y(t),2(0) - [[H@@),y(2), 2(t) — € fr(2(t), y(t), 2(0) fa((?), y(2), 2(2))

L =1 i

Para poder tener todas las generalizaciones posibles en la tabla (2.6))

(2.93)

(2.94)

I%I%I%I

B = o+ H[(* T) — %]B: 2-ciclos limite, quinta forma || Distribucién en B € A%(R3) y u el factor integrante
¢ general; o 2-semiciclos limite. polinomial.
2-ciclos Iimite, variacién s aa 2/m3 )
B=pu {6 £ H[(* T) — ‘39”]]32} quinta  forma  general; o D;Tit;gj_;icalfn en B € A%R%) y p el factor integrante
2-semiciclos limite p )
2-ciclos Iimite,  variacidén o 23 )
B=pu {5 + H[(* T) — %]Bs} quinta  forma  general; o D;Tit;;]?;lical?n en B € A(RY) y p el factor integrante
2-semiciclos limite. p ’
2-ciclos Iimite, variacién . Oz 2/m3 .
B=p {6 £ H[(* T) — %”]]134} quinta  forma  general; o D;Tit;g;lgfn R SR e e
2-semiciclos limite p )
2-ciclos Iimite,  variacién N 2/m3 .
B=pu {6 + H[(* T) — ‘&]Bs} quinta  forma  general; o D;Tit;gj;lic;?n en B € A*(R%) y p el factor integrante
2-semiciclos limite. P :
2-ciclos Iimite,  variacién P 23 ;
B=pu {6 ES H[(* T) — ‘é‘]]Bs} quinta  forma  general; o D;Tit;g;:gfn en B € AR°) y p el factor integrante
2-semiciclos limite p )
. .. Distribucién en B € A?(R%), g un polinomio adecuado que
2-cicl 1 t ta  f )
B=pn {g(éT) + H (xT) (fi]]Bl} geflle(;a?'so ZI—ZIQHTicizi}o(salfn?;ga respeta conjuntos limite de 6T y *T y u el factor integrante
i=1 ’ ) polinomial.
2-ciclos limite, variacién sexta Distribucién en B € AZ%(R3), g un polinomio adecuado que
B=pqg(dT) + H (*T) — €] B2 forma general; o 2-semiciclos || respeta conjuntos limite de 6T y *T y u el factor integrante
i=1 limite. polinomial.
2-ciclos limite, variacién sexta || Distribucién en B € A?(R%), g un polinomio adecuado que
B=pqg(dT) = H (*T) — €]B3 forma general; o 2-semiciclos respeta conjuntos limite de 6T y *T y p el factor integrante
i=1 limite. polinomial.
2-ciclos limite, variacién sexta || Distribucién en B € A?(R3), g un polinomio adecuado que
B=pqg(dT) + H (*T) — €] By forma general; o 2-semiciclos || respeta conjuntos limite de 6T y *T y u el factor integrante
i=1 limite. polinomial.
2-ciclos limite, variacién sexta || Distribucién en B € A?(R%), g un polinomio adecuado que
B=pqg(dT) £+ H (*T) — €]Bs forma general; o 2-semiciclos || respeta conjuntos limite de 6T y *T y u el factor integrante
i=1 limite. polinomial.
n 2-ciclos limite, variacién sexta || Distribucién en B € A?(R3), g un polinomio adecuado que
B=pqg9(dT) £ H[(* T) — €:]Bs forma general; o 2-semiciclos || respeta conjuntos limite de 6T y *T y u el factor integrante
i=1 limite. polinomial.
B=pudoT+ ﬁ[(* T) — %0 2-ciclos limite, séptima forma || Distribucién en B € AZ(R3), © € A2(R3) un bivector
e ¢ general; o 2-semiciclos limite. polinomial adecuado y u el factor integrante polinomial.
ie
n . .. Distribucién en B € AZ(R3), © € AZ(R3) un bivector
2-ciclos limite, octava forma . . .
B=p<g(0T) £ H[(* T) — €:]© ) . . P adecuado, g un polinomio adecuado que respeta conjuntos
: general; o 2-semiciclos limite. P . : .
i=1 limite de 6T y * T y u el factor integrante polinomial.

Tabla 2.6. Tabla que muestra todas las generalizaciones de 2-ciclos limite o 2-semiciclos limite a partir de distribuciones
bivectoriales integrables.

Esta tabla resume todas las posibles generalizaciones con las construcciones que se plantearon. Finalmente, un ejemplo para
las distribuciones integrables.
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Ejemplo 2.9. Sea la distribucién bivectorial siguiente
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B(z(t), y(t), (1)) = 2(2(t) = 1)*(y(t) — )(2(t) — D)éy A€z + 2(2(t) — 1)(y(t) — 1)?(2(t) — D&z Aez + 2(a(t) — 1)(y(1) = 1)(2(t) — 1)%*e Ay (2.95)

Aplicando la codiferencial se obtiene que

5B(z(t),y(t), 2(t))

()~ 1)%6, A &3]

t) = 1)(2(t) — 1)%éx A éy)]
= #[VaQ(z(t) — D(y(t) — D(2(t) — Déz + 2(x(t) — D(y(t) — 1)%(2(t) — 1)é,
+2(x(t) — 1)(y(t) — 1(=(t) — 1)%¢;)]
= #[2(2(t) = 1)?(2(t) — Déy A +2(x(t) — 1)*(y(t) — e A éx +2(y(t) — 1)%(2(t) — Dés A€,
+2(y(t) — D(a(t) — ez A éy +2(y(t) — 1)(2(t) — 1)%6 A €: + 2(a(t) — 1)
= =2(x(t) = 1)2(2(t) = D& +2(x(t) — 1)*(y(t) — D)éy + 2(y(t) — 1)*(=(t) - 1)
—2(y(t) — 1)*(x(t) — Déx — 2(y(t) — 1)(=(t) — 1)%¢, + 2(a(t) — 1)(2(t) — 1)*6,
= [2(z(t) = D(2(t) = 1)> = 2y(t) — 1)*(x(t) = Déx + [2(x(t) = D> (y(t) — 1) = 2(y(t) — 1)(=(t) — 1)’]¢,
# ([)2(y(t) —12(2(t) = 1) = 2(2(t) — 1)*(=(t) - D)€z

Esto nos muestra que la ecuacion no es cocerrada, por lo que no se puede resolver con los métodos de los ejemplos
anteriores, por otra parte, a la distribucién bivectorial , se puede aplicar la definicion para ver si cumple

con la definicion, para esto se aplica el operador estrella de Hodge, para obtener que

* Ba(t), y(t), 2(1) = 2(x(t) = 1)*(y(t) — D(=(t) = Déx +2(x(t) — D(y(t) — 1)*(2(t) = Dé +2(x(t) — D(y(t) — D((t) — 1)*¢ (2.96)

Si se usa la derivada exterior se obtiene que

VA B(x(t),y(), 2(1)) = Va(2(z(t)

D?(y(t) — D(=(t) — ez +2(x(t) — D(y(t) — 1)*(2(t) — 1)é,

126, A€+ 2(x(t) — 1)(2(t) — 1)%6, A&

+2(2(t) — D(y(t) — D(2(t) — 1)%E)

= 2(x(t) — 1)*(2(t) — Déy A&z +2(x(t) — 1) (y(t) — Déx Az +2(y(t) — 1)*(2(t) — 1)éx A6y
+2(z(t) — 1 (y(t) — 1% Aéy + 2(y(t) — 1)(=(t) —

= [2(2(t) = D(2(t) - 1)* = 2(x(t) — 1)(y(t) — 1)’]e, A&
+H2(x(t) = D2(y() = 1) = 2(y(t) — D(=(t) — 1)?]ez A ey
+H2(y(t) — 1)?(2(8) — 1) — 2(=(t) — 1)?(2(t) — D]éz A6

= 2(z(t) = D[(=(t) = 1)* = (y(t) — 1)%)éy A& +2(y(t) — D](2(t) —1)* = (2(t) - 1)*|ez A&
+2(2(t) = DI(y(t) — 1) = (2(t) — 1)*Jez A &

= Bu(z(t),y(t), 2(1))

Por lo que se tiene que

B (a(t),y(t),2(t) = 2(x(t) = D[(2(t) — 1)* = (y(t) — 1
+2(2(t) = DI(y(t) — 1) = (a(t) —

Al sacar el producto cuna entre * B(z(t),y(t), 2(t)) y B1(x(t),y(t), 2(t)), se obtiene que

«B(a) ABi(x) = (2x(t) - 1)*(y(t) — D(=(t) = Déx +2(x(t) — D(y(t) — 1)*(2(t) — 1)é,

+2(2(t) = D(y(t) = D(z(1) = 1)2&) A 2(x(t) — DI(2(t) — D — (y(t) = 1?)é, Aé:
+2(y(t) — D[(z(t) — D? — (2(t) — 1)%]éx A éa +2(2(t) — DI(y(t) — 1)* -

= A(z(t) = 1°(y() — (=) = D[(=(t) = 1)* = (y(t) — 1)%|éa Ay AEx
Az () = D(y(t) = 1)°(=(t) = D[(2(t) = 1)? = (2(t) = 1)’]ey Az N ey
A(z(t) = D(y(t) = 1)(2(t) = °[(y(t) = 1)% = (x(t) — 1)’]ez Aéa A6,

= A(z(t) = D(y(®) - )(z(t) = DI(=(t) — 1)?(2(t) = 1)* = (2(t) = 1)*(y(t) = 1)* + (y(t)
a(y(t) —1?(z(t) = 1) + (2(t) = 1D)*(y(t) - )% = (2(t) = 1)*(@(t) = 1)*|éa N éy A€

Como se puede wver, el resultado nos dio 0, esto significa, por la definicion que existe p(xz(t),y(t),z(t)) tal que
w(z(t),y(t), 2(t))Bx(t),y(t), 2(t)) = 6Tx(t),y(t), 2(t)), aqui se varié un poco la definicion (2.35), ya que éste sirve para
1-formas, y en realidad se tiene una 2-forma, por lo que en este caso, se necesitan las cofunciones como tal, y no las
originales. Asi, en vez de utilizar la derivada exterior se utiliza la derivada exterior alterna. Por ecuacion , por

factorizacion algebraica se tiene que

1
p((t),y(t), 2(t) = (x(t) = 1)(y(t) — 1)(2(t) — 1)

Al multiplicar la ecuacion [2:95 por la funcién[2.98, se obtiene que

(2.98)

+2(2(t) = D(y(t) — 1)*(2(t) = Dé A &g +2(z(t) = 1)(y(t) — 1(2(t) — 1)%¢ A &)
RGO - DO -0 -1, - 0~ D0 - DEn -1
() =y — (=) —1) 7772l D) -DEH-1) 7
L 260 - ) - DEO -1,
ORI OENCOE
= 2(z(t) - 1éey; Nés +2(y(t) — 1)é; N éy + 2(2(t) — 1)éz A g,
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Asi que, se obtiene finalmente la siguiente formula

W@)B() = 2(x(t) — )6 A& +2(5(t) — )& A G +2(:(0) — )6 A 6 (2.99)
Por el ejemplo anterior se puede notar que la ecuacion es igual a la ecuacion . Por lo anterior, la solucion
trivectorial que es en realidad nuestra cantidad conservada, estd dada por

T(z(t),y(t), 2(t)) = [(@(t) = 1)* + (y(t) = D + (2(t) = D)?|ez A & A& (2.100)

Entonces, por las construcciones hechas con anterioridad, se cuenta con la siguiente distribucién bivectorial

B(z(t),y(t), (1)) [2((t) — 1) — 4((2(t) = 1)* + (y(t) = 1)* + (2(t) = 1) = 1)(y(t) — D(=(t) — ))&y N
+H2(y(t) = 1) +4((2(t) = 1) + (y(t) = 1) + (2(t) = 1)* = D)(2(t) = )(=(t) — D]z N & (2.101)
+H2(2(t) = 1) = 4((2(t) = D)* + (y(H) — D + (2(t) = 1)* = D((t) - D(y(t) — D]z A &

Se ve, que el 2-ciclo limite a esta distribucién bivectorial estd dado por la siguiente figura.

Figura 2.28. Variedad integral que representa a la ecuacién . La principal diferencia que radica con la figura es
que para poder llegar la solucién T(z(t), y(t), 2(t)) ya nos daban el trlvector, solo bastaba encontrar su bivector
asociado temendo en cuenta que este era cocerrado, en este caso la ecuacién no es cocerrada, pero si al
bivector se le multiplica por un factor integrante, que en este caso fue encontrado y dado por la ecuacién
, entonces uno puede encontrar que su solucién es el mismo que el del ejemplo anterior. Recordando que es la

solucién de p(z)B(z) = Bi(x) y no de B(x) en si mismo.

Esta no es todavia el 2-ciclo limite que se necesita, pero uno puede darse cuenta de que con las ideas que se discutieron se
puede formar al nueva distribucion bivectorial dado por las siguientes formulas

B(z(t), y(t), 2(1)) (2(8) = D(y(t) — D(=() = D[2(z(t) = 1) = 4((z(t) = 1) + (y(¢) = D + (=() = 1)* = D(y(t) = (=) — D]y Aex
(@) = D(y(t) — D(=(t) = D2(y(1) — 1) +4((@(t) = 12 + (y(1) = D2 + (=) = 1)? = D(x() - D(=(t) = D]ez Adz  (2.102)

() = D(y(t) — D) = DI2(2(t) = 1) = 4((2(t) = D* + (y(t) = D* + (2(t) = 1) = 1)(z(t) = D(y(t) - D]ez Ay

Finalmente al graficar el 2-ciclo limite, se obtiene como resultado la siguiente figura

il

Figura 2.29. Variedad integral que representa a la ecuacién (2.102)).

De lo que uno debe darse cuenta es que la esfera de radio 1 y centro en o = (1,1,1) es cortado por tres planos, x(t) =1,
y(t) =1 y z(t) = 1, esto significa que en realidad nuestra esfera tiene discontinuidades, y en realidad el 2-semiciclo limite
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es una unidn de conjuntos conexos, son 8 pedacitos de la esfera, uno en cada octante del plano tridimensional y los planos
que cortan a la esfera. Nuestras ideas toman sentido con este ejemplo y las generalizaciones hechas hasta el momento quedan

bien con este ultimo ejemplo; para ver un poco mejor el 2-semiciclo limite, se pone otra perspectiva de la misma figura, para
ver un poco mds de elementos grdficos.

lows

Figura 2.30. Variedad integral que representa a la ecuacién|2.102

De este ultimo ejemplo, uno se puede dar cuenta de que no necesariamente un 2-ciclo limite debe de tener discontinuidades,
como las de este ejemplo, si por ejemplo, en vez de tomar la ecuacién (2.95)), se hubiera tomado la distribuciéon bivectorial

B(x(t),y(1), 2(t)) = 2(z* () — D) (y(t) + 1)(2(t) + 1)éy A&z +2(a(t) + 1) (y* (8) — 1) (2(t) + 1)z Aeg +2(x(t) + 1) (y (1) +1)(z° (1) — 1)ez A&y (2.103)

Al hacer las mismas operaciones de este ejemplo. La distribucion bivectorial , tiene por 2-ciclo limite al trivector
(2-100), que no tiene discontinuidades, ya que las discontinuidades se dan en z(t) = y(t) = z(t) = —1, que no intersectan
en absoluto ningin punto de la esfera unitaria centrada en g = (1,1,1). Y este no es unién de conjuntos conexos, viene en
una sola pieza. Sin embargo existen discontinuidades en el espacio de fase y cualquier fljo que se acerque a estos planos se
cortaran tomando una dindmica con conjuntos de discontinuidad.
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Conclusiones finales.

3.1. Generalizacién en el espacio A"(R")

Aqui solo se hablarad en abstracto de las ideas principales a grosso modo. Sea el siguiente n-vector

X(z(t)) = H(z(1)) \ &, € A"(R") 3.1

i=1

Al sacar la codiferencial, se obtiene que

Y (2(t) = Z /\ €, € ATHR™) (3.2)
= J#z

Este tiene n elementos (n - 1)-vectoriales. Ya que nuestra distribucion (n - 1)-vectorial es contractible a un punto por hipétesis,
significa que se cumple el Lema de Poincaré , esto es, d2 = 0. Y por ende, la ecuacién es una cantidad conservada
para la ecuacién . Siguiendo con esta idea, no es dificil ver que la generalizacién a distribuciones (n - 1)-vectoriales que
cuentan con (n - 1)-ciclos limite, pueden ser contruidos partiendo de la base que se escribird en la forma:

Z(x(t)) = 6X(z(t)) + términos adecuados (3.3)

Si lo que se tiene que lograr es que solo los puntos criticos de la distribucion (3.2]) sean los puntos criticos de la nueva
distribucidn (3.3), entonces se tienen que poner términos adecuados, de tal modo que la ecuacién (3.3) ademds posea (n -
1)-ciclos limite como parte de sus conjuntos limites. Entonces, se fija el término

m

términos adecuados = H[(* X(z(t))) — €;]distribucién adecuada (3.4)

i=1
Por lo que sustituyendo la ecuacién (3.4) en la ecuacién (3.3)), se tiene que

Z(z(t)) = 6X(z(¢t)) + ﬁ[(* X(z(t))) — €;]distribucién adecuada (3.5)

La distribucion adecuada que nos servirad para toda esta construccion es la siguiente.

distribucién adecuada = Z H —1)YOX; (2 /\ €z, € AVTHRY) (3.6)
=1 j=1 j=1
J# J#

donde X(z(t)) = (X;(2(t)))ie(1,2,...n} ¥ ¥(0(i)) es el niimero de tmsposicz'oneaﬂ de una descomposicién cualquiera de o en
producto de trasposiciones. Finalmente sustituyendo la ecuacién (3.6)) en la ecuacion (3.5)), se tiene que

n

Z(z(t)) = 0X(2(1)) + H[(*X( Z H DX (1) \ e, (3.7)
i 7

Si se utiliza la notacion

Zs, (1d.-1a)(T Z H 1)YeOIX; (2 /\ €x; (3.8)

=1 j=1
J#i J#Z

y ademas si se utilizan solo los operadores y no las funciones como tal, nuestra ecuacion final, que queda como

m

7 = 6X + [ [[(+X) = 6](Zs, - (1a.-1a1) (3.9)

i=1

1En matemaéticas, las permutaciones pueden descomponerse en un producto de transposiciones, es decir, en una sucesién de intercambios de
elementos dos a dos.

= Una permutacion par es una permutacion que puede ser representada por un nimero par de transposiciones.
= Una permutacion impar es una permutacién que puede ser representada por un nimero impar de transposiciones.

La paridad o signatura de una permutacién vale 1 si esta es par y -1 si es impar. El concepto de trasposicion se encuentra en el apéndice @,

en la definicién (A.7).

84
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Ahora bien, existen 2™ — 2 distribuciones (n - 1)-vectoriales que generan (n - 1)-ciclos lémite, pues se requiere solo algin
signo alternado en la ecuacién (3.8)), para producir vectores complejos, lo que significa que los puntos criticos de la ecuacién
(3-2) son los mismos que los de la ecuacién (3.9)), pero ademds este posee un producto de (n - 1)-ciclos limite como sus

conguntos limite. Nota que
n n n n
o PN = 2” — 2
()= () G (0)

Para demostrar la existencia de (n - 1)-ciclos limite se puede tomar en cuenta el Lema de Poincaré (1.18)), el teorema de
Jordan-Brouwer- Wilder [2.10), 2.13) y (2.14), el teorema de Schénflies (2.15), el teorema de Frébeniu%, la definicién
de distribucion (2.28)) y el teorema . Aqui para ver la existencia de dichos conjuntos limite, como hay imposibilidad de
ver la geometria mas alla de la tercera dimension, se requieren de las propiedades algebraicas y topoldgicas como tal.

Antes de terminar se aclara la generalizacion del teorema estd dada por la siguiente ecuacién general

(VA X(2(t)))] - Y(2(t)) =0

>

i€{1,3,....n—1}

Si uno cuenta con un campo (n - 1)-vectorial entonces existen sus variedades integrales por el Lema de Poincaré (1.18)) y,
por tanto, existe una (n - 1)-distribucion de I-vectores donde cada uno de ellos es tangente a las variedades integrales del

campo (n - 1)-vectorial, recuérdese que hay = n I-vectores para una variedad integral de un campo (n - 1)-vectorial.

Por otra parte, si existe una (n - 1)-distribucion de 1-campos vectoriales que cumplen con el teorema de Frobénius (2.28)) y
, entonces existe el campo (n - 1)-vectorial tangente a las variedades integrales de la (n - 1)-distribucién. Ahora basta
considerar que por cada campo 1-vectorial se cuenta con un sistema dindmico y de esta manera establecer relaciones entre
los sistemas dindmicos y objetos que pueden estudiarse sélo geométricamente.

3.2. Comentarios

Hasta aqui termina nuestra conclusion, haciendo una posible generalizacion del concepto de r-ciclos limite, se han mostrado
posibles formas de poder generalizarlos, teorias favorables para mostrar su existencia y muchos ejemplos lo més detallado
posible e ilustrativos que ayudan a la comprensién de este tema que desde nuestra investigacién no tiene precedente. Nuestra
conclusién es que se ha logrado construir y proponer una generalizacién de los ciclos limite en las formas diferenciales.
Resultados sustanciales de la tesis.

Aqui se presenta la tabla de la construccién y generalizacién de los ciclos limite en R?, con sistemas dindmicos
polinomiales cuya solucién en el espacio-fase sea polinomial.

I-ciclo Iimite, primera

Ecuacién (2.4 Se crean a partir de sistemas dindmicos conservativos.
forma general
. I-ciclo Iimite, segunda . A . q
Ecuacién (2.14 Se crean a partir de sistemas dindmicos conservativos.
forma general
., I-ciclo Iimite, tercera . . e .
Ecuacién (2.29 ’ Se crean a partir de sistemas dinamicos conservativos.
forma general
I-ciclo Iimite, cuarta
Ecuacién (2.44 forma general; o bien, || Se crean a partir de sistemas dindmicos integrables.
1-semiciclo limite

Tabla 3.1. Tabla que muestra todas las construcciones encontradas de 1-ciclos limite o 1-semiciclos limite a partir de
sistemas dindmicos conservativos o integrables. Se pueden derivar otras construcciones a partir de las ecuaciones

Aqui se presenta la tabla (3.2)) con los I-ciclos limite, las posibles generalizaciones en A%2(R?), a partir de sistemas dindmicos
polinomiales conservativos o integrables:

[~ Férmula  [[Nombre  [[Descripcién |

n
~ ~ ~ 1-ciclos limite,
X =0H+ H[(* H) —%i)(x0H) primera forma general

Representacién X € A'(R?) de la ecuacién (2.4).

1-ciclos limite,
segunda forma general

Representacién X € A'(R?) y f es un polinomio
adecuado.

1-ciclos limite, tercera
forma general

Representacion X € AT(R?) de Ia ecuacion (2.14).
Donde © € A'(R?) es una I-forma polinomial
adecuada

1-ciclos limite, cuarta
forma general

Representacién X € AT(R?). Donde © € AT(R?)
es una I-forma polinomial y f es un polinomio
adecuados

[Tiem) - %](*csﬁ)}

I-ciclos Iimite, quinta
forma general; 0
1-semiciclos limite

Representacién X € A'(R?) de la ecuacién [2.29]y
0 es el factor integrante polinomial.

i=1
n

X=0 {f&ﬁiH[(*fI) — €] (x6H)

i=1

}

I-ciclos limite,
sexta forma general;
o 1-semiciclos limite

Representacién X € A'(R?), f es un polinomio
adecuado y 6 es el factor integrante polinomial.

X=0 {5ﬁi ﬁ[(*ﬁ) - %](—)}

=1

1-ciclos limite,
séptima forma general;
0 1-semiciclos limite.

Representacién X € AT(R?). Donde © € AI(R?)
es una I-forma polinomial adecuada y 6 es el
factor integrante polinomial.

X = H{féflj:ﬁ[(*ﬁ) —‘é—]@}

i=1

1-ciclos limite, octava
forma general; o
1-semiciclos limite.

Representacién X € AT(R?). Donde © € AI(R?)
es una I-forma polinomial adecuada, f es un
polinomio adecuado y 6 es el factor integrante
polinomial.

Tabla 3.2. Tabla que muestra todas las generalizaciones de 1-ciclos limite o 1-semiciclos limite a partir de sistemas
dindmicos conservativos o integrables.
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Aquf se presenta la tabla (3.3) con los 2-ciclos limite, las posibles generalizaciones en A?(R?), a partir de sistemas dindmicos
polinomiales conservativos con solucién cerrada en el espacio-fase A3(R?):

i=1

n . ’. . .
B =T + [J((+T) - %]B, ?'CICIOS limite, - primera || . 4o cion en B € A2(R?).
i orma general
I _ - 2-ciclos limite, variacién Sy 23 l
B =0T+ Hl[(* T) -%IB: | Go1a primera forma general || DiStribucion en B € A (R?).
=
n
. _ 2-ciclos limite, variacién S 23
B=4¢T+ 1_[1[(* T) — ¢;]Bs de la primera forma general Distribucién en B € A*(R?).
i=
- 2-ciclos limite, variacién
_ o - 9 . . oz 23
B=46T+ 11[(* T) — €;]By de la primera forma general Distribucién en B € A%(R?).
B = 0T + [[[(+T) - %]Bs 2-ciclos limite, variacion || p, o isn on B € A2(R?).
— de la primera forma general
i=
n
. ) 2-ciclos limite, variacién Sty 2 23
B=oT+ 1_[1[(* T) — %;|Bg de la primera forma general Distribucién en B € A*(R?).
i=
u 2-ciclos limite, segunda || Distribucién en B € A%(R%*) y g un polinomio
=g(0T) £ T) - %]B ’ :
9(oT) Z];[[(* ) iB1 forma general adecuado que respeta conjuntos limite de 0T y = T.
2-ciclos limite, variacién || Distribucién en B € A%*(R?) y g un polinomio
B =g(T) + T) — %]B ’
gt E[(* ) ilB> de la segunda forma general || adecuado que respeta conjuntos limite de 6T y  T.
n B
2-ciclos limite, variacién || Distribucién en B € A2%(R®) y g un polinomio
=g(0T) £ T) — €;]B: ’
9(oT) 1111[(* ) — GlBs de la segunda forma general || adecuado que respeta conjuntos limite de 6T y = T.
n
2-ciclos limite, variacién || Distribucién en B € A%(R®) y g un polinomio
=g(0T) £ T) — %]B ’
&) };[1[(* ) = €ilBs de la segunda forma general || adecuado que respeta conjuntos limite de 6T y * T.
& 2-ciclos limite, variacién || Distribucién en B € A%(R%*) y g un polinomio
B=g(T) + T) — €;]Bs ’ . L
9(0T) H[(* ) i de la segunda forma general || adecuado que respeta conjuntos limite de 6T y = T.
n
2-ciclos limite, variacién || Distribucién en B € A%(R®) y g un polinomio
=g(0T) £ T) — 6B ’
gL E[(* ) — €iJBe de la segunda forma general || adecuado que respeta conjuntos limite de 6T y * T.
n 9-ciclos limite. tercera | DistribuciénenB € A%(R3), © € A%(R?) un bivector
B=0T=+ H[(* T) — €;]© ’ polinomial adecuado y ¢g un polinomio adecuado que
. forma general ) P
i=1 respeta conjuntos limite de 0T y +T.
n o-ciclos limite. cuarta || Distribucion en B € A2(R3), © € A%(R?) un bivector
=g(éT) £ H[(* T) — 4]0 forma general polinomial adecuado y g un polinomio adecuado que

respeta conjuntos limite de 6T y « T.

Tabla 3.3. Tabla que muestra todas las generalizaciones de 2-ciclos limite a partir de distribuciones bivectoriales
cocerradas.

Aquf se presenta la tabla (3.4)) con los 2-ciclos limite, las posibles generalizaciones en A?(IR?), a partir de sistemas dindmicos
polinomiales integrables con solucién cerrada en el espacio-fase A3(IR?):

Teorema 3.1. Si T(z(t),

n . P . R 2R3 tor i .
B=udor+ H[(*T) —%]B, 2. c1c10§ 111-'n1te,‘ 9u1nta‘f0}rma Dls'trlbu'mon en B € A?R?®) y p el factor integrante
general; o 2-semiciclos limite. polinomial.
=1
7 2-ciclos Iimite,  variacién . o4 2/m3 )
B=pu {5T H[(* T) — ‘fi]]Bz} s W Dl?it:]i;llicllon en B € A%(R3) y p el factor integrante
i=1 2-semiciclos limite. polnomial.
. 2-ciclos Iimite,  variacidén . ., 2/m3 )
B :u{é’ﬂ‘i [(+T) —(fooz]]BB} quinta  forma general; o DlSFI‘lbufZlOn en B € A*(R?) y u el factor integrante
. .. polinomial.
i=1 2-semiciclos limite
n 2-ciclos Iimite, variacién s .
- Dist 5 B A(R3 1 fact, t
B= u{&’]P:l: H[(* T) — ‘51']]34} quinta  forma  general; o ;T r;buzfn on € @) v o & focthor Sritegimt
i=1 2-semiciclos limite. polmnomial
n 2-ciclos Iimite, variacion . A 3 .
Dis . B A2 ]R‘; 1 tor oqTa
B=pup {(5’]T + H[(* T) — ]]B:,} quinta  forma  general; o ;Tit;;l;x;;im en € (R%) 'y el factor integrante
i=1 2-semiciclos limite P )
n 2-ciclos limite,  varfacién Sty B 2/m3 :
B=pu {(ST H[(* T) — %‘]]Bs} quinta  forma  general; o D;Tit;g;;li:lon G B € M) v op el et G
i=1 2-semiciclos limite. p )
TR T3 : -
B ﬁ (T 2-ciclos lfmite, sexta forma Dlstrlbumon. er; ]Blre It\ (le ng unTpolmoxlmo ?dec.ue:do ql;e
=puqg(d general; o 2-semiciclos Iimite. respeta conjuntos limite de y * T y p el factor integrante
i=1 polinomial.
2-ciclos limite, variacién sexta || Distribucién en B € AZ(R?), g un polinomio adecuado que
B =psg(T) £ H[(* T) — ¢;]B2 forma general; o 2-semiciclos || respeta conjuntos limite de 0T y *T y u el factor integrante
i=1 limite. polinomial.
2-ciclos limite, variacién sexta Distribucién en B € AZ(R?), g un polinomio adecuado que
B=p<g(dT) + H (xT) — ¢;]Bs forma general; o 2-semiciclos respeta conjuntos limite de T y =T y p el factor integrante
i=1 limite. polinomial.
2-ciclos limite, variacién sexta || Distribucién en B € A%(R?), g un polinomio adecuado que
B=pu{g(dT)+ H[(* T) — %;]Ba forma general; o 2-semiciclos || respeta conjuntos limite de 6T y * T y p el factor integrante
i=1 limite. polinomial.
2-ciclos limite, variacién sexta Distribucién en B € A%(R?), g un polinomio adecuado que
B=puqg(0T) £ H (*T) — ;] Bs forma general; o 2-semiciclos || respeta conjuntos limite de 6T y xT y p el factor integrante
i=1 limite. polinomial.
n 2-ciclos limite, variacién sexta || Distribucién en B € AZ(R®), g un polinomio adecuado que
=p{g(oT) £ H[(* T) — €| Bs forma general; o 2-semiciclos respeta conjuntos limite de 6T y =T y p el factor integrante
i=1 limite. polinomial.

i=1

B=p {5Tiﬁ[(*T)

o

2-ciclos limite, séptima forma
general; o 2-semiciclos limite.

Distribucién en B € A2%(R3), © € A2%(R®) un bivector
polinomial adecuado y u el factor integrante polinomial.

i=1

B=pu {g(zﬂr) + [Ti+m) - %19}

2-ciclos limite, octava forma
general; o 2-semiciclos limite.

Distribucién en B € AZ(R®), © € AZ(R®) un bivector
adecuado, g un polinomio adecuado que respeta conjuntos
limite de dT y * T y p el factor integrante polinomial.

Tabla 3.4. Tabla que muestra todas las generalizaciones de 2-ciclos limite o 2-semiciclos limite a partir de distribuciones
bivectoriales integrables.

y(t), 2(t)) € A3(R3) es la cantidad conservada para la distribucién B(z(t), y(t),

2(t)) € A*(R?),
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entonces se cumple la siguiente férmula:

VAl T(2(t),y(t), 2(1)))] - B(z(t), y(t), 2(t)) = 0 (3.10)

Este teorema se demostré en las pdginas 63 a 64 de esta tesis. Ademads se muestra la generalizacién en la pagina 85 de esta
tesis.

Finalmente, se hace un diagrama conmutativo del proceso que se llevé a cabo de manera general en las bisquedas de r-ciclos
limite, puesto que es el proceso general que se siguié en cada ejemplo para llegar a los resultados.

H(z (1)) \izy €, (2(1)) : >imr Ha, (2(2)) /\22 éx, ((t))

H(z(t)) T V- Hz(t) = Y7, By (2(1), (@(0))

Antes de entrar de lleno a los comentarios de pertinencia, relevancia, importancia, sus posibles aplicaciones, trabajos que
se podrian derivar y comentarios finales, en este diagrama conmutativo se puede llegar de un n-vector a un (n - 1)-vector
mediante la codiferencial, si al (n - 1)-vector se le aplica el dual de Hodge, se puede asignar un I-vector que mediante un
isomorfismo este se puede ver como un campo vectorial, que en realidad seria como nuestro sistema dindmico, analogamente,
si al n-vector se le aplica el dual de Hodge, entonces se llega a una hipersuperficie o a una funcién de n variables, si a esta
funcién se le aplica el gradiente entonces se llega a un 1-vector que mediante un isomorfismo este se puede ver como un
campo vectorial, que es nuestro sistema dindmico.

Comentarios sobre su pertinencia.

La pertinencia que tiene esta tesis es mostrar construcciones de ciclos limite a partir de ciertas condiciones que un sistema
dindmico bidimensional debe de cumplir, asi como una generalizacion de los ciclos limite conocidos, a los espacios de las
formas diferenciales. En esta tesis solo se pusieron ejemplos de casos en A'(R?) y A?(R3), pero estas ideas pueden ser
extendidas a los espacios A"~ 1(R™).

Se decidié tomar los 1-ciclos limite 'y 2-ciclos limite porque estos se pueden visualizar y con lo geométrico es mas interactivo
e intuitivo la introducciéon de los conceptos a la generalizaciéon y se podia manejar de una mejor manera ejemplos.
Comentarios sobre su relevancia.

Se pretende que esta tesis marque un inicio para construir y generalizar los ciclos limite. Aqui se muestra solo unas pocas
maneras de hacerlo, pero seguramente hay mas formas de generalizar los ciclos limite y también de construirlos a partir
de condiciones que se cumplan en los sistemas dindmicos polinomiales conservativos o integrables. Algo que se considera
notable es darle mas valor a los sistemas dindmicos que tengan ciclos limite, dado que se podrian encontrar matemadticas
méas adecuadas para poder saber si un sistema dindmico tiene o no ciclos limite, y si los tiene, poder encontrar una manera
de mostrar que se trata efectivamente de uno.

Aunque hay generalizaciones y también construcciones, hasta donde tenemos conocimiento no se ha hecho un libro completo
de eso, al menos, no de manera intuitiva y ademads, los consultados van encaminadas a demostrar el problema 16 de Hilbert,
mas que a generalizarlos.

Comentarios sobre su importancia.

Se considera que la importancia de esta tesis es poder ampliar mas la visién de los ciclos limite y los sistemas dindmicos, en
realidad, esta es una pequena aportacion, y aunque si hay muchos resultados publicados, aqui se reunen algunos de varios
articulos y libros.

Se considera que tiene importancia, ya que en México se podrian hacer investigaciones en esta linea, y podrian hacerse
trabajos de sistemas dindmicos con ciclos limite.

Nosotros consideramos que la importancia de esta tesis es mirar a otros horizontes para hacer crecer mas este conocimiento,
poder fijarnos en otras generalizaciones y métodos para la resolucién de problemas nuevos, o no nuevos, pero con un enfoque
distinto a lo que se estudia en los sistemas dindmicos, sentimos que estas nuevas ideas podrian ayudar més en otros ambitos
de las matematicas, ciencias de la complejidad y de dreas del conocimiento tales como la biologia, por ejemplo.

Posibles aplicaciones.

Las posibles aplicaciones podrian ser en matemaéticas, para mostrar y demostrar con mayor detenimiento que existen ciclos
lémite en el espacio de las formas diferenciales A™(R™) con mds teorfa matemética, es posible que puedan ampliarse mucho
més las generalizaciones y las construcciones de los r-ciclos limite a partir de sistemas dindmicos con ciertas caracteristicas.
Algunas aplicaciones podrian estar directamente relacionadas con la fisica como la mecdnica analitica, la fisica cudntica y el
electromagnetismo, en donde |[Ralph2012], nos muestra ejemplos, pero no extiende la idea a las formas diferenciales, siempre
se queda en el espacio R? y R?, a pesar de que sus ideas estdn en el andlisis tensorial.

Otras posibles aplicaciones podrian estar en la biologia, como por ejemplo, en el modelo de presa-depredador, en donde se
puede encontrar un ciclo limite, pero este no es polinomial. Sin embargo, podrian encontrarse modelos presa-depredador,
modelos celulares o modelos epidemioldgicos para los cudles se puedan encontrar ciclos limite polinomiales y, por ende,
extender la idea a las 1I-formas o 2-formas.

Trabajos posibles que se podrian derivar.

Los posibles trabajos a los que podrian derivarse son los siguientes:

» Poder hacer construcciones mas generales en R? y R3, a partir de sistemas dindmicos polinomiales conservativos o
integrables,

= Generalizar la idea de los r-ciclos limite a los espacios de las formas diferenciales A™(R™),

= Construir r-ciclos limite de manera mas general, a partir de n-vectores conservativos o integrables, o de otro tipo,
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= Poder llegar a la demostracion del problema 16 de Hilbert, acerca de las curvas algebraicas, mediante las construcciones
de r-ciclos limite,

= Encontrar matemdticas que ayuden a mostrar de manera algebraica la existencia y unicidad de r-ciclos limite, sin
necesidad y uso de los flujos de campos vectoriales,

= Encontrar méas aplicaciones en otros campos de conocimiento, como la fisica, la quimica, la biologia, la geofisica y
demads areas del conocimiento.

Comentarios finales.

En este trabajo se ha destacado la necesidad de ampliar, construir y generalizar la idea de ciclos limite de manera mas global
y compleja, particularmente, aqui se presenta una pequena parte de la extensién y la visualizacion méas general. Es decir,
este es un trabajo que pretende en cierto sentido ampliar mas las posibilidades matematicas de los sistemas dindmicos y los
ciclos limite.

Posteriormente, seria interesante poder encontrar aplicaciones en la vida real, ya sea, en campos como la fisica o quimica,
o hasta en eventos sociales, politicos, econémicos o industriales que permitan ayudar o facilitar algunas ideas o manejos en
cosas aplicadas.

Finalmente, recalco que mostré de alguna manera la existencia de r-ciclos limite y posibles construcciones de manera
ilustrativa y descriptiva, aunque este trabajo podria extenderse mucho mas. Me gustaria participar en mas trabajos, para
analizar més posibilidades y contextualizarlo mejor con ayuda.



Apéndice A
Definiciones convenientes

En este apéndice se presentan algunas de las definiciones mas utilizadas en este libro de manera general. Primero se da la
definicién de lo que es una base en el sentido del dlgebra lineal.

Definicién A.1. En algebra lineal se dice que 5 es una base del espacio vectorial V' si se cumplen las siguientes
condiciones:

= fCV,

n
= Vy, € coni€el,...,n, siZaivi:O con o; € F, implica que o; =0V iel, ..., n,
i=1

s VoeV,3se Z(A), tal que s =v, donde s = Zaﬂhv
i=1
Ahora se presenta la definicién de dimension en el sentido del dlgebra lineal.

Definicién A.2. La dimensién de un espacio vectorial es el nimero de vectores que forman una base. Se define como
el cardinal de una base vectorial para dicho espacio.

Ahora se presenta la definicién de subespacio vectorial, ya antes en la seccién (1.1) en la definicién (1.2)) se puso lo que es un
espacio vectorial.

Definiciéon A.3. Sea V un espacio vectorial sobre un campo %, y U C V, U es un subespacio vectorial de V si:
w Vuy,us €U, up +ug € U, (cerradura de la suma en V)
s VueU,yVAeZF, \uelU. (cerradura del producto por escalar en V')

Ahora se da la definicién de los que es una base dual, aparece en todos los estudios de la geometria diferencial y de otros
campos del conocimiento matemaético.

Definiciéon A.4. En algebra lineal, una base dual o base biortogonal es un conjunto de vectores que forman una base
para el espacio dual de un espacio vectorial. Para un espacio vectorial V' de dimensiones finitas, el espacio dual V*
es isomorfo a V y para cualquier conjunto dado de vectores base 3 = e1,...,e, de V, hay asociada una base dual e', ..., e"
de V* con la relacion.

: 1, si i=j
*7 — )
€ {0, si i

Concretamente, se pueden escribir vectores en un espacio vectorial V de n dimensiones como una matriz de columna de
n x 1 dimensiones y los elementos del espacio dual V* como matrices de fila de 1 X n que actian como funcionales lineales
por medio de la multiplicacion matricial a la izquierda.

También se usa la delta de Kronecker como nomenclatura para la definicion anterior como sigue

*7 Y - 2, .
e - e; = 0}, (también denotada como 4;;)
Ahora se da la definicién de base ortonormal que es necesario para la seccién (1.2)).

Definicién A.5. Sea (V, (x, %)) un espacio vectorial de dimensién finita n.
Los n vectores vy,va,...,v, € V se llaman ortogonales y normales, denominados ortonormales para abreviar, cuando
satisfacen las dos condiciones siguientes:

 lyll=1,Viel,2,...,n,
v (v;,v5) =0, sii#j.

Un conjunto de vectores ortonormales que engendran V constituyen una base para V, la cual es llamada base
ortonormal.

Ahora se da la definicién de los que es una permutacion, que es necesario para el operador dual de Hodge.

Definicién A.6. Se define una permutacién como la variacion del orden o posicion de los elementos de un conjunto ordenado
o una tupla a otra configuracion (diferente o igual). Una permutacion de un conjunto X es una funcion biyectiva de dicho
conjunto en st mismo.

Asociado a la definicién de permutacion se encuentra el término trasposicion que se define a continuacién para generalizar
los r-ciclos limite.
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Definiciéon A.7. Sea una permutacion o. La definicion de la signatura de o se hace contando las inversiones.
» Sean i < j dos elementos distintos comprendidos entre 1 y n. Se dice que se tiene una inversién del par {i,j} para o
cuando o (i) > o(j).
= Se dice que una permutacion es par cuando presenta un nimero par de inversiones. Se dice impar en el caso contrario.

» La paridad de una permutacion par es 1 ; la de una permutacion impar es —1.

Se presenta ahora la definiciéon de grupo, que es una estructura que cumple el conjunto de las derivadas y corchetes de Lie.

Definicién A.8. Un grupo (G,o) es un conjunto G en el que se ha definido una operacidn binaria interna o, que satisface
los siguientes axiomas:

» Asociatividad: Ya,b,c € G:ao(boc)=(aob)oc

= FElemento neutro: de € G:eoa=aoe=a

= Elemento simétrico:Va € G Ja ' € G:aocat=a"loa=c¢e
Por lo tanto, un grupo estd formado por un conjunto de elementos abstractos o simbolos, y por una ley de composicion interna
(operacidn binaria) que los relaciona. Dicha ley de composicion interna indica cdmo deben ser manipulados los elementos
del grupo.
Se dice que un grupo es abeliano o conmutativo cuando verifica ademds la propiedad conmutativa:
aob=boa Va,beG

Ademds se puede considerar la operacion unaria que a cada elemento a a le hace corresponder su elemento inverso a1

Se presenta ahora la definicién de anillo conmutativo unitario, que es una estructura que cumple el conjunto A?(R™), junto
con sus dos operaciones internas de suma y producto de p-formas.

Definicién A.9. Un anillo conmutativo unitario (R, +, %, 0, i) es un conjunto R con dos leyes de composicion, llamadas
suma (+) y producto (¥), cumpliendo las operaciones siguientes:

1. (R,Jr,()) es grupo abeliano para la asuma; el elemento neutro en esta suma se nombra cero del anillo, y se
denota usualmente como 0,

2. (R, %, i) es un monoide conmutativo para el producto; el elemento neutro en este producto se nombra uno del
anillo, y se denota usualmente como 1,

3. El producto es distributivo (por ambos lados) respecto de la suma.

Ahora se pone la definicién de mddulo como estructura algebraica, no como la operacién algebraico-aritmética que se ve en
los cursos de algebra superior I y II.

Definicién A.10. Sea R un anillo con identidad y sea 1g su identidad multiplicativa. Un R-mdédulo de M es un grupo
abeliano (M, +) y una operacién - : R x M — M tal que para cualesquierar, s € R, y x, y € M, se tiene

1. (rs)xz =r(sx),

2. (r+s)x =rx+ sz,
3. r(x+y)=re+ry,
4. lx =x.

Generalmente, se escribe simplemente “R-médulo M7 o Ry;.

Aqui cabe aclarar que las p-formas diferenciales junto con la suma de p-formas, como el producto de p-formas son tanto
R-maddulo izquierdo M, como R-mddulo derecho M, por lo que solo se dice que es un R-mddulo M. Se presenta ahora la
definicién de conjunto abierto en un espacio métrico como lo es R™.

Definicién A.11. Sea (X,d) un espacio métrico. Se dice que U C X es un conjunto abierto si para todo x € U existe
una bola abierta x € B(z,e) C U.

A continuacidn, se presenta el concepto de variedad riemanniana.

Definiciéon A.12. Se define una variedad de Riemann como una variedad diferenciable real en la que cada espacio
tangente se equipa con un producto interior de manera que varie suavemente punto a punto. FEsto permite que se definan varias
nociones métricas como longitud de curvas, dngulos, dreas (o volimenes), curvatura, gradiente de funciones y divergencia
de campos vectoriales. Una variedad de Riemann es una generalizacion del concepto métrico, diferencial y topolégico del
espacio euclidiano a objetos geométricos que localmente tienen la misma estructura que el espacio euclidiano pero globalmente
pueden representar forma “curva”. De hecho, los ejemplos bdsicos de variedades de Riemann son precisamente superficies
curvas de R3 y subconjuntos abiertos de R™.

También se presenta el concepto de variedad subriemanniana.

Definicién A.13. Se define una variedad subriemanniana como una tripleta (M, H,g), donde M es una variedad
diferenciable, H es una distribucion “horizontal” completamente no-integrable y g una seccion suave de formas cuadrdticas
definidas positivas. Es un cierto tipo de generalizacion de una variedad de Riemann. A grandes rasgos, para medir distancias
en una variedad subriemanniana, solo se permite moverse a través de curvas tangentes a los llamados subespacios horizontales.

Como el concepto de permutacion es necesario, se presenta a continuacién su definicién.
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Definiciéon A.14. En matemdtica, y especialmente en teoria de categorias, un diagrama conmutativo es un diagrama
de objetos (también conocidos como vértices) y morfismos (también conocidos como flechas o aristas) tales que todas las
rutas directas en el diagrama con los mismos puntos finales conducen al mismo resultado por composicion. Los diagramas
conmutativos desempenan un papel bdsico en teoria de categorias al igual que las ecuaciones lo hacen en dlgebra.

El concepto de variedad topoldgica, variedad o variedad n-dimensional es de suma importancia, por lo que se da la definicién
a continuacién.

Definicion A.15. Se define una variedad n-dimensional M como un conjunto dotado de una coleccion P de cartas
abstractas (funciones uno a uno x de D C M, donde D es un conjunto abierto de un espacio euclideo de n dimensiones,

E(n)) tal que

1. M estd cubierta por las imdgenes de las cartas de la coleccion P.

1

2. Para dos cartas cualesquiera x yy de la coleccién P, las funciones y~ 1z y x~'y son euclideanamente diferenciables (y

estdn definidas en conjuntos abiertos de E(n)).

Por lo tanto, una superficie es lo mismo que una variedad bidimensional. El espacio euclideo E(n) es una variedad
n-dimensional especial ya que su coleccion de cartas consiste solamente en la funcion identidad.

El concepto de variedad diferenciable aparece en este trabajo, por lo que se define a continuacién.

Definicién A.16. Se define una variedad diferenciable como el par (4, F) formado por la variedad topolégica .# de
dimension n y por la estructura diferenciable F' de clase r.

Se define a continuacién lo que es una estructura diferenciable.

Definiciéon A.17. Dada una variedad topolégica .# y un nimero entero r > 0, una estructura diferenciable (o atlas
maximal) F' de clase v sobre M es una familia {(Ux,x) : X € A} de sistemas coordenados sobre M de manera que se
cumpla que:

1. Uy recubre A, es decir | Jyop U = A,

2. dados dos cualesquiera o, B € A ha de ocurrir que la aplicacién g o gp;l|%(UamUﬁ) t@a(Ua NUB) — (U NUg),
llamada cambio de cartas sea diferenciable de orden

3. F es mazximal (relativo al orden dado por la inclusién de conjuntos) entre todas las familias de entornos coordenados
sobre A bajo las condiciones 1 y 2.

La definicién de geodésica se da a continuacion.

Definiciéon A.18. Se define la linea geodésica como la linea de minima longitud que une dos puntos en una superficie dada,
y estd contenida en esta superficie. El plano osculador de la geodésica es perpendicular en cualquier punto al plano tangente
a la superficie. Las geodésicas de una superficie son las lineas “mds rectas” posibles (con menor curvatura) fijado un punto
y una direccion dada sobre dicha superficie.

Se presenta la definicién de compactificacion, y en particular la de compactacién proyectiva.

Definiciéon A.19. En matemdticas, en topologia general, la compactificacion es el proceso o resultado de convertir un espacio
topoldgico en un espacio compacto. Un espacio compacto es un espacio en el que cada cubierta abierta del espacio contiene
una subcubierta finita. Los métodos de compactacion son varios, pero cada uno es una forma de controlar que los puntos “se
vayan ol infinito” agregando de alguna manera “puntos en el infinito” o evitando tal “escape”.

El espacio proyectivo real RP" es una compactificacion del espacio euclidiano R™. Para cada posible “direccidn” en la que los
puntos en R™ pueden “escapar”, se agrega un nuevo punto en el infinito (pero cada direccion se identifica con su opuesto).
Pasar al espacio proyectivo es comiun en geometria algebraica porque los puntos agregados en el infinito conducen a
formulaciones mds simples de muchos teoremas. Por ejemplo, cualquiera de las dos lineas diferentes en RP? se intersectan
en un punto precisamente, una declaracion de que no es cierto en R2.

Se presenta la definicién de homologia, que es apropiado por el teorema (2.6)).

Definiciéon A.20. Se define el n-ésimo grupo de homologia asociado a un complejo de cadenas

. An+15glAn%An_1 — ...

donde 6, 09,41 =0
como el grupo abeliano

También se utiliza la notacion
H,(A), donde A es el complejo de cadenas respectivo.
Se llama ker(6,) los ciclos en A, y se llama im(d,41) las fronteras de A,,.

Se presenta la definicién de integral abeliana:

Definiciéon A.21. En matemdticas, una integral abeliana, llamada asi por el matemdtico noruego Niels Henrik Abel, es una
integral en el plano complejo de la forma

/ " R(z,w) dz,

z0

donde es una funcidn racional arbitraria de las dos variables y , que estdn relacionadas por la ecuacion R(x,w)xw
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F(z,w) =0,

donde es un polinomio irreducible en , F(x,w)w

F(z,w) = pp(z)w” + -+ + p1(x)w + o),

cuyos coeficientes , son funciones racionales de . El valor de una integral abeliana depende no solo de los limites de integracion,
sino también del camino por el que se toma la integral; por tanto, es una funcion multivalor de . ¢;(x), j=0,1,...,nxz.

Se da el teorema de los ceros de Hilbert que se usa para demostrar el teorema (2.6))

Teorema A.l. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado (como el de los nimeros complejos), considera el anillo de
polinomios K[X1,Xs,...,X,] Yy sea I un ideal en este anillo. La variedad afin v (1) definida por este ideal consiste de todas las
n-tuplas x=(z1,...,.z,) en K" tal que f(x)=0 para todo f en I. El teorema de los ceros de Hilbert nos dice que sip es un polinomio
en K[X1,Xa,....X,] que se anula en la variedad v (I), es decir, p(x)=0 para todo x en V(I), entonces existe un numero natural r
tal que p” estd en I.

El Hilberts Nullstellensatz (en alemén: ”teorema de los lugares de los ceros”) es un teorema en Geometria algebraica
que relaciona variedades e ideales en anillos de polinomios sobre cuerpos algebraicamente cerrados. Fue probado inicialmente
por David Hilbert. La demostracién del Nullstellensatz de Hilbert se encuentra en [Michaell969]. A continuacién, se da el
concepto de homeomorfismo, necesario para varias partes de esta tesis:

Definiciéon A.22. Sean X e Y espacios topologicos, y f una funcion de X a'Y; entonces, f es un homeomorfismo si se
cumple que:

= f es una biyeccion,
= f es continua,

= La inversa de f es continua.

A continuacion, se da el concepto de embebimiento que esta relacionado con los homeomorfismos:

Definicién A.23. Un embebimiento es una aplicacion f : (X,7) — (Y,7') entre dos espacios topoldgicos tal que

f(Xm) = (F(X), [ 5(x))

es un homeomorfismo. Se dird entonces que X estd embebido en' Y mediante f.
Se da a continuacién, el concepto de inmersion inyectiva, para la parte del teorema de Gauss-Bonnet

Definiciéon A.24. En matemdticas, una inmersion es una aplicacion diferenciable entre variedades diferenciables cuya
derivada es inyectiva en todo punto. Explicitamente, f: # — AN es una inmersion si:

Dpf : Tp% — Tf(p)JV

es una funcidn inyectiva en cada punto p de .# (donde la notacion T, 2" representa el espacio tangente de 2" en el punto
p). Equivalentemente, f es una inmersién si su derivada tiene rango constante e igual a la dimension de M :

rank D, f = dim .#

La propia funcion f no necesariamente debe ser inyectiva, sélo su derivada.

Un concepto relacionado es el de incubamiento (embedding). Un incubamiento es una inmersién inyectiva f : 4 — N que
también es un incubamiento topoldégico, de tal manera que A es difeomorfica con su imagen en A . Una inmersiéon
es un incubamiento local, es decir, para un punto x € A existe una vecindad, U C A, de x tal que f: U — AN es un
incubamiento, y reciprocamente un incubamiento local es una inmersion. Para variedades de dimension infinita, esto
a veces se toma como la definicion de inmersion.



Apéndice B
Notacion

Aqui se presenta una tabla con las notaciones que se van a utilizar a lo largo de todo el libro.

CUV,g), 9(p,q); 9n
1, V2, U3, 0

notacién para campo o cuerpo

significa para todo

significa existe

son escalares en un campo

notacién para espacio vectorial

el campo de los nimeros reales

denotan el conjunto de los multivectores o un dlgebra geométrica
denotan wvectores

<> denota un producto interno general

<> denota un producto interno conjugado general

U significa union de conjuntos

R+ denota al conjunto de los numeros reales positivos, sin incluir al 0
g denota la funcién producto interno general

VxV denota el producto cartesiano entre dos espactos vectoriales

d denota una funcion distancia general

R"™ denota el espacio vectorial n-dimensional real

M denota un espacio métrico general

o0 significa mas infinito o que crece indefinidamente

B(a,r) significa bola (abierta) centrada en a y de radio r

B significa base ortonormal de un vector

R? significa el plano cartesiano real

[| ] significa la norma de un vector

— significa si y solo si

Be(a,r), B(a,r), B.(a) significa bola (cerrada) centrada en a y de radio r

U(a,r), Uy(a) significa bola (abierta) centrada en a y de radio r en andlisis funcional

significa esfera centrada en a y de radio r
notacién que designa una suma general o sumatoria

V1 - V2 significa producto punto o escalar entre vectores

V1 - V2 denota el producto escalar de dos vectores cualesquiera

cos es la funcién coseno de un angulo dado

LV dngulo del vértice opuesto al vector v

L significa perpendicular

B denota un frm-e-vector o bivector

A significa la multiplicacion exterior, producto exterior o producto cufia
A?(R?) es el conjunto de los bivectores de orden 2 en el espacio R?
sin es la funcién seno de un angulo dado

I significa paralelo

|- significa en general un valor absoluto

T denota un 3-vector o un trivector

v denota el vector colineal

v denota el vector ortogonal

V1V2 denota el producto geométrico de dos vectores cualesquiera
(p,q) denota la signatura de ¢

M denota un multivector

@ Suma directa

i€G

(Z) denota las combinaciones de n elementos tomados de k en k
(M), denota la parte de grado m del multivector M

A, B, C denotan multivectores de un algebra geométrica

% indica el producto cartesiano de espacios vectoriales
T(vi,v2,...,0p) denota un tensor de orden p en V

® denota el producto tensorial

QP (R™) espacio de los tensores de orden p en el espacio vectorial R™
Vs denota la base dual

w denota una p-forma o en un conjunto abierto U C R"
dx; denota la diferencial i-ésima

La informacion sigue en la pagina siguiente.
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denota la permutacion de n elementos

denota el conjunto de las funciones k veces continuas y diferenciables

denota un tensor alternado o totalmente antisimétrico

denota el conjunto de las formas diferenciales de orden p en R™

denota el simbolo de Levi-Civita

denota el espacio tridimensional real

denota la orientacién de V'

representa la funcién determinante

denota la dimension

denota la matriz transpuesta

denota la funcion signatura

significa permutacion del i-ésimo elemento

representa el producto cruz entre dos vectores cualesquiera
denota la derivada exterior de una p-forma

denota la derivada parcial de la funcién f respecto de x;
denota la tangente inversa

denota la doble derivada parcial de f respecto de z; y x;

representa la integral de a a b

denota la integral de una p-forma en R™

denota un espacio topoldgico

denota al conjunto vacio

representa la composicion de funciones

significa que dos aplicaciones son homotdpicas
representa el producto de dos lazos

denota la clase de homotopia de la aplicacion f
denota al espacio dual vectorial

denota a los wectores covariantes

denota a los wvectores contravariantes

denota el espacio cotangente

denota el espacio tangente

denota el conjunto del tipo (g, p) tensores en r € M
denota al producto tensorial de orden p

denota el dual de Hodge u operador de Hodge
denota el tensor métrico

denota la codiferencial exterior

denota al operador de Laplace-de Rham-Beltrami
Corchete de Poisson

notacién para la derivada de Lie

denota una variedad diferenciable

denota al espacio de los campos vectoriales
denota al corchete de Lie

denota la funcion de Hamilton

denota las singularidades de un sistema dindmico

denota un producto general

denota el flujo de un sistema dindmico

denota un conjunto limite cualquiera en el plano
denota la funcién de Hamilton en A%(R?)

Notaciéon para derivada exterior de sistemas dindmicos
notacion para la diferencial para distribuciones univectoriales
notacion para flujo de un sistema no lineal

denota la parte no lineal de una distribucion en Al(R?)
notacion para funciones de campos vectoriales

notacion para funciones de trayectorias

representa un conjunto de nivel

denota un campo vectorial de una funcion hamiltoniana

denota la interseccion generalizada de conjuntos

denota la cerradura del flujo de un sistema dinamico
denota un cofactor polinomial
denota el grado de un polinomio

denota al espacio de los polinomios en el campo R en las variables x(t) y y(t)

denota plano proyectivo real

denota la recta real proyectiva con el infinito

denota el grado de la curva invariante F'

denota el mdzrimo comin divisor entre polinomios

denota la exponencial

denota una curva tnvariante algebraica

denota un factor exponencial

denota un factor integrante de un sistema dindmico
La informacion sigue en la pagina siguiente.

11
11
12
12
13
13
14
14
14
15
15
15
15
15
15
18

18

18
19
20
20
20
20
21
21
22
22
22
22
22
22
22
22
23
23
24
25
25
22
25
25
28
28

28

29
29

32.

32
32
32
37
37
37
37
38

39

39
39
40
40
40
40
40
40
40
40
40
46
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APENDICE B. NOTACION

gen denota al conjunto generador 53
B(z(t), y(t), 2(t)) notacién para distribuciones bivectoriales en A?(R3) 53
T(xz(t),y(t), 2(t)) notacién para distribuciones trivectoriales en A3(IR?) 53
ix W denota a las contracciones de p-formas 62
St denota al circulo unitario 64
0 notacion para la frontera de una variedad 64
Z frontera de componentes conezas 65
hid denota la esfera unitaria (n - 1)-dimensional 65
D3 denota un disco 65
H denota una hipersuperficie 66
Q denota el pullback o la aplicacion regrediente de una variedad 2 67
K denota la curvatura de Gauss de la hipersuperficie 68
x(S) denota la caracteristica de Fuler de una superficie cerrada 68
iNdg, denota el indice de un punto singular de un em campo vectorial 72
i) denota una particién de conjuntos disjuntos conectados 73
Lo denota las hojas de una foliacion 73
T(A,P) denota una distribucion de T.# llamado el haz tangente a la foliacion 73
U denota la union de conjuntos generalizada 73
w(®) denota un haz cociente llamado comtinmente haz normal a la foliacién ® 73
A denota un producto curia generalizado 84

Tabla B.1. Se muestra tanto la notacién general como la especial que se usa en esta tesis.
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