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Resumen

El dispositivo desarrollado es un prototipo que se propone como un sustituto del sensor
de oxigeno, este es el encargado de monitorear la mezcla aire-gasolina, a este parametro
en la industria se le conoce como factor A, como se demostrard en el capitulos 3 la
desviacién en el valor de sensor trae consigo demasiados problemas, al motor del
vehiculo, dado que dicho sensor forma parte de todos los sistemas OBD y OBDII, se
estima que al rededor del 80 % de los automotores que se encuentran en circulacién
en la CDMX cuentan con dicho dispositivo, incluidos aquellos vehiculos a gasolina de
uso intensivo.

Algunos problemas de un factor A mal calculado son:
= Consumo excesivo de combustible.
= Generacion de grandes cantidades de gases contaminantes.
= Dano a componentes internos del motor.
= Dano al convertidor catalitico.

El problema principal del sensor comercial es que sufre alteraciones por histéresis elec-
tronica, es decir, el comportamiento de las lecturas no es lineal y la ECU no se ajusta a
la curva de calibracién, ademéas que cada fabricante dentro de la ECU, instala su pro-
pia curva de calibracién para dicho sensor, por ello al instalar una pieza de recambio,
esta puede no ajustarse del todo a dicha curva y como consecuencia obtener valores
por debajo o por arriba del valor esperado, se conoce como el factor A al parametro
que se obtiene de dicho sensor como se demoestraréd en los resultados experiemntales.
En capitulos posteriores explicaremos como el sensor lambda da medidas imprecisas
e incluso erroneas que generan multiples problemas al motor del vehiculo.

Fl dispositivo desarrollado en el presente trabajo, salva este inconveniente ya que se
puede ajustar, como se demuestra en las conclusiones, a las curva de calibracién de
una ECU de primera o segunda generacién, manteniendo el factor lambda dentro de
los rangos esperados, lo mas cercano a 1. La instalacién del dispositivo no afecta la
instalacion eléctrica del vehiculo, tampoco a el resto del sistema ya se comprob6 a
lo largo de 1 afio de pruebas; y el resto de los sistemas no se vieron afectados por el
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cambio, es decir el comportamiento del motor se mantuvo en sus rangos considerados
como normales. No se cargaron cddigos de error a la ECU por motivos del dispositi-
vo, la temperatura de operaciéon no present6é cambios, adicionalmente se obtuvo una
mejora en el rendimiento pero ello depende de la calibracién con la que se opere el
dispositivo. Sin embargo como se demuestra en nuestras conclusiones hay una mejora
significativa en dicho tema.

Otras ventajas son que la sefial no se va degradando con el paso del tiempo, un sensor
de oxigeno comercial opera de forma normal entre 5 a 8 anos, los de repuesto no
superan los 3 afos, después de este tiempo ambos, presentan pérdidas en frecuencia
vy amplitud de la senal, la vida util de los componentes del dispositivo se estima en al
menos 20 afios, no se hace un estudio de precios pero sin embargo sf podemos concluir
que otra ventaja es que el costo de la pieza original a comparacion del nuestro es de
1/3 del valor comercial por unidad.
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Figura 1: Dispositivo implementado
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Introduccion

Desde la invencién del automévil entre 1885 y 1886 por el aleman Karl Benz, quien
creo el primer prototipo de este vehiculo impulsado por un motor de gasolina de un solo
cilindro y 2 tiempos. Karl Benz creo el primer prototipo de este vehiculo impulsado
por un motor de gasolina de un solo cilindro y 2 tiempos ver figura (2).

Figura 2: Motor Benz

La tecnologia de éste primer motor era totalmente analogica, es decir todas sus partes
eran mecanicas y no existfa ningin método para controlar los gases de escape produ-
cidos por la combustién del motor en tiempo real. A partir de la revolucion industrial
acaecida durante el siglo XV IIT Henry Ford, ademas de las lineas de produccién, in-
trodujo un estandar para la fabricacién de motores. Estos vehiculos ya contaban con
una caja de cambios, para aumentar la ventaja mecéanica que proporciona el motor, y
asi lograr una mayor velocidad, ver figura (3)
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Figura 3: Henrry Ford

Este motor cuenta con los siguientes elementos

= Sistema de 4 tiempos (admision, compresion, explosion y escape),
= sistema de carburador para dosificacién de la mezcla aire-gasolina,
= gistema eléctrico regenerable para el encendido,

= valvulas de admisién y escape,

que aun hoy dia se siguen usando, exceptuando el sistema de dosificacién de gasolina
que ha evolucionado utilizando sistemas de control. Hasta antes de la crisis del petro-
leo, ocurrida a partir de 1973, los motores de combustién interna se caracterizaban
por ser grandes consumidores de combustible. El estandar en la industria era producir
bloques de 8 cilindros con una capacidad volumétrica, que oscilaba entre los 3 litros
hasta los 4.5. Para alimentar estos poderosos motores se instalaban carburadores de
4 gargantas, comin mente denominados cuadrayet figura (4).

Este sistema administraba una mezcla aire-gasolina aprovechando el vacio creado por
el movimiento de los pistones y era administrado por 4 gargantas dos que trabajaban a
bajas rpm y las otras mas grandes a altas. Para mejorar el alto consumo de combustible
de éste sistema se buscaba minimizar el consumo mientras el motor se mantenia en
ralenti. A pesar de ello el enorme tamano del bloque no mejoraba significativamente
la eficiencia.

Como la gasolina no era cara y los autos estaban dirigidos a una poblacion de altos
recursos, los consumidores de aquella época no daban importancia a esto. A partir del
alza de los combustibles y del abaratamiento de los autios las compaififas armadoras
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Figura 4: Carburador cuadrayet

de automéviles empezaron a poner atencién a él consumo eficiente de combustible,
y de hecho esta fue la Unica razén para empezar a investigar en diversas formas de
lograrlo.

Con ello se empezaron a comercializar motores de 4 y 6 cilindros, de 8 cilindros pero
de menor tamano y con un carburador de 2 gargantas. Evidentemente, todo esto
impacté de forma directa en la potencia de los vehiculos obligando a la introducciéon
de autos més pequenos y livianos. Ademads, para compensar la falta de potencia se
introdujeron sistemas de sobrealimentaciéon, como lo son los turbocompresores y los
stuper cargadores, sistemas que en un principio compensaron la falta de potencia pero
que requerian de sistemas mas sofisticados para controlarla potencia del sistema y su
fiabilidad.
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Capitulo 1

Eficiencia de un motor de
combustion interna

1.0.1. Ciclo Otto

“La primera ley de la termodinamica, es un enunciado de la conservacién de energia”.
Esta ley afirma que un cambio en energia interna en un sistema se puede presentar
como un resultado de transferencia de energia por calor, por trabajo o por ambos.
Aunque la primera ley de la termodinamica es muy importante, no hace distincion
entre los procesos que se presentan espontaneamente y aquellos que no lo hacen asi.
Sin embargo, en la naturaleza sélo tienen lugar ciertos tipos de procesos de conversion
de energia y de transferencia de energia. La segunda ley de la termodinamica, establece
“cudles procesos se presentan y cuales no”(VER [5]).

“Una maquina térmica es un dispositivo que toma energia por calor y, al funcionar en
un proceso ciclico, expulsa una fraccién de dicha energia mediante trabajo. Por ejem-
plo, en un proceso representativo por el que una planta de energfa produce electricidad,
un combustible, como carbdn, se quema y los gases de alta temperatura producidos
se usan para convertir agua liquida en vapor. Este vapor se dirige a las aspas de una
turbina y las pone a girar. La energfa mecanica asociada con esta rotacién se usa para
impulsar un generador eléctrico. Otro dispositivo que se modela como méaquina tér-
mica es el motor de combustién interna de un automévil. Este dispositivo usa energia
de la quema de un combustible para realizar trabajo sobre pistones, lo que resulta en
el movimiento del automovil”(Ver [5]).

Todos los motores que actualmente se encuentra en los mercados, asiaticos, europeos
y americanos aun siguen siendo motores de ciclo Otto, es decir, que a pesar de sus
multiples sistemas de control, siguen siendo bésicamente motores de 4 tiempos.

La eficiencia de este tipo de motores es muy pobre, por ello se ha intentado mejorar,
introduciendo sistemas de control en la dosificacién de combustible, aumentando el
nimero de valvulas por cilindro, para con ello lograr un desalojo de gases més rapido,



2 Capitulo 1. Eficiencia de un motor de combustién interna

dicho proceso se muestra en la siguiente figura:

CICLO DE MOTORES DE 4 TIEMPOS

CICLO DE CUATRO TIEMPQOS - MOTOR OTTO

MULTIPLE DE VALVULA
MULTIPLE
ADMISION BUIA  pg pscame  DEESCAPE

YALYULADE
AD MISION

A

3 A | /
\\i/%?%mumm_ \\“@ / \\i / t\\_@

ADMISION COMPRES ION EXPLOSION E SCAPE

Figura 1.1: Ciclo del motor de 4 tiempos.

Cabes sefialar que hay un breve tiempo en que ambas valvulas (admision y escape) se
encuentran abiertas por un breve periodo, a este momento se le conoce como {raslape
de wvdlvulas. Para aumentar la eficiencia de los motores de combustion interna los
ingenieros han debido de recurrir al traslape de véalvulas para mejorar el llenado y
vaciado de la cdmara de combustion, gracias al aprovechamiento de la inercia de la
masa de aire entrando y la masa de gases saliendo, como se muestra en la siguiente

figura:
60 -
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I E (Fing! de Combustidn)
Combustion \

40 N E T
S \ Expansién
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Figura 1.2: Secuencia de apertura y cierre de valvulas.

Se puede observar que el tener tiempos mayores de traslape en el sistema conlleva
a una forma més eficiente de llenar la mezcla aire-combustible al interior del motor,



toda la naturaleza del ciclo también nos lleva a un enfoque donde los gases ingresados
a la cAmara de combustiéon estan en constante cambio, tanto de volumen, temperatura
y presion.

adiabaticas

calentamiento

4

Figura 1.3: Ciclo de gases

Termodindmicamente el trabajo indicado realizado por el pistén corresponde a la in-
tegral cerrada:

W@izbfpdV (1.1)
La potencia indicada en funcién del trabajo se define como:
W.N
P == (1.2)
[Zs

donde n, se refiere al nimero de revoluciones del cigiienial por cada carrera de potencia,
para el caso de los motores de 4 tiempos, n, es igual a 2.

1.0.2. Eficiencia mecanica

La totalidad del trabajo realizado por los gases durante la expansion, no estd dispo-
nible en el cigiienal para ser utilizado, puesto que parte de este trabajo es invertido
en el llenado y vaciado de los gases en el cilindro, a la potencia consumida en este
proceso se denomina potencia de bombeo. Existen ademés pérdidas que aparecen en el
movimiento alternativo del pistén, como la friccién, ademés de la potencia invertida
en mover accesorios o dispositivos acoplados al motor y que son indispensables para
su funcionamiento como lo es la bomba de aceite y de agua, entre otros dispositivos.
La potencia indicada es la suma de la potencia al freno y la potencia por friccién,
mateméticamente se supone una dependencia lineal se escribe:

P, =P, + Py (1.3)
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Si la mezcla aire—combustible se supone como un gas ideal, la eficiencia del ciclo de
Otto es:

(1.4)

donde V1/V2 es la relacién de compresion y o es la relacion de los calores especificos
molares CP/CV para la mezcla combustible-aire. La ecuaciéon (1.4), demuestra que
la eficiencia aumenta conforme la relacién de compresién aumenta. Para una relacién
de compresion representativa de 8 con o = 1.4, la ecuacion (1.4) predice una eficiencia
tedrica de 56 % para un motor que funciona en el ciclo de Otto idealizado. Este valor es
mucho mayor que el logrado en los motores reales (15 % a 20 %) debido a efectos como
friccion, transferencia de energia por conduccion a través de las paredes del cilindro y
combustion incompleta de la mezcla aire-combustible (Ver [5]).

Como se ha mencionado, un enfoque del motor de combustién interna puede ser desde
el punto de vista de la termodinamica, y el proceso lleva a analizar las situaciones como
si se tratase de gases ideales, (isobéarico, isotérmico e isocdrico), es decir, considerando
los cambios de energia del sistema, las temperatura, presiones y volumenes de gases,
dado que el presente trabajo no es con dicho enfoque s6lo se tratara hasta este punto
este enfoque del problema, sin embargo se hace referencia a la siguiente tesis que es
un trabajo muy extenso en dicho sentido(VER [§]).

Las ventajas que se pueden lograr en el plano mecanico, en el presente trabajo se
trasladan al plano electrénico, precisamente mejorando la instrumentacion del sensor
lambda, con ello aunque no se altera de ninguna manera la parte de diseno mecéanico
se logra una mejor eficiencia en lo general del sistema, es decir con menos energfa
inyectada al sistema se obtiene un mayor cantidad de trabajo; ello se logra gracias a
controlar el factor \, cabe mencionar que la justificacion (ecuacion diferencial) de dicho
parametro ningin fabricante da a conocer c6mo es que se obtiene, ni sus parametro de
entrada, algo en lo que se debe hacer énfasis es que toda ECU se encuentra codificada,
y el modelo del sistema de control que sigue (PDI, adelanto-atraso, control fraccional
entre otras) se desconoce del todo, simplemente se obtiene una respuesta del sistema,
con una cierta entrada, esto dificulta el trabajo en su aspecto matematico ya que no
se tiene el total del problema, por ello esa parte se queda a futuro. Al mantener la
lectura del factor A dentro de un rango cercano a 1, nos garantiza al menos por todos
los fabricantes de vehiculos automotores que esa es la condicion ideal para obtener
el mejor rendimiento posible del motor, esto en la practica eso es imposible ya que
la ECU esta disenada para dar la mejor aceleraciéon posible, por ello la respuesta del
sistema, es aumentar la dosificacién de combustible al tener como entrada al cuerpo
del acelerador en una posiciéon mas abierta, esto genera una respuesta transitoria del
sistema, sub-amortiguada, como se muestra a continuacién:
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Figura 1.4: Respuesta tipica sub amortiguada

La implementacion del dispositivo mostrado en la figura (2.12) mejora la respuesta
del sistema manteniendo el factor A sin cambio, es decir, cercano a 1, ello nos da una
respuesta sobre amortiguada del sistema como se muestra a continuaciéon:

1.'::1;

1.4

Figura 1.5: Respuesta tipica sobre amortiguada

La aportacién del presente trabajo se centra en que el dispositivo no implica cambio
alguno en la naturaleza mecanica del motor y segundo se puede aprovechar el margen
que nos da manipular el factor .

1.0.3. Historia de los sistemas OBD

Con la llegada de los ECU, los sistemas de control pudieron ofrecer ventas adicionales
a los sistemas de dosificacion de combustible mecéanicos (carburadores), pero la im-
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plementacion de dichos sistemas fue una apuesta independiente por cada fabricante,
a finales de la década de 1980 todos los fabricantes seguian ofreciendo motores con
sistemas a carburador y sélo un fabricante Chrysler, implemento su primer sistema
OBDI en vehiculos de gama alta, algunas de las ventajas inmediatas que el comprador
podia notar eran:

= Arranque en frio estable.

= Velocidad del motor en relanti estable y a bajas RPM.
= Mejor consumo de combustible.

= Disminucién de vibraciones con el motor en marcha.

= Mejor control del torque.

= Control de emisiones.

Las ventajas que el comprador no tenia en cuenta eran cuando se eliminaban algunas
piezas mecénicas, el sistema era capaz de almacenar en la memoria de la ECU cédigos
averiados, para asi poder realizar un diagnostico mas preciso en caso de falla, el sistema
monitorea todo los sensores en tiempo real y en caso de alguna falla o funcionamiento
anormal, este encendfa una luz en el tablero con la leyenda de “CHECK ENGINE”,
revisar motor.

Los primero sistemas no necesitaban de equipo adicional para poder leer los cédigos
almacenados en la memoria de la ECU, bastaba con hacer alguna combinacién de
aperturas y cierres del switch de ignicién para acceder a ellos, mediante el parpadeo
del letrero CHECK ENGINE, la primer serie de parpadeos era para las decenas y el
segundo para las unidades, asi se podrian almacenar hasta 99 cédigos de fallas, dado
que la industria automotriz no trabaja bajo ningtn estdndar, sino simplemente la
innovacién, cada marca tenia sus propios cédigos y sus propios métodos para acceder
a ellos.

La forma de borrar dichos reportes de fallo, eran tan simples como desconectar la
alimentaciéon de la ECU por algunos segundos para que todo el sistema se reiniciara
desde 0, esto era debido a la naturaleza de construccion de la propia ECU, el sistema
de almacenamiento de codigos de error se hacia en una memoria RAM, la cual al
perder la energia con la que se alimenta borra todos sus registro y se vacia.

La funcién principal de la ECU sea de primera y ultima generacién es mantener
el motor dentro de los pardmetros que el fabricante estableci6, esto no quiere decir
necesariamente que la ECU este dedicada a generar los menos gases nocivos para el
ambiente, o consumir la menor cantidad de combustible posible, como se verd mas
adelante, dentro de los muchos sensores que comprenden el sistema, el encargado de
monitorear la salida del sistema es el sensor A lambda, el cual es el objeto de anélisis



en el presente trabajo, dado que es el encargado de ajustar la cantidad de combustible
suministrado a la planta.

Para el ano de 1993 casi toda la industria automotriz decidié dar el salto tecnolégico
hacia los sistemas de inyeccién electrénica FI o FULL INJECTION, algunas marcas
asidticas se resistieron al cambio he implementaron los sistemas a mediados de 1990,
en este momento todo la industria contaba con sus propios co6digos averiados, incluso
algunos fabricantes ofrecian médulos de expansién para sus ECU con mejoras en las
prestaciones, cosa que no era mas que una memoria EEPROM con diferentes para-
metros para lograr un mejor desempeno, dentro de los que ofrecian estas prestacion
en el pais solo fue Chevrolet, también la forma en que se administraba el combustible
al motor no era nada estandar, cada fabricante intentaba innovar en el campo, los
primeros sistemas eran con un inyector central montado sobre algo muy parecido a un
carburador, dicho sistemas se conocié como TBI (Thottle Body Injection), cuerpo de
aceleracion.

Single throttle-body
fuel injector, 1986.
Throttle cable
hooked up on

the left; TPS is

on the right.

Plymouth photo
at allpar.com

Figura 1.6: Sistema TBI, Fuente: Plymounth photo www.allpar.com

Aunque el sistema cumplia con sus funciones no era del todo eficiente, pero adicional-
mente era muy facil quitar el TBI y regresar al sistemas de carburador, ya que la nueva
tecnologia no era muy bien recibida por todos, el siguiente paso en los sistemas de
primera generaciéon no fueron cambios en la ECU sino en los sistemas de inyeccién del
combustible, los siguientes en aparecer fueron los MPFI (Multi Port Fuel Injection)
sistemas multipuerto, que hasta el dia de hoy se mantiene como ya como un estandar
de toda industria, estos sistemas cuentan con un pequeno actuador que administra el
combustible por cada cilindro de forma independiente.
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Figura 1.7: Sistema MPFI

Para el final de esta generacion de sistemas se logré implementar un estiandar en la
industria automotriz.

Estandar OBD

“En el ano 1985 un organismo del Estado de California llamado CARB (Junta de
recursos medioambientales de California) aprob6 una regulacion para un sistema de
diagnostico a bordo llamado OBD (On-Board Diagnostic). Esta regulacion determina
que el Modulo de Control del Motor llamado ECM (Engine Control Module) tiene
que monitorizar ciertos componentes del vehiculo relacionados con las emisiones de
gases para asegurar un correcto funcionamiento. También se tiene que iluminar una
luz indicadora de fallo o averia llamada MIL (Luz indicadora de mal funcionamiento)
en el cuadro de instrumentos cuando se detecte algiun problema’(Ver [7]).

Los objetivos bésicos principales de esta regulacién son dos:

= Reforzar el cumplimento de las normativas de la regulacién de los emisiones de
gases alertando al conductor cuando se muestre algtn fallo.

= Ayudar a los técnicos en la identificacion y reparacion de los fallos en el sistema
de control de las emisiones de gases(Ver [8]).

La autodiagnosis OBD se aplica a sistemas que se consideran los responsables de un
aumento de las emisiones de gases de escape en caso de averias. Generalmente, el
sistema OBD prueba los siguientes componentes:

= Sensores principales del motor.
= Sistema de medicién del combustible.

» Funcién de Recirculacion de Gases de Escape (EGR)(Ver [8]).



Aunque este estandar solo se aprobé en el estado de california en EUA, no se lo-
gré implementar por los ensambladores asidticos y europeos, por ejemplo los modelos
de VW siempre utilizaron equipo especial para el diagnoéstico y muchos asiaticos se-
guian comercializando modelos a carburador, solo con la novedad de implementar el
convertidor catalitico.

La siguiente generacion de sistemas OBD II, tuvieron un cambio significativo en cuanto
a sus predecesoras:

= Los codigos de almacenamiento ya no se podian extraer més que con equipo
adicional.

= Para borrar los cédigos también es necesario el uso de equipo adicional ya que
estas ECU cuentan con memorias EEPROM.

= Cada fabricante utiliza su propio protocolo de comunicacién.

» Habia diferencias entre los protocolos de los fabricantes asiaticos, europeos (EOBD)
y americanos.

= Se implement6 un puerto estandar de 16 pines.

El conector del sistema OBD II tiene que cumplir una serie de especificaciones segin
normativa ISO 15031-3:2016. Dicha normativa estipula que este conector para el diag-
nostico OBD2 o EOBD debe estar situado cerca del asiento del conductor, esto es lo
contrario a los sistemas anteriores donde el conector estaba en el compartimento del
motor. El estandar SAE J1962 se define como el conector fisico usado para la interfaz
OBDII. Este sistema utiliza un conector de 16 pines aunque no todos estan ocupados.

TERMINALES DEL CONECTOR QBD |

1. 5in uso 9. Sin uso

2. 11850 Bas positivo 1. Sim wso

3, Sinuso 11. Sin uso

4, Tierra del vehiculo 12, Sin uso

5. Sefial de tierra 13. Sedftal de tierra

B. Can Alto 14. Can Bajo

7. 15091412 / Linea K 15, 150 91412 / Limea L
8. Sinuse 16. Positive Bateria

Figura 1.8: Cavidades conector OBD II



10 Capitulo 1. Eficiencia de un motor de combustién interna

Como se muestra en la figura (1.8) cada fabricante utilizaba su propio protocolo de
comunicacion:

CAN ISO 15765

Este protocolo CAN fue desarrollado por Robert Bosch que se extiende al campo
del control industrial y existen dos versiones bésicas de este protocolo que son las
siguientes: CAN 1.0 y CAN 2.0

El estandar 1.0, es el método empleado para permitir una velocidad de transmision
de hasta 125 Kbit/s lo que permite con esta velocidad realizar funciones de control.

El 2.0, es una version del protocolo CAN compatible con el estandar CAN 1.0 cuya
funcién es aumentar la velocidad a 500 Kbit/s al estandarizase bajo SAE J2284-500
y a1 Mbit/s bajo la ISO 11898 (Velocidad de transmision alta)(Ver [7]).

Estos sistemas en la actualidad si cuentan con un estandar ISO OBD II, pero atin asi
los ensambladores conservan cédigos de propietario que no pueden ser leidos més que
por sus equipos especificos, asi mismo los sistemas de control no se limitan a controlar
el funcionamiento del motor, sino que también se implementan en sistemas de frenado
anti-bloqueo (ABS), sistemas de estabilidad (ESR), sistemas de cambios de marcha
(caja de cambios), sistemas de confort (temperatura del interior, luces automaéticas,
encendido de limpiadores y luces de modo automaético, cierre centralizado etc).

1.1. Naturaleza de los sensores en sistemas OBD

1.1.1. Sensor de temperatura

Los componentes de este sistema OBD ya sea primera o segunda generacién constan
casi de los mismos sensores:

Sensores de temperatura, estos trabajan como un NTP o NTC, es decir el dispositivo
aumenta o disminuye su resistencia conforme la temperatura cambia, los hay de:

= Refrigerante.
= Temperatura del motor.
= Temperatura del aire de entrada.

Comportamiento de un sensor tipo NTC.

1.1.2. Sensor de efecto Hall

Este sensor se utiliza principalmente para saber la posicion, por ejemplo del arbol de
levas, el ciguenal.
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Prueba del Sensor
de Temperatura

Un sensor de temperatura se
somete a prueba de exactit-
ud al comparar la resistencia
del sensor contra la temper-
atura real. Para asegurar la
exactitud de las lecturas,
necesitas un termémetro y
buenos contactos en tu mul-
tifetro digital.

Resistencia, chms

-20 0 20 40 60 80 100
(4] (32) (68) (104) (140 (178) (212)
Temperatura - (°F)

Figura 1.9: Sensor NTC

= Sensor de posicién de arbol de levas.
= Sensor de posicion de cigiienal.

Sensor de disparo de chispa (distribuidor) ya no existe, solo en OBD 1.

= Sensor de velocidad.

ura basica del sensor

Figura 1.10: Sensor de efecto Hall

1.1.3. Sensor lambda

Este sensor en particular es el de mayor importancia por la razones que ya se habian
mencionado antes, es el encargado de cerrar el lazo de control, este sensor segin
los fabricantes genera una senal cuadrada y reacciona a la cantidad de oxigeno que
existe en los gases de combustién y de manera muy superficial se menciona que es un
oscilador arménico simple, cosa que en los resultados obtenidos experimentalmente se
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puede asegurar que dicho sensor no tiene un comportamiento lineal. Los mas comunes
en la actualidad son los construidos de diéxido de zirconio, al entrar en contacto con
los gases su composicién hace una diferencia de potencial que puede leer la ECU y
calcular la cantidad de combustible que se esta quemando.

Lado

negativo

Conexion electrica a
Lado la unidad de control
positivo

Aire
ambiente

Funda

Punta sensora Soporte Abertura de
(lado del escape) ceramico ventilacion
para el aire

Fig. (2). Vista en corte del sensor lambda.

Figura 1.11: Corte tranversal, sensor lambda

Este sensor idealmente y segin datos técnicos se debe estar al rededor de un factor A
igual a 1, esto idealmente mantiene la relacién aire gasolina en la proporcién corrrecta,
como se muestra en la siguiente figura:

'VA Tensién de la sonda
()
800-
600

400— — — — — —

200

bt —t—t—+
06 08 18 12 14
‘ Coeficiente de aire A

e —f—1]—

Mezcla rica Mezclapobre
(falta de aire) (exceso de aire)

Figura 1.12: Factor A proporcionado por el fabricante

Como se observa en la grafica (1.1.3), el sensor es de pequena senal, oscila entre
los 200mV a 800mV, entre més bajo sea el voltaje la ECU responde enviando una
mayor cantidad de combustible a la planta para intentar estar dentro del coeficiente
de A es decir que la mezcla aire-gasolina estdn en las proporciones perfectas, pero la
linealizacion de las lecturas del sensor son especificadas por cada fabricante y dicha
informacién no estd disponible para el publico en general, s6lo se menciona que este
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se encuentra oscilando entre rangos de voltaje de 700mV y los 300mV de forma ideal.

Cambios en el sensor lambda

Rica Pobre Rica Fabre

Vekage del sensor T
!

El voltaje del sensor lambda en un ciclo
cerrado sube y baja de ligeramente rica
a ligeramente pobre..

Los sensores lambda también han sufrido cambios:

= La primera generacién, contaban con uno o dos cables por los cuales se obtiene
la lectura de gases.

= La segunda generacion son de cuatro cables, dos son conectados a una termo
resistencia para precalentar el sensor, en otro mas va la sefial de la lectura y
para reducir el ruido hay un cuarto como la referencia a tierra.

= La tercera generacion, este es un arreglo de los de segunda generacién pero con la
diferencia que se obtienen valores que cruzan por cero, es decir da voltajes nega-
tivos y positivos, estos usualmente son de seis cables y se les llama erréneamente
de ancho de banda.

En los autos de altima generacion se utilizan dos sensores para poder medir la eficiencia
del convertidor catalitico, un sensor monitorea el consumo del motor este se ubica
antes del convertidor, mientras el segundo que se pone después del convertidor para
monitorear su eficiencia.

Py

Unheated Heated
1 Cable 2 Cables 3 Cables 4Cables
Black = Signal Black = Signal Black = Signal Black = Signal

2xWhite = Heating

= Earth =
Grey = Ear e Grey = Earth

2xWhite = Heating
element

Figura 1.13: Generaciones de sensores lambda
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Capitulo 2

Implementacion de los sistemas de
control

“Los sistemas de control son parte importante de la sociedad humana y sus nume-
rosas aplicaciones estan alrededor de nosotros: en los cohetes que se disparan y los
transbordadores espaciales que se lanzan para ponerlos en orbita terrestre”(Ver [6]),
los sistemas de conducciéon auténoma, el piloto automético de los automotores, siste-
mas de estabilidad ERS, la retro iluminacién de nuestros celulares, el ruido externo
mientras se realiza una llamada entre otras cosas.

FEn la naturaleza existen los sistemas de control, el cuerpo humano siempre esta regu-
lando la temperatura del cuerpo, si este estd demasiado caliente, reacciona mediante la
presencia de sudor y envia una sensacién de incomodidad que nos hace poner atenciéon
a la sensacioén, en el caso contrario, el de sentir frio reacciona levantando los vellos de la
piel para hacer un colchdn térmico y en caso extremo forzard a todas las extremidades
a moverse (tiritar) para producir el calor necesario, ademds de lanzar la sensacion de
malestar.

La industria automotriz tuvo un gran cambio a partir de finales de la década de 1980,
cuando la tecnologia implementada paso de ser analégica a implementar sistemas
digitales de control, una de las ventajas de esta innovacion fue:

= Mejoramiento en el funcionamiento de los vehiculos.
= Mayor control de torque.

= Se hizo mas facil la operaciéon del vehiculo sin tener que esperar la temperatura
habitual de trabajo.

= Control de las emisiones.
= Control en la dosificacién de energfa.

= Autodiagnostico de fallas.
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Todo esto fue gracias a la implementacion de sistemas de control en lazo cerrado, que
gracias a la ayuda de sensores y actuadores pueden mantener la respuesta del sistema
(programacion de la ECU) dentro de parametros preestablecidos.

2.1. Definiciéon de un sistema de control

Un sistema de control estd formado por sub-sistemas y procesos (o plantas) unidos
con el fin de controlar las salidas de los procesos. Por ejemplo, un horno produce
calor como el resultado del flujo de combustible. En este proceso, los sub-sistemas
llamados véalvula de combustible y actuadores de valvula de combustible, se usan para
controlar la temperatura de una habitacién al controlar la salida de calor de horno.
Otros sub-sistemas, por ejemplo los termostatos funcionan como sistemas detectores,
miden la temperatura de la habitacién. En su forma mas sencilla, un sistema produce
una salida o respuesta para una entrada o estimulo dado.

Entrada; estimulo | Sistema de | Salida; respuesta

Respuesta deseada control Respuesta real

Figura 2.1: Esquema sistema de control fuente(Ver [6] pag 2)

Ventajas de los sistemas de control

Con los sistemas de control podemos mover equipos de grandes dimensiones con una
precisiéon que de otra manera serfa imposible. Es posible dirigir enormes antenas hacia
las regiones mas alejadas del universo para captar senales de radio débiles; controlar
estas antenas en forma manual seria imposible. Debido a sus sistemas de control, los
elevadores de edificios nos llevan con rapidez a nuestro destino, deteniéndose automaéti-
camente en el piso correcto. Nosotros solos no podriamos producir la energia necesaria
para la carga y la velocidad; esta potencia es producida o provista por motores y los
sistemas de control regulan posicién y velocidad.

Los sistemas de control se implementan por cuatro razones basicas:
= Amplificacién de potencia.
= Control remoto.
= Comodidad de forma de entrada.
= Compensacién por perturbaciones.

La ventaja que tenemos con los sistemas de control es por ejemplo, poder mover
grandes cargas con solo un botén, esto es que el sistema de control aumenta la potencia
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de sistema para lograr el movimiento deseado; también dicha accién se puede hacer de
forma remota sin tener que estar conectados al sistema; la comodidad de entrada ya
se ejemplificé en un principio es muy comodo mover grandes cargas sélo con pulsar un
botén o hacer girar una perilla, pero adicionalmente el aspecto tal vez més importante
es que el sistema de control también puedo soportar perturbaciones, es decir, si algin
agente externo perturba el sistema este puede reaccionar de forma que atn recibiendo
esa fuerza externa, este puede mediante el control retomar la estabilidad, posicién o
velocidad por ejemplo con el que venfa antes de la perturbacion.

Los sistemas 6 plantas se pueden dividir segin las entradas y salidas del sistema
como sistemas: MIMO, (multiple input, multiple output) multiples entradas, maltiples
salidas, o SISO (simple input-simple output)

Un ejemplo de un sistema MIMO serfa una antena que transmite varias sefiales al
mismo tiempo y estas al ser captadas realizarian diferentes procesos.

Tx

|/ b Nt

e O

CANAL

Figura 2.2: Ejemplo de un sistema MIMO

Un ejemplo de un sistema SISO serfa la alimentacién de un motor eléctrico, este res-
ponderd conforme haya variaciones en el voltaje entregado, estos sistemas ademas
tiene la caracteristica de que son sistemas lineales, es decir podemos predecir su com-
portamiento en cualquier tiempo deseado.
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Ra L,

Figura 2.3: Ejemplo de sistema SISO

Los sistemas de control implementados en la industria automotriz son del tipo MIMO,
las diferentes salidas del sistemas varfan de fabricante a fabricante, pero en general
todas ponen especial cuidado a la velocidad con el sistema responde (aceleracion), pero
ademas el sistema monitorea y ajusta muchos parametros, un ejemplo del esquema
que casi todo vehiculo a gasolina contempla es el mostrado en la siguiente figura.

Sensor de preslén abaoluta

Sensor de temperatura del motor

Sensor de temperatura de aire

Inyectores

el

Médule de encendida

Sensor de

Valvula de control de marcha minima recirculacion

o i

Solencide de contral de vacia
de la vilvula de recirculacion

[I:E Sensor de la

- mariposa del
acelerador

Solenoide de control de vacio Solenoide de control de vacio

de emisiones evaporativas de la Inyecclon de alre

Sensor de velocidad
del motor

Sensor de oxigens

Figura 2.4: Componentes de un sistema OBD

Los primeros sistemas de control implementados en vehiculos automotores eran me-
cénicos, el control de velocidad fue uno de los primeros sistemas en implementarse
en autos de gama alta, este permitia mediante una serie de botones seleccionar una
velocidad deseada, el sistema actuaba mediante un sistema mecanico, que utilizaba la
presién vacuométrica del motor para accionar el acelerador, o en su caso desacelerar,
por lo cual el dispositivo aunque en una versién un tanto arcaica ya implementaba el
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sistema de control en lazo cerrado, figura 6, es decir el sistema se va a ajustar a la
salida deseada todo el tiempo aunque la planta sufra de perturbaciones.

Sistema de control en lazo cerrado

r(t) e(t) c(t) . u(t) . y(t)
] Controlador|—>|ACC|onador|—>| Sistema '——>

Figura 2.5: Sistema en lazo cerrado

Picuino

Los sistemas actuales se implementan con electrénica TTL y electrénica de potencia
para lograr controlar la planta. Como se menciona con anterioridad estos sistemas
control necesitan de electrénica digital, asi como de un microprocesador, etapas de
acondicionamiento de senales y toda una unidad dedicada sé6lo a la lectura de todos
los parametros de entrada (sensores), esto da la pauta para que nacieran las ECU(
Engine Control Unit) unidad de control de motor, que es la encargada de realizar
todos los procesos necesarios para que el motor funcione adecuadamente y dentro de
los parametros con la que esta fue configurada. Figura (2.4)

2.2. Sistemas de Control

Los sistemas dindmicos aparecen al tratar de especificar mediante un modelo mate-
matico. Procesos en los que es posible describir la dependencia en el tiempo de un
punto en un espacio geométrico mediante la aplicacién de una formula o “regla”.

Surgen, con naturalidad en virtualmente todas las dreas de la ciencia como pueden
serlo la biologia, quimica o fisica y existen también modelos relacionados con problemas
netamente tebricos como en el caso de los autématas celulares o las figuras fractales
en el plano complejo.

Esta nocién tan amplia permite incluir dentro de la definicién de sistemas dindmicos
fenomenos tan dispares como el movimiento en un sistema mecanico ( por ejemplo un
péndulo) o el numero de individuos de una poblacion de peces en un lago en el tiempo;
pasando inclusive por fendémenos relacionados con procesos quimicos en los que hay
intercambio de materia o la prediccién del clima.

La clave para esta unificaciéon se encuentra en el concepto de “estado” ‘regla de
evolucién™ un sistema, en un instante de tiempo dado, se encuentra en algtin estado
posible, representado generalmente como un punto en el espacio euclideo R™. La regla
de evolucion del sistema es una regla fija (funcion) que determina el estado futuro de
dicho punto.

El caso que nos ocupa en la presente tesis es aquel en el cual el espacio de estados es
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un subconjunto del plano R? y, en particular, cuando el sistema dinamico est4 definido
por un fenémeno en el que intervienen ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo
orden o sistemas de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Aunque
la reduccion al caso n = 2 pareciera una simplificacion sustancial, en realidad no lo es:
la teoria de sistemas dindmicos bidimensionales es fundamental para la generalizacion
a mas dimensiones.

Ademas, si identificamos a C con el plano R? es posible incluir también en este estudio
los sistemas relacionados con iteraciones de polinomios con coeficientes complejos, area
de la que surgen los conjuntos fractales.

2.3. Sistemas dinamicos Planos

2.3.1. Conceptos basicos

Definicion 2.3.1 (Sistema Dindmico Plano). Sean 7' C R un semigrupo aditivo, X
un subconjunto de R2 y ¢ : T x X — X (t,z) — ¢'(x) una funcién. Un sistema
dindmico plano es una tupla (T, X, ¢) que satisface las propiedades

1. ¢(0,2) = x para todo = € X equivalente ¢* = id,

2. ¢(t,d(s,x)) = ¢p(s+t,x) para todo z € X y s,t € T equivalentemente ¢° o @' =
¢(s+t)

El conjunto T se llama espacio de tiempos, X es llamado espacio de estados (o de
fase) y ¢ se conoce como operador de evolucion.

Se puede pensar en un operador de evolucién ¢ como una coleccién de funciones
{¢' : X — X}; llamada también flujo, que mueve un punto zg por el estado de fases
x a través de la curva como en la figura 2.6

Nota 2.1. Un sistema dinamico se dice discreto si el espacio de tiempos T' es discreto,
es decir T' C Z. En caso contrario, se dice continuo.

Nota 2.2. A menudo el operador de evolucion ¢ no esta definido en todo T' x X sino
en un subconjunto U C T x X, en tal caso pedimos que {0} x X C U y que las
propiedades 1. y 2. de la Definicion 2.3.1 se satisfagan siempre que (¢, z) esté en U.
Es decir, dado x € X existe un subconjunto de tiempo (usualmente un intervalo)

I, ={teT:(t,z) e U} C T tal que ¢(t, ) esta definido para todo t € I,.
En lo que sigue supondremos que (7, X, ¢) es un sistema dinamico.

Dado un zg € X, un estado inicial, deseamos estudiar la geometria del conjunto de
todos los posibles estados futuros y pasados del sistema dindmico, obtenidos a partir
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de zg haciendo uso del operador de evolucion ¢. Con este fin introducimos el concepto
de orbita.

X

Io

Figura 2.6: Operador de Evoluciéon

Definicion 2.3.2. La drbita (o trayectoria positiva v , érbita negativa ~,, ), y orbita
Yz, de xo 0 a través de xp son subconjuntos del espacio de estados X, definidos por:

’Y;ro = {¢(t,x0) : t € Iy, t > 0} = {(bt(mo)}tefmt >0

,Y:E_o = {th(l'o)}telo,t S O
Yxo = ’Y:j_o U 7:1:_0 = {¢(ta l‘g) 't e Ixo} = {d)t(liﬂ)}tEIo-
Una orbita que consiste de un solo punto se llama drbita constante.

Mientras que las 6rbitas de un sistema dindmico continuo son curvas en el espacio X
parametrizadas por t y orientadas en la direccién de crecimiento, las de un sistema
dindmico discreto son sucesiones de puntos. ...f (), o, f(x0), f2(z0), . . . indizadas
por enteros, como en la figura 2.7

flxo)

f2(z0)

T(

I3 (o)

Figura 2.7: Orbitas en un sistema dindmico continuo y uno discreto

Definiciéon 2.3.3. Un punto x € X es un equilibrio ( o punto fijo o punto critico) si
vz = x es decir, ¢!(z) = z para todo t € T.
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Lo anterior implica que un sistema dinamico puesto en un equilibrio permanece alli
por siempre. Reciprocamente, las 6rbitas constantes corresponden a equilibrios del
sistema.

Definicion 2.3.4. Una orbita periédica (o ciclo) es una o6rbita no constante para la
cual existe tg € T tal que ¢! (z0) = ¢!(zg) para todo t € T y x¢ € O.

El minimo ¢y que satisface lo anterior se llama periodo de la drbita. Esto es, si el
sistema dindmico evoluciona desde un xq a las ty unidades de tiempo. Por tanto, una
orbita periddica de un sistema continuo es una curva cerrada en el espacio de fase,
como se muestra en la siguiente figura 2.8

Figura 2.8: Una orbita periodica (ciclo) O a través de zg

Definicidon 2.3.5 (Diagrama de Fase). Al dibujar la coleccion de todas las orbitas
(con sus direcciones) obtenemos un diagrama de fase. En la practica, solo unas érbitas
representativas son consideradas en el diagrama de fase.

Definicién 2.3.6. Dos sistemas dinamicos planos (11, X1, ¢1) y (1%, X2, ¢2) son to-
polégicamente equivalentes si existe un homeomorfismos h : X7 — X5 tal que h envia
las 6rbitas del operador de evolucién ¢; en las 6rbitas del operador de evoluciéon ¢o y
preserva el sentido de avance del tiempo. Asi pues, dos sistemas dindmicos topologi-
camente equivalentes comparten comportamientos y estructuras cualitativas.

Ejemplo 2.1 (Mapa Logistico). Aunque se trata de un sistema unidimensional X C R
este es un buen ejemplo introductorio a la temética de sistemas dindmicos. El mapa
logistico es una relacién de recurrencia no lineal popularizada por Robert May como
modelo demogréfico de tiempo discreto. Supongamos que existe un niimero maximo
posible para los individuos de cierta poblacion y sea x, € [0,1] la fraccion de dicho
maximo de individuos que hay en el afio en la poblacién. Si 7 es la tasa combinada
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de reproduccién y mortandad de la poblacién, el mapa logistico corresponde a la
expresion.

Tpy1 = r2p(l —zp) (2.1)

La ecuacion (2.1) esta relacionada con dos fenémenos demograficos: el crecimiento es
proporcional a la poblacién existente x,, cuando dicha poblacién es pequena. Existe, sin
embargo, un valor critico para el cual la tasa de mortalidad supera a la de crecimiento.
Esto es porque x2 es pequefio en comparacién a ,, cuando x,, es pequefio, pero este
comportamiento se reversa una vez x, > 1.

FEl mapa logistico puede entenderse como un sistema dinamico discreto con espacio de

tiempo T = Z, espacio de Fase X = [0, 1] y operador de evoluciéon dado por:

dn+1,2) = xpy1 = ran(l —xy,) (2.2)

El sistema tiene un punto de equilibrio trivial x = 0 pues ¢™(0) = 0 para todo n € Z,
hay otro punto de equilibrio en x = (r — 1) /r pues.

Lr—1 —1 —1 —r+1 —1
o'r :rr (1_7' ):(r—l)r r+ _T

r r r r r

Fl caso r = 4 es de particular interés pues presenta comportamiento caético y porque
la relacién de recurrencia puede solucionarse de manera explicita como:

¢"(z) = sen?(2" sen_l(:x%))

Algunas 6rbitas convergen al punto critico x = 0, luego de un numero finito de itera-
ciones pero la mayoria presentan un comportamiento caético. Por ejemplo, la érbita
dex = % es 7*% = (%, 1,0,0,0,0,....) mientras que las 6rbitas de x = 0.6 y x = 0.61
dos ntimeros muy cercanos, divergen en pocas iteraciones la una de la otra:

77(0.6) = (0.96,0.1536,0.5202816, 0.9983954912, 0.0064077373)

77(0.61) = (0.9516,0.18422976,0.6011566221, 0.9590693512, 0.1570213231, ... )

2.3.2. PVIS y sistemas auténomos

El principal interés de esta tesis es tratar sistemas planos continuos provenientes de
ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden o, equivalentemente, de sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. En principio utilizamos la defi-
nicion y después un importante teorema sobre la existencia y unidad indicamos cémo
esta definicién encaja con la de sistema dindmico plano, ver el ejercicio 2.1.
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Definicién 2.3.7 (Sistema dinamico plano auténomo). Sea I C R un intervalo y
x1,29 : I — R dos funciones de clase C! en la variable ¢, a la que nos referiremos
generalmente como el tiempo. Sean

f1:RECR: (21,29) C fix1,72); 1€1,2

Funciones en dos variables.

Llamamos sistema dindamico plano auténomo al par de ecuaciones diferenciales simul-
taneas de la forma

vy = fi(z1,22) (2.3)

;o .
zy = fa(z1,22)

Nota 2.3. Si utilizamos notaciéon vectorial, podemos escribir x = (z1,22), de modo

que la ecuacion (2.3) obtiene ahora la forma méas compacta

7 = () 2.4
Una solucién de la ecuacion anterior esté constituida, entonces por un par de funciones
diferenciables x1(t) y x2(t) (o equivalentemente, una funcién vectorial x(t) tal que

24(t) = filar(®)aa(t)) , ¥ 7h(t) = falwi (), w2(1)) para todo ¢ € 1.

Notese que la grafica de cualquier solucion de la ecuacion (2.4)es una curva en el
espacio tridimensional (¢, z) = (¢, 21, 22) que identificamos con un subconjunto de R?

Definicién 2.3.8. Un problema de valor inicial para el sistema (2.4) es un problema
de la forma

2 = f(x); z(ty) = 2° (2.5)
Como la funcién f no depende explicitamente del tiempo ¢ (el sistema es auténomo),
no hay pérdida de generalidad al suponer siempre que la condicién inicial del problema
de valor inicial ecuacion (2.5) esta especificada para to = 0. Esta propiedad es conocida
como la propiedad de traslacion.

Lema 2.1 (Propiedad de traslacion). Supongamos que x(t) es una solucion de la
ecuacion (2.5) en un intervalo I, entonces x(t — to) es también una solucion.

Demostracion. Vease |6]. O

Ahora con el fin de estudiar un sistema dindmico plano como la ecuacion (2.5) es
necesario garantizar la existencia de la solucion z(t) y, més atn, su unicidad de manera
que no haya ambigiiedad al tratar de definir un operador de evolucién como se explicod
en la seccién anterior.

Como veremos a continuacién, la continuidad de f no es suficiente para ello.
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Ejemplo 2.2. Considérese el problema de valor inicial

R )
z(0) =0

Es claro que la ecuacion diferencial tiene infinidad de soluciones, pero ain el PVI, con
la condicion prescrita zo = 0 carece de solucién unica. Es facil verificar que z(t) =0
yy(t) = (%, 0) son ambas soluciones del PVI.

El siguiente teorema, que es una generalizaciéon a dos dimensiones de un resultado
clésico del andlisis de ecuaciones diferenciales de primer orden, demuestra que esta
dificultad puede resolverse suponiendo que f es de clase por lo menos.C*.

Teorema 2.2 (Existencia y unicidad). Supongamos que f es una funcion continua
localmente Lipschitz definida en R%. Entonces para cualquier zo € R? existe un in-
tervalo (posiblemente infinito) Lo = (o0, B,0) que contiene a tg = 0 y una unica
solucion ¢(t,z°) del problema de wvalor inicial (2.8), definida por todo t € I que
satisface la condicion ¢(0,2°) = 2% y es, de clase C'. Justificamos ahora el uso del
nombre “sistema dindmico”al tratar un sistema de ecuaciones diferenciales como el de
la ecuacion (2.4)

Demostracion. Vease [6]. O

Proposicion 2.3. Si f es localmente Lipschitz entonces el sistema dindmico auténomo
plano ' = f(x) definicion (2.3.7) es un sistema dindmico.

Demostracion. Vease [6]. O
Ejemplo 2.3. Considerese la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden
y'+y=0
que puede transformarse en el par de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden /
i = X9
{ noo=e (2.6)
2 - 1

El teorema (2.2) garantiza la existencia de las soluciones tnicas de este sistema para
cualquier valor prescrito en to = 0, por ejemplo, para z° = (29, 29) = (0, 1) la solucién
del sistema es x1(t) = senty xo(t) = cost.

La figura (2.7) ilustra la grafica de la solucion del oscilador armonico en el espacio
tridimensional (¢, x1,z2) tal que pasa por (0,1) en ¢ty = 0. Las componentes x;(t),
xo(t) de la solucion aparecen también delante de la misma figura.

En general, a la curva soluciéon z(t) tal que z(0) = 20 se le llamar4 trayectoria a través
de zq.
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Como el sistema es auténomo la funcion f es independiente de ¢ y resulta natural
considerar las proyecciones de las trayectorias sobre el plano x1,22 alas que llamaremos
orbitas. Una orbita tipica del oscilador armonico aparece en la figura (2.8) (b).

Ahora, atn cuando contamos con el teorema (2.2) para asegurarnos de que existen
funciones x1(t),x2(t) que satisfacen el sistema, resulta, en general, muy complicado
hallar férmulas cerradas explicitas para tales funciones. Por este motivo es de suma
importancia y es el objetivo principal de este documento, el estudio cualitativo de las
soluciones (su comportamiento) ain sin tener acceso a las mismas de antemano.

La independencia de ¢ nos permite iniciar este estudio a través de lo que llamaremos
campo de direcciones: si consideramos cualquier solucion (x1(t), z2(t)) de la ecuacion
(2.3) como la posiciéon en el plano de una particula en el instante ¢, entonces el par
de ecuaciones 2| = fi(z1,22) y 2b = fi1(x1,z2) implican que (2 (t), 25 (t)) es el vector
tangente al punto (x1,x2); es decir puede entenderse como la velocidad de la particula
en ese instante. Asi pues, el campo vectorial definido por:

V(xy,z0) = (z)x)

nos permite describir el comportamiento aproximado de la trayectoria de la particula
(esto es, una solucion del sistema) para cualquiera condiciones iniciales atn sin conocer
las funciones x1(t) y z2(t).

Ejemplo 2.4. Volvemos al oscilador armonico, cuyo campo de direcciones aparece
en la figura (2.8)(b). Al observar el campo de direcciones no resulta dificil imaginar
que todas las érbitas deben ser circulos con centro en (0,0). Esto puede formalizarse
a partir del estudio de su campo vectorial:

V(z1,22) = (w2, —71)
Empezamos por notar que si V(z1,22) = (0,0) entonces 1 = x2 = 0 y estamos
hablando de la solucién z(t) = 0 que satisface la condicién inicial 2 = 0. Sin embargo
(21(t), 72(t)) es cualquier otra solucién que pasa por z° # 0 entonces debe cumplirse
que:

% I (z1(t), 22(1)) *= 221(8)2 (t) + 222 ()2 (1) = 221(t)22(t) — 222(t)21 = 0

T T T T
0+ v

B

7N
)
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Figura(a) Oscilador arménico lineal: trayectoria a través de (0,1),Figura (b) orbita
circular que resulta de proyectar la trayectoria en el plano x;(t), z2(t). Y por lo tanto

par todo t se tiene || (z1(t), z2(t)) ||?>=| 2° ||

Es decir, la solucién esta en el circulo de radio || ¥ || centrado en el origen, como se
queria verificar.

Figura 2.9: Diagrama de fase de oscilador armonico lineal

Ejemplo 2.5. Hacer un anélisis similar al ejemplo anterior para la ecuacién diferencial
ordinaria de segundo orden.

y —y=0
Que puede transformarse en el sistema de ecuaciones de primer orden.
Ty =2
Ty =11
Notamos que las orbitas en el plano de fase satisfacen
dl’g . il
dl‘l - X9
Integrando obtenemos la familia de hipérbolas

-y =c

donde ¢ es una constante real. En particular, cuando ¢ = 0 obtenemos la solucién
constante z = y = 0 correspondiente a la 6rbita de (0,0). Todas las demds dérbitas son
no constantes.
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A

Figura 2.10: Hipérbolas

Clasificacion cualitativa de las soluciones
Por el teorema 1.2 una solucion del sistema autéonomo plano & = f(x) que satis-
face z(0) = 2° es tnica. A continuacién consideramos tres tipos bésicos para tales

soluciones.

Definicién 2.3.9 (Puntos criticos). Una solucién constante z(t) = 2" se llama punto
critico, solucion de equilibrio o también punto (solucion) estacionario. Como todo

punto critico z = (1, xz2) satisface & = 0, entonces puede hallarse resolviendo f(x) =
0. Es decir, el par de ecuaciones algebraicas.

fl(x17172) =0, f2($1, l‘z) = 0.

Por supuesto, las érbitas en el plano fase correspondientes a soluciones de equilibrio son
orbitas constantes (constan de un solo punto). En el capitulo siguiente se estudiara
el comportamiento de todas las soluciones de un sistema diferencial lineal ( y mas
adelante no lineal). Por ahora, lo catalogamos en estables o inestables segin sea el
comportamiento de soluciones (6rbitas) “cercanas” a la de equilibrio.

Definicién 2.3.10 (Punto Critico Estable). Un punto critico Z se dice estable si dado
e > 0 existe un § > 0 tal que para cualquier solucion = = xz(t) del sistema tal que
|| z(0) — Z ||< 0 se cumple que || z(t) — T ||< € para todo t > 0.

Un punto que no es estable se dice inestable. Intuitivamente, una solucién de equilibrio

es estable si toda solucion (6rbita) que comienza suficientemente cerca de la misma
permanece cerca todo el tiempo.
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Definicion 2.3.11 ( Punto Critico asintoticamente estable). Un punto critico Z se
dice asintdticamente estable si es estable y existe § > 0 tal que para toda solucién
x = x(t) del sistema tal que || x — Z ||< 0 se tiene:

lim z(t) =2z
t—>00

Lo anterior implica que la trayectoria de toda solucién que comience suficientemente
cerca de un punto asintéticamente estable no s6lo debe permanecer cerca sino que a
la larga converge al equilibrio Z. Debido al teorema de existencia y unicidad 1.2, estas
trayectorias no pueden llegar a & en un tiempo finito.

Ejemplo 2.6. La unica soluciéon de equilibrio del oscilador arménico (ejemplo 1.2) y
el sistema plano del ejemplo 1.2.3 es £ = z(t) = 0.

El equilibrio del oscilador arménico es un ejemplo de un equilibrio estable que no es
asintoticamente estable pues dado € > 0 todas las soluciones en el disco D := D(0, 9)
permanecen dentro del disco D para cualquier 0 < é € Sin embargo, toda 6rbita es
periodica distinta de v(0) y no tiende a 0. El equilibrio del sistema del ejemplo 1.2.3
es inestable. Sin embargo, el sistema presenta un comportamiento interesante: hay
toda una familia de soluciones z(t) tales que z(t) — 0 ain cuando el equilibrio no es
asintéticamente estable.

Soluciones Periédicas

Ya nos hemos encontrado antes con soluciones periddicas de sistemas planos (por
ejemplo, en el oscilador arménico 1.6. En esta secciéon formalizamos el concepto y
probamos la equivalencia entre las 6rbitas cerradas (ciclos) en el espacio de fase y las
soluciones periédicas.

Definicion 2.3.12 (Soluciones Periddicas). Una solucion z = z(t) del sistema & =
f(x) se dice periddica si existe un T > 0 tal que x(t +T) = x(t) para todo ¢. En tal
caso, al minimo valor de T se le llama periodo de la solucion.

Figura 2.11: Equilibrio estable
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Figura 2.12: Equilibrio sintéticamente estable

En la definicién no se admite el caso T" = 0, esto es, las soluciones constantes no
estan consideradas de manera explicita como periédicas. Resulta evidente que toda
solucion periodica produce orbitas cerradas (ciclos) en el espacio de fase. Mostraremos
a continuacién que el reciproco también es cierto.

Lema 2.4. Toda solucion periddica de la ecuacion auténoma (1.4) & = f(x) corres-
ponde a un ciclo del espacio de fase y todo ciclo corresponde a una solucidn periddica.

Demostracion. Vease |6]. O

Curvas integrales

En general, las demads soluciones de un sistema plano producen 6rbitas arbitrarias en
el plano de fase que no se cruzan. A menudo es posible integrar las ecuaciones de un
sistema plano para obtener una familia de curvas integrales (soluciones) de manera
implicita.

Supongase que el sistema plano esta dado, como en (1.4), por el par de ecuaciones:

7y = fi(xy, 22)

Ty = fo(xy,22)

Entonces
d.%'g % w'g fz(.%'l, .772)
o2 _ a2 _ 2\, T) (2.7)
dxy % 1 fi(xy, 22)

La ecuaciéon (2.7) es una ecuacion diferencial de primer orden para x; o xg y las
orbitas de las soluciones del sistema plano corresponden a las curvas integrales de esta
ecuacion diferencial.
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Ejemplo 2.7. Volvemos al oscilador armoénico del ejemplo 1.2.2 que corresponde al
sistema.

Ty = T2

To = —11
En este caso la ecuacion (2.7) es

dry —x1

dxq T

Es decir, el conjunto de curvas integrales es una familia de circulos centrados en el
origen con radio v/2c para ¢ € RT. El punto de equilibrio z = 0 se obtiene cuando
¢ = 0. Esto coincide con lo que ya habiamos visto antes.

Figura 2.13: Una 6bita arbitraria y un ciclo

Ejemplo 2.8 (Péndulo matemético). Ejemplos clasicos

i

mig

Figura 2.14: Péndulo matemaético

Supongamos que una masa m se encuentra unida al extremo inferior de una varilla de
longitud [. Sabemos que el arco s de un circulo de radio r se relaciona con el angulo
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central # mediante la formula s = [6, de manera que la aceleracién angular estd dada
por:

B d’s B ld29

S odt2dt?

En ausencia de fuerzas externas o amortiguamiento, la finica fuerza que actua sobre la
masa es su peso mg, cuya componente tangencial es —m sen 6 asi que por la segunda

ley de Newton:

a

ml@ = ma = —mgsen o
az ~ "=
De donde se deduce la ecuacién de segundo orden para 6
0 g
ﬁ-i—jsenQ:O (28)

Dependiendo de la longitud [ de la varilla, la razon % cambia, de manera que la

ecuacion (2.8) puede reescribirse como:

2

d=0
ﬁ + )\SGH@ = O (29)

A menudo se asumira que A = 1 al estudiar el péndulo matemético. Sabemos que la
ecuacion (1.9) puede reescribirse como un sistema plano 21 = 6 y x9 = 6 Obteniendo
asi:

T = T2

i (2.10)

T9 = —Asenf
Debido a que el término sen @ hace que la ecuacién anterior sea no lineal, a veces se
aproxima, para 6 pequeno, senf ~ 6 .Obteniéndose en lugar de la ecuaucion (2.9) la
ecuacién lineal.

0+ X0 =0
Conocida como oscilador armoénico lineal y que ya se estudié en el ejemplo 1.2.2.

Ejemplo 2.9 (Modelo depredador-presa de Lotka-Volterra). Consideremos dos po-
blaciones que interacttian entre si: una especie de presa x; y su depredador, 2. Un
modelo matematico para la poblacién de ambas especies es el modelo depredador-
presa de Lotka y Volterra, propuesto inicialmente por Alfred J. Lotka y que opera
bajo las siguientes suposiciones:

1. La poblacién de presa x; no sufre de escasez de comida ni otros factores am-
bientales en su contra.

2. La alimentacién de la poblacién depredadora xo depende exclusivamente del
tamano de la poblacién presa xs.
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3. La tasa de cambio de la poblacién es proporcional a su tamano.

Figura 2.15: Diagrama de fase del pédulo, con centros (n¢,0) para n € Z

El sistema Lotka-Volterra corresponde entonces, al par de ecuaciones diferenciales:

T1 = a1T1 — A2T1T2 (2.11)
Ty = —a3T2 — A4T1L2 .

donde a; ,a2 ,a3 v a4 son constantes positivas.

Aunque el modelo es simple tiene sentido fisico: en ausencia de interaccion entre las
especies (a2 = a4 = 0) el modelo se reduce a uno en el que la poblacion presa x1 crece
sin limite, mientras que la poblacién de depredadores xo se extingue eventualmente.
En cambio, cuando hay interacciones (que se consideran proporcionales al producto
de las poblaciones x1, x2) el crecimiento de x; se ve afectado mientras que la tasa de
crecimiento de xo mejora, como es de esperarse.

as a
Es facil verificar que el sistema (2.11) tiene dos puntos criticos: a saber (0, 0) (3, 1> .
a4 az
La estabilidad del primero de ellos puede tratarse mediante linealizacién y resulta ser
de punto de silla.

Sin embargo, el otro punto critico es no hiperboélico de manera que debe hacerse un
andlisis distinto al de linealizacién. No es dificil concluir, en este caso, que se trata de
un centro y que los niveles de la poblacién de presa y depredador oscilan alrededor de
este punto fijo.

El modelo Lotka-Volterra no tiene en consideracién la competencia entre las propias
especies ya sea por la obtencion de los recursos naturales (en el caso de la presa) o
por el namero limitado de presas (en el caso de los depredadores). Un sistema més
realista que tiene presente estas interacciones se conoce como modelo de especies en
competencia.
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Figura 2.16: Diagrama de fase del modelo presa-depredador de Lotka-Volterra

Ejemplo 2.10 (Oscilador de Van Der Pol). Ademéas de los fenomenos biolégicos, el
estudio de los circuitos eléctricos también da origen a ecuaciones diferenciales impor-
tantes: el oscilador de Van der Pol es un tipo de oscilador con amortiguamiento no
lineal, planteado por el fisico holandés Balthasar Van der Pol que obedece la ecuaciéon
diferencial de segundo orden.

F-A1—-2Hi+2=0 (2.12)

Aqui, = es la posicion (dependiente de t) y A es un parametro que determina la
no linealidad y el amortiguamiento. La forma bidimensional de la ecuacion (2.12)
corresponde al sistema

:1,:1 = X9
' , (2.13)

Cuando A = 0 la ecuaciéon (2.13) se reduce a la del oscilador armoénico lineal. En
cualquier otro caso (A > 0) el sistema (2.13) posee un ciclo limite y el punto critico
en el origen es inestable.
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Figura 2.17: Diagrama de fase del oscilador de Van Der Pol. Se evidencia el ciclo limite

2.3.3. Sistemas Lineales

Nos concentramos, en este seccion en sistemas planos * = f(z) donde la funciéon
f :R? — R? es un mapeo lineal. Es decir, el sistema lineal tiene forma:

T1 = a1171 + a12T2

. (2.14)
T2 = a2171 + a2272
donde cada a;; € R. Si hacemos:
A ( air ar )
a1 a2
Entonces reescribir el sistema (2.14) en la forma vectorial equivalente:
&= f(x) = Ax (2.15)

Podemos anticipar desde ya que hay un punto critico del sistema en & = 0.
Propiedades de las soluciones

A continuacion hacemos un repaso de algunos resultados importantes acerca de las
soluciones de sistemas lineales planos auténomos. Las pruebas de los resultados se
pueden encontrar en cualquier texto elemental de ecuaciones diferenciales.

Teorema 2.5. Todo solucion ¢ de un sistema lineal plano tiene la forma:

T = C1U + C2V
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donde u,v son soluciones linealmente independientes de (2.15) y c1, ca son constantes.
En vista del teorema anterior, el problema se reduce a encontrar dos soluciones u,v que
sean hinealmente independientes. Tal conjunto de soluciones se conoce como conjunto
fundamental de soluciones y a x = cyu + cov se le conoce como solucion general. Las
constantes c1 y co quedan determinadas una vez se especifica la condicion inicial:

z(0) = 2°
Demostracion. Ver [6]. O

Lema 2.6 (Criterio para la independencia lineal de soluciones). Dos soluciones u y
v del sistema (2.15)definidas sobre un intervalo I son linealmente independientes si y
solo si el determinante Wronskiano:

W (u, v)(t) =

ur(t) wvi(t) ‘
’LLQ(t) Ug(t)

es no nulo para toda t € 1.
Demostracion. Ver [6]. O
Ejemplo 2.11. Consideremos el sistema plano:

T =1 + 3x9

To = dx1 + 322

~(13):

Es fécil verificar que las funciones u(t) = (e™2' ,—e72!) y v(t) = (3%, 5e%) son
soluciones del sistema.

este tiene forma vectorial:

1
5

Miés atn, estas soluciones son linealmente independientes y forman un conjunto fun-
damental de soluciones pues:

672t e6t
W, v)(t) = ) y

vt st | = 5ett 4 3¢t = 8t £ 0

para todo t € R.

Esto significa que toda solucién del sistema tiene la forma:

x1(t) e 2t 3ebt
x(t) = (xl (t)> =1 <_€2t> + 0 <5€6t>
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Por analogia a la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de primer orden,
buscamos soluciones del sistema (2.15) que tengan la forma:
z(t) = (kixeM, koeM)

Supongamos que x es una solucion de la forma: (2.15) Entonces:

i = (kiheM, kahe)

Si reemplazamos = y @ en la ecuaciéon diferencial & = f(x) = Az y hacemos K =
(K1, k2) obtenemos:

KXeM = A(KeM)

Como e # 0 podemos dividir ambos lados de la ecuacion anterior por e y reorde-
nando se obtiene:

AK = \K

O equivalente:

(A= XK =0 (2.16)

Lo anterior significa que si = x(t) es una solucién de la forma propuesta, entonces
Ay K deben satisfacer (2.16), es decir, X debe ser un valor de A y K un vector de
propio asociado a este valor propio A, en estas condiciones:

T + ket

Es siempre solucion de & = Az.

El resto de esta seccion estd dedicado a la obtencion de dos soluciones que sean li-
nealmente independientes u y v de manera que podamos escribir siempre la solucién
general de la forma antes descrita en términos de estas dos soluciones. En virtud de
lo anterior, es 16gico que las soluciones dependan de la forma de los valores propios
de A: como determinate (A — AI) = 0 es una ecuacién algebraica de segundo grado,
estos pueden ser reales y distintos, reales repetidos o complejos conjugados.
Ecuaciéon Caracteristica

Para hallar los valores propios A de la matriz A de 222 del sistema (2.15). Computamos
las raices de la ecuacion caracteristica det(A — A[) =0

Notamos que:

ain — A a2

det(A — \I) = Y

= (a11 — \)(ag2 — \) — ajzaz
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=\ — (a11 + ax)\ + (a11a22 — a12a21)

Si escribimos A = det(A) = (aj1a22) — (a12a21) vy 7 = ai1 + ag, la traza de A,
entonces la ecuacién caracteristica es :

M_TA+A=0 (2.17)

Por lo tanto, los valores propios de A son A\j2 = 7 4/ 72_24A que pueden ser reales

distintos reales repetidos y complejos conjugados, segiin 72 — 4/ sea positivo, cero o
negativo.
Solucién General

FEnunciamos, sin prueba, un teorema acerca de la solucién general del sistema para
cada uno de estos casos.

Teorema 2.7 (Solucién para valores propios reales distintos). Si 72 — 4A = 0, en-
tonces la ecaucion caracteristica (2.17) tiene una raiz real \y de multiplicidad dos.

= Si existen dos vectores propios linealmente independientes Ki1,Ko asociados a
A1, entonces la solucion general del sistema lineal plano £ = Ax estd dada por:

x = z(t) = 1 (K1eM) + cp(Koe™??) (2.18)

= Si solo se tiene un vector propio linealmente independiente K1, entonces la so-
lucion general del sistema lineal plano © = Ax tiene la forma:

z = z(t) = c1(kreM?t) + co(K 1Mt + Pett) (2.19)
donde P es un vector tal que (A — \I)P = K;.
Demostracion. Vease [6]. O

Teorema 2.8 (Solucién para valores propios complejos conjugados). Si 72 —4A < 0,
entonces la ecuacion caracteristica (2.17) tiene dos raices complejas conjugadas A 2 =
a + ib y la solucion general del sistema lineal plano © = Az estd dada por:

x = x(t) = c1e™ (B cos(bt) — B sen(bt)) + coe® (B2 cos(bt) — By sen(bt)) (2.20)
donde K1 = By + 1By es un vector propio asociado al valor propio A1.

Demostracion. Vease [6]. O
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2.3.4. Clasificacion y estabilidad de puntos criticos (A # 0)

Si A es no singular (det(A) = A # 0), el unico punto critico del sistema lineal plano
&= f(x) =Ax es T =0.

El comportamiento cualitativo de las soluciones que no son de equilibrio, en un sistema
lineal, es muy similar y nos permite establecer una clasificacién para el punto critico
Z = 0. Hemos visto ya en ejemplos anteriores que algunas soluciones se alejan o acercan
a los puntos criticos, otras se enrollan alrededor del punto critico, entre otras cosas.
A continuacion justificaremos cada uno de estos posibles casos segin sean los valores
propios de A (como se vio en la secciéon anterior).

Valores propios reales distintos y negativos (nodo estable)

Consideramos el caso 72 — 4A > 0 v A1, A2 son valores propios de A tales que \; <
0, A2 < 0.

En este caso, toda solucion es de la forma (2.18)
Xr = Cl(Kle/\lt) + CQ(KQQ)‘Qt)
Podemos reescribir la solucion como:
T = eAlt[clKl + CQKQC()\2_)\1)t]
Supongamos sin pérdida de generalidad que Ao < A1 < 0, entonces de acuerdo a la
ecuacion anterior z(t) — 0 cuando t — co. A largo plazo, z(t) = ¢;K1eMY y por
lo tanto si ¢; # 0 entonces x — 0 a lo largo de la recta determinada por el vector

propio K si en cambio, ¢; = 0 entonces z(t) = caKoe1) y 1 — 0 desde una de las
direcciones determinadas por el vector propio Ko.

En particular, si el punto inicial 2° esta en alguna de las rectas determinadas por K
0 K5 la solucién tiende a 0 a través de la recta.

En cualquier caso, x — 0 y decimos que el punto critico Z = 0 es un nodo (estable) o
sumidero nodal.
Valores propios reales distintos y positivos (nodo inestable)

Como antes 72 — 4A > 0 pero ahora A\; > 0y Ay > 0 toda solucién puede escribirse
también como:

r=eM [e1 K1 + cnge(AQ_’\l)t]

Supondremos de nuevo, que A\; > Ao Entonces a lo largo plazo |z(t)| ~ |c; K1eMY| —
oo cuando ¢ — oo.

El patrén de las trayectorias es idéntico al caso anterior pero estas se alejan del punto
critico £ = 0 en lugar de acercarse. En este caso el punto critico £ = 0 se le llama
nodo(inestable) o sumidero nodal.



40 Capitulo 2. Implementaciéon de los sistemas de control

Valores propios reales distintos y de signo opuesto( punto de silla)

De nuevo la solucion es de la forma:
T = clKleMt + czKle’\2t
Suponemos que A1 > Ag.

Si ¢; = 0 por ejemplo, cuando z¥ esta sobre la recta determinada por Kj entonces
como Ay < 0, z — 0 a lo largo de esta recta. Si co = 0 ( por ejemplo, cuando ).

Vi /S
) 7

(a) nodo estable (b) nodo inestable (c) punto silla

Figura 2.18: soluciones

Esta sobre la recta determinada por K7, entonces dado que Ay > 0,|| z || oo a lo
largo de la recta determinada por Kj.

Las soluciones que parten de otros puntos iniciales, para las cuales ¢y 0y co # 0 el
término dominante en la soluciéon es e y como A; > 0 entonces las soluciones se
hacen no acotadas a medida que aumenta t de manera asintética a la recta determinada
por K,

Resumiendo, las soluciones que no comienzan en ninguna de las rectas determinadas
por K1 o Ko son tales que || z ||[— oo y lo hacen de manera asintotica a la recta
determinada por Kj. De otro lado, las tinicas soluciones que tienden al punto de
equilibrio = 0 son aquellas que comienzan sobre la recta determinada por K3 y lo
a lo largo de dicha recta. En este caso, el punto critico se llama punto de silla y es,
evidentemente, un equilibrio inestable.

Valor propio real repetido(nodo degenerado)

En este caso 72 — 4/ = 0 y hay un tnico valor propio real de multiplicidad dos
A1,2 = A. Dos vectores propios linealmente independientes (nodo propio degenerado)

Si se pueden conseguir dos vectores propios K; y K linealmente independientes aso-
ciados al valor propio A, entonces toda soluciéon es de la forma (2.19), que puede
reescribirse como:

xr = (01K1 + CQKQ)e)‘t
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FEn este caso el punto critico £ = 0 se dice nodo propio, nodo degenerado o punto
estrella y es estable o inestable segin A < 0 o A > 0 respectivamente.

f\'g

Ky

Figura 2.19: Nodo propio degenerado

Un solo vector linealmente independiente (nodo impropio degenerado)

En este caso apenas es posible conseguir un vector propio K; linealmente indepen-
diente asociado al valor propio A, ahora las soluciones, segun la formula (2.19), son de
la forma:

z = c1 (K M) + cp(K te* + Pe)

El comportamiento de todas las soluciones x = z(t) es similar: la recta determinada
por Kj es una asintota y || || > 0si A< 0o | « ||- ocosi A > 0si A <0, entonces
el punto critico & = 0 se llama nodo impropio estable o simplemente nodo degenerado
estable y si A > 0 el punto critico £ = 0 se llama nodo impropio inestable o nodo
generado inestable.

/f"' K
74

..-l_.ul'

Figura 2.20: Nodo impropio degenerado
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Valores propios complejos conjugados(centro, punto de espiral)
Finalmente, estamos en el caso 72 — 4A < 0 y los valores propios de A son complejos
conjugados: A\12 = a %+ ib.

Si K1 = By + 1By es un vector propio asociado al valor propio A1 = a = ib, entonces
por la férmula (2.20) la solucién es de la forma:

x = c1e™(By cos(bt) — By sen(bt)) 4 coe™ (Bg cos(bt) + By sen(bt))

Valor propio imaginario puro

Cuando 7 = 0, 71 es un imaginario puro y la solucién se puede escribir como:
x = C cos(bt) + Cy sen(bt)

donde C7 y Cs son vectores constantes. Esto implica que todas las soluciones son

. . 27 L .
peri6dicas con periodo 5 Y es facil ver que corresponden a elipses centradas en el

origen.

Fn este caso, el punto critico & = 0 se llama centro y orientacién de todas las orbitas
es la misma.
Valor propio con parte real no nula

Si 7 # 0, entonces los valores propios tienen parte real a # 0 y las d6rbitas del sistema
son espirales que se alejan o acercan todas al punto critico £ = 0 debido al término
e que aparece en la solucién. El punto critico se llama un punto espiral y es estable
cuando A < 0 es inestable cuando A > 0

P
&2\

Ké/y

Figura 2.21: Centro y punto de espiral

2.3.5. Clasificacién y estabilidad de puntos criticos(A = 0)

Cuando el sistema lineal plano es # = f(x) = Az con A una matriz singular (i.e.det(A) =
A = 0), entonces es un resultado elemental del algebra lineal que hay una infinidad
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Figura 2.23: A\{ =0, A2 >0

de puntos criticos (soluciones a Az = 0) ademaés del origen = 0. Las soluciones en la
seccion: valores propios reales ditintos y negativos (nodo estable) siguen siendo validas
en este caso, aunque se advierte ya de la ecuacion caracteristica (2.17) que los valores
propios son Ay =0y Ao € R.
Caso la matriz cero(A=0)

En este caso todo punto € R? es un punto critico, asi que toda trayectoria en el
plano de fase es trivial.

Figura 2.22: A\ =0, 2 <0

Es posible demostrar que en este caso el sistema es topolégicamente equivalente a uno
con matriz de coeficientes:
-1 0
A =

Por lo tanto, el diagrama de fase es similar a la figura (1.18) donde todo punto (0, x2)
es de equilibrio.
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De nuevo, es posible verificar que este sistema es topoldgicamente equivalente a uno
con matriz de coeficientes:
10
A=

Por lo tanto, el diagrama de fase es similar a la figura (1.19) , donde todo punto (0, x2)
es de equilibrio pero el sentido de las hechas es contrario al del caso anterior.

Figura 2.24: Ay = A2 =0

En este caso, tanto A\ como 7 son nulos. Esto es ai1 ase — ajoa21 = 0y a1 4+ age = 0.
Es posible analizar el comportamiento de las soluciones y puntos de equilibrio a partir
de estas ecuaciones considerando los distintos casos a1 = 0 0 a11 # 0, etc.

Sin embargo, cualquiera sea el caso, el sistema lineal es equivalente a uno con matriz

de coeficientes:
0 1
1=(50)

Cuyo diagrama de fase asociado es como a continuacion.

Nota 2.4. Aunque no se dijo explicitamente para cada caso, es claro que todos los
puntos de equilibrio son inestables si A = 0.

Criterio de Estabilidad para Sistemas Lineales

A continuacién enunciamos un criterio de estabilidad para sistemas lineales.

Teorema 2.9. Sea & = f(x) = Az un sistema lineal plano y T un punto de equilibrio
del mismo sistema.

(a) Si det(A) # 0 y todos los valores propios de A tienen parte real negativa o son
imaginarios puros, T = 0 es un punto critico asintdticamente estable (y por tanto
estable).

(b) Si det(A) = 0 o hay valores propios de A con parte real positiva, el punto critico
T es inestable. Debido a lo anterior a menudo la clasificacion de puntos criticos y
estabilidad se realiza segin los valores propios de A tengan o no parte real no nula.
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Definicion 2.3.13 (Matriz hiperbolica). Decimos que A es hiperbdlica si todos sus
valores propios tienen parte real no nula.

Con esta definicién, notamos que la estabilidad de un punto de equilibrio de un sistema
lineal con matriz de coeficientes hiperbélica depende exclusivamente del signo de la
parte real.

2.4. Sistemas no lineales

Consideramos en este capitulo sistemas lineales planos auténomos & = f(z) donde f
es una funcién no necesariamente lineal es decir es una transformaciéon lineal

Supondremos que f de al menos funcién clase C' de manera que sea posible considerar
la linealizacion de f mediante su derivada (matriz jacobiana) y estudiar las propiedades
de este sistema lineal con el objetivo de deducir informacién sobre el comportamiento
del sistema original. A continuacién formalizamos el concepto de linealizacién mediante
expansion en serie de Taylor.

Linealizacién

Consideremos un sistema plano como en la ecuacion 2.3 de la forma:

& = f(z) = (fi(z1,22), fo(z1,22)) (2.:21)
Donde f es una funcién arbitraria de clase C*.

En este caso no necesariamente el sistema tiene un punto critico en z = 0 y mucho
menos debe ser el tnico.

Ejemplo 2.12. Como vimos en el ejemplo del péndulo matemético esta descrito por
la ecuacion diferencial de segundo orden # + sen(z) = 0 y puede escribirse en forma
vectorial con x = (x1,x2) como:

Jflzxg

Z9 = —sen(x;)

Por lo tanto el péndulo mateméatico tiene un punto critico en (z1,z2) = (0,0) pero
también en todos los puntos (n¢,0) para n € Z.

Sea T uno de estos puntos criticos y supongamos que f es diferenciable en z, entonces
podemos expandir f como serie de Taylor alrededor de &

f(x) = Df(z)(x — ) 4 h(x) (2.22)
Por lo tanto, el sistema no lineal, cerca de es Z:

&= f(x) = df (z)(x — T) + h(z)
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Por lo tanto, el sistema no lineal, cerca de  es:
&= f(x) = df(z)(x — ) + h(x)
A continuacion introducimos el cambio de coordenadas y = x — Z, entonces tenemos:

y = df ()y + g(y) (2.23)

En la ecuacion (2.23) g(0) = 0y Dg(0) = 0 asi que el teorema de Valor Medio implica
que g(y) es pequefio en comparacion a y cerca del origen. Mas precisamente, dado
m > 0 existe § > 0 tal que:

lg() I<m |y

siempre que || y ||< 6

En otras palabras, g(y) puede hacerse tan pequeno, como se desee tomando y suficien-
temente pequeno. Por esta razon resulta natural pensar que la estabilidad de Z pueda
describirse en términos del sistema lineal.

y=Df(@)y (2.24)

Si Df(z) es invertible, el tnico punto critico es § = 0 y puede clasificarse segin los
criterios vistos en la seccion 1.2. se quisiera poder llegar a las mismas conclusiones
para T, pero esto no seré siempre posible como se vera mas adelante.

2.4.1. Criterio de estabilidad para sistemas no lineales

A partir de la linealizaciéon de f en un punto critico T es posible determinar la estabi-
lidad del mismo de manera analoga al caso lineal teorema (2.9). Fl siguiente teorema,
cuya prueba puede encontrarse en, describe la estabilidad en dos casos particulares.

Teorema 2.10. Sea f de clase C', © = f(x) un sistema plano y T un punto critico
del mismo.

(a) Si todos los valores propios de D f(Z) tienen parte real negativa, entonces T es un
punto critico asintéticamente estable (y por lo tanto, estable).

(b) Si al menos un valor propio de Df(T) tiene parte real positiva, entonces T es un
punto critico inestable.

Demostracion. Ver [6]. O
Ejemplo 2.13. Considérese el sistema no lineal:

T = x% + x% -6

T = l’% — X2

Los puntos criticos son (v/2,2) v (—v/2,2) y la matriz jacobiano D f(x) esta dada por:

pr = (5o ¥ )

21’1
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Sean:

A; tiene un valor propio real positivo pues det(A4;) < 0 asi que puede concluirse que
(v/2,2) es un punto critico inestable. Por otro lado, Ay tiene determinante positivo
y traza negativa, asi que ambos valores propios tienen partes reales negativas. Por el
criterio de estabilidad, (—v/2,2) es un punto critico estable.

Aunque ain no podemos asegurarlo (més adelante se hara) podriamos pensar que el
punto critico (v/2,2) es un punto de espiral. Este seria el caso si el sistema fuera lineal
y, como ilustra la figura 2.1, la evidencia numérica refuerza esta idea.

Notese que el teorema (2.10) no ofrece informacion alguna para cuando hay valores
propios con parte real nula. Esto no es casualidad pues en tal caso no es posible
determinar la naturaleza del punto critico a partir de la linealizacién, como ilustra el
siguiente ejemplo.

Figura 2.25: Diagrama de fase en cercanias del punto critico (—v/2,2)

Ejemplo 2.14. Sea p € R arbitrario y consideremos el sistema no lineal:
&1 = x4 px (] + 73)
@y = a1 + paa(a + a3)

La linealizacion del sistema en el punto critico z = 0 es:
. _ 0 1
b= = (" o )=

Sin importar el valor de p Los valores propios de D f(Z) son A2 = £i , de manera
que no podemos utilizar el criterio de estabilidad pues tienen parte real nula. La razén
la ofrece el siguiente argumento:
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Notese que:

a3+ a3)? = 2n(at + 73)?

Entonces, si 4 < 0, || z(¢) |[— 0 cuando ¢ — oo y por lo tanto = 0 es asintéticamente
estable. Si en cambio p > 0 entonces || x(t) || oo cuando ¢ — oo y el punto critico
Z = 0 resulta ser inestable.

Esta dependencia de p no aparece en la linealizaciéon del sistema y por lo tanto este
ejemplo demuestra que el teorema (2.10)es tan preciso como es posible.

Clasificacion de puntos criticos

Quisiéramos repetir la clasificacién hecha en la seccién 1.2 para los puntos criticos de
sistemas no lineales y nombrar los puntos criticos como nodos, puntos de silla, centros,
etc.

Por supuesto, la idea es utilizar la linealizacién para tal fin, sin que sea necesario
resolver el sistema de manera explicita.

Desde el principio sabemos que esta tarea no es tan sencilla como en el caso lineal:
el ejemplo (2.14) demuestra que cuando hay valores propios con parte real nula no
podemos ni siquiera determinar utilizando solo la matriz jacobiana la estabilidad del
punto critico, mucho menos deducir si se trata de un centro, punto espiral, nodo, etc.

Por el contrario, si se vuelve al diagrama de fase del ejemplo (2.13) notamos que no
s6lo pudimos deducir, utilizando el criterio de estabilidad, la estabilidad de los puntos
criticos sino que estos coinciden, ademés con el tipo de punto critico del sistema
linealizado.

Por ejemplo, para T = (—/2,2) el sistema lineal plano tiene un punto de espiral
v este es el mismo comportamiento que presenta el punto critico en el sistema no
lineal. Podria pensarse, entonces que las dificultades aparecen dnicamente cuando la
matriz jacobiano D f(Z) no es hiperboélica, es decir, tiene valores propios con parte
real nula y que, en caso contrario, las soluciones del sistema no lineal tienen el mismo
comportamiento geométrico que las del sistema lineal correspondiente. En efecto, este
es el caso, como se vera a continuacién.

Definicién 2.4.1 (Puntos criticos hiperboélicos). Un punto critico & de un sistema
lineal plano & = f(z) es hiperbdlico si la matriz jacobiana en ese punto, Df(Z) es
hiperbolica (tiene valores propios todos con parte real no nula)

Ya sabemos del ejemplo (2.14) que en puntos criticos no hiperbolicos puede ser im-
posible conocer el comportamiento de las soluciones en vecindad del mismo a partir
de la linealizacion. El caso es contrario cuando se trata de puntos hiperbélicos, como
demuestra el siguiente teorema.
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Teorema 2.11. (Hartman-Grobman)

Sea f de clase C' y T un punto critico hiperbélico del sistema plano © = f(z). En-
tonces hay una vecindad de T en la cual & = f(x) es topoldgicamente equivalente a su
linealizacion & = Df(T).

Demostracion. Ver [6]. O

FEl teorema anterior garantiza, entonces, que para puntos criticos hiperbélicos el com-
portamiento del sistema no lineal cerca del punto es “idéntico” al del sistema lineal
correspondiente y por tanto todas las nociones antes vistan coinciden. Para puntos
criticos no hiperbdlicos es necesario utilizar otras técnicas (o hallar las soluciones del
sistema) para determinar el comportamiento. Dentro de estas técnicas se encuentra
el método directo de Lyapunov que ataca el problema de la estabilidad directamente
sobre la ecuaciéon diferencial en cuestion en lugar de su linealizacion. Aunque esto
pareciera muy adecuado, se requiere de ciertas funciones (conocidas como “funcio-
nes de Lyapunov”) cuya existencia no estd garantizada y que, en general, no pueden
construirse de manera metédica.

Combinando el teorema (2.11) con el criterio de estabilidad teorema (2.10) es posi-
ble construir la tabla 4.3.1, que clasifica los equilibrios de sistemas no lineales (por
supuesto, también aplica para sistemas lineales).

Vlirs propios(df) Linealizacion Sistemas no lineal
Tipo | Estabilidad Tipo Estabilidad
Equilibrios Hiperbdlicos
Ay =A;=0 nodo I. nodo l.
Ay =y <0 nodo ALE. nodo ALE.
Ay =0 <Ay punto silla I. punto silla l.
Ayp=axib,a=0 punto espiral I. punto espiral I
Aip=axib,a<0 punto espiral AE. punto espiral AE.
Equilibrios Hiperbdlicos
Nodo/punto
Ay =2;=0 Nodo Propio/impropio I. espiral I
Nodo/punto
Ay =2A,<0 Nodo Propio/impropio AE. espiral AE.
Centro/punto
Ay, =tib Centro E. espiral E.

Figura 2.26: Clasificacion de equilibrio en sistemas no lineales



20

Capitulo 2. Implementaciéon de los sistemas de control




o1

Capitulo 3

Problemas comunes del sensor

lambda

Como se ha venido describiendo los sistemas de control ofrecen grandes ventajas, pero
también tienen algunas desventajas, si el sistema no es lo suficientemente redundan-
te, este puede ser sacado de su estado estable, los motores de combustién interna se
podrian atacar desde diferentes puntos de vista, es decir para modelar su comporta-
miento se puede tener como punto de partida, la termodindmica del sistema o todo
el movimiento de sus componentes internos; otro punto que tampoco se conoce con
exactitud es el tipo de controlador que implementa la ECU para llevar a cabo sus
tareas, es decir no sé sabe si el controlador es PID, por atraso adelanto, control por
polos y ceros, control fraccional o alguna otra técnica de control, esto para el usuario
final no representa un gran problema ya que el sistema cumple con su funcién. Pero
por ese lado el sistema puede considerarse de alguna manera como robusto, la verda-
dera problemaética viene de la instrumentacién, es decir de la propia naturaleza de los
sensores.

En el caso del sensor lambda se tiene un gran problema, este se fue resolviendo a lo
largo de la evolucién de dicho sensor, por ejemplo los sensores de primera generacion
s6lo constan de un cable por donde se recibe la sefial, es necesario hacer énfasis que a lo
largo del presente trabajo se llegd a la conclusién de que la temperatura de operacion
de dicho dispositivo es fundamental, los sensores de primera generaciéon presentan ese
inconveniente ya que alcanzan su temperatura de funcionamiento un periodo conside-
rable de tiempo desde que enciende el motor hasta alcanzar la temperatura idonea,
ellos representa un consumo de combustible alto durante ese periodo y por ende una
cantidad considerable de gases de combustién no regulados de forma correcta.

Este problema se atendié con la segunda generacién de sensores, estos de 4 cables
cuentan ya con una resistencia interna que sirve para calentar el dispositivo para al-
canzar la temperatura de operaciéon més rapido, reciben una senal PWM ver figura
(3.1) (Pulse With Modulation 6 modulacién por ancho de pulso) que sirve para con-
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trolar la cantidad de energfa suministrada a la resistencia, este pulso es monitoreado
por la ECU y lo ajusta de acuerdo a las condiciones de temperatura.

W Ciclo Trabqjo —‘ [
10%

Ciclo Trabgjo
10

Ciclo Trabqjo
0%

Figura 3.1: Senal PWM

Como se puede observar en la figura (3.1) el ciclo de trabajo se puede manipular,
configurando el tiempo en que la senal se mantiene en alto, adicionalmente como se
mencion6 con anterioridad el sensor genera una senal muy pequena, por ello se ve
afectada por el ruido electronico para esto se introdujo un cable adicional con una
tierra que viene desde la ECU para no tener el problema de tierra flotada, es decir que
la senal se estd midiendo con una referencia errénea, estas mejoras trajeron consigo
una mayor eficiencia en el sistema y un tiempo menor para que el sistema alcance su
estado estable, es decir temperatura de trabajo, alrededor de los 90°C en el motor,
unos 300 °C para el sensor lambda y unas 900RPM en relanti.

El mejor desempeno se obtiene cuando el sensor lambda alcanza su temperatura de
trabajo ideal por ello se ideo precalentarla para llegar lo més rapido posible a esa
temperatura.

Los sensores de dltima generacién 6 cables solo se diferencian de los anteriores porque
estos generan voltajes negativos en su senal, esto no lo hace el sensor por naturaleza,
se implementa un arreglo de amplificadores operacionales para lograr un offset de la
sefial.

En estos dispositivos el tiempo de vida varia, de forma significativa, una pieza OEM
(original Equipment Manufacturer o equipo original de fabrica) llega a tener una vida
promedio de hasta 8 anos, mientras que un pieza de recambio puede durar apenas de
3 a 4 anos emitiendo los valores esperados.

3.1. Instrumentacién y consideraciones

3.1.1. Diseno del dispositivo

FEsta seccién es técnica y describe las partes y consideraciones de las etapas de su
disefo:

= caracteristicas de los componentes electrénicos
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» naturaleza de los sensores eléctricos
= necesidades de diseno

Todo sensor electronico tiende a tener el efecto de histéresis, (3.2) por ello las medi-
ciones no son del todo correctas, y esto conlleva a un error en los datos recabados por
ello es la importancia de este dispositivo en primera instancia la segunda es que dicho
aparato permite regular la cantidad de gasolina suministrada al sistema OBD en lazo
cerrado. Como se mencioné con anterioridad la vida de estos dispositivos, en el caso
de una pieza de recambio es muy corta, ademés que la temperatura de trabajo juega
un papel crucial, de forma experimental en el presente trabajo se encontrd que tan
solo al alcanzar la temperatura de trabajo, 300 °C, se genera de un 40 % a 50 % de la
senal sin la presencia de gas alguno.

[Histéresis Electronica

Nivel légico [imagina que en la salida hay un 01dgico. Mo
de salida carnbiard a 1 1dgico hasta que el voltaje de
Fy entrada supere W2, si ahora hay un 1 ldgico a
la salida, no cambiarad a 0 ldgico hasta que el
voltaje de entrada disrinuya hasta 1
1—
0— Voltaje
de entrada
| | |
ov W1 W2 5V
Histéresis

Figura 3.2: Histeresis

Este efecto hace que los valores se tengan que ajustar para que de forma ideal se
obtenga un respuesta lineal del sensor, esto se hace ajustando la curva de calibraciéon
por algin método matematico, como lo es el de minimos cuadrados.

Salida eléctrica
(% fondo de escala)

A

100 Jrmmrmee e

2 A /.
i*" Respuesta ideal Magnitud de entrada
> (% del rango)

0

Figura /. Cwrva de calibraciin de un sensor:

Figura 3.3: Curva de calibracion
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Al irse degradando la sonda lambda esta deja de producir el voltaje esperado y el
ruido electrénico acaba por suprimir cualquier lectura que esta emita.

Esta situacién no es detectada como una falla por la ECU, sino que al entrar en valores
por debajo de los 300mV, el sistema reacciona aumentando la cantidad de combustible
suministrada al motor con ello se inicia una serie de eventos desafortunado como lo
somn:

= Alto consumo de combustible.

= Ineficiencia en la camara de combustion.

= Danos al convertidor catalitico por estar funcionando con exceso de combustible.
= Altos niveles de gases contaminantes.

A menos que el sensor no emita voltaje alguno la ECU registra un cédigo de averia y
encendera, no en todos los casos, la luz de advertencia “check engine”, la degradacion
del sensor sucede de tal manera que es totalmente aleatoria, algunas veces lo hace
exponencialmente y otras simplemente deja de emitir voltaje, todo ello es atribuible a
los materiales de construccion de la sonda, todas las ECU se encuentran programadas
para notificar sélo si el sistema de precalentamiento se encuentra danado y este si
enciende de manera inmediata la luz de advertencia.

Fl dispositivo consta de los siguientes médulos y actualmente se encuentra en su
version 3

Acondiciona
miento de
zefiz

Figura 3.4: Bloques del dispositivo

3.2. Descripcion

= Fuente de alimentacion. El primer médulo se trata de un regulador de vol-
taje que acondiciona las tensiones para que puedan trabajar los demas circuitos
electrénicos, el voltaje nominal de cualquier vehiculo a gasolina es de 12vcc, los
componentes del dispositivo trabajan con voltajes simétricos de +5vce y -bvee.

= DAC. Este bloque es el encargado de realizar la construccién de la senal “ideal”
mediante un microcontrolador, para que la ECU lea estos datos y en conse-
cuencia regule la cantidad de gasolina suministrada, el sistema genera una sefial
digital que para sea leida correctamente por la ECU debe ser convertida a su
forma analdgica, esto se hace mediante un filtro pasa bajas que como nos dice
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la teoria del muestreo dejando solo pasar el primer armoénico de la senal esta se
reconstruird de manera fiel.

= Acondicionamiento. Como la senal obtenida del DAC no es del tamano correc-
to en amplitud y tiene un pequenio offset de origen, este debe de acondicionarse
para poder manipular los resultados deseados, ellos se logra mediante una serie
de configuraciones con amplificadores operacionales

La senial que especifica el fabricante para que una sensor de oxigeno sea aceptado
y leida por la ECU, es de un periodo de 1Hz aproximadamente y una amplitud de
500mV, ver figura (3.5), esta sefial se especifica de forma digital, es decir cuadrada.

Longitud de onda 2

Longitud de onda &

Figura 3.5: Caracteristicas de una onda

Aunque en la prictica eso es completamente erréneo y como se describird en el apar-
tado de resultados, que una senal digital, no es leida de forma correcta por la ECU,
por ello se debe convertir a su representacién analdgica, es decir de la digital solo dejar
el primer armonico, para ello nos basaremos en la serie de Fourier.

Definicién 3.2.1. Una serie de Fourier es una serie infinita que converge puntual-
mente a una funcion periodica y continua a trozos (o por partes). Las series de Fourier
constituyen la herramienta matematica béasica del analisis de Fourier empleado para
analizar funciones periodicas a través de la descomposicion de dicha funcion en una su-
ma infinita de funciones sinusoidales mucho més simples (como combinacion de senos
y cosenos con frecuencias enteras).

2 2
f(t) = % + olan, cos %t + by, sen %t]

Es una aplicacién usada en muchas ramas de la ingenierfa, ademéas de ser una herra-
mienta sumamente ttil en la teoria matematica abstracta. Areas de aplicacion incluyen
andlisis vibratorio, acdstica, 6ptica, procesamiento de imagenes y senales, y compre-
sién de datos. En ingenieria, para el caso de los sistemas de telecomunicaciones, y
a través del uso de los componentes espectrales de frecuencia de una senal dada, se
puede optimizar el disefio de un sistema para la senal portadora del mismo.
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donde a,, y b, se denominan coeficientes de Fourier de la serie de Fourier de la funcién

f(t)
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Figura 3.6: ler, 2do, 3er, 4to armodnico

En el presente trabajo es necesario sblo trabajar con el primer arménico, los demas
son interpretados como un constante por la ECU, es decir el sistema interpreta que la
lectura esta fija y esto carga un error dependiendo si el voltaje lo detecta como algo,
se cargar un error de mezcla rica e inmediatamente el sistema intentard compensar
esa lectura reduciendo la cantidad de combustible suministrado, por otro lado si el

voltaje es bajo se cargard un error de mezcla pobre y se suministrard mas combustible
al sistema.

Por ello se debe ser cuidadoso que al generar la sehal para que esta se encuentre dentro
de los valores esperados, en la practica un sensor nuevo mantiene una frecuencia de al
menos unos 10Hz a 15Hz y esta va disminuyendo con el uso.
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Para poder generar la frecuencia idénea se tiene que calcular el periodo de la senal de

acuerdo a la siguiente ecuacion:

1
T—=—
f

El microcontrolador en esta tarea es sumamente conveniente ya que se puede controlar
de forma muy simple mediante programacion el periodo de la sefial, pero este no puede
ser un oscilador simple, es decir la senal debe encontrarse oscilado entre un mezcla
rica y una pobre, por ello no es posible implementar un oscilador con amplificadores
operacionales, por ejemplo, ya que estos se mantiene fijos a la frecuencia que se les
disene, pero adicionalmente nos encontramos con el problema de que la senial es de-
masiado lenta, la implementacién de los osciladores con amplificadores operacionales
son a partir de los Khz. Por ello mediante c6digo de programacion se generard una
sefial que se adectie a nuestras necesidades; Para dejar pasar solo el primer armoéni-
co nos auxiliaremos de un filtro pasa bajas, dadas las caracteristicas de la senal no
es conveniente implementar filtros mas sofisticados, por ejemplo un Butterworth ver
figura 19 o un MFB figura 18 (multiple feedback o de multiple retroalimentacion).

Figura 3.7: Filtro MFB y Butterwoth

Aunque este tipo de filtros tiene una respuesta en su pendiente de 20dB para uno de
primer orden, la baja frecuencia de la sefial impide el uso de amplificadores comerciales,
como por ejemplo el TL0O82 o el TL741, se necesitarian implementar dispositivos de
instrumentacion, cosa que adicionalmente a los costos de estos, ellos utilizan tecnologia
CMOS (Complementary metal-oxide-semiconductor o semiconductor complementario
de 6xido metalico).

Un problema de utilizar esta tecnologia es que es muy susceptible a las descargas
electrostaticas, al recibir un ciento de mili-amperes, el componente puede resultar
danado con facilidad y dado que el disenio ya cuenta con 2 dispositivos de este tipo
se requiere reducir la vulnerabilidad a este tipo de dano. Por ello se implementaré un
filtro RC (resistencia-capacitor) de primer orden. Para disenar este filtro se tiene que
tomar en cuenta la frecuencia de corte en nuestro caso es alrededor 1Hz se tiene:

1

F.= —
e

En la etapa de acondicionamiento se tiene otro componente CMOS que es un circuito
integrado que nos ayuda para poder utilizar los amplificadores operacionales necesarios
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para poder quitar el offset de la senal ver figura (3.8) , estos dispositivos necesitan
para su funcionamiento una alimentacién con voltaje negativo, y dado que la fuente
disponible en todos los vehiculos es de 12 V.. positivos.

+ Vss

- input
Output

+ input
-Vss

Figura 3.8: Amplificador operacional

El siguiente esquematico muestra el circuito implementado:
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Figura 3.9: Esquema eléctrico

La senial generada por el circuito es analdgica ya que en distintas pruebas una senal
digital aunque estuviera dentro de los rangos de valores esperados por la ECU esta no
es lefida de forma correcta.

A continuacién se muestra una forma de la senal obtenida después del filtrado, es decir
solo dejando pasar el primer armoénico de la senal digital (cuadrada).
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Figura 3.10: Senal filtrada

La senal mostrada es de una amplitud muy pequena pero cuenta con las caracteristicas
de frecuencia de una senal legible por la ECU, por ello se introduce una etapa de
acondicionamiento donde podemos manipular la amplitud de duchas senal a placer,
los fabricantes senialan que dicho sensor lambda debe estar entre los 500mv y los 600mv
oscilando de forma constante.

3.3. Resultados experiemtales obtenidos

La versiéon actual y presentada en este trabajo se encuentra en su tercera vesién,
los primeros prototipos a pesar de ser disenados de acuerdo a las especificaciones
del fabricante resultaron en la inmediata carga de un error en la ECU y con ello
provocando todas las probleméticas descritas en capitulos anteriores.

El prototipo se probo en 2 motores con tecnologias OBD y OBDII,durante un periédo



60 Capitulo 3. Problemas comunes del sensor lambda

de 1 ano, hay que hacer un hincapié que solo se utilizaron esos 2 vehiculos ya que
no se tiene la disposiciéon de otros, en ambos casos los datos después de los ajustes
necesarios fueron los siguientes:

rendimientomotor OBD Il 1.8L

15

10

Figura 3.12: voltaje vs km/l obd2

La grafica mostrada en la figura (3.12) se muestra una escala de km entre voltaje,
es decir el dispositivo se ajusto la amplitud de la senial de salida, se comprobaron los
valores que el fabricante da por correctos es decir al rededor de los 500mV’, medidos
de forma externa con la ayuda de un voltimetro, esto se usé como punto de referencia
para obtener la curva mostrada. Recordemos que la motivacion de la presente tesis es
la instrumentacién del multi-citado sensor, por ello una de las necesidades es que el
dispositivo sea capaz de no cargar ningun c6digo de error a la ecu.

En el caso del motor OBD II 1.8L se obtuvo una mejora significativa en el consumo de
combustible, estos datos se obtuvieron en condiciones de trafico normal de la CDMX,
sin embargo aunque en si hay una mejora significativa, esta conlleva a una pérdida
de potencia, para poder medir dicha pérdida se necesitaria de un equipo especial
(dinamometro) con el cual no se cuenta, pero se estima dicho valor entre un 10 % y 15 %
dependiendo del valor al que se ajuste el sensor.. Gracias a la correcta programacion

de los ciclos del sensor (alto-bajo), esta es una de las aportaciones que se logro.

Para el motor OBD 2.5L, es un motor con sobre alimentador (turbo), en este la mejora
de consumo también fue significativa, aunque menor que en el motor 1.8L, esto es
debido a que el cilindraje es mayor, en este tipo de motor la reduccién de potencia es
perceptible solo al arranque donde se tiende a genera un retardo de alrededor de los
3segundos, y posteriormente el motor desarrolla su potencia normalmente. El grafico
mostrado. como en el caso anterior muestra una escala de K'm contra voltaje, el ajuste
donde no se cargan errores a la ECU fue a partir de los 650muv.
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rendimeintomotro OBD 2.5L
12

10

Figura 3.13: voltaje vs km/l obd

FEn ambos casos podemos ver que la curva tiene una caida abrupta a partir de los
700mV, aunque este valor no genera ningun cédigo de error a la ECU, si gace que el
el sistema solo cuente con la potencia suficiente para mantenerse andando sin carga,
es decir solo es capaz mantenerse encendido sin poder caminar, con este resultado
podemos intuir que ese es un extremo del sistema, donde este se vuelve criticamente
estable. La pérdida de potencia es perceptible al accionar el acelerador a fondo, o de
forma brusca, es decir al sistema se le alimenta con una entrada grande, pero este
gracias al dispositivo responde de forma sobre amortiguada figura, (1.5) haciendo que
la aceleracién sea de forma mucho més suave y lento.
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Conclusiones

Al cabo de un ano se experimentacion de obtuvieron los siguientes resultados:

= El dispositivo cumple con la funcién de sustituir al sensor de oxigeno sin alterar
la instalacion de equipo original (OEM), adicionalmente en comparacion con el
sensor de fabrica, este logra controlar efectivamente la cantidad de combustible
suministrada al motor a placer sin cargar error alguno en la ECU, con ello se
logra una disminucién en el consumo del mismo, al ingresar una menor cantidad
de combustible en la cAmara de combustién, se esperaria una dismunicién de
gases de combustion, este Gltimo punto se tendria que investigar més a fondo ya
que para ello es necesario equipo de medicién de gases.

= Este instrumento no se ve afectado por la temperatura de operacién, como sucede
con el original, que necesita alcanzar una temepratura de 300 grados celcius para
operar de forma normal, ya que desde que se enciende el dispositivo disenado,
este opera ya con la sefal correcta, no interfiere con el resto del sistema, los
demas actuadores atn pueden hacer su trabajo, por ejemplo seguir controlando
la marcha minima ya sea en relanti o con algtn accesorio encendido, por ejemplo
usar el aire acondicionado. No afecta la garantia del vehiculo ya que no altera la
instalacion original del sensor, se puede utilizar el mismo contacto para poder
conectar el nuevo dispositivo.

= Un inconveniente del dispositivo es que aunque funciona de forma correcta se
debe ajustar a la curva de calibracién interna de la ECU, en el sistema OBDII se
comprobé que aunque el dispositivo se encuentra calibrado en una escala correc-
ta, la ECU lee un valor por debajo del fijado, esto es debido a la programacién
que el fabricante le dio al sistema, con ello se concluye que cada fabricante da
una curva de calibracién diferente en cada modelo.

= Dado el diseno del dispositivo este es compatible con cualquier generacién de
sensores, sea de primera ,segunda, tercera o cuarta generaciéon, haciendo esta
otra aportacion, el dispositivo es de uso universal, hasta la fecha de publicacion
de esta tesis.

En cuando a la informaciéon obtenida por los fabricantes de estas partes podemos
concluir categoricamente que:
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Los datos proporcionados con las descripciones del funcionamiento de las ECU,
son desconocidos, por lo tanto no se tiene la ecuacion direferencial ordinaria del
sistema.

Los datos técnicos del sensor de oxigeno, distan por mucho de los que la ECU
da por buenos para un funcionamiento optimo (naturaleza de la sefial, amplitud
y frecuencia de la misma).

Para el factor A, se desconocen los parametros de entrada y como fueron obte-
nidos.

Dada toda esta falta de informacién, el modelo matematico se deja para un
estudio posterior del presente trabajo, ya que el inico objetivo de la tesis es la
instrumentaciéon

Como se menciono el sensor oxigeno OEM, genera la mitad de su senal con
¢l simple hecho tener una temperatura alta, esto en términos generales podria
interpretarse como un error del 50 % de los datos obtenidos, por lo tanto se tiene
una duda razonable sobre el uso extensivo de dicho sensor analizado.

Obsevaciones finales

Para las mejoras al sensor A no se planted y resolvié resolvié la ecuacion direfen-
cial ordinaria asociada, lo cual esté fuera de los alcances del presente trabajo.

Sin embargo, se realizaron una serie de cambios practicos en la lectura y proce-
samiento del sensor lambda, que permitieron corregir gran parte de los errores
que presentan los sensores comerciales, su viabilidad no se ha demostrado ma-
teméaticamente pero si de forma experimental con la prueba del dispositivo.

La mejora en términos generales consiste en dividir la senal enviada por el dispo-
sitivo en pequenos bloques discretizados que son recuperados por el convertidor
analégico de manera adecuada, mientras que los sensores comerciales envian una
senal constante que provoca los errores mencionados.
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(Glosario de Términos en inglés

CHECK ENGINE

CMOS

DAC

DTC

ECM

ECU

EEPROM

Luz de advertencia en todos los automotores comercializados en México de 1995
a la fecha.

El semiconductor complementario de ¢xido metalico o complementary metal-
oxide-semiconductor (CMOS) es una de las familias logicas empleadas en la
fabricacién de circuitos integrados. Su principal caracteristica consiste en la uti-
lizacion conjunta de transistores de tipo pMOS y tipo nMOS configurados de
forma tal que, en estado de reposo, el consumo de energia es tinicamente el debido
a las corrientes parasitas, colocado en la placa base. En la actualidad, la mayorfa
de los circuitos integrados que se fabrican usan la tecnologia CMOS. Esto incluye
microprocesadores, memorias, procesadores digitales de senales y muchos otros
tipos de circuitos integrados digitales de consumo considerablemente bajo.

Es un dispositivo para convertir un codigo digital (generalmente binario, com-
puesto de ceros y unos) a una sefal analogica (corriente, voltaje o carga eléc-
trica). Hay distintos componentes que pueden intervenir en este proceso, como
interruptores simples, red de resistores, fuentes actuales o condensadores. Un
convertidor de analogico a digital (ADC) realiza la operacién inversa.

Codigos DTC (siglas de Diagnostic Trouble Codes, lo que es Codigos de Proble-
mas de Diagnostico, traducido al inglés).

Modulo de Control de Motor (ECM, por sus siglas en inglés: Engine Control
Module).

Unidad de control de motor o ECU (sigla en inglés de engine control unit) es
una unidad de control electrénico que administra varios aspectos de la operacién
de combustién interna del motor. Las unidades de control de motor més simples
s6lo controlan la cantidad de combustible que es inyectado en cada cilindro
en cada ciclo de motor. Las mas avanzadas controlan el punto de ignicién, el
tiempo de apertura/cierre de las valvulas, el nivel de impulso mantenido por el
turbocompresor, y control de otros periféricos.

Son las siglas de Electrically Erasable Programmable Read-Only Memory (ROM
programable y borrable eléctricamente). Es un tipo de memoria ROM que pue-



EGR

EOBD

EPROM

ESP

FI
Full Injection

MIL

MIMO

MPFI
OBD

OEM
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de ser programada, borrada y reprogramada eléctricamente, a diferencia de la
EPROM que ha de borrarse mediante un aparato que emite rayos ultravioleta.
Son memorias no volatiles.

Las siglas EGR quieren decir Exhaust Gas Recirculation, que en castellano viene
a significa “recirculacién de los gases del escape”. Como ya hemos adelantado,
su funcion principal es la de reducir las emisiones de 6xidos de nitrégeno (NOx)
para contaminar menos y adaptarse a las normativas vigentes. Para conseguirlo
se redirigen parte de esos gases que van saliendo por el escape de nuevo al circuito
de admision.

Es un sistema de diagnostico a bordo en vehiculos (coches y camiones). Actual-
mente se emplean los estandares OBD-II (Estados Unidos), EOBD (Europa) y
JOBD (Japén) que aportan un monitoreo y control completo del motor y otros
dispositivos del vehiculo.

Son las siglas de Erasable Programmable Read-Only Memory (ROM programa-
ble borrable). Es un tipo de chip de memoria ROM no volatil inventado por el
ingeniero Dov Frohman de Intel. Esta formada por celdas de FAMOS (Floating
Gate Avalanche-Injection Metal-Oxide Semiconductor) o transistores de puerta
flotante, cada uno de los cuales viene de fabrica sin carga, por lo que son leidos
como 1 (por eso, una EPROM sin grabar se lee como FF en todas sus celdas).

ESP, ESC, DSC, VDC, VSA y VSC son las siglas comerciales del control elec-
trénico de estabilidad, uno de los avances tecnolégicos en materia de seguridad
activa mas importantes de los daltimos tiempos. Su funcion es conseguir que el
vehiculo se mantenga en la trayectoria marcada por el conductor con el volante,
reduciendo en buena medida los siniestros viales derivados de un derrape.

Full injection.
Sistema electronico de inyecciéon de combustible.

Es una luz de advertencia que al dar vuelta al switch esta se apaga dentro de
los 5 segundos posteriores, puede tener la leyenda de “check engine”o “services
engine soon”o simplemente el ideograma de un motor.

Sistema con multiples entradas y multiples salidas (Multiple Output, Multiple
Input).

Sistema de inyeccion de gasolina multipuerto (Multiple Port Fuel Inyection).
Sistema de diagnéstico a bordo (On Board Diagnostic).

Equipo original del fabricante (Original Equipment Manufacturer).
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Un controlador PID (Controlador Proporcional-Integral-Derivativo) es un meca-
nismo de control por realimentacién ampliamente usado en sistemas de control
industrial. Este calcula la desviacién o error entre un valor medido y un valor
deseado.

La modulaciéon por ancho de pulsos (también conocida como PWM, siglas en
inglés de pulse-width modulation) de una sefial o fuente de energia es una técnica
en la que se modifica el ciclo de trabajo de una senal periodica (una senoidal o
una cuadrada, por ejemplo), ya sea para transmitir informacion a través de un
canal de comunicaciones o para controlar la cantidad de energia que se envia a
una carga.

La memoria de acceso aleatorio (Random Access Memory, RAM) se utiliza como
memoria de trabajo de computadoras y otros dispositivos para el sistema ope-
rativo, los programas y la mayor parte del software. En la RAM se cargan todas
las instrucciones que ejecuta la unidad central de procesamiento (procesador) y
otras unidades del computador, ademés de contener los datos que manipulan los
distintos programas.

El ralenti es el régimen minimo de revoluciones por minuto (giros o vueltas por
minuto) a las que se ajusta un motor de combustién interna para permanecer
en funcionamiento de forma estable sin necesidad de accionar un mecanismo de
aceleracion o entrada de carburante. Por ejemplo, en un automévil, sin necesidad
de presionar el pedal del acelerador. El ralenti puede ser modificado segin los
consumidores de energia que estén conectados como el aire acondicionado, el
electroventilador, las luces, entre otros. Este régimen, en méviles terrestres, suele
estar comprendido entre las 700 y las 1100 rpm.

Revoluciones por minuto.
Sistema de una sola entrada y una sola salida (Simple Input- Simple Output).
Cuerpo de aceleracion (Throttle Body Injection).

Son las siglas en inglés de transistor-transistor logic, es decir, légica transistor a
transistor. Es una tecnologia de construccién de circuitos electrénicos digitales.
En los componentes fabricados con tecnologia TTLRS los elementos de entrada
y salida del dispositivo son transistores bipolares.
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Capitulo 3. Problemas comunes del sensor lambda




71

Bibliografia

Amplificadores operacionales y circuitos integrados lineales, Robert F.
Coughlin, Freferiick F. Driscoll, 1993, Prentice Hall Hispanoamricana S.A.

Disefio con amplificadores operacionales y circuitos integrados analdgicos,
Sergio Franco, 3ra edicién, 2005, McGraw Hill Interamericana

Dispositivos Electronicos, Floyd, 8ta edicién, 2008, Pearson Educacién

Electrénica: Teoria de circuitos y Dispositivos electronicos, Robert L. Boy-
lestad, Louis Nashelsky, 2009, Prentice Hall

Fisica para ciencias e ingenieria,Raymond A. Serway & John W. Jewett, Jr,
2008 septima edicion, CENGACE Learning

Sistemas de control para ingenierfa, Norman S. Nise, 3ra edicién, 2006,
Compainia editorial continental.

https://mdautomotive.es/los-sistemas-diagnostico-obd-obdii-\
conector-protocolos-estandares/

http://bdigital.unal.edu.co/50970/1/1130672811.2015.pdf


https://mdautomotive.es/los-sistemas-diagnostico-obd-obdii-\ conector- protocolos-estandares/ 
https://mdautomotive.es/los-sistemas-diagnostico-obd-obdii-\ conector- protocolos-estandares/ 
http://bdigital.unal.edu.co/50970/1/1130672811.2015.pdf

	Dedicatoria
	Agradecimientos
	Resumen
	Introducción
	Eficiencia de un motor de combustión interna
	Ciclo Otto
	Eficiencia mecánica
	Historia de los sistemas OBD

	Naturaleza de los sensores en sistemas OBD
	Sensor de temperatura
	Sensor de efecto Hall
	Sensor lambda


	Implementación de los sistemas de control
	Definición de un sistema de control
	Sistemas de Control
	Sistemas dinámicos Planos
	Conceptos básicos
	PVIS y sistemas autónomos
	Sistemas Lineales
	Clasificación y estabilidad de puntos críticos (=0)
	Clasificación y estabilidad de puntos críticos(=0)

	Sistemas no lineales
	Criterio de estabilidad para sistemas no lineales


	Problemas comunes del sensor lambda
	Instrumentación y consideraciones
	Diseño del dispositivo

	Descripción
	Resultados experiemtales obtenidos

	Conclusiones
	Obsevaciones finales

	Glosario de Términos en ingles
	Bibliografía

