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“Lo que no se define, no se puede medir.

Lo que no se mide, no se puede mejorar.

Lo que no se puede mejorar, se degrada siempre”
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Sir William Thomson, Lord Kelvin.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

A lo largo de la historia, el ser humano se ha favorecido de herramientas para atender
multiples tareas, sin embargo, estas herramientas son cada vez mas versatiles y necesarias para
nuestra vida cotidiana. La historia esta cubierta de miltiples avances en los cuales al paso del
tiempo se han convertido en retos y desafios realizando multiples procedimientos cada vez mas
complejos que permiten regular el funcionamiento de algin sistema.

Personajes sobresalientes e inventores han marcado una diferencia importante con teorias
matematicas, las cuales son indispensables para desarrollar nuevas herramientas resolviendo o
mejorando sistemas dentro de los cuales son aplicados a nuestra vida cotidiana.

Hoy por hoy, los sistemas automaticos ejecutan y controlan procesos de forma auténoma, la
cual reemplaza la mano humana a su minima expresion, conservando o mejorando la calidad de
una tarea o producto final; estos sistemas estan estudiados desde el punto de vista matematico,
el cual tiene como base las ecuaciones que determinan su comportamiento en relacion a la
naturaleza de su funcionamiento. Historicamente estas ecuaciones tienen distintos origenes,
han sido de diferentes importantes portadores los que han hecho que los avances cientificos
hagan una herramienta sumamente poderosa e imprescindible para la vida cotidiana tal es el
caso de Leonhard Euler, Isaac Newton, Joseph Fourier, Karl Gauss, Bernhard Riemann, Pierre
de Laplace, Jacopo Riccati, solo por nombrar algunos. Actualmente el uso de sus teorias son
muy diversas y al ser aplicadas a los sistemas fisicos han tenido el poder de cambiar el sentido
de la historia para siempre.

El primer aporte registrado como trabajo de control fue por el ingeniero e inventor Ja-
mes Watt [19-Enero-1736, Greenock, Escocia; 25-Agosto-1819 Birmingham, Inglaterra| en 1788
[Ogata, 1998, Capitulo 1|, quien presenté el diseno de un mecanismo autorregulado de veloci-
dad para la maquina de Thomas Newcomen (1712) [Thomas Newcomen, 2020, considerado un
invento sumamente ingenioso para su época. Esta invencién abri6 un panorama muy amplio
a las maquinas de vapor, por lo que este mecanismo se vuelve de suma importancia por las
aplicaciones de la revolucién industrial. En términos de sistemas electronicos y para resolver el
mismo, la solucién combina sensores, micro-controladores, actuadores de potencia (neumatico
y/o hidraulicos) entre otros, y como tal podra existir las disyuntiva en elegir la mejor. Por
el momento, solo se puede pensar que, ambos sistemas de control resuelven las necesidades
requeridas

Una de las primeras propuesta de control por retroalimentacion fue hecha por Nicolas Fyodo-
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rovich Minorsky [Fyodorovich Minorsky, 2020]| [23-Septiembre-1885, Korcheva, Rusia; 31-Julio-
1970, Ttalia]. Su trabajo propone las base para el controlador automatico PID, para la direccion
automatica de embarcaciones. Entre sus trabajos mas sobresalientes tiene lugar la teoria de
mecanismos de dinamica no lineal.

El Ingeniero eléctrico Harold TLocke Hazen [01-Agosto-1901, Estados Unidos; 21-Febrero-
1980, Estados Unidos| [Harold Locke Hazen, 2020] es quien introduce el término de servomeca-
nismos para sistemas del control de posicidn, construido con relevadores haciendo mucho més
eficientes los procesos de la industria eléctrica.

La primera teoria de estabilidad de sistemas en lazo cerrado fue hecha por Harry Nyquist
[7-Febrero-1889, Suecia; 4-Abril-1976, Estados Unidos| [Harry Theodor Nyquist, 2020] quién
publico su articulo en 1932 como estabilidad de amplificadores de realimentacion. Dentro del
campo de la ecuaciones diferenciales destaca el trabajo de Aleksandr Lyapunov [25-Mayo-1857,
Rusia; 03-Noviembre-1918| |Aleksandr Lyapunov, 2020| ya que las aportaciones de la teoria de
control fungen un papel muy importante; ya que basado en integrales, ecuaciones diferenciales
y teoria de probabilidad desarrolld lo que ahora se conoce como teoria general de Lyapunov
(1899), permitiendo definir la estabilidad a partir de un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

En el estudio del comportamiento en las soluciones de las ecuaciones diferenciales de segundo
orden, sobresale Rudolf E. Kalman [19-Mayo-1930, Hungria; 02-Julio-2016, Estados Unidos]
[Rudolf E. Kalman , 2020|, quien realiza profundas investigaciones en torno a este tema. Sin
duda su trabajo mas importante es conocido hoy en dia como el Filtro de Kalman, que a fines
de 1958 y a principios de 1959 obtiene los primero resultados en funcién del tiempo discreto,
combinando su trabajo con el filtrado de Wiener, Kolmogorov, Bode, Shannon, Pugachev y
otros para canalizar los resultados en el dominio del tiempo o espacio de estados, ofreciendo un
nuevo enfoque para problemas de prediccion y filtrados lineales.

La técnicas de control 6ptimo [Optimal control, 2020] fue desarrollada en los anos de la
carrera espacial, formalizando nuevas tecnologias, especialmente para resolver problemas de
optimizacién a sistemas influenciados por fuerzas externas. La técnica consta en resolver el
sistema debido a un indice de desempeno o funcién de costo cuadratico, una vez resuelta, es
posible encontrar una trayectoria adecuada a la salida del sistema, segtn la optimizaciéon del
costo deseada, e.i., el comportamiento del sistema sera 6ptimo utilizando el menor consumo de
recursos posible.

Hoy en dia, se sabe que la herramienta méas importante en torno al estudio de cualquier
sistema son las ecuaciones diferenciales, las cuales contienen la informacién necesaria para la
dindmica a través del tiempo, asociada a ellas (ecuaciones diferenciales). Aplicando alguna o
varias técnicas de control a un sistema, en términos de los modelos matematicos, permiten
tener dominio sobre los sistemas. La teoria de control contiene diversas técnicas, y en los
ultimos anos sus avances han resuelto problemas muy complejos, permitiendo tener dominio
sobre casi cualquier sistema. Como tal, los avances dados en la ciencia y tecnologia muestran
de lo importante que son en nuestros dias, teniendo mejores herramientas para enfrentar las
problematicas que vengan en el futuro, haciendo mas confiables y precisos los sistemas que
estén asociados a estos.

Cabe senalar que entre las novedosas teorias de control, existe una importante reformulacion
para resolver la idea de qué herramienta matematica responde correctamente segiin las necesi-
dades que se tengan en el sistema, por lo que la buena implementacién de cualquier teoria de
control, trae consigo profundos impactos positivos.

UACM
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El motor de corriente directa (CD) por si solo es visto como un sistema, el cual por sus
propiedades puede facilitar un alto par de arranque y estabilidad en la velocidad angular, por
lo que ofrece un amplio rango de control de velocidad. Esta combinacion de propiedades son
muy apreciadas en sistemas de alta precision o alto rendimiento. Por estas propiedades son
usados en vehiculos de traccion variable, en algunos sistemas de alambrado nulo (uso exclusivo
de acumuladores eléctricos), entre otros mas. Textualmente en [Guerrero et. al., 2020] describe
que:

“Los motores de corriente directa en la actualidad se siguen considerando como
una opcion viable cuando un sistema es utilizado en un rango amplio de operacién,
debido a sus excelentes propiedades operacionales y caracteristicas de control.”

Para fines de este trabajo, se pone en practica la técnica de control 6ptimo LQR, (Linear
quadratic regulator) con la finalidad de controlar la velocidad angular del motor de CD, con-
siderando que se dispone de la senal de la medicion de la posicion angular, visto desde un
ambiente matemético.

1.2. Motivacidon

La compilacién total de informacion asi como las habilidades adquiridas a lo largo de la
carrera de Ingenieria en Sistemas Electronicos Industriales (ISEI) segtin el plan de estudios
por parte del Colegio de Ciencia y Tecnologia (CCyT) [UACM ISEI, 2019|, permite tener las
herramientas necesarias para planear, disenar, evaluar, construir, instalar, operar, administrar
y mantener sistemas electrénicos, cuyo conocimiento estan encaminados a las maquinas de uso
industrial.

Dentro del panorama de conocimientos adquiridos se encuentra la teoria de maquinas eléc-
tricas con la cual se cuenta con lo necesario para el andlisis del motor de CD. Cabe senalar
que dentro de las habilidades adquiridas esta la aplicacion de técnicas de control electréonico
de uso mas comun en la industria para el arranque de motores, asi también se cuenta con el
conocimiento de manejo de software numérico como herramienta de anélisis y disenio para los
controladores. De acuerdo con lo anterior, se cuenta con la capacidad de poner en préactica un
esquema de control para un sistema como es el caso del motor de CD.

Dentro del plan de estudio para la carrera de ISEI se abordan miltiples técnicas de control
aplicadas a distintos sistemas, sin embargo estos temas contienen nicamente las ideas principa-
les desde un ambiente tedrico. En la estructura de este trabajo se desea profundizar de manera
matematica en el conocimiento de la técnica de control 6ptimo lo que significa un desafio en
la investigacion e implementacion numérica enfocado al motor de CD, todo con el beneficio de
obtener una mejor experiencia de manera especializada al esquema de control LQR.

Como una ventaja, se dispone fisicamente en el laboratorio de “Sistemas de Potencia” (C-
005), en el plantel de San Lorenzo Tezonco, un motor de CD de marca BALDOR RELIANCE
Mo. D5505P, con el cual se han realizado trabajos previos. Como consecuencia de lo anterior,
se tiene el conocimiento de la maquina eléctrica de forma matematica, asi como sus parametros
y datos nominales por parte del fabricante.

Por otra parte, el apoyo en la colaboracién en otros trabajos previos, trajo el diseno de un
convertidor de voltaje CD a CD (CD-CD) para alimentar la armadura del motor de CD. Para
el diseno del sistema del convertidor, se usan las habilidades adquiridas por parte de sistemas
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de potencia eléctrica, asi como los conocimientos de sistemas electronicos, en conjunto, se opto
por realiz6 el diseno electronico del sistema dividido en tres etapas, las cuales se realizan de
manera independiente, estas etapas son Acondicionamiento de Senal, Fuente de Alimentacion
Eléctrica con proteccion por sobrecorriente 'y Red Snubber.

Dado el conjunto de elementos conocidos por el motor de CD y uniendo las herramientas
anteriores, es posible disenar e implementar la simulacién en un espacio de trabajo del software
de Matlab ® & Simulink ® del esquema de control 6ptimo para el sistema del motor de
CD, explorando asi, la mejor respuesta de los multiples resultados que pueda arrojar esta
implementacion; esperando obtener la mejor respuesta en el sistema.

1.3. Planteamiento del problema

Actualmente el modor de CD es aprovechado en multiples sistemas, el control de velocidad
es una de las variables mas explotadas para sistemas que demandan presicion. Existen instru-
mentos de medicion muy sofisticados que sirven como herramientas para relacionar técnicas de
control, sin embargo, es muy poco explotado el control de velocidad midiendo la posicién, por
lo cual se aprovecha un instrumento sencillo y poco complicado de adjuntar al eje de un motor
de CD.

Una de las técnicas de control muy poco exploradas en esta maquina es el control LQR, que
cuyo proposito es minimizar el consumo de energia suministrada llegando asi a una velocidad
de referencia de forma 6ptima.

La fuente eléctrica que suministra el voltaje de alimentacion al motor de CD tiene un rango
de corriente maximo. Para evitar el sobreconsumo de energia eléctrica dada la demanda de el
par de carga, se puede sensar a la entrada y salida el consumo de corriente en los devanados
de la maquina, evitando la perdida de las propiedades eléctricas o en el peor de los casos el
dano permanente del sistema electréonico o la pérdida permanente de los devanados del motor
de CD.

Dadas algunas de las problematicas mencionadas, y para fines de este trabajo se toman las
siguientes consideraciones:

A1l. Se dispone de la medicion de la corriente de armadura, denotada como i,, asi como
también de la posicion angular definida como g del eje del motor. Estas mediciones
estan acondicionadas electronicamente como senales analbgicas.

A2. Se conocen los parametros del motor de CD, siendo de dos naturalezas, mecénica y eléc-
trica.

A3. Se conocen los valores nominales del motor de CD, estos son proporcionados por el fabri-
cante en la placa de datos de la maquina.

A4. El suministro de voltaje a la armadura Vj, es considerada la entrada al sistema, al igual
que una perturbacion externa 7, dado por el par de carga.

Ab5. Por propiedades fisicas y mecénicas relacionadas al motor de CD, se considera la velocidad
angular filtrada wy como una senal deseada y velocidad angular wr como la velocidad
entorno a los datos de placa.
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1.4. Objetivo

Dadas las consideraciones de A1-Ab, se desea disenar un esquema de control 6ptimo para
el motor de CD, partiendo de la medicion de posicion angular en el eje de este, cuyo transductor
Optico mecénico (encoder) es el instrumento empleado como herramienta para la técnica LQR
empleada en el presente trabajo. También es considerado el par de carga como perturbacion
externa y la fuente de voltaje de alimentaciéon en la armadura como la senal de antrada al
sistema.

El ajuste de las ganancias para el controlador 6ptimo es muy delicado, por lo que al im-
plementar del control LQR sera simulada en software donde se espera seleccionar la mejor
respuesta como velocidad angular que se apegue a la referencia y a su vez se pueda notar la
minimizacion del costo de energia a la entrada del sistema.
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Capitulo 2

Motor de CD. Modelos y sus propiedades

Los motores de corriente directa (CD) son utilizados en multiples areas, ya sea de velocidad
fija o variable, resolviendo tareas de pequena escala hasta las de forma industrial. Los voltajes
de alimentacion para estos varian segin su aplicacion, teniendo como ejemplo valores de algunos
volts (mV), hasta miles de volts (kV). La capacidad de par de arranque, traccion eléctrica y
estabilidad al variar la velocidad son algunas de las ventajas que pueden aprovecharse haciendo
maés confiable la precision de su trabajo. Segin sea el disefio de éste, el campo (estator) puede
ser fabricado en diferentes materiales con el fin de obtener un campo magnético al accionar la
maquina eléctrica; los materiales pueden ser de campo magnético permanente o configuracion
de inductores de alambre de cobre (conocidos también como devanados). Para la armadura
(rotor), la fabricacién es tnicamente con inductores de cobre. Para fines practicos, el resto de
las paginas de este trabajo seran referidas las partes del estator y rotor como el campo y la
armadura del motor de CD, respectivamente. Por sus propiedades fisicas y eléctricas, el motor
de CD es considerado una maquina electromecénica.

El contenido de este capitulo, estd encaminado a conocer el comportamiento dindmico del
motor de CD, partiendo desde sus propiedades fisicas. La teoria que aqui se presenta, fue
consultada desde distintas fuentes.

2.1. Datos historicos del motor de CD

Se entiende que la primera forma de energia corresponde a la corriente directa o corriente
continua, presentada en la Exposicion Universal de Paris de 1867, llamando la atencion, uno
de los primeros prototipos de motores de CD a mediados del siglo XIX. En 1832 Michael
Faraday (1791-1867), present6 un prototipo de motor constituido por un disco de cobre, que
giraba bajo la influencia de los polos de un iman en forma de herradura. El interés de mejorar
y tener este descubrimiento, otros personajes también desarrollaron maquinas eléctrica como
Herman de Jacobi en 1834, asi como Henry, Robert Davison, Froment, Davenport y otros,
resaltando asf las fechas mas sobresalientes sobre esta fascinante invencion a lo largo del siglo
XIX [Roldan, 2014]. De los acontecimientos destacados en el desarrollo de méaquinas eléctricas
se puede mencionar los siguientes:

I. 1831. Michael Faraday (Reino Unido) presenta la teoria de la induccion electromagnética.
Es el principio en el que esta basado los motores eléctricos.
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II. 1837. Thomas Davenport (Estados Unidos) Desarrolla el motor de corriente directa.

IT1. 1870. Zénobe Théophile Gramme (Bélgica) Construye la primera maquina de corriente
directa y el dinamo. Patenta la teoria de la maquina magneto-eléctrica para generar
corriente eléctrica.

IV. 1887. Nikola Tesla (Serbia.) present6 el motor de induccion. Empieza el desarrollo indus-
trial de las corrientes alternas.

V. 1890. Nikola Tesla (Serbia.) presento el motor de corriente alterna trifasico

El presente trabajo estd enfocado al motor de (CD). Textualmente se hace la siguiente cita
extraida de [Chapman, 2005, Capitulo 8| donde se hace una comparativa a las maquinas de CD
y de CA.

“Las méquinas de CD son generadores que convierten energia mecanica en energia
eléctrica de CD y motores que convierten energia eléctrica de CD en energia me-
canica. La mayorfa de las maquinas de CD son semejantes a las maquinas de CA
en el sentido de que tienen voltaje y corriente de CA dentro de ellas; las maquinas
de CD cuentan con una salida de CD simplemente por que hay un mecanismo que
convierte los voltajes internos CA en voltajes CD en sus terminales. Puesto que a
este mecanismo se le llama conmutador, a la maquinaria CD también se le conoce
como maquinaria de colector a de conmutacion ”.

2.2. Partes basicas del motor de CD

Nombrando de manera muy general, las partes méas importantes del motor de CD pueden
estar fabricadas en distintos materiales, sin embargo, para fines de este trabajo se describiran
de forma estandar, i.e., se describiran las piezas mas comunes entre estas maquinas.

Algunas definiciones por parte de fabricantes como SIEMENS ® [STEMENS, 2019], WEG ®
[WEG®, 2019 y BALDOR ® - ABB ® [BALDOR®-ABB®, 2019, los cuales se apegan a algu-
nas normativas de fabricacion (Apéndice C), la Figura 2.1 describe algunas partes importantes
del motor de CD. En la parte superior se muestra el aspecto fisico del motor adquirido por la
Universidad Autéonoma de la Ciudad de México, para el laboratorio de Sistemas de Potencia
y en la parte inferior de la Figura 2.1 se muestra el esquema con las partes principales con las
que es fabricado un motor de CD estandar.

[. Carcasa. Laminada o Chapa de acero, en forma cilindrica, rectangular, hexagonal u
octagonal, permitiendo la alimentacién por convertidores estaticos en regimenes de alta
dindmica. Esta pieza que cubre y protege gran parte del motor, normalmente es la parte
fija que estd unida al campo, como se puede apreciar en la Figura 2.1. En alguno de
los casos esta cuenta con aberturas de ventilacion y caja de terminales. La proteccion
puede ser totalmente cerrada, abierta, a prueba de goteo, a prueba de explosiones, de
tipo sumergible, etc. La caja de terminales permite la alimentacién de energia eléctrica
a los devanados internos, estos pueden ser el campo y la armadura. Para fines de este
trabajo, la configuracion de arranque entre el campo y la armadura es de alimentacion
independiente, e.i., tanto la armadura como el campo tienen una fuente de alimentaciéon
independiente.
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. . Tapa tipo rejilla
Caja de terminales

\ Ventilacion forzada Jy

Conmutador Mecanico

Rodamiento

- Tornillos de sujecion
Escobilla con carbén —> %

Base tipo soporte

Figura 2.1: Motor de CD. En la parte superior, se muestra el modelo fisico de la méquina BAL-
DOR RELIANCE Mo. D5505P [Baldor-ABB®, 2019] el cual es objeto de estudio del presente
trabajo. En la parte inferior se muestran de manera general las partes que componen a un
motor de CD, esta Figura es adaptada de [ABB BALDOR, 2019, en [Maloney, 2006] también
es posible encontrar una descripcion similar para el motor de CD.

I1.

I11.

IV.

Rodamientos. Permite el libre movimiento radial en el eje del motor de CD, por lo cual,
transfiere el movimiento generado en la armadura a lo largo del eje y asi a su vez también
la fuerza o par de carga. Por lo general segiin la capacidad del motor de CD, el disenio del
componente principal del rodamiento puede ser de bolas o rodillos metélicos, los cuales
reducen significativamente la friccion, evitando el desgaste exesivo en el consumo en la
potencia de alimentacién en la méaquina.

Conjunto de Escobillas. Arreglo de cepillos metalicos sujetos desde la carcasa, los
cuales ejercen la coneccion electrica entre la parte fija y giratoria dentro del motor de CD.
estos elementos tienen como finalidad de realizar la presiéon necesaria sobre el comutador
permitiendo el paso de la corriente a los devanados de la armadura, estos son de larga
duracion con muelles, normalmente estdn compuesta de electro-grafito, grafito natural,
carbon amorfo, metalo-grafito, baquelita o especificadas segtin las condiciones de carga.

Campo. Es la parte fijada a la carcasa del motor. Esta pieza funciona como base,
permitiendo llevar a cabo la rotacién del motor. En este caso, el campo del motor no se
mueve mecanicamente. Normalmente estos estan construidos en dos tipos, de fabricacion
en devanados, los cuales contienen los polos del campo, o por imén permanente.

Los motores de construcciéon de campo devanado estan construidos principalmente en un
arreglo de anillos de silicio laminado, formando un paquete el cual favorece el sentido del
flujo magnético. El arreglo de los inductores o bobinas estan construidas con alambre de
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cobre esmaltado de barniz clase H y con sistema de aislamiento e impregnacion clase F o
H, los cuales indican el ntimero de polos. El minimo ntiimero de polos son dos y segiin sea
su diseno se les encuentran en miltiplos de dos.

Los motores de iman permanente, no necesitan excitacion externa, el material que prin-
cipalmente los compone es de ferrita ceramica, cuando es magnetizado el material es de
larga duracién y mantenimiento sencillo.

V. Conmutador Mecanico. Principalmente funge un papel de interruptor mecanico rota-
tivo, ayudando a cambiar la polaridad, o el flujo magnético de la bobina en la armadura
cierto periodo de giro, por lo regular, el arreglo esta al final de cada una de las bobinas
de la armadura. La conexion se hace desde la fuente eléctrica, pasando por las escobillas
llegando asi al conmutador.

VI. Armadura. Sea para las dos diferentes clase de motor de CD, de iman permanente o
de campo devanado, la armadura es la parte mévil del motor que esta unida al eje, en la
Figura 2.1 se muestra todo el conjunto del rotor. Esta parte del motor, tiene la tarea de
transferir la energia eléctrica para obtener como resultado en el eje energia mecénica. El
campo también esta constituido por un arreglo de laminas de silicio, que abrazan al eje
sin tocarlo, y entre sus ranuras se encuentra el arreglo de inductores de alambre de cobre
esmaltado barniz clase H con sistema de aislamiento e impregnacion clase F o H.

VII. Tapas. Fabricadas en aleacion de fundicion o de soldadura permanente, esti disenada
para funcionar como soporte de uno de los dos rodamientos del eje y cerrar la proteccion
interna del motor, en algunos de los casos sirve como soporte para las escobillas.

El nombre de las piezas descritas son partes basicas del motor de CD, sin embargo, es posible
conocer que hay piezas adicionales que lo constituyen, y dependera del grado de proteccién,
uso en funcion del tiempo que se le pueda aprovechar.

Se toma como referencia la Figura 2.1, por ser el objeto de estudio, adquirido por la Uni-
versidad Auténoma de la Ciudad de México (UACM) en el plantel de San Lorenzo Tezonco, en
el laboratorio de Potencia (C-005). Este motor de CD esta bajo los estandares de fabricacion
tipo NEMA MG2.

2.3. Ecuaciones de la dindmica del motor de CD

En [Chiasson, 2005, Capitulo 1] se describe con mucho detalle, la deduccion de las ecuacio-
nes del motor de CD. En este apartado, inicamente se senala las ecuaciones necesarias para
construir el modelo que representa al motor de CD, el cual, es la base matematica para este
trabajo.

Un motor de CD, de fabricacion de campo devanado (conocido asi, por los devanados de
alambre de cobre en el campo), puede ser alimentado de manera independiente, i.e., una fuente
de alimentaciéon para el campo y otra para la armadura. En la Figura 2.2 se muestra esta
configuracion, usualmente llamada de excitacion separada. Los circuitos que se muestran en
esta Figura son dos de naturaleza eléctrica, y un circuito de naturaleza mecéanica.

El circuito eléctrico del campo para el motor de CD esté construido en un arreglo de em-
bobinados de alambre de cobre, los cuales equivalen a una reactancia inductiva, por lo que en
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Figura 2.2: Diagrama del motor de CD: esquema que simboliza la configuracién del motor de
CD por excitacion separada; del lado derecho se muestra el arreglo que corresponde al campo,
del lado izquierdo se muestra el arreglo que corresponde a la armadura. Figura adaptada de
[Chiasson, 2005] y [Rashid, 2004].

el diagrama esquematico de la Figura 2.2 se presentan del lado derecho con un resistor (Ry)
y un inductor (Ly). Al tratarse de una configuracion de alimentacion separada, esta malla es
excitada por una fuente de voltaje V. Para efectos del presente trabajo, el voltaje V; siempre
es constante y es alimentado con un voltaje nominal segin la Tabla A.2 en el Apéndice A, i.e.
es un voltaje de corriente directa, por lo cual, se tiene un flujo magnético siempre constante, y
esto equivale a un iman permanente.

El circuito eléctrico que representa a la armadura del motor de CD, se ubica del lado
izquierdo de la Figura 2.2. En un arreglo en serie se encuentra un inductor L,, un resistor R,
y una fuerza contra-electromotriz e, (fcem) y dicha malla es alimentada por una fuente V.
Esta fuente puede variar la amplitud del voltaje segin lo requiera la dinamica del motor. La
armadura consta de un arreglos de embobinados de alambre de cobre, donde sus terminales
estan conectados a un conmutador mecanico, el cual, es alimentado de energia eléctrica por
medio de escobillas.

Por ley de voltajes de Kirchhoff, la malla del arreglo de la armadura se puede expresar en
términos de la corriente que circula a través de la armadura y la fuerza contra-electromotriz e,
(emf) [Krishnan, 2001|, asi como la excitacion a este devanado por medio de la fuente Vj, lo
cual resulta como

V, = La%ia + Ruiq + €4 (2.1)

donde la fuerza contra-electromotriz e, esta en términos de la constante de la fem inducida K
y la velocidad angular wg [Krishnan, 2001], es decir,

€g = waR (22)
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Cabe hacer mencion que, la constante de fuerza contra-electromotriz K, tiene una relacion
directa entre una constante de proporcionalidad K la cual depende del niimero de vueltas en
el devanado y el flujo magnético del campo ¢, que si este tltimo es constante, el parametro K
es constante [Krishnan, 2001], i.e. bajo la suposicion de que se tiene un flujo magnético en el
campo ¢ constante, se tiene que

Ky,=Ko¢ (2.3)

El tercer y ultimo circuito, corresponde a la parte electromecanica del motor de CD. En
[Slemon, 1992, Capitulo 4| se describe al motor de CD de forma ideal, de tal manera que el par
electromagnético es

T = Kyia (2.4)

Bajo el principio de la segunda ley de Newton, interacttian fuerza (par) y carga mecanica
en el eje del motor de CD, entre las cuales existe una relaciéon dinamica que produce un par de
fuerza cinética, causado por la fuerza angular ejercida desde la armadura (7,,). El coeficiente
de friccion (B) provocado por los rodamientos se opone al movimiento cinético ocasionado por
(Tm), asi como el momento de inercia (J) originado en el instante que gira la armadura, y por
altimo el término de la perturbacion externa (77) hacia la maquina. En conjunto, en el instante
que existe un movimiento angular en el motor de CD, seré por la existencia de un par de fuerza
ejercido en el eje del motor, que equivale a la sumatoria de fuerzas que restan par de fuerza al
mismo eje, por lo cual se expresa de la siguiente manera

d
Kbia = JEWR—FBWR—I—TL (25)

Las ecuaciones diferenciales (2.1) y (2.5) son las que dan informaciéon del comportamiento
del motor de CD cuando es excitado por un voltaje de alimentacion a las terminales de los
devanados de la armadura. De estas expresiones depende la construccion de los modelos en el
dominio del tiempo y la frecuencia.

2.4. Modelos matematicos del motor de CD

Antes de realizar alguna estrategia de control a un sistema fisico, se requiere conocer el
comportamiento de este. Para ello, en el presente trabajo, las ecuaciones diferenciales obtenidas
para el motor de CD, dadas por (2.1) y (2.5), son usadas con el fin de construir los modelos
en espacio de estados y funcion de transferencia (en el dominio del tiempo y la frecuencia
respectivamente), con el proposito de hacer uso de herramientas de andlisis para conocer la
respuesta dinamica del motor de CD.

2.4.1. Modelo en el dominio del tiempo

Cuando se realiza un modelo en el dominio del tiempo de un conjunto de ecuaciones dife-
renciales de primer orden, éste es conocido como modelo en espacio de estados cuya estructura
clasica es [Kuo, 1996, Capitulo 5]

x = Ax(t) + Bu(t) + Gw(t) (2.6a)
y = Cx(t) + Du(t) (2.6b)
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donde
I. x € R™: vector de estados.
IT. u € R™: vector de entrada.
ITI. y € R": vector de salida.
IV. w € RP: vector de perturbacion externa.
V. A € R™™: Matriz de estados.
VI. B € R™: Matriz de entradas.
VII. C € R™: Matriz de salidas.
VIII. D € R™: Matriz de transferencia directa o matriz de realimentacion de avance.
IX. G € R™P: Matriz de perturbaciéon externa

Al ser representado por las ecuaciones (2.1) y (2.5) al motor de CD, se puede observar
que si es excitado a la entrada por una fuente de voltaje V;, las variables de estado pueden
ser definidas como la corriente de armadura y la velocidad angular, i.e., x1 = i, y T2 = wg,

respectivamente, por lo que el vector de estados se denota como x = [:Cl $2i| € R2. Asf

T
mismo, el vector de salida se define como y = [yl yg} € R? con y; = wWr y Y2 = 14, asi como

el vector de perturbacion w = 7, € R, i.e., el par de carga se considera con una perturbacion
externa. Bajo estas consideraciones, las ecuaciones diferenciales (2.1) y (2.5) teniendo en cuenta
(2.2), el modelo en espacio de estados es

R, K, 1 0
I e NI
[@] | & Bl |z + L()a Vs + _% TL (2.7a)
J o J
Y1 o 1 0 I 0
o] [ -

El modelo en espacio de estados para el motor de CD dado por (2.7) se puede considerar
que estd muy apegado a la realidad, ya que por la tecnologia que se tiene es posible disponer
de las senales de medicion de corriente eléctrica asi como de la posicion angular, ambas senales
se consideran en el vector de salida y por otro lado, el par de carga no se desprecia si no que se
considera que es una fuerza externa (como una perturbacion) que puede influir en la respuesta
del sistema. En otras palabras, con este modelo se puede utilizar para realizar alguna estrategia
de control lineal sin despreciar algunas cuestiones propios al motor de CD.

La representacion en diagrama de bloques respecto al modelo en espacio de estados del
motor de CD (2.7) se representa en la Figura 2.3.

Para fines practicos, el diagrama representado por la Figura 2.3 sera expresado como un
solo bloque conocido como planta del motor de CD.
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Figura 2.3: Diagrama de bloques del sistema Lineal e Invariante en el Tiempo (Linear Time-
Invariant, LTI por sus siglas en inglés) (2.6) representado en espacio de estados. Figura adaptada
de [Kuo, 1996], |[Ogata, 2010], [Franklin et. al., 1991], por nombrar algunos.

2.4.2. Propiedades del modelo en espacio de estados del motor de CD

El motor de CD esta representado matemaéaticamente por las ecuaciones en espacio de estados
(2.7), por su arreglo, el sistema es de segundo orden, donde los estados x € R? En este
apartado se realizan los analisis de estabilidad por el método directo de Lyapunov asi como la
Controlabilidad y la Observabilidad del sistema.

2.4.2.1. Parametros del motor de CD

A lo largo de este trabajo, se dard uso al conjunto de pardmetros del motor de CD, los
cuales se definen como:

R, [2]. Resistencia en el devanado de la armadura.

L, [H]. Inductancia en el devanado de la armadura.

K, [V s/rad]. Constante electromotriz.

J [Kg m?]. Momento de inercia.

B [N m/rad/s]. Constante de friccion.

Propiedad 1 (Parametros del Motor de CD). Dado el conjunto de pardmetros del motor de
CD son { Ra, Ky, Lo, By J } € R y son distintos de cero, cuyo orden representa la jerarquia
numeérica, t.e., Ry, >Ky >L, >B >J >0.

Cabe senalar que en el Apéndice A la Tabla A.1 contiene los valores que corresponden a
estos parametros.

2.4.2.2. Estabilidad en el sentido de Lyapunov del motor de CD

Se dice en [Hendricks et. al., 2008, Capitulo 3| que si un sistema esta posicionado en un
punto de equilibrio, permanecerd en ese punto, si no es perturbado o afectado por ninguna
excitacion por parte de la entrada, i.e., ug = 0 y wg = 0. Un estado x. es descrito como un
punto de equilibrio el cual para un sistema lineal puede ser encontrado en la solucién de

0=Ax, (2.8)
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También se dice que en un sistema lineal continuo, el origen es el inico estado de equilibrio
si la matriz A es no singular para todo t.

Propiedad 2 (Punto de Equilibrio). El modelo matemdtico del motor de CD dado por (2.7a)
tiene como punto de equilibrio el origen, i.e., sin excitacion de la fuente de voltaje Vs = 0 y sin
perturbacion del par de carga T, = 0, el motor de CD tiene punto de equilibrio

<[] 13]

por lo que el motor de CD permanece en reposo.

Prueba. De forma directa en el modelo (2.7a), se tiene de la definicién de punto de equilibrio

que
0 —fa B | gy = 0
= o ¢ + | e |0+ 0 2.10
UREEEEIE -
El determinante de la matriz de estados (A) es
det(A) (BR, + K;) #0 (2.11)

~ JL,

Dado que los parametros del motor de CD cumplen con la Propiedad 1 y el determinante
de la matriz A del modelo (2.7a) es distinto de cero, queda demostrado que el unico punto de
equilibrio que tiene el sistema del motor de CD es el origen. O

En [Hendricks et. al., 2008, Capitulo 3|, hay una definicién para la estabilidad en el sen-
tido de Lyapunov, la cual senala que el estado x. es un punto de equilibrio estable para
el tiempo t = ty si para cualquier valor € > 0 existe un nimero J(g,tg), tal que si la norma
euclidiana ||x(fo) — x|| < 4, entonces ||x(t) — x.|| < ¢ para toda t > t.

Figura 2.4: Estabilidad entorno al estado de equilibrio x. en el sentido de Lyapunov. Figura
tomada de [Haddad / Chellaboina, 2008, Capitulo 3.

En la Figura 2.4, se muestra en un plano de fase, la respuesta de los dos estados de un
sistema de segundo orden. De acuerdo a la Figura 2.4 la estabilidad en el sentido de Lyapunov
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CAPITULO 2. MOTOR DE CD. MODELOS Y SUS PROPIEDADES 15

indica que, si el estado inicial del sistema x( esta dentro del area del disco de radio J entonces
la trayectoria debera permanecer todo el tiempo dentro del area que define el radio €.

En [Hendricks et. al., 2008] se describe una definicion mas de estabilidad; el estado x. es
un punto de equilibrio estable asintéticamente para el tiempo t = ¢, si el sistema es estable
en el sentido de Lyapunov y si existe un numero d(to) tal que si ||x(tg) — x.|| < & entonces
tlgglo Hx(t) — er = 0. Si 0 es independiente del tiempo inicial ¢, el sistema es uniformemente y

asintéticamente estable.

Qe
\S

Figura 2.5: Estabilidad asintoticamente estable para un estado x.. Figura tomada de
[Haddad / Chellaboina, 2008, Capitulo 3.

Tomando como referencia la Figura 2.5, el estado de equilibrio x, es asintéticamente estable,
si la solucion al sistema comienza en (Xg), algin punto dentro del &rea § cuya trayectoria no
sea mayor a ¢, esta tienda a converger al estado de equilibrio x..

En [Hendricks et. al., 2008, Capitulo 3.7.5] el método directo de Lyapunov esta definido de
la siguiente manera:

Definicién Los métodos de Lyapunov para la estabilidad son conocidos como método directo
[Haddad / Chellaboina, 2008] y estd basado en la nocion de una funcion definida positiva del
vector de estados x [Hendricks et. al., 2008]. La funcion escalar continua V(x) es definida
positiva st y solo si

L V(0)=0,
II. V(x) > 0 para todo el estado x distinto de cero y
III. V(x) — oo por ||x|| = oc.

En [Hendricks et. al., 2008, Capitulo 3| se definen dos teoremas, los cuales describen la
estabilidad en el sentido de Lyapunov de un sistema. Estos son:

Teorema 1. (Descrito como Teorema de estabilidad 3A ). El sistema
x(t) = f(x(t),1) (2.12)

es estable en el sentido de Lyapunov si V(x,t) es una funcién definida positiva y si y sdlo si

d
—V < 2.1
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Teorema 2. (Descrito como Teorema de estabilidad 3B ). El sistema es asintdticamente estable
st V(x,t) es una funcion definida positiva y si y sdlo si

d

—Vi(x,t) <0 2.14

SVx1) (214
Si la funcion definida positiva, satisface el Teorema 1 o el Teorema 2, es llamada funcion de

Lyapunov.

Propiedad 3 (Estabilidad asintotica del motor de CD). El modelo matemdtico en espacio de
estados del motor de CD dado por (2.7a), sin excitacion de voltaje de alimentacion Vs =0, y
sin perturbacion del par de carga 7, = 0, tiene como punto de equilibrio el origen, de acuerdo
a la Propiedad 2 y este es asintoticamente estable de acuerdo al Teorema 2.

Prueba. Sea el modelo del motor de CD en espacio de estados (2.7a), se propone una funcion
cuadratica definida positiva como

V(x) = x"Px (2.15)
donde x € R? es el vector de estados del motor de CD, y la matriz P € R*>? y (P = P7) es

P Pip

P-
P12 P22

(2.16)

La matriz P debe de ser definida positiva, para que la funcion (2.15) sea definida positiva
de acuerdo a la definicion. Asi mismo, derivando respecto al tiempo (2.15), considerando (2.7a)
y realizando manipulacion algebraica se tiene

: d

V=2V =x" (ATP+PA)x (2.17)

El término encerrado en paréntesis del lado izquierdo de (2.17) se define como

AP +PA = -Q (2.18)
por lo que (2.17), resulta como

d

d—fV(x) = —2TQu (2.19)

Para que (2.19) satisfaga la condicion del Teorema 2, la matriz Q debe de ser definida positiva.

Por lo tanto, se debe de encontrar la estructura de las matrices P y QQ para asegurar que se
cumpla (2.18). La matriz de estados del motor de CD es A € R?*2, por lo que se propone que
la matriz Q € R?*? sea

Q= [(1) (1)] (2.20)

Se ve de forma directa que la matriz Q, dada en (2.20), es definida positiva. Reemplazando
las expresiones matriciales que se tienen en (2.7a) y (2.20), la expresion (2.18) resultante es
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R, K K
—7¢ = P, P P, P -7 =7t -1 0
. 11 L2 1 L2 T, | —
_|_ a a pr— 2.21
[ ——IEZ’ -z Py Py Py Py —I§b -Z ] [ 0 -1 ] (2.21)

Realizando las operaciones en (2.21), el conjunto de ecuaciones en términos de los elementos
de la matriz P son

K R,

27"1312 ~ 2L_aP” -1

K, K, B R,

— Py — —P | =+ — | Po=
72 I 11 <J La) 12
K B

2— P, 2— Py =1

L. 12 + g

Los valores para cada variable de la matriz P estan definidos como.

Py Po | _ 1 [ Lo [K2Bs+ /iB]  KyJL, (R, — B) (2.22)
P, P 2616s | KpJLo (R, — B) J[Rufp1 + K2fs]
donde
p1=BLs+ R,J
By = R,B + K}
B3 =1L+ J

Por cuestiones fisicas inherentes a la maquina, los parametros (eléctricos y mecénicos) son
positivos, i.e., satisfacen la Propiedad 1. Se utiliza el criterio de Sylvester como condicion
necesaria para conocer si la matriz P es definida positiva.

El primer menor principal dominante de la matriz P es

1
2 (RyB + K}) (BLq + Ry J)

det ([Py1]) = Lo [K} (Lo + J)+ (BLy + R,J) B] (2.23)

El resultado del determinante dado en (2.23) es positivo. El segundo menor principal
dominante es el determinante de la matriz P (2.22) es

1
2615,

Al manipular algebraicamente (2.24) se obtiene

det ([P]) (Lo (K285 + 518]) ( [Rab + K265]) = [KoJLa (Ra = B)]® (2.24)

det ([P])

1
- o (LaJ (21,7 (1 + R2B? 4+ K}) + B + 55 + K] + L§K3> (2.25)
172

donde
1 = K;R.B
Wy = LiB*+ J*R.
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La expresion algebraica dada en (2.25) es el segundo menor principal dominante de P el
cual es positivo.

Debido a que el primer y el segundo menor principal dominantes de la matriz P son positivos,
entonces la matriz P es definida positiva, por lo tanto, se cumple que la funcion cuadratica (2.15)
es definida positiva. Ademaés, la suposicion de la estructura de la matriz Q es definida positiva,
por lo tanto se puede decir que la funcion (2.19) es negativa definida. Con esto, satisface lo que
establece en el Teorema 2, por lo que se prueba que el modelo en espacio de estados del motor
de CD (2.7) es asintoticamente estable.

m

2.4.2.3. Controlabilidad del motor de CD

En textos académicos se exponen miltiples técnicas para conocer la controlabilidad de los
sistemas, sin embargo, la existencia de éste, esta ligado a la existencia de un vector que pueda
ofrecer una solucion al control del sistema en lazo cerrado por medio de las entradas.

Sea la matriz S € R™™™ de controlabilidad, la cual tiene una estructura de

S=[B |[AB |A’B |.. A" 'B] (2.26)

donde S es construida por el par de matrices [A,B] del modelo (2.7a), por lo que A € R™" y
B € R™™, El sistema es controlable si y solo si el Rango de la matriz S equivale al orden n
[Kuo, 1996, Capitulo 5].

Propiedad 4 ( Controlabilidad del motor de CD ). Sea el modelo del motor de CD (2.7), se
entiende que es completamente controlable, si al suministrar un voltaje Vy a la entrada del
sistema (en las terminales de los devanados de la armadura del motor de CD), pueda alterar
o afectar todas las variables de estado del sistema, i.e., a la corriente de armadura i, y a la
velocidad angular de la mdquina wgr por medio de una ganancia en lazo cerrado.

Prueba. Sustituyendo las matrices del motor de CD dadas en (2.7) en (2.26), la matriz resul-
tante de controlabilidad se expresa como

S = [vl v2} (2.27)

1 _Rq

1 e
vi— | Bl va= | A
JL,

La matriz de controlabilidad (2.27), es lineal independiente si dado el par de vectores {vy ,
vy} cumplen con la expresion ¢y vy + cavg = 0.
Resolviendo el sistema de ecuaciones, donde c; o son escalares diferentes de cero

con

. | _ |0 R
Cl Oa _|_ C2 Lba = O :> Ka ] (228)
JLa 0 Cij 0

La solucion para el sistema de ecuaciones dado en (2.28), se ve de forma directa que las
constantes ¢; y ¢y son cero, i.e., ¢c; = co = 0 por esta razon el vector vy no serda miltiplo del
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vector vg [Poole, 2011, Capitulo 2|, esto implica que, los vectores vy y va son lineal-mente
independientes, lo que implica que la matriz de controlabilidad S tiene rango completo. i.e.,
Rango (S) = 2 por lo que se demuestra que el modelo en espacio de estados (2.7) es completa-
mente controlable. []

Como una medida de comparacion, se expone el criterio de controlabilidad a través del
Gramiano por el método de la ecuacion matricial de Lyapunov [Williams 1T / Lawrence, 2007,
Capitulo 6|

AW, + W AT = -BB” (2.29)

Cabe senalar que la ecuacion (2.29) es similar a (2.18), por lo que las propiedades para su
construcciéon son las misma.

Considerando a (2.29) y si la matriz de estados A del sistema (2.7a) tiene valores propios
con parte real negativa, entonces, es posible encontrar la estructura de la matriz W, (Gramiano
de controlabilidad). Como requisito para (2.29), la matriz W, es simétrica definida positiva, si
se cumple lo anterior, entonces el par de matrices [A, B] son totalmente controlables

El Teorema 7 en [Fortuna / Frasca, Capitulo 2| describe a la ecuacion (2.29) como la ecua-
cion matricial de Lyapunov, donde existe solucién tnica si

/\1+,Uj7£0, \V/’L,j

donde Ay, -+, \, son los valores propios de A y py,--- , iin, son los de AT.
Considerando la ecuacion de Lyapunov (2.29), si A es la matriz de estados de un sistema
es que asintoticamente estable, entonces por el Teorema 7 existe una solucién integral

ty
“Q:/ ATTBBT At (2.30)
0

donde la estructura matricial del Gramiano W, es no singular para cualquier valor de t>0
[Naidu, 2000, Apéndice B.4]. Ademas, si el producto de la matriz BB’ es positiva definida,
también deberd de ser W, [Fortuna / Frasca, Capitulo 5].

Prueba. Dada la matriz A del sistema en espacio de estados (2.7a) donde sus valores se obtiene
por
det (\I — A) (2.31)

manipulando algebraicamente se obtiene

BLy+ RJ % \[[BLo + RoJ) — 4 (RB + K7) J L,
27 L,

)\172 - — (232)

y el conjunto de parametros del motor de CD satisfacen la Propiedad 1. Considerando la
ecuacion (2.32), el anélisis para los valores propios de la matriz A tendréan el siguiente criterio:

R1. Sea [BL,+ RaJ]2 > 4 (RaB + Kg) JL, , los valores propios de la matriz A tendran dos
valores propios reales y diferentes los cuales se encontrardn del lado izquierdo del plano
complejo s con la posibilidad de que un valor propio se encuentre muy cerca del origen.

R2. Sea [BL,+ RaJ]2 =4 (RaB + Kg) JL,, tendran dos valores propios reales e iguales, los
cuales se encuentran del lado izquierdo del plano complejo s sobre el eje real.
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R3. Sea [BL,+ RaJ]2 <4 (RaB + sz) JL,, tendran dos valores propios complejos conjuga-
dos los cuales se encuentran del lado izquierdo del plano complejo s.

En cualquiera de los casos de los puntos R’s, los valores propios de la matriz A tienen
parte real negativa, por lo que se entiende que existe una solucién a la ecuaciéon matricial de
Lyapunov (2.29). La estructura del Gramiano W, tiene como requisito, que sea una matriz
simétrica definida positiva, por lo cual se puede expresar como

(2.33)

W, W,
Wc _ c(1,1) co
[ Wczz) Wc(2,2)

Sustituyendo las matrices del sistema de motor de CD en espacio de estados (2.7) en la
ecuacion de matricial de Lyapunov (2.29), asi como las matriz de Gramiano (2.33), se tiene

_ [%] [% o] (2.34)

Wep  Wep) Wep Wz 3

—fa Iy W, W, W, —fa K
Lo LB] [ e(11) e ] +[ e(1,1) “ || Tp
Lq

Resolviendo la ecuacion matricial (2.34)

R, K, 1
Wy =W =15
K, K, R, B
Wity — —Wepoy = We [ =+ =) = 2.35
7 Wty = - Weea) (La + J> (2.35)
K, _B
2Wc¢7b - 27Wc(272) — 0

La estructura matricial del Gramiano de controlabilidad (2.34) es

Weany  Wes ] — 1 [ R:ia [KI?JRG +RZJB+B2L”R@} KyB (2.36)

W, =
[ Wep  Weap2) 25, K,B K}

donde
B =K!L,B— K;JR, — R2JB — B*L,R,

Para comprobar que la matriz W, sea no-singular se realiza la operacion matricial det([W.]),
por lo tanto

1 | —K}?
det([W,]) = — > [K;JR, + R2JB + B’L,R,] — K;B® (2.37)
251 RaLa
reduciendo la expresion (2.37) se obtiene
KQ
det [(W,)] = : [-K;J — BR,J —2L,B*| (2.38)

2L, (KZL,B — KZJR, — R2JB — B>L,R,)
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La expresion (2.38) es el det([W.]) # 0si [KZL,B] # [-K2JR, — R2JB — B?’L,R,| donde
también cumple con la Propiedad 1, por lo tanto se demuestra que la estructura del Gramiano
es no singular.

Dado que la estructura de W, en (2.36) es simétrica positiva, entonces el par de matri-
ces [A,B] de la expresion en espacio de estados del motor de CD (2.7a) es completamente
controlable.

O

2.4.2.4. Observabilidad del motor de CD

Para fines de este trabajo, es importante conocer la dindmica de los estados del sistema
a partir de la medicion de alguna salida, por lo cual es importante asociar alguna técnica de
observabilidad que soluciones este problema.

Antes a este punto no es claro saber si se puede asociar algiun observador al modelo del motor
de CD (2.7), para ello se aplica el criterio de obserbabilidad que determinara si el sistema es
observable

Sea la matriz V € R™*" la matriz de observabilidad, estructurada como

C
CA

V= | CA? (2.39)

CA™!
La matriz de observabilidad V, esta construida segin el par de matrices [A, C] del modelo

en espacio de estados del motor de CD (2.7), donde A € R™ y C € R™™. El sistema es

completamente observable si la matriz V tiene Rango del orden n [Kuo, 1996, Capitulo 5.

Propiedad 5 (Observabilidad del motor de CD). Sea el modelo del motor de CD (2.7), el
sistema serd completamente observable si el rango de la matriz de observabilidad V (2.59) es de
orden n. Si se cumple el criterio de observabilidad, entonces es posible diseniar un observador
para el sistema del motor de CD |, para conocer todos y cada uno de los estados a la salida
conociendo la corriente medida en el armadura i, y la velocidad angular wr en el eje del motor.

En [Hendricks et. al., 2008, Capitulo 3| describe el uso del Gramiano de observabilidad como
herramienta de analisis de la independencia lineal, para un intervalo de tiempo ¢, = 0 hasta ¢y,
expuesta de la siguiente manera.

tf T
W, = / e AMCCTe ™ dt (2.40)
0

donde eAl = Z~1 [(SI — A)fl} [Ogata, 2010, Capitulo 9.7, Apéndice B|.

Al igual que en la prueba de controlabilidad, W, tiene solucién si, la matriz A del sistema
en espacio de estados (2.7) tiene valores propios con parte real negativa.

Como requisito para la estructura de la matriz de W, es que el Gramiano de observabilidad
sea simétrica definida positiva y no singular para cualquier ¢ > 0 [Naidu, 2000, Apéndice B.4].
El productor de CC” también es una matriz simétrica definida positiva.
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El sistema en espacio de estados (2.7), es totalmente observable si tiene una estructura
matricial W, después de la manipulacion matematica de (2.40), por lo tanto la matriz 'V (2.39)
es linealmente independiente y tiene rango de orden n.

Prueba. En la prueba de controlabilidad, se puede preciar que los valores propios de la matriz
A tienen parte real negativa, cuyos criterios en los puntos R’s describen la posible posicion de
cada uno de ellos en el plano complejo s, por lo tanto, es posible encontrar la estructura de la
matriz del gramiano de observabilidad W,,.

Dado el modelo en espacio de estados del moto de CD (2.7), donde se emplea el par de
matrices [A, C] para construir la matriz V de observabiliad (2.39) cuyo arreglo es el siguiente

V= [ v v ] (2.41)
donde
0 1
1 0
n=| k |- 1=1| _B (2.42)
e iy
L La

Dada la expresion eAl = #~! [(sI - A)_l} aplicada a la matriz A del sistema del motor

de CD (2.7) se obtiene la siguiente expresion

B Ky
. adj(sI-A) 5;7 L
(sI-—A) = SI—A| % S+% (2.43)
k1 k1
donde B R R,B + K2
a a +
k1_52+<7+L_>S+L—Jb (2.44)

Dadas las raices del polinomio k; desde la factorizaciéon de un binomio cuya expresion es la
siguiente

Q12 =

zf% {— (BLo+ RoJ) £/ (BLy + RoJ)? — 4 (R,B + K2) JL,

Se sabe que el conjunto de valores (pardmetros del motor de CD) cumplen con la Propie-
dad 1, por lo tanto, el andlisis para los términos independientes de (2.44) serdn muy similares
a los puntos R’s de la ecuacion 2.32 cuyo proposito es indicar la posible ubicaciéon de las raices
en el plano complejo s.

Por lo tanto la ecuacion matricial (2.43) en término de a; 5 se expresar como

n S
(sT—A)"' = SRS SR (2.45)

(sta1)(staz) (sta1)(staz)

Usando la transformada inversa de Laplace en la matriz (2.45), cuya expresion pasa del
dominio de s a una solucién en el dominio de ¢, a esta matriz de transformacién se le conoce
como matriz de transicién de estados [Ogata, 2010]

M= 27 (sT- A)
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la matriz (2.45) en términos de ¢ se expresar como

B B
-1 F—o2 K, — _
7 e ait N e ast b (6 ait Te agt)
eAt _ ag—a1 a]—ag La (2 46)
- Ra o, Ra .
Ky (e—oqt +€—a2t) La et 4 La —aot
J a2 —a1 a1 —a

Dado que ¢! (t) = ¢ (—t) = e A [Ogata, 2010, Capitulo 9 pp 666|, la matriz (2.46) se
convierte en

B B
Z—ai Z—az K,
J emt 4+ L ea2t Ky (ealt 4 eagt)
e—At _ as—aq a]—ag La (2 47)
- Ba _ Ba ¢, .
ﬁ (ealt + eoczt) Lq lealt + Lqg eocgt
J az—aq a1 —az

Dada la ecuacion del Gramiano de observabilidad (2.40), la solucién integral se puede ex-
presar como

donde

T - (%)

wl — J 6a1t J eozzt
Qg — O Q1 — Q9
Ry _ Ra _
Lo 1 att a Q2 ast

hy = e
Qg — (g Q1 — Q2

Se puede apreciar que la expresion (2.48), cumple con las caracteristicas de una matriz
simétrica definida positiva. Por otra parte, para comprobar que el Gramiano de observabilidad
W, sea una matriz no singular, se realiza su determinante det([W,]) de la siguiente manera

a

det [W,] = ,<ﬁ [Li] 2 + W)A (6 H 2 + w%) - B [(%) Y1+ (Li) %] 2 (2.49)

Si el término de a es diferente de b se puede demostrar que el determinante de la matriz
(2.48) es

det [W,] # 0

Por lo tanto si la estructura del Gramiano de observabilidad es una matriz simétrica definida
positiva y ademés es no singular; se demuestra que los vectores v; y vy de la matriz observabi-
lidad (2.41) son linealmente independientes, por lo tanto, el rango de la matriz V (2.41) es de
orden n, i.e., V € R"; por lo que se concluye que el modelo en espacio de estados del motor de
CD (2.7) es completamente observable. O
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2.4.3. Modelo en el dominio de la frecuencia

A partir de un conjunto de ecuaciones diferenciales, que representan al modelo de un sistema
lineal e invariante en el tiempo, es posible manipular de manera algebraica el orden de estas
a modo de encontrar una relacion dindmica; el grado de la funcion final, responde al nimero
de ecuaciones del modelo inicial. La funcion de transferencia se define como “la transforma-
da de Laplace de la respuesta al impulso, con todas las condiciones iniciales iquales a cero”
[Kuo, 1996, Capitulo 3|, de manera matematica la funcién de transferencia se expresa como
G(s) = £ [g(t)]; la funcion de transferencia también se conoce como una relacién entrada-
salida del sistema, el orden est& definido como el n-ésimo de la ecuaciéon diferencial.

d"y(t) d"y(t) "
g + U1y + ot agy(t) = bn—lmu

(t) + - - + bou(t) (2.50)

Los coeficientes ag, a1, ..., a,—1 y bo, b1, ..., b,—1 son constantes, aplicando la expresion G(s) =
£ [g(t)] ala ecuacion (2.50), el sistema entrada-salida queda expresado de forma algebraica

§"Y(8) 4+ apn_18" Y (8) 4 -+ agY (5) = bp_18" U () + - - + boU(s) + f(s,20) (2.51)

donde f(s,zp) es una funcion estandar con condiciones iniciales a cero, se tiene que Y(s) =
G(s)U(s) es la expresion entrada-salida y es

G(s) = = (2.52)

donde
polos, = s" + ap_15" L+ -+ ag (2.53a)
2er08s = byp_18" "t 4 by_98" 2 4 - - + by (2.53b)

La funcion de transferencia en su forma condensada y de manera general se expresa como
|Goodwin et. al., 2000, Caplitulo 4.8|

(2.54)

donde o; € Cy 3; € C.

En [Ogata, 2010] se describe una relacion entre los modelos en términos de funcion de
transferencia y el modelo en espacio de estados, donde se puede hacer la transformacion directa.
Sea un modelo en espacio de estados que tiene la forma

x = Ax + Bu (2.55a)
y=Cx+Du (2.55b)
Aplicando la transformada de Laplace en (2.55) se obtiene
sX (s) —x(0) = AX (s) + BU (s) (2.56a)
Y (s) = CX(s) + DU (s) (2.56b)
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donde las condiciones iniciales son x (0) = 0, (2.56a) se puede expresar como
sX (s) —x(0) =AX (s) + BU (s) = (sI+ A) X (s) = BU (s) (2.57)
pre-multiplicando ambos términos de la ecuacion por (sI — A)_1 se obtiene
X (s) = (s — A)"'BU (s) (2.58)
este término se puede sustituir en (2.56b) cuyo resultado es

Y (s) = (c (sI-A)'B+ D) U (s) (2.59)

dado que la relacion entrada salida es (2.52), las funciones de transferencia se pueden obtener
directamente del modelo en espacio de estados por la ecuaciéon

@
—~
VA
~—
I
I

C(I-A)'B+D (2.60)

Para el modelo en espacio de estados de (2.6) se pude obtener las funciones de transferencia
seleccionado tUnicamente una entrada e ignorando la otra, ya que no es posible obtener las
funciones de transferencia por la ecuacion (2.60) para las dos entradas en la misma operacion.
Se dice en [Goodwin et. al., 2000, Caplitulo 4] que una funciéon de transferencia es una relacion
entre la entrada y la salida donde se describe las propiedades del sistema de manera algebraica.

2.4.4. Funcidén de transferencia por ecuaciones diferenciales del motor
de CD

Dadas las ecuaciones diferenciales (2.5) y (2.1) que representan la dindmica del motor de
CD, al hacer uso de la transformada de la transformada de Laplace con condiciones iniciales
iguales cero en estas, se obtiene la siguiente expresion

Vs(s) = (Ra + Los)1a(s) + KpQ)(s) (2.61a)

Kyl (s) = T'p(s) = (B + Js)Q(s) (2.61Db)

donde V(s) es el voltaje que alimenta a la armadura del motor de CD o también conocido
como senal de entrada al sistema, I, es la corriente medida en la armadura, €(s) la salida es la
velocidad angular en el eje del motor, I'(s) es la perturbacion externa al eje del motor también
es considerada una entrada méas al sistema, el conjunto de constantes {B, L, R,, J, K;} son
parametros de la maquina.

El esquema del motor de CD que responde al grupo de ecuaciones (2.61) , se muestra en la
Figura 2.6
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I1(s)

v, (s) RS Fs) ¥ " a(s)
> » str —> nd >

Figura 2.6: Esquema del motor de CD en el dominio de la frecuencia segiin conjunto de ecua-
ciones (2.61) [Chiasson, 2005, Capitulo 2].

Dado el conjunto de ecuaciones en el dominio de Laplace s (2.61) y después de la manipula-
cion algebraica, en consideracion con una perturbacion nula I7,(s) = 0 y tomando en cuenta la
entrada V;(s) al sistema con la salida €(s), la expresion de la funciéon de transferencia resultante
es

K
Us) _ ILs (2.62)
Vs(s) 244 (JR?]—EGBL,;) N B%;Kf

Otra funcion de transferencia para el motor de CD segun el grupo de ecuaciones (2.61)
donde se toma en consideraciéon la entrada a V; y la salida a I,, el producto de entrada-salida
relacionada se expresa como

1 B
[a(s) _ SL_a + JLg (2 63)
Vi(s) JRa+BLa BRa+K}? '
(s) s2+ s < J—Ea ) + —51 b

Claramente se puede ver que el denominador (polinomio caracteristico) es comtn entre las
ecuaciones (2.62) y (2.63) este polinomio también es conocido como polinomio caracteristico de
la funciéon de transferencia, cuyo contenido son los polos o las raices del sistema.

Como caracteristicas de la funcion de transferencia (2.62) resaltan los siguientes aspectos:

[. La ecuacion caracteristica o polinomio caracteristico es de segundo orden o n = 2.

II. El sistema no tiene ceros pero tiene una constante, que ante una excitaciéon el estado
estacionario, no llega al valor de la excitacion.

2.4.5. Propiedades de la funcién de transferencia del motor de CD

Dadas la construccion de las ecuaciones en relacion entrada-salida ( Funcidn de transferencia)
del motor de CD expresada en las ecuaciones (2.62) y (2.63), el polinomio caracteristico tiene
dominio en ambas ecuaciones. Las funciones de transferencia seran el objeto de estudio para
los criterios de estabilidad de Routh Hurwitz, analisis del diagrama de Bode y lugar geométrico
de las Raices.
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Propiedad 6 (Estabilidad por el célculo de la raices). Dado los polos del polinomio caracte-
ristico de las funciones de transferencia (2.63) y (2.62) del motor de CD, el sistema es estable
st todas las raices del polinomio estdn del lado izquierdo del plano complejo s.

Prueba. Dados los modelos en funcion de transferencia (2.62) y (2.63), el polinomio caracte-
ristico tiene las siguientes raices

—(JR, + BLg) % \/(JRy + BL,)? — 4JL,(BR, + K?)
2JL,

S1,89 = (264)

Se sabe que los parametros del motor de CD cumple con la Propiedad 1, por lo cual, las
raices del polinomio caracteristico son los polos del sistema, y la ubicacion de estos dependera
del radicando de (2.64), cuyo criterios son los siguientes':

FT1 Si (JR, + BL,)* > 4JL,(BR, + K}) entonces s; y sy del polinomio caracteristico de la
funcion de transferencia tendran dos valores reales y diferentes los cuales se encontraran
del lado izquierdo del plano complejo s con la posibilidad de que un valor se encuentre
muy cerca del origen.

FT2 Si (JR, + BL,)? = 4JL,(BR, + K}) entonces el polinomio caracteristico de la funcion
de transferencia tendra dos valores para s; y ss reales e iguales, los cuales se encuentran
del lado izquierdo del plano complejo s sobre el eje real.

FT3 Si (JR, + BL,)? < 4JL.(BR, + K}) entonces s; y sy del polinomio caracteristico de la
funcion de transferencia seran dos valores complejos conjugados los cuales se encuentran
del lado izquierdo del plano complejo s.

]

Para cualquiera que sea el caso, segtin los puntos FT’s el modelo en funcién de transferencia
del motor de CD garantizan tener raices parte real negativa en el plano complejo s, por lo que
se puede mencionar que el sistema es estable para el tiempo ¢, < t.

Propiedad 7 (Estabilidad por el criterio de Routh Hurwitz). Los modelos en funcion de
transferencia de (2.62) y (2.63) comparten el mismo polinomio caracteristico con las mismas
propiedades, por lo que visto como un sistema, el motor de CD es completamente estable si
al construir el arreglo de Routh Hurwitz con el polinomio caracteristico no presenta cambio de
stgno en su primera columna.

Se sabe que por medio de la Propiedad 6, el sistema del motor de CD es estable, sin
embargo en este apartado se demostrard que no serdn necesarias las raices para conocer la
estabilidad del sistema y tinicamente serd necesario el polinomio caracteristico, por lo cual, las
ecuaciones en funcion de transferencia, estan dadas por (2.62) y (2.63), donde el polinomio
caracteristico es

JL,s* + (JR, + BLy)s + BR, + K} (2.65)
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&1 JL. | BR.tK?
st | JR, + BL, 0
s | BR,+ K} 0

Tabla 2.1: Arreglo del polinomio caracteristico segin el criterio de Routh Horwitz

Prueba. De |[Ogata, 2010, Capitulo 5], el arreglo del criterio de Routh Hurwitz se expresa
en términos del polinomio (2.65), el cual se muestra en la Tabla 2.1

Se sabe que los pardmetros del motor de CD cumplen con la Propiedad 1, por lo tanto,
en términos del criterio de estabilidad de Routh Hurwitz, el motor de CD es estable dado
que satisface la condicion de que en la primera columna de la Tabla 2.1 todos tienen un valor
positivo, i.e., no hay cambios de signos en la primera columna, lo cual indica que las raices del
polinomio caracteristico estan en el semiplano izquierdo. Con esto se prueba que los polos de la
funcion de transferencia (2.62) y (2.63) estan en el semiplano izquierdo, por lo que el sistema
es estable. O]

2.4.5.1. AnaAlisis de la respuesta frente a una senal de frecuencia

El término de una senal de frecuencia, esta referido a una senal sinusoidal, i.e., de tipo
Vs = Apsin(wt + ¢) donde A, es la amplitud, ¢ es el tiempo que dura el periodo, ¢ es el desfase
de adelanto a atraso de la sefial y w es la velocidad angular de la fuente de alimentacion ? para
el motor de CD, este tltimo visto como sistema. Para fines de este trabajo, el analisis tiene
como objetivo la respuesta en estado estacionario a la salida del sistema de tipo cualitativo.

En [Ogata, 1998, Capitulo 8| se describe al diagrama logaritmica o de Bode como una
herramienta de dos graficas distintas, cuya representacion es la magnitud y el dngulo de fase,
ambas en términos de la frecuencia.

Propiedad 8 (Anélisis de Bode). Dado el sistema en un modelo de funcion de transferencia
del motor de CD (2.62), este se puede representar en una grifica de Bode, cuyo andlisis en la
magnitud y el dngulo de fase es con respecto a la senal sinusoidal que alimente a la armadura
de la madquina electromecdnica y el movimiento angular que tiene de salida. El sistema es
interpretado como un filtro paso bajas, i.e., la senal sinusoidal de voltaje de entrada es atenuada
a la salida en el movimiento del eje del motor y ademds la senal de salida tiene un atraso de
fase con respectos a la senal de entrada.

Como una herramienta de anélisis, en la magnitud se interpretara el proceso de la senal
sinusoidal a la salida del motor de CD con respecto a la senal de entrada, i.e., se compara el
efecto que repercute a la velocidad angular en el eje del motor, si la fuente de alimentacion es
de tipo sinusoidal, asi mismo se examina el desplazamiento de la fase en el eje del motor con
respecto a la frecuencia de la fuente de alimentacion.

Prueba. Dada la funcion de transferencia del motor de CD (2.62), se puede separar la parte
real R de la parte imaginaria I donde s = jw

'El criterio de esta raices coinciden con los criterios R’s de la ecuacién 2.32, sin embargo, se exponen aqui
con el fin de contar con estos de forma répida en esta seccién

2También puede ser expresado en términos de la frecuencia donde w = 2wf y f = % donde T es el periodo
de la senal.
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. Ky [BR,+ K?—w?JL,)  wK,(JR, + BL,
G(jw) = [ 7 : _ joKel 3 ) (2.66)
mag mag

donde
mag = [BRa + K2 — w?JL,]" + [w (JR, + BL,)]”

La representacion de la magnitud de la ecuacion (2.66) es

G (jw)| = K (2.67)

V [BR.+ KZ — w?JL,)" +w? (JR, + BL,)’

Suponiendo que al motor de CD lo alimenta una fuente de voltaje con una frecuencia casi
cero o muy baja frecuencia w = 0, la magnitud en términos logaritmicos es

|G(jw)| = 201og [K] (2.68)

donde K = #jw es una constante positiva, lo que significa que la asintota en bajas
a b

frecuencias es una linea horizontal recta a lo largo de la gréafica de la magnitud y no incluye
cambios en su trayectoria, por lo que, en términos del funcionamiento del motor de CD, el
valor de la amplitud A, de la senal sinusoidal de voltaje, permitird tener el tiempo para que
la velocidad angular en el eje pueda llegar a su velocidad nominal correspondiente al voltaje,
donde la importancia de la polaridad de alimentacién dnicamente serd para conocer el sentido
de giro.

Dada la expresion (2.66) como términos de la magnitud del diagrama de Bode del motor de
CD para altas frecuencias donde w = 0o, se pueden despreciar los valore de los parametros por
parte de la Propiedad 1, por lo cual, la magnitud se puede expresar en términos de w

|G(jw)| = 201log \/é + [ ! (2.69)

w3 + w]?

Reduciendo la expresion (2.69) con propiedades logaritmicas, para altas frecuencias la mag-
nitud describe una grafica que tendra una recta de pendiente negativa de 40 dB.

Para fines del funcionamiento del motor de CD; si la frecuencia w en la sefal de entrada (V; =
A, sin(wt)) aumenta su valor, el eje perderd movimiento, lo que significa que para frecuencias
muy altas, el eje del motor perdera capacidad de movimiento.

Cabe senalar que el sentido de giro en el eje del motor de CD, depende de la polaridad de la
fuente que lo esté alimentado, por lo que una senal de voltaje de tipo sinusoidal (cierto periodo
de tiempo la amplitud es positiva A, y en otro periodo de tiempo la amplitud es negativa —A,
como se muestra en la Figura 2.7, fluctuando la polaridad a lo largo del tiempo), obligaré al
eje de la maquina a cambiar de sentido y velocidad angular segiin la polaridad y frecuencia de
esta, por lo tanto, al suponer que la frecuencia de alimentaciéon es muy baja y la amplitud A,
de la senal es positiva, el eje de la maquina podria tener un giro en el sentido de las manecillas
del reloj, por lo cual, el sentido de giro cambiara cuando la amplitud sea negativa —A,,.

Segin la senal de tipo sinusoidal de la Figura 2.7, el motor de CD puede accionar y detener
el eje a lo largo de su amplitud, repitiendo la misma accién pero en sentido contrario al cambiar
la polaridad de su amplitud. El tiempo de cambio dependera del periodo de la frecuencia de
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0

Figura 2.7: Grafica de funcién seno, obtenida en MatLab ®.

la sefial de alimentacion, por lo que para altas frecuencias el cambio de velocidad y giro sera
posible verlo como una vibraciéon en una posiciéon angular.

En términos de sistemas electronicos, el motor de CD atenta la senial de salida con respecto
a la senal de entrada, por lo cual es posible ver el cambio de giro para senales de baja frecuencia,
pero por el contrario, para altas frecuencias ya no es muy posible observar esta clase de cambios
en el eje, esto se debe a que la senial de salida ya no puede seguir fielmente a la senal de entrada,
esto se debe a que hay desfase de la senal de entrada con respeto a la senal de salida.

Para representar el desfase o cambio de fase en términos de (2.66) para el diagrama de Bode,
la expresién es

L w(JR, + BL,)
[BR, + K} — w?J L,

© = —tan~ (2.70)

Es importante describir que la funcién de transferencia (2.62) tiene dos polos, el andlisis
de fase esta elaborado a partir de la expresion completa por lo que las raices s; y sy de (2.64)
del polinomio caracteristico estan implicitas en este. De la expresion (2.70) se desprenden los
siguientes criterios:

I. En bajas frecuencias donde w = 0, no existe desfase alguno, esto confirma que el eje del
motor de CD sigue fielmente a la frecuencia sinusoidal del voltaje de entrada.

I1. Existe un cambio de fase de —90°, cuando w (JR, + BL,) = BR, + K} — w?JL,, esto
significa que la frecuencia en el eje del motor de CD se atrasa con respecto a la frecuencia
del voltaje de entrada.

ITI. Cuando el valor de w es muy grande o lim ¢, existe un retraso de fase total aproximado
w—r00

a —180° entre la frecuencia del movimiento en el eje y la frecuencia de la senal de voltaje
de alimentaciéon en el motor de CD.

]

UACM



CAPITULO 2. MOTOR DE CD. MODELOS Y SUS PROPIEDADES 31

Dado el anélisis de Bode realizado por la parte de la magnitud (2.67) y por parte de la fase
(2.70), el motor de CD tiene un comportamiento con caracteristicas de un filtro paso bajas,
debido a que la senal de salida en bajas frecuencias sigue fielmente a la entrada y no existe
desfase alguno entre ellas, pero por el contrario, cuando la senal aumenta su frecuencia, la senal
de salida es atenuada con respecto a la senal de entrada y esta atenuacion es acompanada de
un desfase de 180" entre ambas.

2.4.5.2. Comportamiento de las raices del motor de CD para un lazo cerrado de
control proporcional

Como parte de una herramienta de control clasico, el lugar geométrico de las raices satisface
con un método grafico, la localizacion de todos los puntos y su trayectoria (asintotas) que
corresponde a los polos y ceros en el plano complejo s para un sistema en lazo cerrado. La
trayectoria comienza a partir de la ubicacion de los polos en lazo abierto, dibujando a su paso
la ubicacion de todos y cada uno de estos en lazo cerrado hacia los ceros del sistema (finitos
e infinitos), el factor de la trayectoria de los polos por el plano complejo es a través de una
ganancia K,,.,s cuyo valor es desde cero hasta infinito.

Propiedad 9 (Analisis de las raices para el sistema del motor de CD). Dado el modelo en
funcion de transferencia (2.62) del motor de CD en lazo abierto, se puede predecir la trayectoria
de los polos en lazo cerrado, por lo que se puede describir las raices del motor de CD por efecto
de una ganancia K,joeus €n lazo cerrado, donde el motor de CD y la ganancia K,jeus estdn en
un arreglo en cascada.

R(s) e(s) . C(s)
> > K —p G(s) —_—

rlocus

Figura 2.8: Diagrama de bloques para un sistema realimentado, donde la ganancia K, joeys
estd en arreglo en cascada con la planta G(s); imagen adaptada de [Franklin et. al., 1991] y
[Kuo, 1996].

Prueba. Visto al sistema como un diagrama de bloques tal y como lo muestra la Figura 2.8,
donde la funciéon de transferencia (2.62) es G(s) , el cual estd en un arreglo en cascada con la
ganancia K,j.us, ambos bloques tienen una realimentacion unitaria de control cuyo propoésito
es conocer la dindmica de los polos de la funciéon de transferencia a lo largo del plano complejo
s. Dado que el sistema del motor de CD cumple con la Propiedad 1 la dindmica de los polos
es segln el valor que tenga la ganancia K, cuyo valores son desde cero hasta infinito. El
lazo cerrado de la funcion de transferencia (2.62), tiene el arreglo segin el diagrama de bloque
de la Figura 2.8
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C(S) KTZOCUSJLLI;

= 2
R(s) s2 4 (JRTIEBLG> s+ BRQ+KbJ+LKbKTzOcus
a a

(2.71)

donde R(s) es la entrada (V;) y C(s) es la salida (Q2), donde las raices del polinomio caracteristico
son:

G, = — [JRa + BL, + \/ (JRo+ BLy)* — 4Ly (BR, + K2 + KyioeusKy) | (2.72)

1
2JL,
La trayectoria de las asintotas, comienzan en la ubicacion de las raices en el plano complejo
s en lazo abierto, por lo cual, la Propiedad 6 describe las posibles posiciones que tienen en
los puntos FT’s, estos mismo coinciden con la ecuacion (2.72) cuando K, jpeus = 0.
Cuando la ganancia K,jes 7 0 en la ecuacion (2.72), la raices del polinomio caracteristico
tendran un punto en comun sobre el eje real cuando

(JR, + BL,)? = 4JL, (BR, + K + Ky Kyioeus ) (2.73)

a partir de este punto, el producto de las raices comparten la misma parte real negativa con
distinto signo de la parte imaginaria. Si 0 < K, .5 la trayectoria o asintotas de las raices
seran:

_ JR4+BL,

RL1. A medida que K, s incrementa su valor, la parte real de las raices g1 vy ¢ es L

. . . (JRa+BLa)2*4JLa BRa+K§+Kerlocus .
RL2. Los valores de la parte imaginaria i\/ 5 J(L ) tienen una tra-

yectoria recta sobre el plano complejo s y estos se extienden en paralelo a lo largo del eje
imaginario.

Segiin las raices del sistema en la Propiedad 6 se describe al motor de CD como un sistema
estable, debido a que las raices se encuentran del lado izquierdo del plano complejo s. Los puntos
RL’s describen la trayectoria de los polos a lo largo del plano complejo, dado que el valor de una
ganancia 0 < Ky jpes €n (2.71) hace cambiar los valores de las raices dentro del lado izquierdo
del plano, se concluye que el motor de CD es estable para todos los valores de las raices segin
la ganancia K,j.us para un lazo de control. ]

En [Ogata, 1998, Capitulo 6] describe la teoria del lugar geométrico de las raices, cuyo trazo
depende de la ecuacion caracteristica (2.71). El angulo que determina la trayectoria para cada
raiz asintotas estd dada de la siguiente manera:

2k+1)m 7 3w
0, = 5 =5 5 (2.74)

donde 6, son los angulos de las asintotas, k es el niimero que le corresponde a cada asintota,
el valor del denominador es la diferencia entre al nimero de polos finitos (n) y el numero de
ceros finitos (m) de (2.62) donde n —m = 2.

Cabe senalar que el angulo de las asintotas (2.74) tiene coincidencia con el punto RL2.

Dada la ecuacion (2.71) y el conjunto de valores de los parametros del motor de CD de la
Tabla A.1 en el Apéndice A; el lugar geométrico de las raices se muestra de manera grafica en
la Figura 2.9
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Root Locus

200

2
L]

Imaginary Axis (second5'1)

50 40 -30 20 -10 200 10
Real Axis (seconds'*)
Figura 2.9: Lugar geométrico de las raices de la ecuacion

comienza con los polos en lazo abierto (2.62) o en (2.71
obtenida en MatLab

2.71), la trayectoria de las asintotas
con ganancia K, = 0. Figura

(
)

La trayectoria de los polos (finitos) de la ecuacion (2.71) segin la ganancia K,y estan
trazados en la Figura 2.9, donde se cumple los puntos RL’s por lo cual también satisface la
Propiedad 6 y la Propiedad 9 para efectos de estabilidad del motor de CD.
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Capitulo 3

Motor de CD y obtencién de velocidad a
partir de la medicién de posicion

Se tiene entendido que dentro de la extensa gama de tareas que desempena un motor de
CD, para algunas, es importante conocer la velocidad de giro en el eje de este. Actualmente
existen instrumentos de medicién con la capacidad de realizar esta tarea, lamentablemente no
en todos los sistemas es posible acoplar estos instrumentos por lo que representa una desventaja
frente a esta necesidad. Por otra parte es posible realizar esta tarea de medicién con elementos
més sencillos y comunes acoplados al motor de CD. En el presente capitulo, se abordara este
problema ofreciendo una posible soluciéon, donde se puede medir la posicion angular en el eje, a
partir de un dispositivo electromecénico rotatorio (encoder), por lo que a partir de la posicion
angular medida 65 se pueda obtener la velocidad angular.

Para conocer la velocidad a partir de la posicién medida, se centra en métodos matemaéticos
del calculo, donde dadas las propiedades fisicas en la tasa de cambio en la funcién de la posicion
angular con respecto al tiempo At, la derivacion de la posicién angular wg es proporcional a la
velocidad angular g expresada como

d
EQR = WQRr (31)

Esta propiedad, suma un estado al analisis matematico del motor de CD (2.7), donde el
conjunto de ecuaciones (2.1), (2.5) y (3.1) integran el nuevo modelo matematico para este
apartado.

Tomando en cuenta las condiciones fisicas del motor de CD, donde visto como un sistema, se
tiene como entradas el voltaje V y la perturbacion 7, y como salidas la corriente de armadura
1o v la posicion angular 0. Se propone el uso del algoritmo “filtro diferenciador sucio de 2do
orden compensado” empleado por [Mujica et. al., 2014|, cuyo propoésito es obtener el estado de
la velocidad a la salida del sistema, tomando como referencia la posicion medida.

Finalmente, la union de los modelos mateméticos (motor de CD y filtro de 2do orden), se
convierten en la planta del sistema, donde se conoce la velocidad angular a partir de la posicion
medida por parte de un codificador rotatorio acoplado en el eje.
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3.1. Modelo en el dominio del tiempo del motor de CD

Dado el conjunto de ecuaciones (3.1), (2.1) y (2.5), donde la variables de estado estan
definidas por el vector x = [xl,xg,acg]T € R3, tal que z; = i, es la corriente de armadura,
r9 = wg es la velocidad angular y x3 = 0 es la posicién angular; las variables de salida estan
definidas por el vector y = [y1,10]" € R? donde y; = i, la corriente medida en la armadura y
Yo = O es la posicion medida por parte del encoder acoplado en el eje del motor de CD; las
variables de entrada se define como u; = Vi es el voltaje suministrado a los devanados del la
armadura y us = 77, es una perturbacion externa al eje del motor de CD. La construccion del
modelo en espacio de estados es

e 2 1 0
T La La T L_ 1
(’13'2 = Kb B To | + Oa ‘/5+ _j TL (32&)
T3 g 1J T3 0 0
T1
[Zy/l] _ [(1) 8 (1)] s +[0]VS+M - (3.2b)
2
T3

El aumento de un estado al modelo (2.7), reestructura las dimensiones en las matrices de
este, por lo que la matriz A € R¥3, B € R*!, G € R¥*! y C € R*3,

3.1.1. Estabilidad del motor de CD con medicién de posicién por el
método directo de Lyapunov
Propiedad 10 (Multiples puntos de equilibrio o estabilidad marginal). Dada la Propiedad 2

del punto de equilibrio en el Capitulo 2, aplicada al sistema (3.2) cuyo sistema tiene miltiples
puntos de equilibrio

LUl(()) 0
Xe = IQ(O) = 0 (33)
Z3(0) T3

donde no tiene importancia la posicion en el eje de la mdquina T3, el motor de CD permanecerd
en un punto de equilibrio.

Prueba. La expresion (3.3) describe que el sistema del motor de CD, tiene multiples puntos
de equilibrio; dado que el determinante de la matriz A del modelo en espacio de estados (3.2a)

" det[A] =0 (3.4)

Por lo tanto, si la méquina no tiene excitacion por parte de la fuente de voltaje V, = 0 y no
tiene perturbacion del par carga 7, = 0, el sistema permanece en reposo cualquiera que sea el
angulo que tenga el eje. O]
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Dado que el sistema del motor de CD (3.2), no satisface los Teoremas (1 y 2) de estabilidad
en el sentido de Lyapunov en la Propiedad 3; se dice en [Joao, 2009, Capitulo 8| que el sistema
es marginalmente estable, donde describe la estabilidad de Lyapunov por las condiciones de los
valores propios, cuya estabilidad es marginalmente estable, si y solo si, todos los valores propios
de la matriz A en el sistema (3.2a) tienen parte real negativa o tienen parte real cero.

Prueba. Con la ecuacién matricial de Lyapunov de la Propiedad 3 ATP + PA = —Q (2.18)
y la matriz A del modelo en espacio de estados del motor de CD (3.2a), se puede construir la
siguiente expresion

r % O [Pi1 P2 Pis Py P P —}L%—: —f—: 0 1 00
~K B 1| |Py P Pu| o+ |Po Pn Pu| | £ B ol=—|01 0 35
0 0 0| [Pis P Pss Pi3 Py Pss 0 1 0 000

resolviendo el producto matricial AP + PA, la ecuacién resultante es

X111 X12 X13 -1 0 0
X12 X22 Xos| = 0 -1 0 (36)
X13 X2z O 0O 0 0
AT PAAP -Q
donde
K R,
X11 = 27bP12 — 2L—aP11
K K R, B
X12:P13+7bP22—L—5P11— {L—a+7} Py
K, R,
X13 = pr23 - L_QPI?’ (3-7)
K, B
=2Pys —2— Py — 2—P.
X22 23 L. 12 T 22
K B
X23=P33—L—5P13—7P23

Algebraicamente el conjunto de ecuaciones (3.7) no tiene solucion, dado que el arreglo
matricial tiene 5 ecuaciones para encontrar 6 elementos de la matriz P, por lo que existe una
inconsistencia en este método. Sin embargo, es posible demostrar la estabilidad del motor de
CD (3.2). Dado los valores propios de la matriz A en el sistema cuya expresion es

2JLa .
] (3.8)
Dada la expresion (3.8), tal que los parametros del motor de CD cumplen con la Propie-
dad 1 del Capitulo 2, donde dos valores son complejos conjugados con parte real negativa, y
el tltimo valor propio tiene parte real cero, tal que, segiun [Joao, 2009, Capitulo 8| se dice que
el sistema es marginalmente estable, ya que se demuestra que existe un valor propio de parte
real en el origen.

)\{ ~(JRa+BLa)%\/(JRa+BLa)?—4J La(BRa+ K?)

]
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3.1.2. Controlabilidad del motor de CD con medicién de posicién

Se dice que el modelo en espacio de estados del motor de CD (3.2), es totalmente controlable
si cumple con la independencia lineal de la matriz de controlabilidad (2.26). El método utilizado
para esta demostraciéon es el mismo usado en la primera prueba de la Propiedad 4 del capitulo
2, i.e., de manera algebraica segun |Poole, 2011, Capitulo 2|.

Prueba. La construccion de la matriz controlabilidad (2.26) con el par de matrices [A, B] tiene
la siguiente

1 Ra JR2—K?L,
L, L2 JL3
_ K LaB+R4J
S=]0 & —(biK, (3.9)
Ky
0 0 i

Descomponiendo la matriz en vectores, el arreglo se puede reescribe como

S:[Vh Vo, Vz]

donde .
1 _ Ry JRa—K,La
L, L2 JL3
— — Ky — LoB+R,
vi=| 0 |, va=| £ | vs=]| <%RJ K, (3.10)
0 0 Ky
JL

el arreglo de vectores (3.10) son {vy,vs,v3} € R¥! cada uno. Dado que ¢;vy + cava + c3v3 =
0, cuya expresion demuestra que la matriz (3.9) tiene independencia lineal, se sustituyen los
vectores se reescribe como

1 R, JRG—KfLa
. Iz JL? 0
Ky LoB+RaJ =
al 0 [ +ea| £ |+ _(]_L K | =10 (3.11)
0 0 K, 0
JL
por lo tanto
o _cRa JRG—KiLa :
La L2 C3< JL3 2 0
K, LaB+RaJ :
0 9 oy (LB K, © 0
csKp :
0 0 s K L0

Resolviendo el sistema de ecuaciones dado el conjunto de vectores de (3.11) y teniendo en
cuenta que los parametros del motor de CD cumplen con la Propiedad 1 del Capitulo 2, la
solucion es ¢l = ¢2 = ¢3 = 0, por lo tanto, se cumple que clvl + c2v2 + ¢3v3 = 0. Cada
vector de (3.10) tiene independencia lineal, por lo tanto el par de matrices [A; B] del modelo
en variables de estado (3.2) es totalmente controlable. O
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3.1.3. Observabilidad del motor de CD con medicién de posiciéon

El modelo del motor de CD (3.2) es totalmente observable ya que cumple con la Propie-
dad 5 del Capitulo 2 de esta mismo trabajo, teniendo como estados medidos a 7, y wg.

La prueba de observabilidad esta desarrollada segtin la independencia lineal algebraica de
[Poole, 2011, Capitulo 2].

Prueba. La construccion de la matriz de observabilidad (2.39) esta en torno al par de matrices
[A, C] del modelo en espacio de estados del motor de CD (3.2), por lo que el arreglo es

[ 1 0 0]
0 0 1
_Rq _K 0
La La
V — 0 0 (3.12)
R2 K?  KyR, , BK
2 JLba Jb_La + JL; 0
Ky _B 0
LT J _
donde el arreglo de vectores de (3.12) es
V = [ Vi, Va2, V3 ]
donde ~ i _ . - -
1 0 0
9% 0 1
_fig Ky
V| = (fa , Vg = 1La , V3 = 8 (313)
R2 KZ KyR, | BK
2 Jfa JbLa + JLab 0
Ky -B 0
L J J L J J L

para fines de la solucion de ¢1vy + cave + c3vs = 0, el conjunto de vectores (3.12), se propone
el arreglo matricial como

_ ¢ 0 00|
0 0 s b0
G —E ool (3.14)
0 Co 0 0

a(f-70) (S se) oo

| =0t

la solucion satisface que ¢; = ¢ = ¢3 = 0, por lo que se dice que los vectores (3.13), son
lineal-mente independientes. O

Dada la independencia lineal de los vectores (3.13), donde el conjunto de parametros del
motor de CD cumplen con la Propiedad 1 del Capitulo 2, se dice que la matriz de observabili-
dad (3.12) tiene rango de orden n, por lo que el modelo en espacio de estados del motor de CD,
satisface la Propiedad 5 del Capitulo 2, por lo que se concluye que el sistema es totalmente
observable.
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3.2. Modelo en funcién de transferencia del motor de CD

Las funciones de transferencia, estan en relaciéon a las ecuaciones diferenciales (2.5), (2.1)
y (3.1) que representan la dinamica del motor de CD; aplicando en estas la transformada de
Laplace con condiciones iniciales iguales a cero, se obtiene

Vis(s) = (Ro + Ls)1,(s) + Kp2(s) (3.15a)
Kpl,(s) —T'r(s) = (B + Js)s) (3.15b)
sORr(s) = Q(s) (3.15¢)

Suponiendo que el sistema del motor de CD no tiene perturbaciéon externa o 7, = 0, i.e.,
unicamente cuenta con el voltaje V, como entrada y como salida, la posicion angular en el eje
Or, la funcion de transferencia es

On(s) _ 7
= (3.16)
Vs(s) s {82 4 <JRa+BLa> s BRa+K§:|

JL, JLg
En relacion a esta expresion, se puede destacar lo siguientes puntos:
[. La ecuacion caracteristica es de orden n = 3.

II. Dado que los parametros del motor de CD cumplen con la Propiedad 1 del Capitulo 2,
por lo cual dos de las raices del polinomio tienen parte real negativa con parte imaginaria
y una raiz se encuentra en el origen.

III. EIl sistema, no tiene ceros pero cuenta con una constante, que ante una excitacién el
estado estacionario no llegue al valor de la excitacion.

Otra funciéon de transferencia, donde también se puede suponer que no hay perturbacion
externa 7, = 0, donde la entrada es el voltaje V y como salida es la corriente de armadura [,;
estd se define como

Js+B
]a(s) _ JLg (3 17)
- :
Vs(s) 244 <BL}J£;IRQ> 4 Bz?;LJ;Kb

Cabe senialar que hasta el momento no existe cambio alguno entre las funciones de transfe-
rencia (3.17) y (2.63).

3.2.1. Polos de funcion de transferencia del motor de CD con medi-
ci6on de posicién

Dada la expresion (3.16) las raices del polinomio caracteristico estan dadas por

—(JR, + BLgy) + \/(JR, + BL,)? — 4JL,(BR, + K?)
2JL,
s3 =0 (3.18b)

(3.18a)

51,82 =

Las raices s; y s2 de (3.18a), las misma que en (2.64), por lo tanto, también son las mismas
caracteristicas de los puntos FT’s.
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Para el caso de la raiz s3 de (3.18b), de la cual se trata de un polo ubicado en el origen, no
comparte ninguno de los puntos FT’s para la parte real de (2.64), sin embargo tampoco esta
del lado derecho del plano complejo s, por lo que el polinomio caracteristico de la funcion de
transferencia (3.16) del motor de CD cumplen parcialmente con la Propiedad 6 de estabilidad.

Dado el arreglo de Routh Hurwitz, el polinomio caracteristico de (3.16) se puede expresar
como

ST JL. | BR.tK?
s*| JR,+ BL, 0
st | BR,+ K} 0
s’ 0 0

Tabla 3.1: Arreglo del polinomio caracteristico (3.16) segin el criterio de Routh Horwitz

El arreglo de Routh-Horwitz de la tabla 3.1 es un caso especial, dado que todos los términos
de sY son ceros, por lo que el polinomio auxiliar es

P(s) = (BR, + K}) (3.19)

Segun en |Ogata, 1998, Capitulo 5] el encontrar un rengléon con todos sus elementos en cero,
significa que hay dos pares de raices de igual magnitud y signo opuesto, para obtener estos
pares se resuelve derivando P (s) (3.19) con respectos a s, por lo tanto se obtiene

d
=P (s) = BR, + K} (3.20)

reemplazando este valor en la Tabla 3.1 se convierte en

s® JL, BR, + K}
s* | JR, + BL, 0
st | BR,+ K} 0
s | BR,+ K} 0

Tabla 3.2: Arreglo del polinomio caracteristico (3.16) segun el criterio de Routh-Horwitz trans-
formado

Segtn [Kuo, 1996, Capitulo 6| el arreglo de Routh-Hurwitz obtenido en la Tabla 3.2, la
estabilidad del motor de CD en la funciéon de transferencia (3.16), es marginalmente estable,
dado que la ecuacion tiene pares de raices complejas conjugadas, que son simétricas con respecto
al origen del plano s. Debido a que todos lo ceros ocurren en un rengléon que corresponden a
una potencia impar de s, todas las raices del polinomio auxiliar pueden estar en el eje de jw.

3.3. Velocidad filtrada a partir de la posicion medida

Dado que el motor de CD marca BALDOR® RELIANCE Mo. D5505P no tiene implicito
en su fabricacion algin instrumento de medicion en el eje, se ha acoplado a este un transductor
rotativo (encoder), el cual para fines de este trabajo se usa uno de sus canales cuyo proposito
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es obtener la velocidad angular en funcion de al senal digital. Este dispositivo tiene mucha
importancia ya que la medicion de este representa el estado de salida en el sistema.

Para fines de este trabajo el transductor rotativo empleado es de cuadratura 6ptico marca
Dynapar® brand Mo. HS35R [Dynapar, 2019] el cual cuenta con tres canales, esto son { A |
Ay B + Index(Z)}. A tiene una seiial de desfase de 180° con respecto a la posicion de A, asf
mismo, el canal B tiene una senal de desfase de 90° con respecto a A, y finalmente el canal
de Index(Z) es una sefial de un solo pulso a lo largo de un giro en el eje, con una posicion
estratégica cuyo objetivo es indicar el giro completo. Por razones de simplicidad se emplea una
senal, cuyo canal es A y en Figura 3.1 muestra su forma

9% I Y I N B

I TTRTToN
(a)
fe— Period —»|
ad A1 & IL

Lt Sy

—»] 90° |« Quadrature
i

Figura 3.1: a) caracteristicas de una sefal digital para cualquier canal del encoder {A , Ay
B}. b) muestra el desfase de las seniales digitales entre los canales A y B emitidos por parte del
encoder conocida como cuadratura. Imagen adaptada de [Kuo / Golnaraghi, Capitulo 6].

3.3.1. Diferenciador sucio de segundo orden

En [Mujica et. al., 2014| describe el uso de un modelo en espacio de estados segundo orden,
el cual es usado como un filtro para obtener la velocidad y aceleracion desde una posicion
angular.Este mismo filtro es usado con el objetivo de obtener la velocidad angular wy a partir
del estado de la posicién medida 6p.

3.3.1.1. Modelo en espacio de estados de la funcién de transferencia del filtro de
segundo orden

El filtro de segundo orden es de orden relativo 1, i.e. en la funciéon de transferencia se tiene
un cero en el origen y dos polos en el semiplano izquierdo, donde la funcién de transferencia es

Qf(S) 2 1 1 )\38
= — 3.21
O(s) ds—l—)\ds+)\d8 $2 4 2XMgs + A2 ( )

donde O(s) es la posicion angular medida y €2(s) es la velocidad angular filtrada.
Para unir el filtro (3.21) con el sistema del motor de CD (3.16) es en un arreglo en cascada.
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Propiedad 11 (Descomposicion de Funcion de Transferencia a Modelo en Espacio de Estados).
El modelo de la funcién de transferencia (3.21) del filtro de sequndo orden, grado relativo 1, se
puede representar en un modelo en espacio de estados.

Prueba. En [Ogata, 2010, Capitulo 9] se describe que mediante la manipulacion algebraica
es posible obtener el modelo en espacio de estados o dominio de t a partir del modelo en el
dominio de s. Asociando un producto unitario en términos de potencia negativas s~" tanto
para el numerador y el denominar donde n es la potencia mas grande del denominador; para
la funcion (3.21) se puede expresar como

Q(s)

O(s)

s
s? 4+ 2)\(18 + )‘?l

(3.22)

i _ Mgt
572 N2s=2 4+ 20gs7 1+ 1

De la misma manera se usa una variable auxiliar, formando la unidad, ya que de este modo
no alterando el producto entre el numerador ni el denominar, la variable auxiliar ayudara a
separar el numerador del denominador tal como se muestra en la siguiente grupo de ecuaciones

Q(s) A2s™1 X(s)
) L382+2Adsl+1 {X(s)] 5:29)

Igualando los numeradores asi como los denominadores de (3.23) se tiene
Q(s) = [A3s™] X(s) (3.24a)

O(s) = [A3s 2 + 2 s~ + 1] X(s) (3.24b)

En [Kuo, 1996, Capitulo 5| se describe encontrar una relacién causa y efecto apropiada,
donde la ecuacion (3.24a) satisface este pre-requisito. La ecuacion (3.24b) tiene la entrada en
el primer miembro donde al acomodar los términos se expresa como

X(s) =0(s) — [Njs 77+ 2 as™] X (s) (3.25)

T
Definiendo el vector de estados es x; = [ Tif Taf } , donde z1; = 572X (s) y x5 =

s71X (s), por lo tanto el modelo en espacio de estados de (3.21) se expresa como

iy Lo 1 Jlay] o

OEEE O
_ T1f
yff[o 1} i (3.26h)
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3.3.1.2. Analisis del diagrama de Bode del filtro de 2do orden

Dada la Propiedad 8 del Capitulo 2, la cual puede ser aplicada el modelo en funcion de
transferencia (3.21), donde al separar la parte real R de la imaginaria I, cuando s = jw, se
obtiene

2w2\3 A2 (N2 —w?
G (jw) = ”2 d 2 i 2 ] (3.27)
(A2 — w?]” + 4w?)? (A2 — w?]” + 4w?A?
donde la magnitud se puede expresar como
2)\4
G(jw)| = = 2 (3.28)
\/[2w2)\3}2 + [w)\fl (A2 — w2)}
y la fase se puede expresar como
)\2 _ w2
— _tap-! | 2d )
© an [ DY ] (3.29)

Dada una senal de tipo sinusoidal, que sea suministrada al sistema (3.21), donde los valores
de \; son mayores a cero con el fin de no afectar la estabilidad, se puede mostrar de manera
grafica la trayectoria de las asintotas de la magnitud y fase en un diagrama de Bode para los
valores de \g € [ 10°, 10!, 102, 103, 10*, 105, 10°] en la Figura 3.2

TRAZA DE BODE DE CONSTANTE LAMBA?
200 T T

o
o

Magnitude (dB)
o

o
o

-200

B~ ©
o [ o

Phase (deg)

A
&

-90
107 10° 10° 10* 108 10
Frequency (rad/s)

Figura 3.2: Diagrama de Bode del filtro de segundo orden (3.21) o diferenciador sucio segin
valores elegidos para A\g. En la parte superior se muestra la magnitud, en la parte inferior se
muestra el cambio de pase o desfase para cada valor de ). Figura obtenida de MatLab®
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Graficamente el filtro tiene un comportamiento de tipo paso-bandas el cual se puede mostrar
el comportamiento en la parte superior de la Figura 3.2 cuyas frecuencias son atenuadas antes
y después de la frecuencia de corte. La frecuencia de corte (f.c.) esta definida por el valor de Ay
en los polos simples de la funciéon de transferencia (3.21).

En la parte inferior de la Figura 3.2 se muestra el angulo de desfase, el cual para bajas
frecuencias la senal de salida estd adelantada a la senal de entrada por 90°. Para frecuencias
altas la senal de salida se atrasa 90° ante la senal de entrada.

3.4. Construccion del modelo matematico del motor de CD
con la dindmica del diferenciador sucio

De acuerdo a lo que se a abordado en los capitulos y secciones anteriores del presente trabajo,
se tiene que el motor de corriente directa es modelado en donde se tiene como mediciones
la corriente de armadura y la velocidad angular, pero en la realidad de lo que se dispone
para mediciones de naturaleza mecanica, es de un dispositivo que (en términos generales se
puede decir) proporciona la medicion de la posicion angular. El interés del presente trabajo
es controlar la velocidad angular, no la posicién angular. Debido a esto ultimo, se utiliza el
modelo matematico del motor de CD con medicion de la posicion (3.2) en cascada con el filtro
de segundo orden grado relativo 1 con una representacion en espacio de estados dada por (3.26),
con esto se tiene que se excita al motor de CD con un voltaje en los devanados de la armadura
y se obtiene como salida la medicion de la corriente de la armadura asi como una velocidad
filtrada, esta tultima proporcionada por el filtro de segundo orden.

Para unir dos modelos en espacio de estados en los que intervienen el modelo del motor de
CD (3.2) y el filtro de segundo orden (3.26) en un arreglo en cascada, donde el modelo com-
pleto se puede expresar en términos de espacio de estados (2.55) segin [Goodwin et. al., 2000,
Capitulo 17]

A, 0

B,C, A, (3.30a)

=)

] -[0 ] [=] oy

La construcciéon de la planta, estd dado por el modelo en espacio de estados del motor de
CD, expresado por las matrices A; € R¥*3 B, € R¥*! y C; € R*3 y el modelo del filtro de
segundo orden expresado pro las matrices Ay € R¥2 By, € R*! y Cy € R™2, el esquema que
corresponde al sistema en un arreglo en cascada, se expresa en la Figura 3.3. Como observacion
adicional, solamente se tiene una salida del Sistema 1 denotada como uy(t), la cual es la posicion
angular 0g, i.e., no se considera como salida a la corriente de armadura y se desprecia el par de
carga 77, = 0.

Sustituyendo los modelos de los sistemas (3.2) y (3.26) en la expresion (3.30) se obtiene

[ % |+

0
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System 1 System 2
u(t) 1 = Arr1 + By uz(t) = y1 (t) |42 = A2w2 + Bouz y(t)
S ——— - -
y1 = Cray y = Cax2

Figura 3.3: Representacion de uniéon de dos sistemas en espacio de estados en un arreglo en
cascada. Para fines de este trabajo el System 1 es el modelo del motor de CD, System 2 es el
modelo del filtro de segundo orden [Goodwin et. al., 2000, pp 510].

Sustituyendo los modelos de los sistemas (3.2) y (3.26) en la expresion (3.30) se obtiene

_ a B - ] ) ] )
77V 0 0 —
(2] = 0 L0 ]+ | 0 |vae+ | O |7 (3.31a)
0 [ 0 1 0 0
00 1 }
y=[0 000 1] (3.31h)
El nuevo modelo en espacio de estados aumentado, cuenta con un vector de estados de la
T T
forma X,, = [ T1 Ty T3 Ta Ts = [ io Wrp Op 0 wy } € R>! el sistema (3.31), es el

modelo en cascada de la nueva planta del sistema para el motor de CD, con la propiedad de
poder obtener la velocidad a partir de la posicién cuya expresion completa es la siguiente

En '—f—; -2 0 0 0 | [a] LA [0 ]
2 oL 0 0 0 || 0 -1
3 =1 0 1 0 0 0 23| + |0 |va+ | 0 |7 (3.32a)
Ty 0 0 0 0 1 T4 0 0
s 0 A2 A2 20| s 0 0
n
T2
10000
v= [0 000 1] “3 (3.32b)
Ty
L5

donde i, es la corriente en el devanado de la armadura, wg es la velocidad angular en el eje

del motor, 0 es la posicion angular en el eje del motor, 0 es la posicion angular filtrada y wy
es la velocidad angular filtrada .
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3.5. Cancelacién de polos y ceros

En [Goodwin et. al., 2000, Capitulo 17| y en [Antsaklis/Michel, 2000, Capitulo 6], se descri-
be como una herramienta de controlabilidad a PBH (PBH test por Popov — Belivith — Haustus),
en [Hendricks et. al., 2008, Capitulo 3| se describe como el teorema de controlabilidad CC3, pa-
ra un sistema lineal e invariante en el tiempo de la forma (2.55) es controlable si y solo si las
dimensiones n x (n +m) de la matriz

Rc:[sI—A B] (3.33)

tiene rango n para cualquier escalar complejo de s.

En |Goodwin et. al., 2000, Capitulo 17| se define que un sistema es no completamente ob-
servable si y solo si existe un valor del vector distinto de cero z € C" y un escalar A € C tal
que

Ah = Sh (3.3a)
Ch=0 (3.34b)

donde h es un vector columna € R™!

Propiedad 12 (PBH test Popov - Belevitch - Hautus). El modelo conformado por el motor
de CD con salida tinicamente la medicion de la posicion angular asi como el filtro de seqgundo
orden, dado por (3.32) no es completamente observable.

Prueba. Sé asume que u(t),us(t),y1(t),y(t) € R [Goodwin et. al., 2000, Capitulo 17|, donde
el arreglo matricial del sistema 1 (3.2) es el sistema del motor de CD y el sistema 2 (3.26) es
el filtro de segundo orden, al hacer la combinacion de manera matricial (3.30), la matriz A, es
usada para el test PBH. Considerando el polo en el origen del subsistema 1 como [ y eligiendo

un vector h # 0 definido como.
_ |
= [ hy ] (3.35)

donde h; € R? y h, € R? se obtiene

R, K

pri il 00
LOS 0 00
0 1 0 00

b1 | _ | o1
plon] e

Para fines de simplicidad, se realiza la operacion algebraica solo para el vector h; =
T
[ hll h12 h13 ] se tiene

lloo] | 5 o]

R, _ Ky

La La

8 % g |n =, (3.37)
0 1 0
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Las ecuaciones que componen el sistema es

R, K,
(5 + L_a) hiy + L—jhlz =0 (3.38a)
K, B
~Eth+ (845 ) =0 (3.38b)
Bhiz — hia =0 (3.38¢)

Eligiendo un valor arbitraria para h;3 = 1, el valor para los otros elementos de h; resulta
como

h12 = 6 (339&)
hi = W (3.39b)

El valor propio es = 0, lo que implica que el valor tanto de hy; como his es cero, el vector
h; es.

T
Por otro lado, para las matrices de la parte de (3.36), considerando que hy = [ ho1  hoo ] ,

se llega a
0 0 1
[Azho 1o+ e _2/\d]h2_5h2 (3.41)
Realizando operaciones
)\2
hoy = — 4 3.42
T BR22A+ )+ A2 (3.42)
BA;
Roo = 3.43
2= B+ )+ N (3:49)
Debido a que 8 = 0, se tiene
hor = —1
- (3.45)

El vector hs resulta como
-1
o[ "

Al considerar la matriz de salida del sistema en cascada y el vector h se tiene.

Hooo} [01}”&]:[00001 1 | =0 (3.47)
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La expresion (3.47) cumple con la prueba P B H (3.34), por lo tanto el modelo en espacio
de estados (3.32)es no completamente observable, dado que los estados del sistema I no es

observables desde la salida y(t) en el sistema 2. O
Visto desde la perspectiva entre las funciones de transferencia (3.16) y ( .21), donde el
modelo en cascada segtn la Figura 3.3, se define el arreglo como G(s) = @ (( )) expresado
como

K 2

A
Cils) = o BRa+KZ | [$2 + 28)\;9 + A% (3.48)

JRy+BLg o
3{524—( i )s—i— JLab} d

La anulacion algebraica del cero del sistema (3.21) por parte del polo de ((3.16)) en la
expresion (3.48), es clave de la que el sistema (3.32) no sea totalmente observable.

La funcion de transferencia para el sistema (3.32), donde la entrada es el voltaje de alimen-
tacion al motor de CD V; y como salida es la velocidad angular filtrada 2 es

A2 L
Gy(s) = 4L (3.49)
st + 18’ + F-aas? + Fags + - JL (Kb2+BRa)

donde

oy =2JL,\q+ BL, + JR,
oy =2[BLy + JR) Ai+ JL, N+ BR, + K} (3.50)
a3 =2 [K; + BR,| + [BLy + JR,) \]

Cabe senalar que la funcion de transferencia que corresponde a la relacion entre la entrada
Vs v la salida I, no cambia en su estructura y conserva la misma forma que (2.63).

3.6. Transformacién en subespacios observable y no obser-
vable

3.6.1. Transformacion de similitud

En [Hendricks et. al., 2008, Capitulo 3| describe que dado un modelo expresados en espacio
de estados, es posible hacer una transformaciéon para generar otros con las mismas caracteris-
ticas.

A veces es necesario cambiar el modelo a una forma diferente del modelo inicial, esto es hacer
una transformacion similar. Si una variables de estados x de orden a la n, es posible obtener
de otro sistema, multiplicando por una matriz de constantes no singular P de dimensiones n x
n, cuya transformacion puede ser reversible

z=Pxox=P'z (3.51)

Reescribiendo el modelo en espacio de estados (2.6) en términos de (3.51) con relacion al
nuevo vector z se puede expresar como
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z(t) = Asz(t) + Byu(?) (3.52a)
y(t) = Ciz(t) + Dyu(t) (3.52b)

con las matrices de (3.52) definidas como

A, =PAP!, B,=PB, C,=CP"', D,=D. (3.53)

donde segtin la Figura 3.3 y el modelo en espacio de estados de (3.32), A, € R(m1+n2)x(nl+n2)
Bt c ]R(nl+n2)x(m1+m2)7 Ct c R(r1+r2)x(n1+n2) y Dt c Rm™m

Al construir el nuevo modelo en espacio de estados con el grupo de matrices transformadas
(3.53), compartiran las mismas propiedades y caracteristicas que el modelo inicial.

3.6.2. Subespacio observable y no observable

Dada la propiedad de transformacion (3.51), donde en |[Hendricks et. al., 2008, Capitulo 3]
describe que si un sistema es no observable es posible transformar y descomponer el modelo
de espacio de estados en un sistema similar que comparten las mismas caracteristicas donde se
puede seleccionar la parte observable de la no observable.

El modelo (3.32) es un sistema no observable, donde la matriz A € R™" por lo tanto la
matriz de observabilidiad (2.39 del sistema (3.32) se define como V,, € R"™" cuyo rango (V,) =
p<n.

La matriz de transformacion P que es necesaria para el conjunto de ecuaciones (3.53) se
construye a partir de los renglones de la matriz V,, cuya eleccién son los primeros p renglones,
ie, ry, ro, r3, -+, r, y el nimero de renglones complementarios son de n — p, los cuales son de
eleccion arbitraria , i.e., v, va, V3, - -, v, tal que la matriz P € R™" la cual es no singular
y tiene la siguiente forma ) )
I
ro

p=| 7 (3.54)

Vi
Vo

| V(n-p) |

Las matrices de transformacion (3.53) para los subespacios z = Px, se definen de la siguiente
forma

A 0
A, = PAP ! = ° 3.55
t [ A21 Ano ] ( a)
B,
B, =PB = B, (3.55b)
C,=CP ' = [ C, 0 } (3.55¢)

UACM



CAPITULO 3. MOTOR DE CD Y OBTENCION DE VELOCIDAD A PARTIR DE LA MEDICION DE POSICION 50

donde las matrices A, € RP**, B, € R y C, € R™ donde el par de matrices [A,, C,] son
completamente observables tal que G (s) de (3.49) es

C(sI-—A)'B=C,(sI—A,) 'B,=G(s) (3.56)

Propiedad 13 (Separacion de parte observable de la no observable). El modelo en espacio
de estados dado en (3.32) no es completamente observable por lo que se puede transformar
a subespacios observable y no observable y el subespacio observable tiene la misma relacion
entrada-salida que el sistema completo, i.e., tienen la misma funcion de transferencia.

Prueba. Dado que la matriz A € R™® de (3.32) entonces la matriz P € R | la construccion
de la matriz de transformacion P de (3.51) es generada a partir de la construccion de la matriz
(2.39) donde V, € R!%%5_ de la siguiente forma

1 0 0 0 0 |
0 0 0 0 1
a K,
o — 7t 0 0 0
0 0 A2 N 2y
Ba 51 0 0 0
Vo = 0 A2 2N 2% 32 (3.57)
K (52+5 ) Raﬁ Raﬁl K 55
il —2)\3 — =4 3N\, 3N —4A]
B2 . (B2 + B3) 1 B15s +35154 0 0 0
| TR (B - B) A BG4 BN 4N 4N BAL |
donde
K,R, BK, BK, KR, R?  K? B K?
Bl L?L + JLa ) 52 J2 ) 53 JLa ) 54 Lg JLa7 55 J2 JLa ( )

La matriz V, tiene rango p = 4 por lo que tiene 4 renglones que son linealmente indepen-
dientes, por lo tanto, se eligen los 4 primeros renglones para la matriz P y el altimo renglon

se elige de forma arbitraria, en este caso se propone vi = | 1 1 1 1 1 |, por lo que la
estructura de la matriz P es

1 0 0 0 0
O 0 0 0 1

P=| % _% (o 0 0 (3.59)
0 0 A =X —2)\
1 1 1 1 1

Sustituyendo las correspondientes matrices del sistema no observable (3.32) con la matriz
P (3.59) en las expresiones de (3.55) y realizado las operaciones algebraicas, la eleccion de los
subespacios observables son

# 0 0 N + 0

I | . 0 0 0 1 Ty 0 0

< | = | _EL _ R.B 0 _R. _B o | T SB[ Vat | K | 7L

T3 Tl ~ JLa Lo 7 L3 12 JLa

Ty — 3NN —Emd o) | | T 0 0
(3.60a)
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T
{100 0]
Ty

Finalmente el modelo en variable de estados (3.60) es completamente controlable y obser-
T
vable, donde el vector de estados es X = [ T1 Ty Ty T4 } e R¥™1,

]

Para la transformacion de espacio de estados a funciéon de transferencia ?/f—((j)) de (3.56) se
expresa como

Ky)\?
Qf(S) — JLg (3 61)
Vi(s)  s*+ FFTys3 + FFTys? + \gF FTys + \2FFT, '
donde
B R
FET, =2)\; + — + —2
1 d+ 7 + L.
22B 2\R, K? BR
FFTy, =)\> a b a
2=t gt

NB AR, 2

FFT; = K2+ BR,
s=—7 + - g (K + BR)
K? + BR
FEFT, =—b ~ —""
4 JL,

Cabe senalar que la funcion de transferencia (3.61) es la misma con (3.49). Como dato
adicional, las funciones de transferencia con relacion ‘I/—‘z obtenidas a partir de los modelos (3.32)
y (3.60) con la transformacion matricial de (3.56), es la misma relacion entrada salida con
(2.63).

3.7. Teorema de estabilidad de Kharitonov

El teorema de Kharitonov es una herramienta de andlisis para evaluar la estabilidad de
un sistema. De manera general, este teorema puede ser considerado como prueba de estabili-
dad robusta de Hurwitz [Bhattacharyya & Kell 1995, Capitulo 5]. El criterio de estabilidad de
Routh-Hurwitz evalua la estabilidad de un polinomio a través de sus coeficientes fijos, mientras
que por medio del teorema de Kharitonov estudia la estabilidad de un polinomio con coeficientes
inciertos conocidos como incertidumbre.

El teorema de Kharitonov esta relacionado con la teoria de control robusto, la cual contiene
una metodologia de disenio ligada a la incertidumbre, requiriendo algtin nivel de eficiencia del
sistema a controlar. En [Bhattacharyya & Kell 1995, Cépitulo 7| se asume que en el teorema
de Kharitonov los coeficientes del polinomio caracteristico del sistema varian de manera in-
dependiente, esta variaciéon se refiere a un intervalo de valores dentro de cada coeficiente del
polinomio.
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3.7.1. Estructura de estabilidad para la incertidumbre independiente

Se tiene entendido que la estructura de incertidumbre no es posible expresarla de manera
matematica, lo cierto es que es importante para conocer el grado de robustez del sistema
[Barmish, 1994, Capitulo 5].

Se dice que un polinomio de un sistema con coeficientes fijos es estable (o Hurwitz) si
todas las raices se encuentran estrictamente de lado izquierdo del plano complejo s. Segin
[Barmish, 1994| la estabilidad de control robusto define que dada una familia de polinomios
P = {p(-,q) : ¢ € @} de un sistema es robustamente estable si cada uno de los polinomios
(P(s,q)) tiene sus raices del lado izquierdo del plano complejo s, donde ¢ representa el vector
del parametro de incertidumbre real y () es el conjunto de todos los parametros delimitados a
la incertidumbre.

En la familia de polinomios p(s,q) = >, a;(¢)s" contiene un valor con incertidumbre inde-
pendiente en a;(q) con cada valor de i, donde ¢ = 1,2, 3-, n representa el valor de incertidumbre
en un intervalo de valores en un méximo y minimo representado de la siguiente manera.

p(s,q) =Y la;.q7)s' (3.62)
i=0
donde ¢; = a;(¢q) y g; = valor minimo de a;(q), ¢; = valor méaximo de a;(q) tal que q € Q.

En [Bhattacharyya & Kell 1995, Capitulo 5|, describe que una familia de polinomios de P
son un intervalo de polinomios si P(+, ¢) tienen una estructura de incertidumbre independiente,
donde cada coeficiente depende continuamente de ¢ y los valores de cada polinomio Q).

El arreglo del conjunto de polinomios de Kharitonov se expresa de la siguiente manera.

Ki(s)=qy +q1s+qs* +qis® +qrs*+q:8° +qfs®+---
Ky(s) =q5 +afs+ay8" +a55° +qfs" +q3s" +¢58" +

— —2 4 3 o ted o~ B 6 (3.63)
Ks(s)=qq + @15+ aq55" +q3s° +qis +q58 +q58 +--
Ki(s)=qy +qis+qis* +qz38° +qrs* +q7s" +qfs®+---

Definicidon. En [Barmish, 1994, Capitulo 5] define el polinomio de Kharitonov como una fa-
milia de polinomios de P, los cuales son robustamente estable si y solo si cada polinomio de
(5.63) es estable, y se dice que cada polinomio es estable cuando estrictamente todas las raices
de éste se encuentran del lado izquierdo del plano izquierdo del plano complejo s.

El teorema de estabilidad robusta de Kharitonov estd construido respecto al polinomio
caracteristico del sistema, en [Shin et. al., 2003] definen al sistema como G(s) = %, mien-
tras que en |Panneerselvam / Ayyagari, 2013] expone una solucién por medio de “eliminacion
Gaussina por derivacion de la descomposicion LU” esto es (en el Apéndice B se expone dicha
eliminacion)

En [Panneerselvam / Ayyagari, 2013|, se propone construir una matriz Hy = [am} e R
con los coeficientes del polinomio caracteristico, donde r =n—1, k = 1, 2, 3 y 4 (el coeficiente
de 7 es el mismo en cada polinomio de Kharitonov mostrado en la ecuacion (3.63), al emplear
la técnica de “eliminacion Gaussina por derivacion de la descomposicion LU” se obtiene una
matriz H,,; como resultado de la técnica empleada donde se define la estabilidad del polinomio.
El arreglo de la matriz Hy tiene el siguiente arreglo
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aq Qo 0 tee 0
a a a e 0
Hy, = :3 :2 :1 .. : (3'64)
A2p—1 Q2p—2 Q2p—3 '+ Qp—1

La estabilidad de Hurwitz esta en verificar algin cambio de signo en cada uno de los ele-
mentos mientras se construye la matriz H,;. El arreglo de la matriz construida en base a la
técnica aplicada a la matriz H,,; es la siguiente.

a1 Qi - a1n—1
0 a N
H, = o et (3.65)
0 0
0 0 0 Ap—1,n—1

Segun [Ford, 2015, Capitulo 11.4], la técnica de la “Eliminacion Gaussina por derivacion de
la descomposicion LU” tiene como proposito, encontrar los elementos de la diagonal superior
en la matriz H,; (3.65) con los valores de los elementos de la matriz Hy (3.64), la expresion
que permite realizar esta transformacion es

RHnj1 = RH,,, — [aj“’" RH, (3.66)

1,0

donde el término RHn;; pertenece al renglon transformado de la matriz H,,; por lo que j
es el valor del renglon. RH;, y RH; son los valores tomados de los renglones de la matriz Hy,.
@j+1; Y ;; son los valores de los elementos de la matriz Hy, en el Apéndice B se propone el
algoritmo empleado para este trabajo.

Propiedad 14 (Estabilidad del motor de CD con incertidumbre en sus parametros). El polino-
mio caracteristico del modelo en funcidn de transferencia motor de CD (3.61), tiene estabilidad
robusta, por lo que el sistema es estable por el teorema de Kharitonov si los pardmetros dados
en la Propiedad 1 tienen incertidumbre.

Prueba. Dado que el teorema de Kharitonov en [Barmish, 1994, Capitulo 5|, se construye el
polinomio caracteristico teniendo como base al sistema (3.60). Se emplean los valores de la
Tabla A.1 del Apéndice A y de forma arbitraria se propone la incertidumbre para un rango de
tolerancia muy cerca de los valores reales, tal y como se expone en la Tabla 3.3.

.| Valor — nominal | Variacion + (%) Intervalo Unidades
R, 17.352 5 % [16.4844 , 18.2196] Q]
L, 0.036274 10 % [0.0326446 , 0.0399014] [H]
0.015170 10 % [0.013653 , 0.016687] | [N m/rad/s]
Ky 3.007 40 % [1.8042 , 4.2098] [V s/rad]
J 0.0012547 15 % 0.0010664 , 0.0014429] | [Kg m?]

Tabla 3.3: Valores de Incertidumbre para los valores del motor CD BALDOR-RELIANCE®
Mo.D5505P.
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El polinomio caracteristico tendra relacion con la funcion de transferencia de (3.61), donde
seran sustituidos los valores de la Tabla (3.3), si tomamos el valor de Ay = 1, el polinomio
resultante es.

Pk = Oé484 + a353 -+ ()é282 + 18 + Qg (367)
donde
oy € 1]
as €[519.7376 , 470.18]

ap €[200446.8 , 626672]

[
[
as €[101001 , 314039.2] (3.68)
[
a € 99964.54 | 313101.94]

Sustituyendo los valores de los intervalos (3.68) en la familia de polinomios de Kharitonov
(3.63), se obtiene

K (s) = 313101.94 + 6266725 + 101001s* + 519.73765> + s* (3.69a)

Ky (s) = 99964.54 + 200446.8s + 314039.25% 4 470.18s° + s* (3.69D)

K3(s) = 99964.54 + 6266725 + 314039.25* 4 519.73765° + s* (3.69c)

Ky(s) = 313101.940 + 200446.8s + 101001s* 4 470.180s” + s* (3.694)

Segin en [Panneerselvam / Ayyagari, 2013|, la familia de polinomios de Kharitonov (3.69)

construye a la matriz H; por cada polinomio, y junto a esta, se construye la matriz H,,; de
acuerdo con el algoritmo propuesto en el ApéndiceB, por lo tanto, el grupo de matrices son

[ 519.7376 1 0 0 519 1 0 0

1
H. — 626672 101001  519.7376 1 L H.— 0 99795 519 1
e 0 313101.94 626672 101001 nl 0 0 625060 100997
0 0 0 313101.94 0 0 0 313101
: (3.70a)
470.18 1 0 0 470 1 0 0
H, — 200446.8 314039.2  470.18 1 M H — 0 313612 470 1
2 0 99964.54 200446.8 314039.2 nz = 0 0 200297 314038
0 0 0 99964.54 0 0 0 99964
] (3.70D)
519; 7376 1 0 0 519 1 0 0
H. — 626672  314039;2 519;7376 1 M Ho.— 0 312833 519 1
5 0 99964;54 626672 314039;2 s 0 0 626506 314038
0 0 0 99964; 54 0 0 0 99964
i (3.70¢)

UACM



CAPITULO 3. MOTOR DE CD Y OBTENCION DE VELOCIDAD A PARTIR DE LA MEDICION DE POSICION 5%

470.18 1 0 0 470 1 0 0

1, _ | 200446.8 101001  470.18 1 g _ | 0 100574 470 1
4 0 313101.94 200446.8 101001 L ) 0 198989 100997
0 0 0 313101.94 0 0 0 313101

(3.70d)

Por otro lado, en [Barmish, 1994, Capitulos 5] se describe que el sistema es estable si y solo
si cada raiz del polinomio se encuentra del lado izquierdo del plano complejo s. Las raices de
cada uno de los polinomios (3.69) son

ri = [~2.5667 + 1.7842i , —0.0585 — 0.0055] (3.71a)
ry = [—2.3477 £ 5.0855i , —0.0032 % 0.00474] (3.71b)
rs = [—2.5887 4 4.9597i , —0.0183 — 0.00174] (3.71c)
rq = [—2.3410 % 2.1276i , —0.0099 = 0.01464] (3.71d)

Dadas las raices de cada uno de los polinomios (3.71) y la relacion de las matrices (3.70) se
puede concluir que el sistema del motor de CD en un arreglo en cascada con el filtro de segundo
orden representado en la funcion de transferencia (3.61) o (3.49), es estable con incertidumbre
en sus parametros.

]
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Capitulo 4

Control 6ptimo de la velocidad angular
del motor de CD a partir de la medicién
de la posiciéon angular

Los equipos servo-mecanicos son mayormente usado en los sistemas electromecanicos; para el
campo de la robotica, los movimientos dependen directamente de la velocidad y de la posicion en
sus mecanismos, esto es debido a que en sus aplicaciones demandan un alto grado de precision,
por ejemplo, en maquinas de control numérico, de manipulacion por laser, entre otras.

La técnica de control asociada a un sistema electromecanico cuyo movimiento esté a cargo
del motor de CD, dependera de las limitaciones o libertades del sistema.

Por lo general, la técnica de control 6ptimo es usada en sistemas para minimizar el consumo
del valor a la entrada, mientras que los estados a la salida tienen un comportamiento 6ptimo
segln sea su referencia, sin embargo también puede ser adaptado para funcionar a la inversa
donde, pueda minimizar el costo de los estados en la salida con un consumo controlado del valor
a la entrada.

4.1. Principio de separacién

Dado que la implementacion de control y observador unidos en un sistemas es delicado,
conviene conocer si el diseno es posible realizarlo cada uno por separado.

El principio de separacién permite conocer si los valores propios del observador no dependen
del controlador, esto proporciona la informacién suficiente para conocer la independencia de
disenos. El analisis se realizado al modelo en espacio de estados del sistema con el observador,
el controlador y la planta integrados.

En [Hendricks et. al., 2008, Capitulo 5| se describe el disefio de control 6ptimo, el cual con-
siste en proveer una senal a la entrada tal que el controlador realice que la planta se comporte de
manera deseada, i.e., el comportamiento a la salida del sistema cambie segtn las especificaciones
de diseno 6ptimo.

El disefio del controlador LQR (Regulador Cuadrdtico Lineal o LQR por sus siglas en inglés),
no es para determinar los parametros de control directamente, sino es a través las matrices de
ponderaciéon de una funcion de costos cuya comportamiento del control a la salida del sistema
es de manera Optima, minimizando la entrada.
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Un sistema en espacio de estados, donde el par de matrices [A,B] son completamente
controlables y usando la ley de control © = —Kx, la dindmica del sistema estd determinada
por

x=(A-BK)x (4.1)

donde los valores propios del sistema en lazo cerrado se pueden determinar por (A — BK).

Los valores propios del observador se pueden determinar por (A — LC), donde el par de
matrices [A, C] son totalmente observables.

[Hendricks et. al., 2008, Capitulo 4| sugiere, que el disefio del controlador debe de ser mas
rapida en la dinamica que la del observador.

e [ P kg ol Moordeco ):drwoz@om)j'f*
- - +
ll L =

Observador
X Y

X

K

Figura 4.1: Esquema de control por retroalimentacion de estados y acciéon integral del error,
donde la planta pertenece al sistema (3.31) formado por (3.1) y (3.26) cuyo arreglo es en cascada,
la matriz K son las ganancias para retroalimentar el sistema y k;, es la ganancia integral del
error. Figura adaptada de [Ogata, 1998, Capitulo 12]

Propiedad 15 (Independencia de disenio entre controlador y observador). Para la planta del
sistema (3.32) en el esquema de la Figura 4.1, el diserio del control, es independiente al diserio
observador.

Prueba. Dado que en [Hendricks et. al., 2008, Capitulo 4] se describe la combinacion del con-
trolador con accién integral del error y el observador en un conjunto de ecuaciones que relacionan
al esquema de la Figura 4.1, lo cuales para fines de este trabajo se describen como

x = Ax + Bu (4.2a)
X = AR+ Bu+LC (x — X) (4.2¢)
00100

donde (4.2a) es el modelo de (3.32). La expresion (4.2b) es la diferencia entre la referencia
de entrada y los estados retroalimentados, los cuales son, la posiciéon angular medida 0y y la
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velocidad filtrada wy estan determinados por (4.2e) donde C; € R*® a la salida del sistema. La
expresion 4.2c esta integrado por el conjunto de matrices [A, B y C| del modelo (3.32), donde
T

X = [’x\l Ty Ty T4 57\5] € R son los estados estimados, L = | 1; 1, I3 15 15 €

R>2 son las ganancia del observador y (x — X) es la diferencia entre los estados del sistema de
la planta y los estados estimados.

La expresion (4.2d) esta definida como la entrada al sistema, cuya suma son las ganancias
del controlador definidas como

u:—[K —Ki}["] (4.3)

X

T
donde K — [Kl K, K K K5} € R K, — [k k} eRL2y x; — [m x] e
R2xl.

Al construir el arreglo (4.2a) en términos de (4.2d) la expresion obtenida es

x = Ax + BKX — BK;x; (4.4)
Los arreglo para los estados segtin el observador Luenberger estd dado como
X = (A — BK — LC)X + BK;x; + LCx (4.5)

Definiendo como un sistema el esquema de control en la Figura 4.1 de la forma (4.2a) se
obtiene

X A BK, -BK X 0
Xl = —Ci 0 0 X + Ir r (46)
X LC BK; A-LC-BK X 0

donde la referencia r € [r,p y ryp| es velocidad y posicion deseada respectivamente
Usando la matriz para la transformaciéon de similitud, cuya forma es

I, 0 0
P = I, 0 (4.7)
I, 0 I,

donde I,, y I, son matrices identidad de orden R® y R? respectivamente.
Dada la transformacion de similitud por (3.51), el arreglo de vectores de estados esta dado
como

X X X
z=P | x;, | = X; = | x; (4.8)
X X—X e,

donde x son los estados del modelo (3.32), x; son los estados que corresponde al controlador y
X corresponden a los estados del observador.

La relacion de transformacion (3.51), donde intervienen el arreglo de matrices (4.6) y (4.7),
cuyo resultado es
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A-BK BK, BK
A,=PAP'=| —C 0 0 (4.9)
0 0 A-LC

Realizando la division entre los estados del controlador y el observador combinados en (4.9),
cuya expresion se puede apreciar como

A -BK BK; : BK

. Auany @ Awao)
Ag=| ~C 0 = U (4.10)
DY PErY : PEEEEY Aa E Aa
0 0 i A-LC | 1y 12)

donde la submatriz Ay ;1) tiene relacion con los estados de los controladores por retroalimen-
tacion de estados y por accién integral del error, la sumbmatriz Ay 29 tiene relaciéon con los
estados del observador y la submatriz A, ;2) tiene tnicamente relacion con el controlador de
retroalimentacion de estados. A, se define como la matriz triangular por bloques cuyo valores
propios son

det (AT — Ayy) = det (AT — Agypy) - det (AT — [A — LC]) = 0 (4.11)

Es posible observar en la expresion 4.11, que los valores propios del observador, no dependen
de los valores propios de controlador, por lo tanto, es posible disenar el esquema de control de
manera independiente al esquema de observador'. O

4.2. Regulador 6ptimo cuadratico LOR

[Hendricks et. al., 2008, Capitulo 5| senala que en la teoria de control clasico, el ingeniero
que esté a cargo del diseno de un sistema de control, debe de tener cierta experiencia para
tomar en cuenta algunos parametros de diseno para obtener la respuesta deseada en el sistema.

En [Ogata, 1998, Capitulo 13.5] se describe que si el sistema es totalmente controlable, la
técnica de control LR (Linear-Quadratic-Regulator por sus siglas en inglés) propone usar los
valores apropiados del control 6ptimo u = —Kx para determinar las ganancias de K con el fin
de minimizar una funcion de costo. En [Hendricks et. al., 2008, Capitulo 5| se define la funcion
de costo como

t1
J = / [XTQX + uTRu] dt (4.12)
to
Dada la expresion (4.12), Q y R son matrices de factor de ponderacion o Matrices de peso,
las cuales son definidas positivas o hermitianas, tal que Q € R” y R € R™ cuya expresion es la
siguiente

'Esta prueba también fue elaborada en un trabajo similar en [Fabién, 2015]
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qu O 0 rin 0O 0
0 (1)) 0 0 0 1799 0 0
_ R = . 4.13
Q : 0o . 0 : 0o . 0 ( )
0 0 0 Guxn 0 O 0 Twxm

4.2.1. Ecuacion de Riccati

En |[Fortuna / Frasca, Capitulo 8| se considera a un sistema lineal e invariante en el tiempo
de la forma (2.6) en la cual se desprecia la perturbacion externa y es completamente controlable,

usando la ley de control
u=—Kx, (4.14)

la dinamica del sistema es gobernado como
%X =Ax - BKx=(A-BK)x (4.15)

Usualmente, (4.15) indica la matriz del sistema en lazo cerrado. Si el sistema es totalmente
controlable y totalmente observable, entonces los valores propios pueden ser fijados de forma
arbitraria.

En [Ogata, 1998, Capitulo 12| se describe que si (4.15) es estable o sus valores propios tienen
parte real negativa entonces se puede minimizar la ecuacion de costo (4.12). Por lo tanto, al
sustituir (4.14) en (4.12) se obtiene

t1
J= / x! [Q - KTRK} xdt (4.16)
to
en términos de la expresion cuadratico
d
T T _ @/ 7
x [Q +K RK] x=—= (x PX> (4.17)

donde P € R" y es definida positiva de coeficientes constantes, con una estructura dada como

P11 P12 - Pin
p p T Pon

p_ | 2 (4.18)
Pin Po2n ' DPnan

Resolviendo la derivada, donde se sustituye la ecuaciéon 4.15 en la derivada de la ecuacion
(4.17) y realizando las operaciones algebraicas se obtiene la expresion de Riccati, la cual tiene
la siguiente forma

x7 [Q + KTRK} x = —xTPx — x"Px = —xT [(A ~“BK)"P+P(A- BK)] x  (4.19)

Comparando ambos lados de la ecuacion y suponiendo que es validad para toda x se puede
expresar de la siguiente manera.

- (Q+K"RK) = (A - BK)" P + P (A - BK) (4.20)
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Considerando que R es una matriz definida positiva la cual tiene como propiedad R = T7T
donde T es una matriz no singular. Teniendo en cuenta lo anterior, la ecuacion (4.20) se puede
expresar como

(AT - BTKT> P+P(A-BK)+Q+K/'TITK =0 (4.21)
La expresion dada en (4.21) se puede reescribir como
ATP - B"K"P4+PA - PBK + Q + KTTTTK = 0 (4.22)

Sumando en ambos lados de (4.22) el término de PBR™'B”P, se obtiene

ATP+PA-B" ) K'P-PB(I)K+Q+K'T"TK + PBR'B"P = PBR 'B'P (4.23)
Empleando algebraicamente la ecuciéon anterior se obtiene

Q+A"P+PA -PBR 'B'P =0 (4.24)

En |Hendricks et. al., 2008, capitulo 5|, la matriz P es conocida como la solucion de la
ecuacion de Riccati. para algunos casos la solucién podria no ser dnica, sin embargo se puede
forzar una solucién de matriz definida positiva asegurando asi la estabilidad del sistema, siempre
y cuando el sistema sea controlable.

Realizando el las operaciones algebraicas en (4.23), la expresion condesada de la ecuacion

de Riccati es
Q+A"P +PA -PBR 'B'P =0 (4.25)

donde la matriz de ganancias K esta definido por
K=R'B'P (4.26)

En [Ogata, 1998, Capitulo 12| se decribe a (4.26) como la matriz de ganancias 6ptima.
En [Hendricks et. al., 2008, capitulo 5] se describe a la matriz P de (4.25) como la solucion
de la ecuacion de Riccati.

4.2.2. Metodologia para obtener las ganancias K del controlador LQR

En |Ogata, 1998, Capitulo 13| se describe la metodologia para obtener las ganancias de la
matriz K que corresponde al control 6ptimo, haciendo uso de la ecuacién matricial de Ricca-
ti(4.25), donde el par de matrices [A, B] del sistema (2.6) son completamente controlables y
eleccion de las matrices [Q, R] (4.13) para la funcion de costo (4.12) son apropiadas segtn el
disenio, entonces es posible realizar los siguientes pasos

I. Con el debido conjunto de matrices del sistema [A,B,Q y R] se resuelve la ecuacion
matricial de Riccati (4.25) para obtener la matriz P.

II. Sustituyendo la matriz P en la ecuacion (4.26) se obtiene la matriz de ganancias de el
control 6ptimo K?2.

2En el Apéndice E se muestra el Algoritmo E.2, el cual es empleado en el presente trabajo para obtener las
ganancias de la matriz K a través del comando 1qr en MatLab®.
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4.3. Control 6ptimo por retroalimentacién con accion in-
tegral del error
En [Ogata, 2010, Capitulo 10| se describe un esquema de bloques tal y como se muestra en

la Figura 4.2 para un modelo en espacio de estados de la forma (2.6a) y (2.6b) cuyo control es
por retroalimentaciéon de estados con accion integral del error.

-
.ii i K
P

-

Figura 4.2: Esquema de control por retroalimentacion de estados con controlador de accion
integral del error, donde las matrices de A, B pertenecen al sistema (3.32) y C es la matriz de
salidas tomadas para la retroalimentacion de la accion integral del error. Figura adaptada de
[Hendricks et. al., 2008].

Las ecuaciones que relacionan al sistema de la Figura 4.2 estan definidas como (4.2a), (4.2b),
(4.2d) y (4.2¢).
Suponiendo que la entrada del sistema es tomada como referencia, la dindmica se representa
en términos de (4.2a) y (4.2b)
x (1)
Xy, (t)

x(t) | _
Xn () |

donde x(t) es el vetor de estados del sistema y x,, son las salidas el integrador [z;, x;]
En [Ogata, 2010] se describe que el sistema es asintéticamente estable tal que x (c0), X, (00)
y u(00) tiendan a valores constantes, asi también en el estado estacionario %, (f) = 0 para
obtener y (co) = r. Si se considera a r(¢) como una entrada escalén, se tiene que r(oco) =

r (t) = r es decir, una constante para ¢ > 0. Teniendo estos criterios como una diferencia en
(4.27) se expresa como

[ % () — % (00) ]:

A 0
-C; 0

B
0

0

+ 1

u(t) + r (1) (4.27)

A 0

~C; 0 [u(t) —u(cc)]  (4.28)

Xy, (t) — Xy (00)

definiendo
x (t) — x (00) = %, (%)

Xy (t) — Xy (00) = Xen (1)
u(t) — u(o0) = ue (t)
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donde se puede definir un nuevo vector de error e (t)

e(t) = [ X (t) ] (4.29)

Xen (1)

El vector u, (t) esta definido en (4.3) el cual se puede expresar en términos del error descrito
de la siguiente forma

w(t)=—[K -K | [;‘;(tg) ] (4.30)

donde K y K, estan dadas en (4.3). La ecuacion (4.28) es reducida y representada de la siguiente
manera

é = Ae + Bu, (4.31)
donde
A= _‘%i 8 B = ]g (4.32)
y la ecuacion (4.30) se convierte en
u, = —Ke (4.33)
donde
K= {K - K] (4.34)

Haciendo la sustitucion de la ecuacion (4.33) en la ecuacion (4.31) la ecuacion de estado del
error se expresa como

6= (K . ﬁ) e (4.35)

Para emplear el control 6ptimo en la técnica por retroalimentacion de estados y accidon
integral del error, se une esta técnica a la funciéon de costo (4.12), tomando en cuenta que las
matrices del sistema estéan definidas como estados y entradas por (4.32). La funcion de costos
se define como

t1
J:/ [eTQe+uTRu dt (4.36)

to
donde e es el vector del error de los estados y u es la entrada, por lo tanto la solucion de Riccats
(4.25) se puede expresar como

Q+AP+PA-PBR B'P=0 (4.37)

Cabe senalar que para fines de este trabajo, los estados que son empleados para la retroali-
mentacion estan definidos por C;, los cuales son [QR, wf]7 i.e., los estados [x3, 5] del sistema en
espacio de estados (3.32), por lo tanto, las ganancias del controlador 6ptimo (4.34) en términos
de la matriz de Riccati (4.37) son

KLQR = [ K : —K, ] (4.38)

donde la metodologia para obtener la matriz de ganancias Kgr puede ser empleada tal y como
se expresa en la Seccion 4.2.2.
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4.4. Filtro de Kalman

El uso de técnicas estocésticos es la parte medular del Filtro de Kalman Continuo (FKC),
la cual es usada como una herramienta para estimar los estados a la salida para la técnica de
control 6ptimo LQR, cuyo propoésito es conocer todos y cada uno de los estados del sistema por
lo cual realiza la tarea de un obsevador dptimo.

Para [Ashish, 2002, Capitulo 7] una planta ruidosa es un sistema estocéstico, tal modelo es
contaminado por ruido blanco para un sistema lineal e invariante en el tiempo (LTT)

x(t) =Ax(t) + Bu(t)+Gv(t) (4.39)

y(t) =Cx(t) + w(t) '

donde x(t) € R™ es el vector de estados, u(t) € R™ es el vector de entrada, y(t) € R" es el

vector de salida, v(t) € R? es el vector de ruido de proceso, w(t) € R" es el ruido medido y las
matrices {A, B, C y G} son conocidas.

Como definicion, de manera general en [Devore, 2008, Capitulo 5| se describe a la covarianza

como dos variables aleatorias X y Y que no son independientes descritas matematicamente como

Cov(XY) = E[(X =)V =p)] = [ [ =) (v ) f o)ty (40

donde (X — pux) y (Y — py) son las desviaciones de las variables con respectos a sus valores
medios, la covarianza es el producto esperado de las desviaciones y f(x,y) es la funcion de
densidad de probabilidad.

En [Petko et. al, 2019, Capitulo 2.4.3] se asume que los vectores v(t) y w(t) de la ecuacion
(4.39) es ruido blanco Gaussianos de media cero con covarianzas

E [v (t+7)v (t)T} -V (4.41a)
E [w (t+7)w (t)T} —W (4.41b)
E [v (t+7)w (t)T} —0 (4.41c)

donde V y W son matrices definidas positivas. El producto esperado entre los vectores de v(t) y
w(t) son no correlaciones (4.41c), i.e, los vectores v(t) y w(t) no estan fuertemente relacionados
entre si, en |Devore, 2008, Capitulo 5 pp198| textualmente describe

“La covarianza depende tanto del conjunto de pares posibles como de las probabili-
dades”

por lo que el ruido de proceso y el ruido medido representado por los vectores v(t) v w(t)
respectivamente, son independientes.

Para |Hendricks et. al., 2008, Capitulo 7|, las condiciones iniciales por el objeto de control
son

E{x(to)} = %o (4.42a)
E{[x(to) — xo][x(to) — x0]" } = Qo (4.42b)
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definiendo el error de estimacién como
e(t) = x(t) — x(t) (4.43)

minimizado por una funcién de costo cuadratico

t—o0

J = limE [eT(t)e(t)] (4.44)

donde x(t) son los estados del motor de CD y X(¢) son los estados estimados (o estado 6ptimo).
El filtro de Kalman es un observador 6ptimo y minimiza una medida estocastica del error
estimado '

X(t) = MxX(t) + Nu(t) + Ly(¢) (4.45)

el cual es llamado filtro dptimo en tiempo continuo (o filtro de Kalman-Bucy), donde L es la
matriz de ganancias, las matrices {M , N} son de las mismas dimenciones a {A , B} de
(4.39) respectivamente. La ganancia de la matriz multiplica al residuo z(t) = y(t) — Cx(¢). La
ecuacion (4.45) se reescribe de la siguiente manera

X(t) = [M — LC] %(t) + Nu(t) + Ly (¢) (4.46)

La estabilidad del filtro esta determinado por los valores propios de M — LC. Si el par de
matrices [C, M] son observable, entonces existe una matriz de ganancias L tal que el filtro sea
estable. Sustituyendo los arreglos de ecuaciones de (4.39) y (4.45) en la solucion diferencial de
(4.43), es posible manipular de manera algebraica para encontrar la solucion

é(t) =x(t) — X(t)

~ (4.47)
=Ax(t) + Bu(t) + Gv(t) — Mx(t) — Nu(t) — Ly(¢)

En [Hendricks et. al., 2008, Capitulo 7| supone que Bu(t) = Nu(t) por lo que la covarianza
del error de estado estimado es minima por tal motivo
é(t) = [A — LCJx(t) + Gv(t) — Mx(t) — Lw(t) (4.48)

Tomando el valor medido de ambos lados de la ecuacion, ya que el orden de la expectativa
y diferenciacion pueden ser reversibles (son operaciones lineales), despreciando el valor medio
del ruido v(t) y w(t) a un valor cero, para un error imparcial se puede expresar como

M=A —LC (4.49)

donde la expresion (4.45) en combinacion con (4.49) permite expresar la ecuacion en términos
del observador 6ptimo .
x(t) = [A — LC|x(t) + Bu(t) + Ly(¢) (4.50)

donde también se puede expresar de la siguiente manera
X(t) = AX(t) + Bu(t) + Lly(t) — CX(t)] (4.51)

En [Hendricks et. al., 2008] se describe las ecuaciones (4.50) y (4.51) como un observador
optimo, el estado estimado es el valor medio del estado
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X(t) = E{x(t)} (4.52)

La condicion inicial para el error estimado es e(ty) = x(tg) — X(tg) = ep, empleando este
valor en M en la ecuacion (4.49) la ecuacion se puede expresar como

o v

é(t) = [A — LCle(t) + [G — L] [ wit) ] (4.53)
donde esta expresion se describe [Hendricks et. al., 2008, Capitulo 6|, donde para cualquier
entrada de la matriz de ruido es redefinida como G’ = [G — L], por lo tanto es posible reescribir
la ecuaciéon que describe el desarrollo en el tiempo de la varianza de el error de reconstruccion
como

Q=[A-LC|Q+Q[A-LC" + GVGT + LWLT (4.54)

donde la condicién inicial esta dada por Q = Q, (4.42b), empleando la solucion usada en el
apartado del “Regulador Optimo Cuadratico LQR’ es posible encontrar el valor éptimo L
minimizando la matriz de covarianza de error del estimado visto en la ecuaciéon anterior, para
mayor informacion también se puede ver en [Hendricks et. al., 2008, Apéndice C].

L=QC"™W! (4.55)

Es usada como la expresion de Riccati de una forma mas corta de la ecuacion (4.54)

Q=AQ+ QAT + GVGT - QC™W'CQ (4.56)

La ecuacion (4.56) es la solucion para el filtro de Kalman. El término AQ + QAT re-
presentan la respuesta interna debido al ruido a la entrada del sistema, GVG?T aumenta la
incertidumbre estadistica del sistema debido al estado del ruido, —QCTW 1CQ representa de
manera general la incertidumbre que decrece como resultado de la mediciéon. Estos tres tltimos
términos, junto con la derivada en el tiempo, son términos dependientes para la ecuacion del
sistema de Lyapunov en la cual, se puede representar la solucién en términos de la ecuacion de
Ricatti para encontrar el error de la covarianza en el sistema. La soluciéon para (4.56) es cuando
la derivada del sistema es cero (Q = 0), lo cual produce una solucion algebraica. Esta ecuacion
tiene el error de covarianza para el filtro de Kalman, cuya expresion es “filtro 6ptimo en estado

estacionario” para el sistema, cuya expresion es

AQ+ QAT +GVGT —LCQ =0 (4.57)

donde la matriz L, son las ganancia para el filtro de Kalman cuya expresion es la ecuacion
(4.55).

4.4.1. Metodologia para obtener las ganancias del filtro de Kalman

Por lo tanto, si el par de matrices [A, C| de un sistema en espacio de estados de la forma
(2.6), son completamente observables y la eleccion de las matrices apropiada de las matrices
de ponderacion para la funcion de costo del filtro de Kalman W € R™™ y V g Rm+m)x(m+m)
satisfacen a (4.44) entonces
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I. Con el conjunto de matrices [A, C, W y V] se resuelve la ecuacion matricial de Riccati
(4.57) para obtener la matriz Q.

II. Sustituyendo la matriz Q en la ecuacion (4.55) se obtiene la matriz de ganancias del
observador 6ptimo L3,

4.5. Simulaciones de control 6ptimo del motor de CD

El grupo de simulaciones realizadas en este apartado estan elaboradas en MatLab®? cuyo
codigo para el wokspace de programacion se encuentra en el Apendice E & Simulink®® donde
el tiempo de simulacion es 45 [s] de velocidad fija y un método ode4 (Runge-Kutta) con un
tiempo fundamental de muestreo de 0.00001 [s].

4.5.1. Construcciéon de la matriz del controlador LQR

Dado el modelo en espacio de estados (3.32) cuyo par de matrices [A, B] y la matriz C; de
la ecuacion (4.2e) son empleadas para construir la expresion (4.32), remplazando el valor de los
parametros de la Tabla A.1 en el Apéndice A, la expresion se muestra de la forma siguiente

—478.36 —82.90 0 0 0 0 0 ] ]
9396.6 —12.09 0 0 0 0 0 27657
0 1 0 0 0 0 0 0
< 0 0 0 0 1 00| 5_ 8 (458)
0 0 40000 —40000 —400 0 0
0
0 0 -1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0

Proponiendo el par de matrices de ponderacion [Q, R] como se propone en (4.13) para la
funcion de costo (4.12), tomando en cuenta los parametros del motor de CD de la Tabla A.1
en el Apéndice A en las matrices (4.58) y haciendo uso de la metodologia propuesta en la
Seccion 4.2.2, se obtienen las ganancias de la matriz KLQRﬁ

4.5.2. Construccion de la matriz del observador con el filtro de Kal-
man

Dado que el modelo en espacio de estados (3.32) es no completamente observable, se realiza
una transformacion de similitud (3.51) con el proposito de separar la parte observable de la

3En el Apéndice E se muestra el Algoritmo E.3, el cual es empleado en el presente trabajo para obtener las
ganancias de la matriz L a través del comando kalman en MatLab®.

4MatLab® R2018b (9.5.0.944444) Copyright 1984-2018. The MathWorks, Inc.

5Simulink® R2018b (9.2) Copyright 1990-2018. The MathWorks, Inc.

5En el Apéndice E se propone un algoritmo en el Software de Matlab® para resolver este problema, el cual
fue empleado para el presente trabajo.
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no observable a través del grupo de matrices (3.53). La transformacion y separacion de los
estados no observables dan como resultado el modelo (3.60). Representado de forma numérica
con Az = 200 se obtiene

7 0 0 1 0 o 27.57 0
7| 0 0 0 1 |, 0 . 0
Ty | | —2.04x10° 0 —4.9x102 0 T3 —1.3x10* | V= —1.3x10*
% —923x10° —4x10* —4.8x10° —400 7 0 0
_ Z
1 000]|]| %
Y=lo 10 0] 7
I o
(4.59)

donde la connotacién z,, es empleada tinicamente para describir al modelo en espacio de estados
(4.59) que fué obtenido a través de la transformacion (3.51) de un modelo no observable.

Las ganancias de la matriz de Kalman estan determinadas como L; cuya metodologia esta
dada por la secciéon 4.4.1 para el sistema (4.59).

En [Hendricks et. al., 2008, Capitulo 4] se describe que si un sistema inobservable (sistema
original), después de la descomposicion en subespacios y separar la parte observable (expresion
reducida), esta parte también puede regresar a los estados originales (expresion ampliada). A
través de la transformacion de similitud (3.51) y el arreglo de la matriz de transformacion P
(3.54) pueden regresar a los estados originales el sistema reducida. Para el caso de la matriz de
ganancias del observador L;, la transformacion se realiza de la forma

L = inv(P)L, (4.60)

donde P es la misma (3.59) y L; es la matriz de ganancias de los estados reducidos. Si la matriz
de observabilidad original del sistema tiene rango p, la matriz de ganancias es particionada

como
T

L,

Vi

L= (4.61)

tal que donde L; tiene vectores renglon de p y v, tiene los vectores renglén n — p los cuales son
de eleccion arbitraria, para fines de este trabajo es elegido como v, = [ 11 }, por lo tanto, la

matriz de ganancias para el filtro de Kalman en el sistema original estan determinadas como L”.
El arreglo para el control y observador ¢ptimo construido a lo largo de este trabajo se muestra
en la Figura 4.3

En la Figura 4.3, se muestra el esquema de control para los fines de este trabajo, cuyas
conjunto de matrices [A, By G| y [Ao, Bo, Co y Go] pertenecen al modelo en espacio de
estados (3.32) y la matriz [C;] es (4.2e), donde los valores para la constante de 7, = 0.15, las
ganancias de la matriz K, k; y k;; estan determinadas en (4.38), las ganancias de la matriz L
estan determinadas en (4.61) y también se considera un escalar de ruido blanco para efectos
de medicién en el sensor de corriente con una potencia de 0.1x107'2 en un tiempo simple de
0.1x1073 segtin el bloque de simulacién en Simulink®.

"En el Apéndice E se propone un algoritmo en el Software de Matlab® para resolver este problema.
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Figura 4.3: Esquema de control 6ptimo para el motor de CD en cascada con el filtro de segundo
orden (3.32), compuesto por el control por retroalimentacion de estados con accion integral del
error, integrado por la técnica LQR en conjunto con el estimador de estados compuesto por el
filtro de Kalman.

4.5.3. Resultados de simulaciéon

Tomando como referencia la Figura 4.3 cuya planta del sistema es el modelo (3.32)donde las
ganancias del controlador 6ptimo ylas del integrador del error [K, K; y K;;] se pueden obtener
por la metodologia de la Seccion 4.2.2, las cuales son expuestas en (4.38), donde para fienes de
este trabajo se eligen los siguintes valores

Kior = | 0.1415 0.0284 12.1293 0.0029 10.789x107% —22.3607 —.1773x10*6]8

(4.62)
Las ganancias del estimador L, se pueden obtener por la metodologia expuesta en la Sec-
cién 4.4.1. para fines de este trabajo se eligen los siguientes valores

1.5541  —0.8210
0.80862  7.07663
L= | —0095212 —4.83427 | “x10? (4.63)
—0.94451 —4.88455
—0.45616  3.47327

La funcion elegida como entrada el sistema 7, tiene la siguiente expresion

8Los valores propuestos para estas ganancias estdn en torno a la metodologia de la Seccién 4.2.2, donde el
algoritmo empleado en el software de Matlab® se muestra en Algoritmo E.2 en el Apéndice E.Los parametros
del motor de CD empleados en el algoritmo se muestran en la Tabla A.1 en el Apéndice A.

9Los valores propuestos para estas ganancias estdn en torno a la metodologia de la Seccién 4.4.1, donde el
algoritmo empleado en el software de Matlab® se muestra en Algoritmo E.3 en el Apéndice E.Los parametros
del motor de CD empleados en el algoritmo se muestran en la Tabla A.1 en el Apéndice A.
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Twref =

Oa

250(t) — 5(250)
500

—250(t) 4+ 3000

0

—250(t) + 13(250)
—250

250(t) — 4000

0

150(t) — 17(150)
300

0

400

—180(t) 4+ 4720
—500
@(t) __ 3500

3 3
500

0<t<b
5<t<7
7T<t<10
10 <t <12
12 <t <13
13<t< 14
14 <t <15
15 <t <16
16 <t <17
17<t <19
19 <t <20
20 <t <23
23<t<24
24 <t <29
20 <t <32
32 <t<38
38 <t <40

(4.64)

— 5004y 4 590(40) + 500 40 < t < 43
0 43<t<45

\

donde la forma grafica de la funciéon (4.64) se muestra en la figura 4.4

500 -

400

300

200

100

-100 [

-200 [

Velocidad de refencia [rpm]

-300 [

-400 [

-500 [

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Tiempo [s]
Figura 4.4: Senal de referencia r,,.f, lacual esta definida por la funcion (4.64). Esta funcion es

empleada como senal de entrada r en el diagrama (4.3). El proposito de la forma de esta senal
es inicamente ilustrativa para conocer la respuesta del control 6ptimo.

La funcion ry,..; (4.64) estd en unidades de [rpm], a esta funcion se le hace una conversion
a [rad/s} justo a la entrada del sistema, e.i., si se toma como referencia la Figura 4.3 en la
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entrada del sistema r los valores son en [md/ s}. El propésito de esta funcién es, ilustrar de
manera simulada por software el comportamiento del control de velocidad para el motor de
CD.

La simulacion de las velocidades con respecto al esquema de control y observador mostrado
en la Figura 4.3, son expuestas de la siguiente manera

Tipos de Velocidades

60 \ \
g
40— —V -
Vel
7velestimada

N
o

Amplitud de velocidad [rad/s]
3 o

A
o

60 \ \ \ \ \ \ \ \
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Tiempo [s]

Figura 4.5: conjunto trayectorias de velocidades, las cuales son: velocidad de referencia a la
entrada del sistema (r), velocidad verdadera del motor de CD (V'), velocidad filtrada (Vely;)
y velocidad estimada (Velesiimada)-

En la Figura 4.5, se muestra la trayectoria de las velocidades en las cuales se puede ver un
error de seguimiento entre las trayectorias de velocidad de referencia y fitrada, en los punto
donde la velocidad es constante como en los intervalo de 7 a 10 [s] y 29 a 32 [s] se puede observar
que ambas velocidades (filtrada y referencia) coinciden en un periodo de tiempo muy corto, éste
mismo comportamiento se puede observar cuando la senal de referencia esta en cero como es
el caso de 0 a 5[s] y 43 a 45[s], para el resto de la funcion existe un error de regulaciéon de
velocidad.

Los errores de acuerdo a las trayectorias de velocidades mostradas en la Figura 4.5 son
mostradas en la Figura 4.6 y la Figura 4.7.
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Velocidad deseada - Velocidad filtrada
[ [ [ [

a
o

N
o
T

w
o
I

N
o
I

—_
o

o

Error de Velocidad [rad/s]
=

o
o

-30

40 \ \ \ \ \ \ \ \
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Tiempo [s]

Figura 4.6: Error de velocidad, Diferencia entre velocidad deseada - velocidad filtrada.

i5 Velocidad filtrada - Velocidad estimada
. [ [ [ [

Error de velocidad [rad/s]
S o
(6] o o

'
—_

'
-
[¢,]

2 \ \ \ \ \ \ \ \
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Tiempo [s]

Figura 4.7: Error de velocidad. Diferencia entre velocidad filtrada - velocidad estimada.

Claramente se puede observar que en la Figura 4.5 la trayectoria entre las velocidades
graficadas que son la filtrada, la verdadera y la estimada tiene una trayectoria muy similar, sin
embargo la Figura 4.6 y la Figura 4.7, muestran sierta diferencia y en éstas, se puede observar el
error de seguimiento que existe entre ellas. El margen de diferencia entre la velocidad filtrada y la
estimada dadas en la Figura 4.7 es muy pequena en comparacion a la que existe en la velocidad
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deseada y filtradad, por lo que es posible senalar que el margen de error entre las velocidades
graficadas que son la filtrada, la verdadera y la estimada es muy pequeno en comparacion a la
referencia.

400

Tipos de posiciones
\ \ \ |

—pos-deseada
350 - ——pos-verdadera ,

pos-estimada

300 -

Posicion [rad]
n n
o (o)
o o

_
a
o

-

o

o
|

a
o
|

0 ! \ \ \ \ \ \ \
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Tiempo [s]

Figura 4.8: Conjunto de graficas que contienen las trayectorias de posiciéon las cuales son la
deseada, la verdadera y la estimada.

El conjunto de posiciones mostradas en la Figura 4.8, también tiene error de seguimiento,
puesto que la trayectoria de la posicion regulada no tiene seguimiento a la trayectoria desea-
da. Al igual que en la regulaciéon de velocidad, se muestran los errores de posicion entre las
trayectorias de la Figura 4.8.

En la Figura 4.9 se puede mostrar la diferencia entre la posicion verdadera y la posicion
deseda, la cual muestra el margen de error de seguimiento.

En la Figura 4.10 se puede observar que el marge que existe entre la posiciéon verdadera y
la posicion estimada es muy pequeno, por esta razon se puede decir que existe mucha similitud
en ambas trayectorias, por lo que tiene un error de posiciéon similar a la Figura 4.8.
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Posicion deseada - Posicion verdadera
[ [ [

30 I

Error de Posicién [rad]

30 \ | | | | | !
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Tiempo [s]

Figura 4.9: Error de posiciéon. Diferencia entre la posicion deseada y la posiciéon verdadera.

<107 Posicion verdadera - Posicion estimada
T T T T

Error de Posicién [rad]

ik
i

6 \ \ \ \ \ \ \ \
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Tiempo [s]

Figura 4.10: Error de posicion. Diferencia entre la posicion verdadera y la posicion estimada.

En las Figura 4.11 y Figura 4.12 se muestra el voltaje y la corriente que demanda el esquema
de ontrol para el motor de CD.
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200

150

100

[Volts]

[¢)]
o o

Amplitud de voltaje
o
o

-100

-150

200 \ \ \ \ \ \ \ \
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Tiempo [s]

Figura 4.11: Voltaje u que demanda el bloque de control.

0.4

0.3

Amplitud de Corriente [Amp]
= o o
- o - n

S
no

03 \ ! | \ \ |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Tiempo [s]

Figura 4.12: Corriente que demanda el bloque de control a la salida del sistema de control.

En esta simulacién es posible senalar que bajos las caracteristicas y diseno del contro LQR,
el voltaje y la corriente no tiene demandas fuertes en periodos muy cortos por lo que se puede
considerar una fuente de alimentacién que cumpla con estas caracteristicas, también se considera
que no rebasan los valores nominales del motor de CD los cuales estan descritos en la placa de
manera fisica y se muestran en la Tabla A.2 del Apéndice A.
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4.5.4. Estabilidad del motor de CD ante cambios de valor en sus
parametros bajo el esquema de control éptimo

Dado que el sistema del motor de CD (3.32) es controlado por la técnica LQR, el cual

tiene como estimador el filtro de Kalman cuyo modelo en espacio de estados del sistema en lazo

cerrado esta dado en (4.6), y si suponemos que el motor de CD tiene cambios en sus parametros,

tal que se encuetran dentro del rango propuesto en la Tabla 3.3, se dice que el sistema tendré

estabilidad robusta si cumple con la Propiedad 14. La funciéon caracteristica obtendida del
modelo (4.6) es

Pror = aps® + ays° + ags® + a3s® + ays® + ass + ag (4.65)

donde los valores de o, estan dados como

Oégzl

B 1
ar =2 \+ =+ — (Ry + ky)

7L,
B (R, + k1) 1
Qo :)\34“2 {jﬂLL—a} )\d+J—La [K1)2+BRa+Bk1+Kbk’2]
1 B R, + ky
a3 = - [2 (K2 + BR, + By + Kyky) Mg+ Kbkg} s R (4.66)
@ == [(%gAd + kX3 4 ks A2 — ki) Ky + [K2 + BRy + By )\3]
K,
af = JbLad [(k)g + k4 — k?”) /\d — 2]{72}
Kk
=TI,

Tomando en consideracion para (4.66) los intervalos propuestos en la Tabla 3.3 para cada
parametro del motor de CD, suponiendo el valor de A\; = 200 y tomando las ganancias del
controlador LQR [K, k; y k;;] de (4.62), los intervalos de valores para (4.65) son

ap € [1]

o € [922.1030 , 871.7267]

as € [3503392.2626 , 543910.2442]

a3 € [62111960.3487 , 145843789.6371] (4.67)
ay € [4312551407.7656 , 12965207610.5236]

a5 € [25614406888.5805 , 36138340872.3319]

ag € [46355212564.8047 , 65400712972.3219]

Para cada intervalo de o, de (4.67) donde n = 0,1,--- ,5,6 existe un valor maximo y un
minimo decrito como [qf{ . q, } , en relacion a esto, el polinomio de Kharitonov estd determinado
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del la siguiente manera

Kiror(s) =q5 + a5 s +qis* + q58° + g5 s* + q1 8° + qf s°
Korgr(s) =qf +afs +qrs° + a5+ qis* + ¢ s° + g5 s° (4.68)
Ksror(s) =qf + @55+ @i 8°+ a3 s® +qf s+ ¢7 8" + ¢ s°

)

Kirgr(s) =¢5 +qfs+qi s> +q5 8 + 5 8" + i s* + qf s°

Dada la familia de polinomios (4.68), la contruccion de las matrices Hy estan determinados
de la siguiente manera

% @ 0 0 0 0
a5 qgl 0 g O 0+
9% 91 43 92 ¢ G
H, — 1 03 0 4.69a
! 0 ¢ ¢ 4 @ & (4.69a)
0 0 0 g a af
0 0 0 0 0 g¢
(gF g 0 0 0 0
4 &4 % 0 0
9 491 93 92 4 Gy
H, — 2 N 4.69b
2 0 4 @& @& @ @ ( )
0 0 0 qf ¢ a&
00 0 0 0 ¢
(T g 0 0 0 0
4 a4 qi 0 0 0
45 G4 43 95 9 4o
H, — 3 02 4.69¢
s 0 4 & ¢ @ & (4.69¢)
0 0 0 qf ¢
00 0 0 0 ¢
[ qF T 0 0 0 0
4G 0 @ q@ 0+ 0+
45 44 4935 492 41 o
H, — 4 1 q 4.69d
! 0 ¢ ¢ 4 & @ (4.694)
0 0 0 ¢ ¢ qf
0 0 0 0 0 ¢

Dado el conjunto de matrices Hy (4.69), la transformacion de cada una de estas a las
matrices H,,; son

[ 922 1 0 0 0 0 |
0 192174 922 1 0 0
0 0 111718989 313331 922 1
Hu=1 0 0 12903677857 145681841 350163 (4.70a)
0 0 0 0 95092963648 12963955023
0 0 0 0 0 46355212564
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(871 1 0 0 0 0 |
0 472658 871 1 0 0
0 0 5520022 535981 871 1
Ho=1 0 0 3996090396 61604767 543328 (4.70D)
0 0 0 0 3519640045 4304302899
0 0 0 0 0 65400712972
[ 922 1 0 0 0 0 |
0 385745 922 1 0 0
0 0 138532626 535981 922 1
His=1 0 0 4217024965 145681841 543734 (4.70c)
0 0 0 0 923402656367 4304302899
0 0 0 0 0 65400712972
871 1 0 0 0 0 |
0 279087 871 1 0 0
0 0 20851466 313331 871 1
Hu=1 0 0 12761371189 61694767 349757 (4.70d)
0 0 0 0 35916268599 12963955023
0 0 0 0 0 46355212564

Por otra parte los raices de la familia de polinomios de Kharitonov (4.68) se expresan como

Tigrn = [—0.2706 £ 0.4475¢ , —0.0004 £ 0.00247 , —0.0092 , —0.0015] (4.71a)
Tigr2 = [—0.0067 £ 0.00857 , —0.0008 + 0.0012: , —0.3893 , —0.1481] (4.71b)
Tigrs = [—0.1745 £+ 0.1429¢ , —0.0008 £ 0.0016: , —0.0387 , —0.0025] (4.71c)
Tigra = [—0.3874 £+ 0.3548i , —0.0007 £ 0.0042¢ , —0.0017 ,+ 0.00127] (4.71d)

Tomando en cuenta que no existe algiin cambio de signo en la construccion de las matrices
H,, (4.70) se dice que el sistema (4.6) es robustamente estable para el motor de CD, esta
conclucion también se puede mostrar en el grupo de ecuaciones (4.71), donde, existen raices
reales negativas las cuales se encuentran del lado izquierdo del plano complejo s.

Suponiendo que hay un cambio de valor en algunos de los pardmetros del motor de CD,
segtn el rango de la Tabla 3.3 de incertidumbre cuyo valores nuevos elegidos para efectos graficos
son donde el resto de los valores se han tomado como los valores nominales de la Tabla A.1 en

.| Valor — nominal | Variacion + (%) | Nuevo valor | Unidades
R, 17.352 "5 % 16.4844 ]
L, 0.036274 - 10 % 0.0326466 [H]

B 0.015170 + 10 % 0.016687 | [N m/rad/s)

Tabla 4.1: Propuesta de cambio de la valor en los parametros del motor de CD BALDOR-
RELIANCE®) Mo.D5505P.

el Apéndice A, para lo cual se muestra las siguientes Figuras
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DE LA POSICION ANGULAR

Cambio de parametros d
[ [

e

| motor de CD

o
N

o
—_
6]

0.1

Diferencia entre demanda de voltajes [Volts]

-0.25

0.3 | | | |
15 20

Tiempo [s]

2

5 30 35 40 45

Figura 4.13: Diferencia de demanda entre el sistema del motor de CD con y sin cambio de

parametros.

En la Figura 4.13 se muestra la diferencia entre el voltaje del sistema sin hacer cambio de
parametros y el sistema que tiene cambios de parametros, es posible senalar que el sistema es
estable y ademés la demanda de voltaje entre ambos sistemas es muy similar.
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Figura 4.14: Corriente frente a un cambio de parametros en
simulaciéon de 0.02 [s].

el motor de CD, con tiempo de
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Al igaul que en el caso del voltaje, la corriente es muy similar en ambos casos, por lo que se
puede observar el consumo de corriente que tiene el sistema que no tiene cambios de parametros
y el sistema que tiene estos cambios es similar y graficamente se puede decir que el sistema es
estable.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este escrito se presenta un esquema de control lineal 6ptimo del control de la velocidad
angular del motor de corriente directa, considerando que se dispone de la medicién de la posicion
angular de la flecha asi como de la corriente de armadura. Para realizar tal fin, se incluyo, en
conjunto al modelo del motor de CD, una representacién en espacio de estados de un filtro
de segundo orden con un cero en el origen de grado relativo 1. Esto provoca que el sistema
completo pierda la observabilidad de un estado, la posicién angular, por lo que fue necesario
realizar una transformacion de espacios observables y no observables para poder realizar el
disenio del observador de estados. Cabe hacer mencién que, el controlador de estados fue con
una accion integral del error para obtener una regulacion de la velocidad angular. Las ganancias
tanto el controlador como el observador se obtienen utilizando técnicas de control 6ptimo. Previo
a disenar el esquema de control 6ptimo, se realiza el analisis al modelo en espacio de estados y
a la funcion de transferencia, cuyo resultados son asociados como parte de las propiedades del
sistema.

El analisis realizado comienza partiendo del modelo en espacio de estados, donde, se supone
que el motor de CD cuenta con la medicién de velocidad angular y la corriente en la armadura,
estas mismas variables son los estados del sistema, por lo cual, el modelo es de segundo orden.
El modelo en espacio de estados, tiene un punto de equilibrio en el origen cuando sus entradas
son cero, i.e., cuando no se tiene perturbacion externa y no se tiene alimentacion de voltaje en la
armadura, por esta razon, el sistema permanece en reposo. Por otro lado también se comprueba
que el sistema del motor de CD es asintoticamente estable en el sentido de Lyapunov, ademas
se verifica que el sistema es totalmente controlable y observable.

Considerando el modelo matematico en espacio de estados del motor de CD en un sistema de
tercer orden, donde se mide la posicion angular y la corriente de armadura, el anéalisis realizado
para este sistema se comprueba que tiene punto de equilibrio en cualquier posicién que tenga
el eje, por lo tanto, este permanecera en reposo cuando el voltaje de armadura sea cero y no
exista perturbacion externa. También se verifica que el sistema es marginalmente estable dado
que tiene un polo en el origen en el plano complejo s, ademas se comprueba que el sistema es
totalmente controlable y observable. Es importante senalar que como parte de las propiedades
de esta maquina, el teorema de Kharitonov empleado al modelo en funcién de transferencia del
motor de CD, establece que el sistema es estable bajo una tolerancia de incertidumbre en los
parametros.

Dada las propiedades del motor de CD en un sistema en espacio de estados de tercer orden,
donde una de las salidas es la posiciéon angular a la cual se asocia el filtro de segundo orden
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para obtener a la salida la posicion y la velocidad angular filtrada respectivamente. La union
de estos dos modelos se convierte en un sistema de quinto orden y es la pieza fundamental del
presente trabajo, sin embargo se comprueba que existe una anulaciéon de un polo del sistema del
motor de CD con un cero del filtro de segundo orden. El asociar estos dos sistemas, se pierde
observabilidad desde los estados motor de CD para la salida en el filtro de segundo orden,
por lo que es necesario realizar la transformacion de similitud, lo cual provoca la reduccién
de los estados, convirtiendo al modelo en un sistema de cuarto orden ya que después de la
transformacion se selecciona la parte observable del sistema.

Al emplear el principio de separacién para el sistema de quinto orden, se determina que
el diseno del controlador es independiente al diseno del observador por lo cual se emplea el
sistema de quinto orden para el controlador 6ptimo por la técnica de LQR, y el sistema de
cuarto orden para fines del disenio de estimador (observador) 6ptimo con la técnica del filtro de
Kalman, para que finalmente se pueda unir ambos diseno en un tinico esquema.

La estructura del control 6ptimo implementado al modelo del motor de CD, ofrece una
angulo diferente como caso de estudio. El control 6ptimo es una técnica de control novedosa
casi no vista en clase durante de la formaciéon academica, ofreciendo un valor agregado a temas
relevantes de control.

El esquema de control que se diseno es robusto ante variaciones de algunos de los parametros
del motor de corriente directa. Esto se comprueba utilizando el método de los polinomios de
Karitonov en la estructura del sistema completo en lazo cerrado, i.e., motor de CD, filtro de
segundo orden, controlador y observador.

Cabe hacer mencion que, a lo largo del presente trabajo se aplicaron los conocimientos ad-
quiridos en la carrera y en algunos momentos se tuvo la necesidad de buscar informacién en
publicaciones que normalmente no se abarcan con las asignaturas. Por ejemplo, para la demos-
tracion de la estabilidad asintotica del motor de CD por medio del método de Lyapunov, se
leyeron temas de algunos libros de control no lineal y no lineal, y para esto se requirié recordar
temas vistos en algebra lineal, célculo, modelado de sistemas fisicos, analisis de sistemas dina-
micos, por mencionar algunos. Asimismo, para el disefio del controlador y observador 6ptimo,
se estudiaron varios libros de control lineal, teniendo las bases de las asignaturas de diseno de
controladores y técnicas avanzadas de control.

5.1. Trabajos futuros

En el transcurso del diseno e implementacion del presente trabajo, son alentadas nuevas ideas
como caso de estudio, de las cuales se hacen tres propuestas para trabajos futuros conformados
de la siguiente manera:

I. Diseno e implementacion del control 6ptimo para el sistema no lineal del motor de CD,
con el objetivo de realizar una comparativa entre las respuestas lineales y no lineales de
la misma maquina electromecanica, destacando asi sus propiedades para su diseno.

II. Diseno e implementar la técnica de control 6ptimo para el modelo lineal del motor de
CD, teniendo como entrada la corriente de armadura y como salida la velocidad angular.

ITI. Realizar la implementacion el control 6ptimo del presente trabajo de manera fisica, i.e., en
tiempo real, tomando en cuenta que el circuito electronico tenga como propiedad el giro
del motor de CD tanto en el sentido de las manecillas del reloj como el sentido contrario.
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Estas propuestas tiene afinidad con el presente trabajo, con la perspectiva de realizar com-
parativas en metodologia y diseno.
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Apéndice A

Valor de parametros y datos nominales
del motor de CD D5505P

Los valores de la Tabla A.1, son los parametros del motor de CD BALDOR-RELIANCE®
modelo Mo.D5505P, obtenidos de manera experimental por [Marquez, 2019, Capitulo 4], las
técnicas de experimentacion estéan expuestas en [Krishnan, 2001, Capitulo 2].

Constante | Valor Parametro Unidades
R, 17.352 | Resistencia de armadura. Q]
La 36.274¢73 | Inductancia de armadura. [H|
B 15.170e3 |  Constante de friccion. [N m/rad/s]
K, 3.007 Constante electromotriz. [V s/ rad}
J 1.2547¢73 Momento de inercia. [Kg m?]

Tabla A.1: Parametros del Motor de CD BALDOR-RELIANCE® Mo.D5505P.

Los datos de la Tabla A.2 son propuestos por el fabricante para el motor de CD BALDOR-
RELIANCE® modelo Mo.D5505P.

Parametro. Valor. Parametro. Valor.
Potencia nominal 5 Hp. / 3.7296 kW R. P. M. 1750 / 2300.
Marco 1810AT. Clase de aislamiento F.
Vol. Comp. 300 Volts. Vol. Arm. 500 Volts.
Corriente de Camp. 38 /.19 Amp. Corriente de Arma 8.30 Amp.
Temperatura Max ambiente 40 C Factor de servicio 1
Suministro de energia Continua Cédigo de potencia D
Escobillas 18044-9
O.D.E BRG 6205 D.E. BRG 6206

Tabla A.2: Datos nominales o de placa del Motor de CD BALDOR-RELIANCE® Mo.D5505P.



Apéndice B

Eliminaciéon GGaussiana por derivacion de
la descomposicion LU

Siguiendo el procedimiento segtn |Ford, 2015, Capitulo 11|, se muestra que la reduccion de
la columna de una matriz triangular superior comenzando con la columna 1, multiplicando el
renglon 1 por ¢2, y restando al renglon 2. Esto elimina al elemento del renglon 2 de la columna

1:

ai
a1

a31

anl

12
22

Ap2

Q1n
Q2n,

ann

—>R2:R2—(

21

a11

>R1—>

a1

0

a3

Qn1

a12
22

Ap2

A1n
Aon

(B.1)

ann

Recordar que a;; es llamado como el elemento pivote. Ahora, multiplicar el rengléon 1 por %t y

restar al renglon 3 eliminando el elemento del renglon 3 de la columna:

ail

0

a31

an1

a2
22

Ap2

Q1n
Q2n

ann

—>R3:R3—(

a31
i

>R1—>

a1

0
0

Gn1

a12
22

Ap2

ail

A1n
A2p,

(B.2)

ann

Continuando de esta manera hasta restar el multiple ¢ del renglén 1 de la fila n. Esta accion
corresponde a la multiplicacién a la izquierda de esta serie de matrices primarias.

E.. (%) o By
a1

Como resultado de la reducciéon de la matriz.

(i) 2 (

11

) i) (2) |
ail 11 .

a1

Qn1

a21
a1
a12

22

Ap2

(B.3)
A1n |
Q2n,

(B.4)
Apn




APENDICE B. ELIMINACION GAUSSIANA POR DERIVACION DE LA DESCOMPOSICION LU 87

Continuando con este mismo proceso tal y como se muestra en el arreglo (B.1) y (B.2) pero
para la columna 2, con el elemento pivote asy se obtiene.

Em(a”?)--E@ (%> By (@) B (ﬂ)---Egl (@> E (E)]H (B.5)
22 22 22 a1 a1 a1

donde se muestra asi la matriz resultante del proceso.

[ all a12 ... DY a’l’n, i
0 99 . e e Ao
0 0 Qp3 -+ Qpp

En general, la eliminaciéon en la columna ¢ corresponde al producto de la matriz primaria.

E. (@) e Fias <az‘+2,i> Eion (az‘+17i> . (B.7)
Qs Qi Qi;

Expresando la unién de la expresién anterior se tiene.
an,nfl
Enm,—l
anfl,nfl
Qi Q42,4 Q41,4
Xooo X By —> - Eiya ( Eiy1,
Qg Q5 Qg
An2 Q42 a32
X...xE’n2(_>...E42(_ E32 =
22 22 22
Qn1 a31 21
X Eny <—> By (— En|— |H=U
a1 a1 a1

Al simplificar esta expresiéon de combinacién de factores, el producto de los renglones de la
matriz primaria se puede expresar como.

Q4 Qg4 Q5

En términos matriciales tenemos E,, 1E, o---FoEZH =Uy H = (E, 1E, o -+ EQEl)_l U=
(E['Ey'ESY - ELEY ) U, en general.

(1 0 0 0 0 0]
0 1 0 0 0 0
00 0
00 0 0 0
Elt=100 1 0 0 (B.9)
0 0 Z?Z 0 0 1
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Para un problema de nan L = E;'Ey'E;'--- BN E Y donde L es una matriz diagonal
inferior con unos en la diagonal. Abajo de cada 1 se encuentra el resultado de los multiplicadores
utilizados para realizar la eliminacion de los renglones. El producto de las matrices L'y U es la

matriz principal H.

Por parte del proceso anterior a;; es diferente de cero, si durante la eliminacion a; = 0 requiere

H=1LU (B.10)

se requerird intercambiar el renglon para la descomposicion de LU.

A. Resumen de pasos

Comenzando con el renglén 1:

L.

IT.

III.

Multiplicando el renglén 1 por Zj—l y restarlo al renglén j, donde 2 < 5 < n,

11
para eliminar todos los elementos en la columna 1 bajo aq;. Por cada j, fraccion

de =& localizado en (j,1).

Multiplicando el rengléon 2 por ZJ—Q y restarlo al rengléon j, donde 3 < j < n,

22
para eliminar todos los elementos en la columna 2 bajo ass. Por cada j, fraccion
de %2 localizado en (j,2).
[ N N J

Multiplicando el renglon n—1 por ==y restarlo al renglon n, para eliminar

an—1
An,n—1

el elemento del rengléon n columna n — 1, fraccion de -
(n,n —1).

localizado en
—1,n—1
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Algoritmo B.1: Eliminacion Gaussiana por derivacion de la descomposicion LU.

1

1 function H = GAUSSK LU(R)

2 [n n]=size (R);

3 A =R;

4 % x=zeros(n,n);

5 for j = 2:1:n % Renglon

6 for i 1:1:n % Columna

. if (j < 2)

; R(j—1,i)=A(j ~1.i);

9 elseif (i < j)

: PP—(A(j,i)./A(i.1));

) R(j,i)-A(j,i)-PP+A(i,i);
2 else

4 end

5 end

6 end

7 % Hn = R;

8 G = det (R);

9 if (G>0)

0 fprintf (’El sistema SI es estable...’);
1 else

2 fprintf (’El sistema NO es estable...’);
3 end

1 %Hn = vpa(R,2)

5 Hn = fix (R)

6 end
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Apéndice C
Algunos organismos de certificaciéon

El motor de CD es utilizado en una amplia gama de sistemas, resolviendo tareas que re-
quieran la minima participacién de la mano humana. Los fabricantes autorizados, conocen las
responsabilidades de poner a la venta esta clase de productos, donde no solo tienen que garan-
tizar el correcto funcionamiento; también tienen que resguardar la seguridad humana al operar
el motor de CD.

Respetando los requerimientos que el mundo demanda, las normas National Electric Ma-
nufactures Association NEMA con sede en Virginia, Estados Unidos y junto con la norma
NEMA MGI, dicta los estandares necesarios desarrollados por esta misma asociacion para la
produccién y correcto funcionamiento de motores y generadores eléctricos INEMA, 2019].

Las normas de la International Electrotechniclal Commission (IEC) con sede en Ginebra,
Suiza son encargadas de garantizar la calidad de los procesos de fabricacion de los motores en
el continente europeo. Del mismo modo que en el parrafo anterior, el cumplimiento de estos
estandares en las maquinas, ofrecen confianza al adquirir un producto, ya que se espera que
el comportamiento sea el mismo en un motor de las misma caracteristicas aparte resguardar
la seguridad e integridad humana, se pueden verificar algunos manuales o guias de instalacion
en |Gufa del motor-ABB®, 2014, Capitulo NORMAS]|. Como algo adicional para proteccion
de los operadores y su entorno, también existen certificaciones “especiales” para fabricacion de
maquinas eléctricas especiales, como un ejemplo se cita las certificaciones que expiden para
motores NEMA de CA y de CD a prueba de explosion como se especifica de manera textual
en [ABB®, 2019, Capitulo Especificaciones y Caracteristicas].

“En el mercado norteamericano, Underwriters Laboratories (U.L.) y la Asociacion
Canadiense de Normas (CSA) son las entidades de certificacion que aprueban y
rotulan los motores eléctricos para usar en ubicaciones peligrosas basadas en las
divisiones segtn el Codigo Eléctrico Nacional (NEC) NFPA70 y C22,1, el Codigo
Eléctrico Canadiense. Los motores a prueba de explosion se pueden marcar con uno
o mas de lo siguiente:

I. Marca de certificacion de UL para usar en Estados Unidos. Los productos con
esta marca han sido evaluados segiin los requisitos de seguridad de EE. UU.

II. Marca de certificacion de CSA para usar en Canada y en Estados Unidos.
El producto esta certificado segtin las normas estadounidenses y canadienses
correspondientes.
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III. Marca de certificacion de CSA para usar en Canadé. El producto esta certifi-
cado segtn las normas estadounidenses y canadienses correspondientes”

Siendo las normas anteriores como las mas usadas en el mundo, son compartidas para
motores de CD y CA, sin embargo, predominan més para motores de CA, siendo una minoria
para los motores de CD. Con los datos anteriores se puede concluir que los motores de CA son
més explotados en nuestra sociedad que los motores de CD, esta comparaciéon también se puede
ver con la tabla de fabricacién mostrada por [Motores WEG®, 2019, Capitulo 1].

Para el territorio Mexicano se tiene otro catalogo de normas que cumplen con la misma fun-
cion que las normas anteriores, estas se llaman Normas Oficiales Mezicanas (NOM) expuestas
en la Secretaria de Economia [Secretaria de Econimia, 2019].

El conjunto de normas anteriores, estan basadas en un consenso de especificaciones de segu-
ridad y trabajo para el buen funcionamiento del motor y obtener el mismo resultado (buscando
siempre estar en lo favorable) al aplicarlas en los sistemas, sin embargo el uso de estas o cual-
quier otra, son de uso voluntario (los resultados pueden variar en el funcionamiento del equipo
en el sistema,).
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Apéndice D

Separacion de parte controlable de la no
controlable

En [Hendricks et. al., 2008, Capitulo 3| describe, que un sistema de ecuaciones en espacio
de estados no es tinico y es posible realizar una transformacion de la forma z = M~'x, muy
similar a (3.51), cuyo propoésito es encontrar un nuevo sistema con las mismas caracteristicas
que el sistema original.

Para un sistema no controlable de la forma (2.6), donde se puede despreciar la perturbacion
externa y las matrices que lo componen son A € R™ B € R™, C € R™ y D € R™™.
Dada la matriz de controlabilidad (2.26), cuyo arreglo depende de el par de matrices [A, B], al
construir tal arreglo tiene nombre y espacio de S, € R™™ que cuyo rango (S.) = p < n.

Las matrices de transformacion son

A, =M 1AM = [ "BC 212 ] (D.1a)
B-M'B=| (D.1b)
C, = CM = [ C. C, ] (D.1c)

La parte controlable del sistema pertenece a las matrices A, € RP*?. B, € RP¥™ y C € R™P,
donde

C(sI—A) 'B=C,(sI—A,) 'B.=G(s) (D.2)

La matriz de transformacion M puede ser generada a través de la matriz S, tal que se,
empleando los primeros p vectores columna linealmente independientes, e.i., ¢;, ¢c2, ---, C,
eligiendo los vectores columna complementarios de n — p, i.e., vi, va, +-+, V(,_p cuyo arreglo

es M € R™ de la forma

M = Ci C -+ Cp VI Vg - V(n—p) (D3)



Apéndice E

Algoritmo propuesto para control 6ptimo
LQR con filtro de Kalman

Dadas las condiciones del presente trabajo, es posible encontrar multiples alternativas para
resolver los objetivos de este, sin embargo en este pequeno apartado se propone el algoritmo
desarrollado para alcanzar las ganancias del controlador 6ptimo LQR y las ganancias del filtro
de Kalman, a través del software de MatLab®.

Dado el modelo en espacio de estados del motor de CD en cascada con el filtro de segundo
orden, se expresa el arreglo matricial y el valor de sus parametros de la siguiente manera

Algoritmo E.1: Modelo en espacio de estados del motor de CD en cadena con el filtro

de 2do orden.

1

clear
cle

Ra =
La =
Kb
J

BB =

B5
G5 =
C5 =
D5

end

= OO © 00 N O U R W N O © 0N O R W N

%% Parametros

17.352;
36.274e—3;
3.007;

= 0.0012547;

0.015170;

del motor de CD

%alor de la
%alor de la

Walor de la

Kb/J —BB/J 0 0 0;

0100 0;
0000 1;

0 0 lamb"~2 —lamb~2 —2xlamb];

[1/La;0;0;0;0];
[0;-1/J;0;0;0];

[1000O0; 0000 1];

[0;0];

resistencia en el debanado de la

armadura

inductancia en el debanado de la armadura
%alor de la constante electromotriz
%alor del momento de inercia
constante de friccion

%% Modelo en espacio de estados de 5to orden
A5 = [-Ra/La —Kb/La 0 0 0;

% Matriz

% Matriz
% Matriz
% Matriz
% Matriz

A

caoaw

del

del
del
del
del

sistema

sistema
sistema
sistema
sistema

El algoritmo desarrollado para la técnica de control 6ptimo basado en el comando LQR en

Matlab es
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Algoritmo E.2: Disefio de ganancias del control 6ptimo LQR

1

Cc=[100100;0000 1];
Ac = [A5 zeros(5,2);—Cc zeros(2)];
Bc = [B5;0;0];

% Matriz C para
% Matriz A para
% Matriz B para
% Matriz QQ de ponderacion sugerida para la funcion

realimentacion
realimentacion
realimentacion
de costos

QQ = diag([0.0000001 0.00001 30 0.0001 0.0001 4000 30]);
% Matriz RR de ponderacion sugerida para la funcion de costos

RR = 8;

% Ganacias para la matriz de realimentacon con los

integral del error
K = 1qr (Ac,Bc¢,QQ,RR) ;

valores de la accion

El algoritmo para el observador 6ptimo con la técnica del filtro de Kalman en Matlab es

Algoritmo E.3: Diseno de ganancias del filtro de Kalman

1

o N O U A W N = O © 0N O Ut AR W N

V = [C5; C5xA5;C5xA5~2;C5xA5°3;C5%xA5~4]; % Matriz de observabilidada

P = [V(1:4,:)51 111 1]; % Matriz de transformacion P

Pi = inv(P); % Inversa de la Matriz P

At = PxA5xPi; % Matriz A transformada

Bt = PxB5; % Matriz B transformada

Ct = ChxPi; % Matriz C transformada

Gt = PxB5; % Matriz G transformada

Ao = At(1:4,1:4); % Matriz A para sistema totalmente observable
Bo = Bt(1:4,1); % Matriz B para sistema totalmente observable
Co = Ct(:,1:4); % Matriz C para sistema totalmente observable
Go = Gt(1:4,1); % Matriz G para sistema totalmente observable
planta = ss(Ao,[Bo Go],Co,0) ;

% Matriz Qn de ponderacion sugerida para la funcion de costos

W= 0.15"2;

% Matriz Rn de ponderacion sugerida para la funcion de costos

V = diag ([0.00009 0.00005]);
[ke,Lt ,Pv] = kalman(planta ,W,V);
L = Pix[Lt;[1 1]];

% Matriz para ganancias de Kalman
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Software empleados para la elaboracion de este trabajo.

Nombre

Descripcion

Verciéon

MatLab®

Simulink®

EdrawMax®

WinEdt

MiKTeX

LyX

Texmalker

Sistema de orden numérico de
entorno de desarrollo integrado
con un lenguaje de programacion
propio.

Entorno de progracién con
lenguaje grafico que depende
del entorno del entorno de
programacion de MatLab.

Desarrollo de ambiente
grafico en 2D con plantillas
de imagenes preestablecidas.

Entorno de procesador de texto para
documentos tipo TEX/LaTeX

Paqueteria para desarrollo de
archivos tipo TEX/LaTeX

Editor de texto, especialmete empleado
para erchivos TEX /LaTeX

Editor de texto para documentos
tipo TEX/LaTeX

R2018b (9.5.0.944444) - 64-bit

R2018b (9.2) - 64-bit

v.10.0.4 - 64-bit

v.10.3 - 64-bit

v 20.10 - 64-bit

v.2.3.4.4 - 64-bit

v 5.0.4 - 64-bit
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