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1. Objetivo general
Proponer un modelo matemaético basado en redes complejas y Cadenas de Markov
para estudiar el trafico vehicular en la ciudad de México, que permita analizar en

forma cuantitativa variables como densidad de tréfico.

2. Objetivos especificos
a) Utilizar un mapa de la ciudad de México para estudiar el trafico vehicular
mediante Cadenas de Markov Discretas.
b) Construir una matriz de probabilidad de transicién para describir el mapa de
la CDMX.
c¢) Realizar cdlculos con la matriz de probabilidades de transicién para estudiar e

interpretar los resultados.






Introducciéon

El problema del trafico vehicular ha sido estudiado desde el siglo XX a causa del incre-
mento de nimero de autos que transitan por las carreteras. Los primeros estudios sobre
el trafico vehicular se remontan al ano de 1935. Historicamente, el estudio y modelado del
transito vehicular tiene su origen en los anos 30 cuando el investigador norteamericano
Bruce Douglas Greenshield’s aplicd por primera vez métodos fotograficos y matemaéticos
para la medicion de diferentes variables relacionadas con el flujo de transito vehicular y
la descripcién de su comportamiento [7]. Fue el mismo Greenshield’s quien, posteriormen-

te, postulo la existencia de una relacion lineal entre la velocidad y la densidad del transito.

Anos més tarde surgieron los primeros planteamientos en la teoria del flujo de transito
vehicular, en los cuales se confirmaron las postulaciones de Greenshield’s y la existencia
de una estrecha relacion entre las variables fundamentales del flujo de transito vehicular,

la velocidad, la densidad y el flujo [8].

Esto ha dado lugar a una amplia gama de modelos que describen diferentes aspectos de las
operaciones de flujo de trafico, ya sea considerando el comportamiento espacio-temporal
de los conductores individuales bajo la influencia de los vehiculos en su proximidad (mo-
delos microscopicos), el comportamiento de los conductores sin distinguir explicitamente
su comportamiento espacio-temporal (modelos mesoscépicos), o desde el punto de vista
del flujo vehicular colectivo (modelos macroscopicos). Ademés de la controversia entre
estos flujos de modelado microscopico, mesoscopico y macroscdpico, varios investigadores
se han unido al debate sobre el enfoque de modelado macroscopico mas adecuado para
una descripcion correcta del flujo de trafico, pues los modelos macroscépicos consideran
que el flujo de vehiculos en la carretera se comporta de forma similar al que presenta un
fluido compresible, este viene descrito por variables de cardcter macroscopico asociadas al
comportamiento colectivo del sistema. Para ello se necesita un ntimero grande de vehiculos

circulando en la carretera,de manera que hablar de variables como la densidad, velocidad
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promedio y, algunas otras proporcionan una medida significativa del comportamiento en
el flujo. Existen diferentes tipos de modelos dependiendo del niimero de variables que se

usan para la descripcion del comportamiento del fluido.

Estos modelos son capaces de representar fenémenos colectivos debido a que los automo-
viles se consideran como particulas que fluyen a través de una red de conductos. Dichos
fenomenos pueden ser la evolucion de las regiones donde se presentan los congestiona-
mientos viales, la velocidad de propagacion de las ondas de transito, la evolucion de la
velocidad promedio, entre otras. El primer modelo macroscépico para describir trafico
vehicular aparece en 1955, basado en la dindamica de fluidos es conocido como modelo de
Lighthill y Whitham, aunque Richards lo desarrolla también de manera independiente en
1956 [6]. Este es un modelo unidimensional, donde se considera que ningiin vehiculo entra

o sale de la via, de manera que se conserva el nimero de vehiculos.

El trafico vehicular es uno de los problemas que enfrentan actualmente las grandes ciuda-
des, debido al niimero creciente de vehiculos. Los efectos de la congestién del trafico van
mas alla de los impactos econdémicos y sociales para llegar a muchas otras areas, como lo
es el medio ambiente y la calidad de vida de los habitantes de las ciudades. Por otro lado
es de importancia si tomamos en cuenta que cada usuario busca minimizar su tiempo de
viaje, eligiendo rutas de acuerdo a las condiciones del trafico. Las autoridades de transpor-
te normalmente emplean diversas evaluaciones de red y técnicas de disenio para analizar
y proponer posibles soluciones a este problema. El incremento desmedido de la cantidad
de autos que circulan en las carreteras agravan cada vez mas este problema y la falta de

soluciones ha provocado una serie de diferentes estudios.

Una de las tecnologias que permite la clave en el desarrollo de estrategias de regulacién
de flujo de trafico en redes urbanas es el desarrollo de modelos mateméaticos para la pre-
diccion y analisis del flujo de trafico vehicular. También existen otras maneras de estudiar
el trafico vehicular, los investigadores del Instituto Tecnol6gico de Massachusetts (MIT)
desarrollaron un modelo basado en datos de sistema de posicionamiento global(GPS) que

recomienda decisiones de conduccién que ayuden a todos [24], pues en las ciudades, los
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atascos son cada vez mayores y dificiles de gestionar. Para superar este problema, los con-
ductores actualmente se basan en decisiones tomadas de manera individual, en base a los
datos de sus GPS. Este modelo tiene en cuenta diferentes parametros, que representan,
entre otros, el coste de tiempo en cada ruta, la capacidad de las rutas de cada ciudad, la
infraestructura de la ciudad, la demanda de trafico o la velocidad sin trafico, que seran
diferentes en cada ciudad. Con ellos se crea una medida que permite dar cuenta de la ruta
optima de viaje en cada ciudad de forma global, en base no a un sélo coche, sino a todo
el flujo de coches y la forma de distribuirlo. En menor medida hay que tener en cuenta,
de manera anadida, la densidad de poblacion y su distribucién espacial. Esto también
ayuda a entender por qué algunas ciudades se congestionan més que otras (relacionado
con la distribucion espacial de la densidad de poblacién). Existen aplicaciones como Waze
y Google Maps, Waze es una aplicacién social de transito automotor en tiempo real y
navegacion asistida por GPS desarrollada por Waze Mobile, este es mantenido por los
usuarios y aprende de las rutas recorridas por sus usuarios para proveer informacion de
enrutamiento y actualizaciones de trafico en tiempo real, Google Maps es un servidor de
aplicaciones de mapas en la web que pertenece a Alphabet Inc [25]. Ofrece imégenes de
mapas desplazables, asi como fotografias por satélite del mundo e incluso la ruta entre
diferentes ubicaciones o imagenes a pie de calle con Google Street View, condiciones de
trafico en tiempo real (Google Traffic) y un calculador de rutas a pie, en coche, bicicleta
(beta) y transporte publico y un navegador GPS. Los modelos mateméticos basados en

ecuaciones diferenciales se describen en el préoximo capitulo.

Un objetivo importante en el desarrollo de dichos modelos matematicos es mejorar el com-
portamiento del trafico, reduciendo la congestion al proporcionar condiciones de trafico
uniforme y proveer a paises en vias de desarrollo una metodologia para disenar y evaluar

estrategias de control y planeacion de rutas de transporte.

En el presente trabajo se propone una idea novedosa e interesante para modelar el flujo
de trafico que surge de las redes de trasporte basado en el formalismo de las Cadenas
de Markov Discretas y las Redes Complejas (Complex Networks, por su nombre estdandar
en inglés). El modelo fisico matematico propuesto en este trabajo utiliza la Teoria de las

Cadenas de Markov Discretas(TCMD) para estimar las probabilidades futuras de que una
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ruta o carretera en particular tenga una densidad especifica de trafico. En la TCMD el
objeto central de estudio es la matriz de probabilidades de transicion M entre los distintos
estados del sistema, su evolucién, la distribucién de probabilidad estacionaria, constante
de Kemeny, etc., los cuales nos dan mucha informaciéon de interés como se vera en los

proximos capitulos.

Hacemos uso de un modelo estocéstico de asignacién de trafico que necesita como entrada
una matriz origen-destino e informaciéon de los vehiculos como se mencion6 anteriormen-
te, ademas de que las cadenas de Markov se pueden utilizar para informar el disefio de
estrategias de control que son adecuadas para regular la carga en las redes de transporte,
ya que permiten a los usuarios obtener informacion estructural que generalmente es dificil

de obtener usando otras técnicas de modelado.

Este trabajo se ha dividido en cuatro capitulos que son descritos a continuacion:

En el primer capitulo se hace un breve analisis del trafico vehicular en las grandes ciudades,
se mencionan algunas politicas y propuestas para la mejora de éste y se describen algunos
modelos matematicos que han tratado de analizar el trafico vehicular, que se plantean

como un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales.

En el segundo capitulo se introduce una descripcion general del marco matematico de las
cadenas de Markov desde los antecedentes de estas cadenas, definiciones y propiedades las
cuales son de interés analizar, como es la construccion de la matriz de probabilidad de

transicion que es la base para poder llevar a cabo el estudio.

En el tercer capitulo se describe la relacion del modelo de cadenas de Markov aplicado al
trafico vehicular, por una parte se hace una pequena descripcion de la representacién de
las redes a estudiar, transformaciones y finalmente se propone un modelo con el cual se
estudiaran las redes de interés. Después se pone un ejemplo de una red pequena para apli-
car el enfoque tedrico para después desarrollar el modelo propuesto a la red de la ciudad

de México. En el capitulo se muestran algunas figuras que son resultados de experimentos



para poner en evidencia los resultados tedricos.

En el cuarto capitulo se expone y describe el modelo propuesto anteriomente mediante
cadenas de Markov con el cual se puede modelar la red de la ciudad de México, formada
por los 32 principales ejes viales. Mostramos los resultados graficamente y se analizan e

interpretan los resultados obtenidos.

Para cerrar este trabajo se exponen algunas conclusiones y el trabajo a futuro.
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Capitulo 1

Trafico vehicular

1.1 Trafico en las grandes ciudades

Conducir, ademas de caminar, hablar y comer, es la habilidad mas ampliamente ejecutada
en el mundo de hoy y posiblemente la mas desafiante. Esto afirmaba Richard Rothery, uno

de los pioneros dentro de la investigacién en cuestiones de transporte, ya en el ano 1968 [9].

El trafico vehicular es el fenémeno causado por el flujo de vehiculos en una via, calle
o autopista. Hay muchas aproximaciones matematicas que intentan modelar el flujo de
transito vehicular en términos de alguna de sus caracteristicas. Todas ellas responden con
cierto grado de apego a la realidad, midiendo alguna o algunas caracteristicas del flujo
vehicular. La historia del transporte es la historia de la humanidad. Todas y cada una de
las sociedades han tenido la necesidad de trasladar objetos y mercancias. Es asi como la
necesidad de cargar objetos y distribuirlos entre distintos territorios se sittia en el origen
del transporte terrestre pero también del transporte maritimo y del transporte aéreo. La
importancia de la actividad transportista radica en que desplaza productos y personas a lo
largo del espacio de manera temporal o definitiva. Al igual que en la mayoria de los paises,
los transportes en México han sido de gran importancia pues la diversidad de sus suelos y
de sus producciones ha hecho necesario el desplazamiento de productos entre regiones. Con
esto se han satisfecho las necesidades de la poblacién, se han dado intercambios mercan-
tiles y se ha crecido econémicamente. La historia del automovil empieza con los vehiculos
autopropulsados por vapor del siglo XVIII. En 1885 se crea el primer vehiculo automovil
por motor de combustién interna con gasolina. El francés Nicolas-Joseph Cugnot (1725-
1804) construyé un automdévil de vapor que circulé por Paris en 1769 y que perfecciond
en otros dos modelos. En 1784 William Murdoch construyé un modelo de carro a vapor y
en 1801 Richard Trevithick condujo un vehiculo en el Reino Unido. En ambos se desarro-
llaron el freno de mano, las velocidades y el volante. En 1815 Josef Bozek, construyé un
auto con motor propulsado con aceite. El belga Etienne Lenoir hizo funcionar un coche

con motor de combustién interna (1860), propulsado por gas de carbdn, y en 1870, en la



ciudad de Viena, Siegfried Marcus, uno a base de gasolina. Es aceptado que los primeros
autos con gasolina fueron desarrollados por los alemanes Karl Benz en 1885 y que empez6 a

producir en 1888 y en el 1889, Gottlieb Daimler y Wilhelm Maybach disenaron su coche [3].

Hoy en dia nos encontramos con grandes problemas en términos de congestion, seguridad
e impacto ambiental, asi como con la ambicion del ser humano de tener cada vez una
vida mas facil, intentando que las maquinas sean el catalizador para mejorar la calidad
de vida en todos los sentidos. Esto lleva a una superacion tecnolégica cada vez mas inci-
piente y por supuesto esta onda expansiva estd muy presente en todo lo relacionado con el
transporte vehicular. En los ultimos anos, hemos sido testigos de un gran aumento en la
investigacion y el desarrollo en el &mbito de las redes vehiculares. La inversion en la gestion
de actividades integradas para un mejor desarrollo comunitario determina el progreso de
una ciudad. Una de esas actividades es la concerniente al trafico vehicular, que es uno de
los factores mas trascendentales en la calidad de vida de una ciudad moderna. Asi, una
buena planificaciéon vial es de vital importancia para el desarrollo de las mismas. Para
ello, se deben realizar estudios que nos permitan tener un diagnoéstico de la realidad y asi
tomar decisiones que ayuden a minimizar o evitar problemas que se estan presentando o
que pudieran aparecer en el futuro. Sin embargo, realizar un estudio de este tipo cada vez

que se requiera es costoso en términos de tiempo y recursos.

El tréfico vehicular en la Ciudad de México (CDMX) presenta niveles elevados que, sin
duda es necesario disminuir. El alto costo social y econémico que tienen los hechos de tra-
fico vehicular, ha obligado a las autoridades y a la sociedad en su conjunto a implementar
diversas medidas, generalmente aisladas y de éxito limitado. Los hechos de transito es la
parte de la criminalistica que investiga la causa o el origen de los hechos de transito terres-
tre, utilizando una metodologia cientifica aplicada a los mismos, asi mismo se aplican las
leyes de la fisica, principalmente las de Isacc Newton para reconstruccién de un hecho que
se apegue a la verdad historica. Asi mismo en esta area se realiza la valoracion de dafios
que presentan dichas unidades, complementando toda investigacion de un vehiculo como
una huella de reparacién reciente o huella de choque. Los dictamenes que se elaboran en
el area son: causalidad vial: tiene como objetivo reconstruir el hecho de transito y deter-

minar las causas viales. Valoracién de dafnos: tiene como objeto describir los danos en los



vehiculos y determinar el valor de reparaciéon de los mismos. Revision ténica de vehiculos
(huellas de choque), determinacién, ubicacién y caracteristicas de indicios criminalisticos
que presenten los vehiculos, entre otros: revision de reparacién de reciente, detectar si pre-
senta huellas de haber participado en algin atropello, intensidad de sus danos, asi como

trayectoria de las mismas.

La elaboracién de modelos matematicos que ayuden a predecir y simular el trafico y de-
terminar posibles alternativas de soluciéon a los problemas que se presentan en el flujo
vehicular en una ciudad resulta de gran utilidad para ayudarnos en la toma de decisio-
nes pertinentes, ya que al momento de estar dentro de un congestionamiento vial, no
percibimos los costos reales que provoca estar ahi, como lo es el tiempo, el estrés y la
contaminacién que se causa en ese momento, y mientras la sociedad no realce estos costos,
la poblacion vehicular seguird sin darse cuenta de la realidad de la problematica. Este
trabajo propone un modelo matematico que permita realizar predicciones a corto plazo de
los flujos de tréafico en distintas secciones relevantes de una ciudad y, en consecuencia, pre-
decir cuestiones como la saturacion de trafico en las mismas, determinando asi las posibles
soluciones a la congestion vial que se pueda presentar en un momento dado. Ilustramos el

modelo con datos pertenecientes a la ciudad de México.

En la dltima década, numerosos esfuerzos han tratado de mitigar los problemas derivados
del trafico y algunas de las soluciones encontradas son las tultimas novedades tecnolégicas
en computaciéon movil, comunicaciones inalambricas, y la teledeteccion estan impulsando
los Sistemas de Transporte Inteligentes(ITS) a que den un paso més alld. Los vehiculos se
consideran como sistemas altamente sofisticados ya que constan de varias computadoras
y sensores a bordo, cada uno dedicado a una parte de la operacién del automévil. Por
otra parte los autos inteligentes estan evolucionando y ahora tenemos algunos modelos
de autos que realmente hacen todo, solo tienes que entrar al auto, sentarte y disfrutar
del viaje hasta tu destino final [25]. Algunas de las caracteristicas mas populares hasta
ahora son: los vehiculos inteligentes saben como evitar los atascos, saben dénde estacionar-

se, abren la puerta a los pasajeros, eligen la velocidad éptima , conducen con seguridad, etc.



1.2 Modelos matematicos

La movilidad urbana y el congestionamiento vehicular de las principales ciudades de Méxi-
co se han vuelto uno de los principales problemas para la ciudadania. La pérdida de tiempo
en movilidad urbana no es inicamente un tema que refleja la calidad de vida del ciudadano
mexicano, sino también un tema econémico. El estudio del Instituto de Transporte y Desa-
rrollo de Politica Publica en México (ITDP) estima que el pais pierde alrededor de 200 mil

millones de pesos cada afio en costos relacionados con el congestionamiento del tréafico [24].

El impacto que tiene la gran cantidad de carga vehicular se encuentra también en la emi-
sion de gases contaminantes. El impacto real que tienen los autos nuevos y los viejos en la
emision de gases al medio ambiente, es un tema prioritario, pues la Ciudad de México se
ha convertido en la segunda ciudad con el peor trafico del mundo. Los primeros intentos de
modelar el flujo vehicular utilizando datos reales, ajustes empiricos fueron desarrollados a

lo largo de casi una década.

En este trabajo se aborda el problema del trafico vehicular mediante un modelo basado
en Cadenas de Markov Discretas y Redes complejas. Aunque existen otros modelos que se
han usado para analizar el trafico vehicular, que se plantean como un conjunto de ecua-
ciones diferenciales parciales en su forma conservativa y se resuelven numéricamente. En
las primeras teorias de flujo vehicular se buscaban relaciones independientes del tiempo,
entre las variables fundamentales. Se reconocié rapidamente la importancia de la relacién
flujo-densidad (relacién fundamental) y todas la teorias se contrastaron con el tipo de
prediccién de la relacion fundamental. Los primeros estudios sobre el flujo vehicular se re-
montan al afio de 1935. Bruce D. Greenshields, ingeniero civil, fue de las primeras personas
en recopilar datos para medir el flujo vehicular (Q) [Veh/Hr]). Debido al estudio que reali-
z6 en una autopista, descubrié que a cierta cantidad de autos por kilémetro,que se define
como densidad vehicular promedio (p[Veh/Km]), la velocidad promedio (V [K'm/Hr))
empieza a disminuir formandose una congestién vehicular. La cantidad de autos minima
para desencadenar un congestionamiento vehicular se le llama punto critico y se le deno-
mina como la capacidad de trabajo de la autopista. De los datos que obtuvo, Greenshields

formulé la velocidad promedio de los automéviles en funcion de la densidad promedio



‘/e (p) = Vmaa: (1 - p/pmaa:) ’

en donde P es la densidad maxima que es aproximadamente de 140[Veh/Km| y
Vinaz [Km/Hr| estd delimitado por el limite de velocidad de cada autopista. Por otro

lado, fisicamente el flujo se expresa como () = pV y entonces,

(1) Qp (p) = Vma:}cp (1 - p/pmax)

Esta relaciéon, flujo-densidad, se le conoce como relacién fundamental de Greenshields. En

este primer modelo heuristico se observa que el flujo es cero siempre y cuando la densidad

seap=00p = prazs-

El trabajo de Greenshields ha influido en ingenieros de trafico e investigadores en todo el
mundo [14]. Estas relaciones han sido las mds utilizadas en modelos de flujo vehicular.
El modelo da una vision basica de las interacciones entre flujo, velocidad y densidad, sin
agregar la complejidad de relaciones no lineales entre densidad y velocidad. Sin embargo,
otros estudios muestran que estas relaciones tienden a no ser lineales. Dado que no siem-
pre existe una buena correlacion lineal entre la velocidad y la densidad [3], otros modelos

logran un mejor ajuste mediante relaciones no lineales.
Modelo de Lighthill-Whitham

El modelo macroscoépico mas popular, a pesar de ser el mas viejo, fue propuesto por
Lighthill y Whitham (1955). Su modelo esta basado en un escenario donde la cantidad de

autos en un circuito homogéneo se conserva. Dada la ecuacién de continuidad:

dp  0Q
2 —+—=0

@) ot i Ox

Lighthill y Whitham cierran el sistema proponiendo la relacién fundamental de Greens-

hields, que atun se sigue utilizando para investigaciones analiticas.



Modelo de Payne

El modelo introducido por Payne (1971) complementa la ecuacién de conservacién por
medio de una dindmica de velocidades basada en un modelo de “car following (seguimiento

de coche)” propuesto por Newell G.F. (1961).

3) %wa;zzit(ve(p) D(p) o )

en el cual el término difusivo es dependiente de la densidad.

(@) D) = VD)

Velp) = V)
At

la velocidad de los conductores gobernado por la relaciéon fundamental lo que provoca un

Este modelo introduce un término de relajaciéon que describe un ajuste en

aumento o disminucién en su velocidad promedio dependiendo de la densidad local. Tam-

bién se introduce un término de adveccion %que describe la propagaciéon del perfil de
velocidad con respecto al gradiente de la velocidad de los autos. Este modelo a pesar de
poder describir varios de los patrones del congestionamiento vehicular desafortunadamente

es inestable para un cierto rango de densidades .

Modelo de Prigogine y Phillips

Como alternativa al modelo de Payne, Phillips (1979) propone el suyo, derivado del modelo

de trafico vehicular de Prigogine, el cual se compone por la ecuacion de continuidad y la

siguiente ecuacion que describe la dindmica de la velocidad para los autos.
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donde 7 (p) es un término de relajacion y P (z,t) = p(x,t) 6 (z,t) es un término andlogo
a la presion en la teoria cinética de los gases donde 0 (z,t) es la varianza de la velocidad

de los autos en movimiento.

Este modelo es capaz de modelar algunos patrones del congestionamiento vehicular como
son los cimulos de densidad que se detienen y avanzan de forma intermitente. Sin em-
bargo no es numéricamente robusto y presenta inestabilidades como el modelo de Payne,
ademas, en regiones de alta densidad, la presién del trafico que disminuye con respecto a

p provocando que los vehiculos aceleren hacia regiones congestionadas lo cual no es realista.

La importancia de la relaciéon fundamental es evidente y en la actualidad, con instrumen-
tos de mayor precision para obtener datos del flujo vehicular en autopistas, se han hecho

mediciones a mucha mayor escala.

La ventaja de utilizar modelos de segundo orden es que éstos no presentan soluciones del
tipo de onda de choque debido a que se introduce un término difusivo, ademaés de ser capa-
ces de modelar situaciones de embotellamientos en el flujo vehicular como otros patrones
que existen en el trafico congestionado. De las diferentes maneras de abordar problemas
de este tipo, la modelacion por medio del uso de ecuaciones diferenciales parciales resulta
una herramienta 1til por su capacidad de describir cualitativamente fenémenos junto con
la facilidad para ajustar términos necesarios en las ecuaciones y mejorar el desempefio de

un modelo.

En nuestro caso, el trafico en una red urbana es una dindmica altamente complicada,
ya que es un sistema que solamente se puede modelar con precision mediante el uso de

modelos igualmente complicados. Creemos que hemos encontrado una manera de utilizar



un modelo de cadena de Markov muy simple, que nos permite calcular y analizar propie-
dades ocultas importantes de dicha red con alta precision y muy alta velocidad. Esto se
describi6é por primera vez en (Crisostomi et al., 2011) y se discutié que un marco Mar-
koviano es particularmente atractivo, ya que hace que la informacién importante sobre la
red de carreteras sea disponible de forma conveniente para el disenador de la red de ca-
rreteras (congestion, promedio tiempos de viaje, carreteras con mayor ocupacion en la red
de carreteras) y partiendo de la teoria de la cadena de Markov se analizan algunas redes.
El modelo de cadena de Markov a diferencia de otros modelos, puede describir sistemas
que sean muy complejos. Puede ser usado para experimentar con sistemas que todavia no
existan, o para experimentar con sistemas existentes sin que éstos se alteren (esto también
los pueden hacer los métodos analiticos siempre y cuando el sistema no sea muy comple-
jo). Sin embargo, cada cambio en las variables de entrada requiere una solucién separada
o conjunto de ejecuciones, los modelos de simulacion complejos pueden requerir mucho
tiempo para construirlos y ejecutarlos, puede resultar dificultoso establecer la validez del

modelo (es decir, la correspondencia con el sistema real).

1.3 Politicas de mejora del trafico

La Ciudad de México (CDMX) es una de las urbes mas congestionadas del planeta y tiene
el peor trafico del mundo, de acuerdo con el Indice Tom Tom Traffic 2017 [10]. De acuerdo
con este indice, las personas que circulan en CDMX pasan el 66 % de tiempo extra mds por
cada viaje, lo que significé un aumento de 7% con respecto del ano pasado. “Las personas
pasan un total de 227 horas al ano atorados en una gran urbe como es la CDMX, la cual

tiene el peor trafico en todo el mundo”, dice el Indice.

En México los automéviles son la principal fuente de contaminacién que contribuye a la
formacion de ozono, asociado con graves enfermedades cardiopulmonares, por lo que el go-
bierno no puede seguir retrasando la actualizacion de las normas que regulan las emisiones
a escala nacional [27]. Asi lo senalaron representantes del Centro Mexicano de Derecho
Ambiental AC (Cemda), del CTS EMBARQ México, que es una ONG que cataliza y apoya
la implementacion de proyectos y politicas piblicas en materia de movilidad, transpor-
te publico, desarrollo urbano, cambio climatico y calidad del aire, asi como del Instituto

Internacional de Transporte Limpio (ICCT, por su sigla en inglés), quienes destacaron
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que México tiene actualmente estandares para controlar las emisiones de contaminantes
que son precursores de ozono. Anadié que el sector transporte es uno de los principales
emisores de contaminantes a escala nacional en México, siendo responsable de 90.03 % de
las emisiones de monodxido de carbono (CO) y de 45.67 % de 6xidos de nitrégeno (NOx),
en todo el pais [24]. Dentro del sector transporte los vehiculos de pasajeros denominados
ligeros emiten 74.41 % de CO, 52.55 % de NOx, 73.55 % de Compuestos Organicos Volati-
les (COV) y 94.50 % de amoniaco (NH3). Estos contaminantes contribuyen a la formacién

de ozono en la atmosfera.

Siete millones de autos saturan las calles cada dia, la tendencia aumenta: en siete anos
mas, podrian ser cerca de 15 millones de autos congestionando la ciudad, y hay poca
imaginacion para resolver el problema del trafico en la CDMX. Lo que se ha hecho, ha
sido construir autopistas urbanas. Todos estos esfuerzos no han contenido el trafico que
aumenta, sin remedio, cada ano. En las ultimas décadas, se han planteado otras soluciones

para la congestion actual.

Algunas de las politicas que estan por aplicarse en la CDMX para mejorar el trafico vehi-

cular son:

= Modificar los horarios de trabajo.
= Construccion de un teleférico
» Uso y ampliacion del Metro, diecisiete lineas de Metro y 10 de tren ligero.

= Aprovechar mejor cada auto, que es el caso de los conductores solitarios. La mayor
parte de los autos que circulan por las calles son ocupados por una sola persona.
En la Ciudad de México, la ocupacién promedio es de 1.2 personas por vehiculo,
esto puede cambiar si se generan carriles de alta ocupacion, donde se dé prioridad

a autos con mas de dos pasajeros.

= Tecnologia para controlar el trafico en la CDMX, los seméforos de otras ciudades
estan interconectados entre si y son operados a distancia, con camaras. Hacer esto
para aliviar el trafico en la CDMX no es imposible: actualmente esto ya es una

realidad en 860 cruces de 3070, algo que tendria que extenderse a toda la zona
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metropolitana. Asi podriamos dejar de enviar policias a los cruceros congestiona-
dos para jugar con el tiempo de los que transitan en dichos puntos, ya que las
intersecciones conflictivas en los puntos de cruce, que se acentiian en las horas de
maxima demanda como son las de las primeras horas de la manana donde coinciden
trabajadores, amas de casa y estudiantes, y atin y cuando las vialidades primarias
de la ciudad presentan un esquema adecuado de sentidos de transito, en los cruces
se alteran los movimientos direccionales. Este comportamiento estd asociado con
la programacién deficiente de los seméaforos de manera especial con las vueltas a la
izquierda.

Integrar el transporte publico, metro, tren suburbano, metrobiis, mexibis y trole-

bus. Deberian actuar como un sistema integrado, no como medios en competencia.

Impulsar el uso de la bicicleta puede evitar que la gente se suba al auto para re-
correr distancias inferiores a los cinco kilémetros podria aminorar el trafico en la

CDMX. El problema es que no hay infraestructura suficiente.
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Capitulo 2

Cadenas de Markov Discretas

2.1 Antecedentes

“El volumen de trafico vehicular en los ultimos anos ha superado de manera desbordante
las capacidades de las carreteras en las distintas naciones, es por esto que debe entenderse
la dinamica del flujo de trafico y obtener una descripcién matematica del proceso, esto se
ha convertido cada vez mas en una necesidad de primer orden”, estas palabras correspon-
den a un articulo clasico publicado en 1959 por Greenberg. Proponemos emplear Cadenas
de Markov Discretas para modelar la congestiéon de una manera analoga a como Goo-
gle emplea estas herramientas para modelar la congestion en Internet (Langville y Meyer
2006). Las CMD ofrecen ventajas considerables y se pueden construir ficilmente a partir
de datos reales. Antes de abordar el tema de las Cadenas de Markov Discretas (CMD),
debemos tener en cuenta que existen modelos de probabilidad para procesos que evolucio-
nan en el tiempo, tales procesos se llaman procesos estocasticos. Un proceso o sucesiéon de
eventos que se desarrolla en el tiempo en el cual el resultado en cualquier etapa contiene
algin elemento que depende del azar se denomina proceso aleatorio o proceso estocastico.
Por ejemplo, la sucesiéon podria consistir en los precios de las acciones que cotizan en la

bolsa en donde otra vez interviene cierto grado de aleatoriedad.

El ejemplo méas simple de un proceso estocastico ocurre cuando el resultado en cada etapa
solo depende del resultado de la etapa anterior y no de los resultados previos, matematica-
mente esto se expresa como P (X, 1 = z,41|X, = x,). Tal proceso se denomina proceso
de Markov o cadena de Markov discreto. Estas cadenas reciben su nombre del matematico
ruso Andrei Andrey Markov (1856-1922). Su intencién era crear un modelo probabilistico
para analizar la frecuencia con la que aparecen las vocales en poemas y textos litera-

rios [2] [16].

El éxito del modelo propuesto por Markov radica en que es lo suficientemente complejo

como para describir ciertas caracteristicas no triviales de algunos sistemas, pero al mismo



tiempo es lo suficientemente sencillo para ser analizado matematicamente.

Las cadenas de Markov pueden aplicarse a una amplia gama de fenémenos cientificos y
sociales, y se cuenta con una teoria matemaéatica extensa al respecto. Ademas, las cadenas
de Markov se pueden utilizar para informar el diseno de estrategias de control que son
adecuadas para regular el trafico en las redes de transporte. En este capitulo se presenta

una introducciéon a algunos aspectos basicos de este modelo.

2.2 Propiedad de Markov

Considérense procesos estocasticos a tiempo discreto, en particular cadenas de Markov
discretas como una sucesion de observaciones X, Xs, ..., Xy, en donde X representa una
variable aleatoria que define el estado del proceso en el instante de tiempo j. Si la distri-
bucién de probabilidad condicional de X, ;1 en estados pasados es una funcién de X,, por

si sola, entonces se cumple que:

<6> P (Xn+1 = $n+1|Xn =Tn, Xpn1 = Tp_1,...,Xo = 29, X1 = I1)

=P (Xn+1 = anrl’Xn = xn)

Donde z; es el estado del proceso en el instante i, cuando un sistema estocastico satisface

esta condicién se dice que cumple la propiedad de Markov.

Esta identidad es la denominada propiedad de Markov: El estado en ¢t 4+ 1 so6lo depende

del estado en t y no de la evolucién anterior del sistema [21].

2.3 Definicion

A continuacién definimos una cadena de Markov discreta (CMD) como un proceso esto-
castico a tiempo discreto, el cual estd definido por un conjunto de estados X los cuales
tienen una probabilidad de transicién p;; de pasar del estado z; al estado x;, que cumple
la propiedad de Markov en el que si el estado actual X, y el espacio de estados discretos

previos X1, ..., X;,_1 son conocidos, la probabilidad del estado futuro X, no depende de
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los estados anteriores X7, ..., X,,_1, sino solamente depende del estado actual X,,.

Es decir, para n = 1,2, ... y para cualquier sucesion de estados x1, ..., z,1+1, tenemos que:

(7) P(Xn-‘rl :l'n+1|X1 :x17X2 :x27"'7Xn ::En)

=P (Xn+1 = xn+1|Xn = xn)

Sin pérdida de generalidad tomaremos como espacio de estados de una cadena de Markov
al conjunto discreto X; = {0,1,2,..., }, o cualquier subconjunto finito que conste de los
primeros elementos de este conjunto como se muestra en la Figura (1). Cuando el espacio

de estados de una cadena de Markov es un conjunto finito se dice que la cadena es finita.

¢
\( : >

\/’\\
& 8
S " . |
\‘ VJ

F1GURA 1. Cadena de Markov con espacio de estados {1,2,3,4}.

Una cadena de Markov es llamada homogénea si la propabilidad de ir del estado i al estado

J en un paso depende del paso anterior, es decir:

P(X,=7j|X,1=1)=P(X1=j|Xo=1)

Para todo n y para cualquier i, j. Si para alguna pareja de estados y para determinado
tiempo n, la probabilidad antes mencionada no se cumple se puede decir que la cadena de

Markov no es homogénea [23].

Probabilidadades de transicién

Sean ¢ y j dos estados de una cadena. A la probabilidad condicional:

(8) P (Xpt1 = j|Xn = 1)
13



se le denota por p;; (n,n + 1), y representa la probabilidad de transicién del estado ¢ en
el tiempo n, al estado j en el tiempo n + 1. Estas probabilidades se conocen como las
probabilidades de transicién en un paso. Cuando los nimeros p;; (n,n + 1) no dependen
de n se dice que la cadena es estacionaria u homogénea en el tiempo. Por simplicidad se
asume tal situacion de modo que en adelante las probabilidades de transicién en un paso
se escribirdn como p;; . Variando los indices ¢ y j, sobre el conjunto de estados {0, 1,2, ...},

se obtiene la matriz de probabilidades de transicién en un paso [19].

2.4 Matriz de probabilidad de transicion

Una matriz estocdstica, es una matriz cuadrada cuyos elementos son no negativos y tal

que la suma de los elementos de cada fila es igual a 1 .

La matriz de transicién P = {p;; } de cualquier Cadena de Markov finita con probabilidades
de transicién estacionarias resulta ser una matriz estocéstica. La entrada (i,7) de esta
matriz es la probabilidad de transicién p;;, es decir, la probabilidad de pasar del estado
¢ al estado j en una unidad de tiempo. En general, al escribir estas matrices omitiremos
escribir la identificacién de los estados en los renglones y columnas como aparece en la
matriz, tal identificacion sera evidente a partir de conocer el espacio de estados del proceso.

El indice 7 se refiere al renglén de la matriz, y el indice j a la columna.

Poo Po1 DPo2
P— Pio P11 P12
P20 P21 D22

La matriz de probabilidades de transiciéon P = p;; cumple las siguientes dos propiedades.
1. pij > 0.
2.3 piy =1

En general toda matriz cuadrada que cumpla estas dos propiedades se dice que es una

matriz estocéstica [4]. Debido a la propiedad de Markov, esta matriz captura la esencia

del proceso y determina el comportamiento de la cadena en cualquier tiempo futuro.
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Probabilidades de transicién en n pasos

La probabilidad P (X,,+,, = j|X,, = i) corresponde a la probabilidad de pasar del estado
¢ al tiempo m, al estado j al tiempo n + m. Dado que hemos supuesto la condicion de
homogeneidad en el tiempo, esta probabilidad no depende realmente de m, por lo tanto
coincide con P (X, = j|Xo =1), y se le denota por p;; (n). A esta probabilidad también
se le denota por pj;, en donde el numero de pasos n se escribe entre paréntesis para
distinguirlo de algin posible exponente, y se le llama probabilidad de transicién en n
pasos. Usaremos ambas notaciones a conveniencia. Haciendo variar ¢ y j se obtiene la

matriz de probabilidades de transicién en n pasos que denotaremos por P (n) o P™:

Poo (n) Po1 (n)
P= P1o (n) J4i! (n)

Cuando el nimero de pasos n es uno, simplemente se omite su escritura en estas probabi-

lidades de transicion, a menos que se quiera hacer énfasis en ello.

Vector de probabilidades estacionaria
Una distribucién de probabilidad m; = {m, 7, ...,7x} es estacionaria o invariante para
una Cadena de Markov con matriz de probabilidades de transicién P = {p;;} si cumple

que:

(9) Ty = Zﬂ'ipij con T >0 ] = 1, .k \V/j

(10) zk:ﬂj =1.

La distribucién de probabilidad 7 es estacionaria si © = 7}1”, como se mencion6 ante-
riormente. Esta identidad tiene como consecuencia de que para cualquier nimero natural
n se cumple que 7= ?P“, es decir, 7 es también una distribucién estacionaria para la
matriz P". Esto tiene como consecuencia que si la variable aleatoria inicial X tiene esa

distribucién ?, entonces la distribucién de X, también es 7, es decir, esta distribucion no
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cambia con el paso del tiempo y por ello es nombrada estacionaria o invariante. Aunque

el vector de ceros cumple la condicion 7T = TP, este no corresponde a una distribucion

de probabilidad.

Entonces para encontrar una posible distribucién estacionaria de una cadena de Markov
con matriz de transiciéon P, basta con resolver el sistema de ecuaciones T = ?IP’, sujeto
a la condicion anterior que >>; m; = 1, y aunque existen otros métodos para encontrar la

distribucion estacionaria, este se ajusta a la condiciéon antes mencionada.

Teorema de Perron-Frobenius

* El radio espectral de P es 1.

* 1 también pertenece al espectro de P, y se llama raiz de Perron.

* La raiz de Perron tiene una multiplicidad algebraica de 1.

* El vector propio izquierdo de Perron 7 es el tinico vector definido por 77P = #7, tal que
7 >0, |7|i = 1. Excepto los multiplos positivos de 7, no hay otros vectores propios

izquierdos no negativos para P.

2.5 Cadenas de Markov ergddicas

Sea X una Cadena de Markov finita, diremos que X es ergddica si es irreducible, recurrente
(un estado es recurrente si con probabilidad uno la cadena es capaz de regresar eventual-
mente a ese estado, y cuando ello ocurre en algiin momento finito, por la propiedad de
Markov, se puede regresar a él una y otra vez con probabilidad uno) y aperddica, es decir
una cadena de Markov es llamada cadena ergddica si es posible moverse de un estado a
otro cualquiera, no necesariamente en un movimiento, sino en un nimero finito de pasos.
En otras palabras, para cualquier estado n, es posible ir de cualquier estado a cualquier

otro en exactamente n pasos.

También es llamada cadena de Markov reqular, si existe alguna potencia positiva de la

matriz de transicion cuyas entradas sean estrictamente mayores que cero.

Cuando el espacio de estados es finito, si P denota la matriz de transicion de la cadena se

tiene que:
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lim P" =W

T—00
Donde W es una matriz con todos sus renglones iguales a un mismo vector de probabilidad
?, que resulta ser el vector de probabilidad invariante de la cadena. En el caso de cadenas

regulares, este vector invariante es tnico.

Las cadenas de Markov regulares son cadenas finitas que cumplen la propiedad de que a
partir de un cierto momento, con probabilidad positiva se puede pasar de un estado a otro

cualquiera en un paso, para este tipo de cadenas siempre existe la distribucion limite.

2.6 Matriz fundamental

La matrix fundamental para cadenas ergodicas desempena un papel muy importante, pues
puede usarse para detectar una serie de cantidades interesantes que involucran cadenas
ergbdicas, como los tiempos promedios de primer visita [17]. Usando esta matriz, daremos
un método para calcular los tiempos promedios de primeras visitas para las cadenas er-
gbdicas, que es una de las herramientas principales que se utilizaran en este trabajo para

alcanzar los objetivos planteados.

Sea PP la matriz de transicién de una cadena ergddica, y sea W la matriz cuyas filas son el

vector de probabilidad estacionario para P. Entonces se puede ver que la matriz

(11) I-P+W

tiene un inverso.

Llamaremos matriz fundamental a la inversa de la matriz I — P + W, esto para la cadena

ergbdica y usaremos Z para denotar esta matriz fundamental [1]. Es decir

(12) Z=(1I-P+W) 1

si ¢ es un vector columna con todas sus entradas iguales a uno, entonces se cumple que
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Z(I-P)=I1-W.

La matriz fundamental es importante en el estudio del tiempo promedio en el que una
cadena de Markov visita a un estado en particular o un conjunto de estados por primera
vez. A continuacion definiremos este tiempo promedio y después una férmula ttil que lo

relaciona con las probabilidades de transicion.

2.7 Tiempo promedio de la primer visita (MFPT)

En ocasiones interesa estudiar el primer momento en el que una cadena de Markov visita
un estado particular o un conjunto de estados. La matriz de tiempo promedio de primer
visita, en inglés (MFPT) denotada como M;;, es el nimero promedio de pasos para llegar
al estado s; partiendo de s; por primera vez. Si denotamos como Z;; a los elementos de la
matriz fundamental y el vector de probabilidad estacionaria 7; de una cadena de Markov
ergddica, entonces los tiempos promedios de primer paso se pueden calcular facilmente de

acuerdo con la siguiente expresion:

Zii— i
(13) My==1—2 %

y apartir de esto

Z(I—-P)M=2C—ZD
Z(I-P)M=C-2D
M—-WM=C-2D

M=C-ZD+WM
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donde se pretende que la matriz de primeros tiempos de paso My; =0 con i =1,...,n [1].

2.8 Constante de Kemeny

Recordemos que una Cadena de Markov representa un proceso estocdstico mediante el
cual la transiciéon de un estado a otro depende solo del estado actual en que se encuentre
el proceso, las probabilidades de una cadena de Markov se describe utilizando una matriz
de transicién, que es una matriz estocastica y no negativa. Las Cadenas de Markov se
utilizan para modelar una gran cantidad de fenémenos y han sido ampliamente estudiados

en la literatura estadistica.

Sea X una matriz estocastica irreducible de orden n, y sea . Fije un indice ¢ entre 1 y

n, la constante de Kemeny para X esta dada por:

(14) K =73 Mym,
7j=1

donde para cada 7,j = 1, ...,n, m;; denota el tiempo promedio de la primer visita del esta-
do i al estado j (aqui tomamos por convencién que m;; = 0 ). Resulta que, notablemente,

K es independiente de la eleccion de i.

La constante de Kemeny proporciona una cantidad interesante para las cadenas finitas de
Markov ergddicas, que es independiente del estado inicial de la cadena de Markov como

se puede ver en [15].

Por lo tanto, la constante de Kemeny es una medida intrinseca de una cadena de Markov,
y si la matriz de transicién P tiene valores propios A\; = 1,9, A3, ..., \,, entonces otra

forma de calcular la constante de Kemeny es:

"o
(15) K =
21,
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La ecuacién (15) enfatiza el hecho de que K solo esta relacionado con la matriz particular
P y que aumenta si uno o més valores propios de IP son reales y cercanos a 1 [12]. También

se puede ver que K esta relacionado con los nodos de la matriz P .

Y de (15) se deduce que

n—1
16 K| < ~
(16) K| <

dénde A denota un valor propio de P més cercano a 1 [11].

El modelo de Cadenas de Markov se basa principalmente en la matriz de transicion, a par-
tir de IP se capturan propiedades relevantes que son de nuestro interés y que mas adelante
seran de gran utilidad. Como veremos en los préximos capitulos, nuestros ejemplos parecen
dar confianza a nuestra intuicién, sin embargo queda mucho trabajo teérico por hacer, y

claramente nuestros modelos solo tienen justificacion para grandes agregados de vehiculos.

Es importante tener en cuenta que las mismas ideas pueden aplicarse no solo al modelado
de congestion de una red pequenia, sino también para modelar la congestién de una red
méas grande [18]. Esto abre la posibilidad de usar técnicas de mapeo para apoyar el des-
pliegue de vehiculos hibridos eléctricos y enchufables, y en el control de la contaminacion.
Dado que las cadenas de Markov son notablemente capaces de modelar redes complejas,
dindmicas y de gran escala, aprovechamos su teoria y proponemos un modelo matematico
basado en la asignacién de trafico de Cadena de Markov Discreta (MCD) para optimizar
el trafico y aliviar la congestion mediante estudios de su distribucién. El enfoque ofrece
un sistema de diseno, que puede analizar una red compleja existente y sugerir soluciones
teniendo en cuenta las interdependencias de toda la red. El enfoque se aplica al entorno

de una ciudad y se informan los resultados experimentales.
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Capitulo 3

Trafico Vehicular y Cadenas de Markov

3.1 Red de carreteras modelado con cadenas de Markov

Para este trabajo utilizaremos principalmente el modelo de Cadenas de Markov Discretas
que se mostré en el capitulo anterior. A continuacién se explicara detalladamente el mo-

delado de una red de carreteras a través de CMD.

El estudio de fenémenos a través de modelos matematicos puede ser abordado de diferen-
tes formas resaltando propiedades o caracteristicas del sistema de interés. En particular
el estudio del flujo vehicular puede abordarse desde un enfoque macroscépico basado en

procesos estocésticos como ya hemos visto.

El uso de las cadenas de Markov en el modelado de sistemas de transporte es amplio y
numeroso, sin embargo, su aplicacion a la evaluacion y andlisis de trafico y problemas de
disefio de la red vial esta comenzando a llamar la atenciéon debido a su aplicacién para
modelar redes complejas, dindmicas y de gran escala. Esta linea de investigacion se puede
remontar a estudios anteriores, por ejemplo, (Akamatsu et al., 1996; Bell et al., 2002; Ku-
rauchi et al., 2003) [13] [22], sin embargo, fue novedosa y de aplicacién limitada hasta que

los investigadores comenzaron a tomar inspiraciones de Google Algoritmo de PageRank.

Crisostomi et al. (2011) propuso un nuevo paradigma para el modelado de redes viales
mediante el uso de herramientas de analisis basado en Cadenas de Markov para el mo-
delado del trafico urbano. Utilizando la informacion de la red, como la topologia de red,
velocidades promedio de los vehiculos y datos recopilados sobre la direccion tomada por
los vehiculos en las intersecciones de las carreteras, construyeron un modelo de trafico ma-
croscopico de tipo CMD que representaba patrones de movilidad vehicular a gran escala

en un entorno urbano [5].



La conexion entre una red de carreteras y una cadena de Markov es directa si un mapa
de la ciudad se interpreta como un grafo dirigido, donde los nodos corresponden a lugares
y los enlaces a las carreteras de conexion. En la literatura relacionada con redes urbanas,
esta representacion a veces se denomina red primaria en contraste con la representacion
dual donde el papel de las carreteras y lugares se invierte como se mencioné anteriormente.
El uso de la Teoria de Grafos para analizar las redes urbanas fue propuesto en el trabajo
pionero de Hillier y Hanson (1984) en la década de 1980, y desarrollado mas tarde en

trabajos posteriores.

Es asi como relacionamos la representacion dual a una matriz de transicion P, la cual
esta compuesta por entradas p;; que representan las transiciones de origen - destino de
la red de carreteras, y con esto analizar propiedades ocultas de estas redes, y aunque los
diferentes enfoques para estudiar el trafico vehicular explotan herramientas matematicas
bien establecidas tomadas de la teoria de grafos, nuestro punto de partida es un simple

mapa urbano.

Como se mencion6 anteriormente, el objetivo de este trabajo es proponer un modelo ba-
sado en datos con una base solida matematica de la teoria de las Cadenas de Markov
Discretas, que también tenga en cuenta todos los parametros cuantitativos anteriores, que

claramente afectan los flujos de trafico.

3.2 Red primaria

A continuacién describiremos cémo pasar de una red de carreteras que se extrae de un
mapa cartografico o geografico a una cadena de Markov, y como las cadenas de Markov
se utilizan con frecuencia para describir redes, también es habitual utilizar la Teoria de

Grafos para describir las mismas redes.

Dentro de la teoria de la cadena de Markov, hay una estrecha relacion entre la matriz de
transicion Py un grafo correspondiente [12]. Un grafo G esta representado por un conjunto
de nodos que estan conectados a través de enlaces como se muestra en la Figura (2). En
donde los nodos representan los lugares y los enlaces las carreteras. Esta representacion

es nombrada red primaria o mapa primario. Por lo tanto, el grafo asociado con la matriz
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de probabilidades de transicion P es un grafico dirigido, cuyos nodos estan representados
por los estados x;,7 = 1,...,n y hay un enlace que conecta a x; con z;, esto sucede si p;;

es diferente de 0.

Ficura 2. Grafo dirigido etiquetado con 2 nodos y 1 enlace.

Las redes de carreteras también se pueden representar como grafos dirigidos con nodos
que representan caminos y aristas que representan transiciones permitidas (giros) entre
rutas como se va a mostrar mas adelante. Las cadenas de Markov se pueden utilizar para
informar el disenio de estrategias de control que son adecuadas para regular la carga en las
redes de transporte, el diseno de estrategias de equilibrio de carga que utilizan la infraes-

tructura para dar forma a las probabilidades de transicion.

3.3 Red dual

Con la terminologia descrita en la red primaria, una red de carreteras puede describirse
eficientemente como un grafo de red dirigida y modelarse utilizando una cadena de Markov
para analizar su rendimiento y para obtener informacion acerca de la red en general. Para
obtener informacion de las carreteras criticas y con mayor ocupacion, un primer paso muy
importante es transformar el mapa primario de la red de carreteras en un mapa dual, don-
de ahora los nodos del grafico estan representados por carreteras y los enlaces por lugares.
Los nodos de la red dual se han llamado XY con el significado de que XY es la carretera

que conecta los lugares X e Y, donde X e Y eran nodos en la red primaria.
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3.4 Ejemplo de red vehicular

Utilizaremos a continuacién un ejemplo para ilustrar el uso de las Cadenas de Markov Dis-
cretas para el disefio de redes de carreteras y andlisis de trafico. Consideremos la siguiente

matriz de transicién P que corresponde a una red primaria:

0 05 05 0 O 0 0
05 0 05 0 O 0 0
045 045 0 01 O 0 0
P=10 0 05 0 05 0 0
0 0 0 01 0 045 045
0 0 0 0 05 0 05
0 0 0 0 05 05 O

El grafico asociado a la matriz de transicién se muestra en la Figura (2), donde los nodos
se enumeran de A a G. En este caso p;; # 0 < pj;; # 0y todos los links son bidireccionales

como en la matriz.

.*—*/.*—*.*—*.*—*/.
@

FicuraA 3. Ejemplo del grafico asociado a una matriz de transicion. Este
grafico tiene N nodos con M enlaces, cada nodo n; representa un lugar y
cada enlace m; respresenta una carretera.

Un grafo esta fuertemente conectado si para cada par de nodos hay una secuencia de en-
laces dirigidos que van del primer nodo al segundo. La matriz IP es irreducible si y solo si
su grafica dirigida esta fuertemente conectada. Algunas propiedades de matrices de tran-
sicion irreducibles se describen brevemente, y la mayoria de ellas se derivan del conocido

teorema de Perron-Frobenius [5].
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En términos matriciales, un vector 7 es una distribucion de probabilidad estacionaria si
cumple que 7P = 7. Se puede interpretar como la fracciéon de tiempo a largo plazo que
los automéviles pasan a lo largo de una carretera en particular, es decir, la probabilidad

de ocupacion de cada una de las carreteras dentro de la red.

Realizando los calculos para la matriz de transiciéon anterior y de acuerdo a la ecuacion

(9) tenemos que la distribucion estacionaria es:

m; = |0.1551 0.1551 0.1724 0.03448 0.1724 0.1551 0.1551

Ahora es simple calcular la matriz de tiempos promedios de primer visita (MFPT) de la
matriz de transicién P, de acuerdo con la ecuacion (11) del capitulo anterior en donde

7. _ 7.
M;; = =22—=2 con ; #; y para esto es necesario conocer el vector de probabilidades

Tj
estacionaria 7; y la matriz fundamental Z que se calcula como Z = (I — P+ W) 1,
donde W es la matriz que tiene por filas a 7. Realizando los célculos correspondientes
para obtener la matriz de primeras visitas de nuestro ejemplo, tenemos como resultado la

siguiente matriz:

0 42062 2.2222  6.6666 66.6666 66.5925 66.5025]
4.2962 0 2.2222  6.6666 66.6666 66.5925 66.5925
6.5925  6.5925 0 6.2222 64.4444 64.5925 64.5925
M = 136.5925 36.5925 33.3333 0 33.3333 36.5925 36.5925
64.5925 64.5925 64.4444 6.2222 0 6.5925  6.5925
66.5925 66.5925 66.6666 6.6666 2.2222 0 4.2962
66.5925 66.5925 66.6666 6.6666 2.2222  4.2962 0

donde se observa que la matriz de tiempos promedios de primer visita MFPT tiene ceros
en la diagonal , es decir M;; = 0 con i« = 1,...,n, esto sucede porque el estado s; no se
mueve a otro estado, sino vuelve a llegar al mismo por primera vez, entonces el tiempo

promedio es cero porque se mantiene en el mismo lugar.

De la misma forma obtenemos la constante de kemeny, y de acuerdo a la ecuacion (12)

obtenemos que:
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K = 33.4406

Una interpretacién de este resultado es que la contante de Kemeny calcula el tiempo
promedio para pasar de un estado inicial (ruta de origen) s; a un estado de destino s;

dentro de la red, y no depende del punto de inicio s; [11].

&0 0 @ 0
g >

ha

F1GurA 4. Ejemplo de red dual asociada al mapa urbano de la Figura (3),
donde los nodos representan las carreteras y los enlaces corresponden a los
lugares.

Esto constituye el primer paso para pasar de una red de carreteras real a una respresen-
tacion de una cadena de Markov, que es transformar el mapa primario en un mapa dual,
donde los nodos del grafico estan representados por carreteras, como se muestra en la
Figura (4). Por ejemplo, de la Figura (3) parece posible ir desde el nodo C a D y luego
regresar, mientras que la red dual més detallada de la Figura (4) muestra que al final del
segmento de ruta no se permite el cambio de CD, y una ruta més larga debe planificarse

para ingresar a la carretera DC.

Una forma usual de crear flujos de trafico es aprovechar las probabilidades de dar vuelta,
la probabilidad de elegir una carretera en un cruce depende claramente del segmento de
origen del camino. Esta informacién se pierde en la red primaria, para representar el flujo
de trafico, suponemos que las probabilidades de dar vuelta en cada cruce estan disponibles.

Desde un punto de vista practico, esto implica que, en cada interseccion hay un sensor que
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cuenta el nimero de vehiculos que giran hacia la derecha, que continuan recto o giran hacia

la izquierda. Los datos recopilados se promedian para estimar las probabilidades promedio.

De la misma forma, se puede obtener el mismo resultado si cada automovil almacena su
propia ruta y luego comunica sus datos a una entidad central que recopila y analiza datos
de tipo geoespacial. Al final del proceso, asumimos que las probabilidades p;; de dar vuelta
estan disponibles para cada camino. Por ejemplo, si consideramos el segmento de camino
AC de la Figura (4), suponemos que estan disponibles las probabilidades de ir de AC de

carretera a CA, CB y CD, tal como se resume en la Figura (5).

A

10%

s

FIGURA 5. Probabilidad p;; de dar vuelta del segmento de carretera AC.

Los automéviles provenientes de la carretera AC elegiran sucesivamente las carreteras CB
o CD con menor probabilidad, mientras que es mas improbable que cambie para tomar el

camino CA.

En el marco de la cadena de Markov, las transiciones de un nodo (carretera) tienen lugar
en un paso de tiempo. Independientemente de la unidad de tiempo y atn despreciando
el trafico, el tiempo para cubrir carreteras individuales no es constante y generalmente
dependera de la longitud de la carretera, los limites de velocidad, las condiciones de la

superficie de la carretera, etc.

Por ejemplo en la Figura (6) suponemos que el tiempo para cubrir la carretera A'C” es

cuatro veces el tiempo requerido para el camino AC. Una forma simple de tener en cuenta
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FI1GURA 6. Consideremos una union casi idéntica a la de la Figura (3) con la
unica diferencia de que la carretera AC se sustituye por la carretera A’C’que
tiene el doble de la longitud de CA y tiene la mitad del limite de velocidad.

el tiempo de viaje adicional es incluir un auto-enlace en la carretera A'C’ y ajustar las
otras probabilidades en consecuencia, de modo que todavia sumen 1, en la Figura (6),
donde se considera una unién similar a la de la Figura (5), con la diferencia de que para
poder recorrer el camino A’C” se necesita cuatro veces el tiempo requerido para cubrir el

camino AC (porque la longitud se duplica y el limite de velocidad se reduce).

En principio, no es facil calcular el tiempo promedio requerido para cubrir una carrete-
ra, ya que se relaciona a través de funciones desconocidas de cantidades fisicas como las
condiciones de las superficies de la carretera y otras variables relevantes (por ejemplo, la

presencia de pasos de peatones, paradas de autobuses y asi sucesivamente).

Consideramos una red vial simple como un ejemplo ilustrativo para apoyar y aclarar el en-
foque tedrico. Se trata de una red de carreteras que consta de 16 carreteras que se muestra
en la Figura (4), que en este caso es la representacién dual de la Figura (3). Se permite
que todas las carreteras compartan la misma velocidad promedio de 60 km/hr, y el ancho
de 2 carriles a excepcién de las carreteras 7, 8, 9y 10(CD, DC, DE y ED) que son caminos
de carril tinico. Ademas, se permite que todas las carreteras tengan la misma longitud de

1 K'm, excepto las carreteras 7y 8, que tienen una longitud de 1.5 Km.

28



Suponemos que la siguiente matriz de transicion P es resultado de convertir el mapa
primario de la Figura (3) a un mapa dual como se muestra en la Figura (4), donde los
nodos representan las carreteras y los enlaces los lugares. Esta nueva matriz tiene entradas
que son cero, esto significa que no es posible ir del estado ¢ al estado 7, por lo tanto tiene

probabilidad cero.

o o0 6109 0 0 O OO O O O O O 0 O
o o0 o0 o0 01080100 O0O O O O O 0 O
cTx09 0 0 0o O O 00 O O O O 0 0 O
o o0 o0 o0 086010100 O0O O O O O O O
69 61 0 0 o0 O O 00 O O O 0 0 0 O0
o o0 0901 0 0 O OO O O O O O O O
o o0 o0 o o o0 o o001 0 o 0 0 0o 0 0
P o o0 o0 o0 0505 0 00 O O O O 0 0 O
o o0 o0 o0 o0 o0 o0 00 0 0505 0 0 0 0
o o0 o0 o0 o0 o0 o0 10 0 O O 0 0 0 O
o o0 o0 o0 o0 o0 o0 00 0 o0 0 0109 0 0
o o o0 o o o0 o o000 o0 0o 0 0 0109
o o0 o0 o o o0 o 0O0®O010108 0 0 0 O
o o0 o0 o0 o0 o0 0 00 0O 0 0 0 0 09 01
o o0 o0 o0 o0 o0 o0 006010801 0 0 0 O
o o0 o0 o0 o0 o0 o0 00 0 o0 0 0901 0 0

Los nodos denotan las 16 carreteras representadas en la Figura (4) tomados en orden
numeérico. Las entradas de la matriz de transicion revelan que los cambios de direccion
son poco probables y que la mayoria de los automéviles tienden a viajar dentro de los
dos conjuntos de uniones 1-2-3-4-5-6 y 11-12-13-14-15-16 y rara vez pasan de un conjunto
a otro; en este primer ejemplo también notamos que los tiempos de viaje se consideran
constantes ya que los elementos diagonales son todos cero, esto porque el tiempo de viaje

es dentro de la misma carretera y no hay desplazo hacia otra.
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La Figura (7) muestra la distribucién estacionaria 7 correspondiente a la matriz de proba-
bilidades de transicién de 16 estados. Realizamos los calculos correspondientes para hallar

el vector de probabilidades estacionarias 7; de la matriz anterior y obtenemos que:

7 =[ 0.078 0078 0.078 0.078 0.078 0.078 0.01 0.01 0.01 0.01 0.078 0.078 0.078 0.078 0.078 0.078 |
b4
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FiGUuraA 7. Distribucion estacionaria de los automoviles estimada por Ca-
denas de Markov calculada mediante la ecuacién © = 7w P.

El segundo eigenvector propio de la matriz de la red dual contiene informacién muy intere-
sante,pues separa claramente las primeras seis carreteras pertenecientes al primer grupo
1-2-3-4-5-6, las ultimas seis carreteras del grupo 11-12-13-14-15-16 y las cuatro carreteras
que conectan los dos grupos (7-8 9-10).

En el ejemplo dado, los automéviles tienden a viajar dentro de los conjuntos A-B-C y
E-F-G de la Figura (3). Por lo tanto, es interesante evaluar los signos de las entradas en el
vector propio asociado al segundo autovalor més grande, siempre que sea real. Como era
de esperar, el segundo valor propio estd cerca de 1 (0,9216), las entradas del vector propio

asociado se muestran en la Figura (8), y claramente separa en conjuntos los caminos de la
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red. No es sencillo extraer la misma informacion del simulador, sin embargo, esta informa-
ciéon es muy valiosa porque se puede utilizar para encontrar comunidades ocultas dentro
de una red urbana mas complicada que la de la Figura (4), donde las subcomunidades se

pueden identificar a partir de la inspeccién visual.

0.3

<
[}

e
—_
L s Y I B B B

eigenvector Segundo
<
(e
T

-0.1

-0.2

-0.3

Carreteras

F1GURA 8. Segundo eigenvector propio.

La matriz de tiempos promedios de primer visita son los nimeros esperados de pasos para
alcanzar algin destino elegido al azar por primera vez y se calculan a partir de la matriz

de transiciéon P, la matriz fundamental y el vector de probabilidades estacionaria 7, de
Zii— 7

acuerdo con la ecuacién (11) donde M;; = —2——2 con ; #;; sustituimos nuestros

J
resultados anteriores a la ecuacién y tenemos como resultado la siguiente matriz MFPT.

La matriz de tiempos promedios de primer visita (MFPT) tiene la caracteristica de tener
ceros en la diagonal, esto significa que el tiempo promedio para ir del estado s; al estado s;
por primera vez es cero porque se encuentra en el mismo lugar, en la Figura (9) se muestra

el grafico correspondiente en 3D de MFPT.
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22.09

FiGurAa 9. Matriz de tiempos promedios de primer visita extraidos a través
de calculos a partir de la matriz de la cadena de Markov P. Los ejes x-y
contienen las carreteras de origen y destino, mientras que el eje z contiene

15

el tiempo promedio de recorrido de la primer visita.
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Ahora calculamos la constante de Kemeny correspondiente a este caso:

K =29.7526

60

50

40

30

20

Constante de Kemeny’

10

Carreteras

FicurA 10. Constante de Kemeny de la red dual calculada mediante la
formula K = Z?:1 M;jm;.

La constante de Kemeny calcula el tiempo promedio global requerido para pasar de una
ruta de origen a un destino aleatorio dentro de la red, en este caso se observa que el tiem-
po promedio para pasar de una carretera a otra es el mismo tiempo para todas como se
muestra en la Figura (10). Sorprendentemente, esta cantidad no depende de la ruta de
partida, y es un pardmetro global de la red de carreteras [5]. Las constantes de Kemeny
son bastantes cercanas a ser independientes de la carretera de partida, representada en el

eje horizontal.

Por otra parte es importante analizar la densidad vehicular, que se presenta como un
indicador de rendimiento de la red. Su uso soluciona los problemas anteriores al medir
la congestion directamente y proporcionar un medio para incorporar la capacidad vial

en el modelo indirectamente a través de valores de densidad de referencia [20]. Ademas,
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la densidad de vehiculos de carretera permite una evaluacion granular de las condiciones
del transito a nivel de carretera individual y muestra el comportamiento apropiado de
empeoramiento de la congestion con reduccion del tamafio de la red, al contrario del
comportamiento del tiempo de viaje esperado, es decir, el comportamiento de la constante
de Kemeny. La densidad de vehiculos de carretera (vehiculos / km / carril) puede calcularse
utilizando la ecuaciéon (17), donde V' es la velocidad promedio en la que los vehiculos
circulan en la red de carreteras, L; es la longitud de cada una de las carreteras en Km y
N; es el nimero de carriles que tiene cada carretera. Sin embargo, la constante de Kemeny
puede ser 1til como un indicador de rendimiento secundario que mide el nivel de servicio
de la red para sus usuarios, es decir, puede diferenciar entre dos redes de carreteras que

funcionan igualmente de acuerdo con sus valores de densidad maxima del vehiculo.

. V?Ti
LN

(17) D;

En este caso la densidad vehicular se calcula a partir de datos como la velocidad promedio,

la longitud de cada una de las carreteras y el niimero de carriles de cada una de ellas .

Como mencionamos anteriormente el ejemplo que estudiamos es de una red que consta
de 16 carreteras, se permite que todas las carreteras compartan la misma velocidad pro-
medio de 60 km/hr, y el ancho de 2 carriles a excepcién de las carreteras 7, 8, 9y 10 que
son caminos de carril inico. Ademas que todas las carreteras tengan la misma longitud
de 1 Km, excepto las carreteras 7y 8, que tienen una longitud de 1.5 K'm, a continuacién
sustituimos los datos a la ecuacién (15) y observamos en la Figura (11) que la densidad

vehicular varia dependiendo de cada carretera.

Recordemos que en este capitulo trabajamos la transformacién de la red original a su
representacion dual, para facilitar la construccion de la matriz de transiciéon P y continuar
con los siguientes pasos para analizar el rendimiento de la red de carreteras, y para esto
se pone como ejemplo una red que consta de 16 carreteras en donde se muestra la distri-
bucion estacionaria de los automoviles, la matriz de tiempos promedios de primer visita,
la constante de Kemeny que calcula el tiempo promedio para pasar de una carretera a

otra dentro de la red y finalmente se analiza la densidad vehicular que pretende analizar
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FIGURA 11. Densidad vehicular

el rendimiento de la red.
Es importante tener en cuenta que la principal contribucion de este capitulo es el analisis

de redes de carreteras mediante CMD, en el siguiente capitulo se estudiara la red de

carreteras de la CDMX apartir de informacion obtenida del INEGI.
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Capitulo 4

Aplicaciones a redes de transporte y resultados para la CDMX

4.1 Estudio de la red de carreteras de la CDMX

La red de carreteras de una ciudad entera puede describirse eficientemente como un grafo
dirigido, que en este caso es la representacion dual y modelarse asi utilizando una CMD
para analizar su rendimiento y eficiencia. En particular nos interesa determinar cudl es
la conectividad promedio de la red e identificar qué avenidas son cruciales y para esto
necesitamos analizar la red vial de la CDMX; en la Figura (12) se muestra la red vial
dual de la Ciudad de México, como un ejemplo real para analizar el trafico vehicular. La
red de avenidas consta de los 32 principales ejes viales de la Ciudad de México, como se
muestra en la Figura (12) en donde se pretende analizar algunas propiedades ocultas de

esta red [28].
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4.2 Construccion de la matriz de probabilidades de transicion de la CDMX

Recordemos que para estudiar una red de carreteras que se extrae de un mapa geografico a
una cadena de Markov un primer paso es construir el mapa dual a partir del mapa original
o primario, en nuestro caso el mapa de la CDMX que estudiaremos ya esta en su represen-
tacion dual, en donde los nodos representan las avenidas y los enlaces los lugares, entonces
podemos continuar con el siguiente paso que es construir la matriz de probabilidades de

transicion.

Los ejemplos mostrados hasta ahora representan redes urbanas de pequena escala con solo
unas pocas avenidas. En este trabajo, se aplica la teoria de la cadena de Markov a la red
urbanistica mds realista con 32 avenidas descritas en la Figura (12). La informacién del
numero de vehiculos en cada uno de los principales ejes viales de la CDMX es muy dificil
de conseguir, sin embargo es posible obtener datos estadisticos; consideramos al Instituto
Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI) como fuente de informacién, que es un or-
ganismo publico con autonomia técnica y de gestién, para obtener informacion necesaria
de la cantidad de viajes que se realizan en cada uno de los ejes viales. Obviamente, esta
no es la forma en que se comportan las redes de carreteras, ya que de manera predecible
realizan la transicion a través de diferentes condiciones de trafico a lo largo del dia, entre
semana y los fines de semana. En este trabajo consideramos las condiciones de trafico para
un dia entre semana cualquiera en un horario de 9 a 11 de la mafiana y compararlo con

otros horarios como se verda mas adelante.

En la Figura (13) se muestra una captura de pantalla de la pagina del INEGI que muestra
datos reales acerca de la cantidad de viajes para cada uno de los ejes viales de la CDMX
para un dia y horario cualquiera, esta informacion es esencial para poder construir la ma-

triz de probabiidades de transicién [26)].

Para construir la matriz de probabilidades de transicion P es necesario conocer el total de
viajes que salen de cada una de las avenidas, la cantidad de viajes que parten de cierta
avenida y se dirigen a otras, para calcular la probabilidad p;; de la matriz P, por ejemplo
suponemos que tenemos 3 avenidas, A, B y C, entonces la probabilidad de ir de la avenida

A a la avenida B, es la siguiente:
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VA—)B
Vasa+Vaspg+Vase

PA—sB =

en general

o Vz’—>j
Pimj = S
j=1 i—]

De esta forma hallamos la probabilidad p;; para construir la matriz P de tamano 32 x 32

y continuar con el siguiente paso.
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Ficura 13. Informacién Origen - Destino de la Ciudad de México. Fuente:
INEGI. Mapa digital de México V6.3

4.3 Probabilidad de ocupaciéon de avenidas

Como se menciond anteriormente, para el estudio de la red vial de la ciudad de México se
consideran 32 ejes viales principales, se propone el enfoque con cadenas de Markov para
inferir propiedades no evidentes de la red, y para esto empleamos datos reales recopilados
dentro de un periodo determinado de la red de carreteras, registrando las transiciones de
los vehiculos entre cada una de las diferentes carreteras, haciendo que estos datos sean
precisos y oportunos para construir la matriz Origen - Destino, en este caso la matriz
de probabilidades de transicién, y de la misma forma estudiar las condiciones del trafico
durante las horas pico, no pico u otras condiciones de trafico predefinidas, asi como la

probabilidad de ocupacién de las mismas al cerrar alguno de los ejes viales.
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Dada la matriz de probabilidades de transicion Pj; de tamainio 32 x 32 calculada en el
capitulo anterior para la red de carreteras de la CDMX, nos interesa calcular el vector
de probabilidades estacionaria, es de importancia estudiar y analizar las condiciones del
trafico en ciertas horas pico, es decir, qué ocurre con la red, cémo varian las ocupaciones

de las carreteras como se muestra en la Figura (14).
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FicurA 14. Probabilidad de ocupacion de cada carretera estimada por
Wolfram Mathematica calculada mediante la ecuacion m = 7P

En este caso, se observa la distribucién de probabilidad estacionaria para cada una de
las carretras de la red, en este caso se ilustan los resultados de las carreteras con mayor
probabilidad de ocupacion para un dia entre semana, en un horario de 9 a 11 horas de la
manana, que son las correspondientes a las carreteras 1, 22, 4, 30 y 3 (eje central, eje 2
sur, eje 3 oriente, eje 8 sur y eje 2 oriente), que tienen probabilidad de 0.05 a 0.1 a estar

ocupadas.

Por otra parte, es de interés analizar los tiempos promedios de los primeros pasos para
cada una de las carreteras, pues muestra el tiempo promedio que se tarda en llegar dada
una carretera de origen a un destino cualquiera, en este caso son calculados a partir de la

matriz de probabilidad de transicion de la cadena de Markov, la matriz fundamental y el
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vector de probabilidad estacionaria como se mostré anteriormente. Los ejes x-y contienen
las carreteras de origen y destino, mientras que el eje z contiene el tiempo promedio de
primer visita como se muestra en la Figura (15). Los tiempos de viaje son més largos

debido a la congestion del trafico.

First Mean Passage Time

F1GURA 15. Representacion de la matriz de tiempo promedio de primer visita

Dentro de la teoria de la cadena de Markov, la constante de Kemeny representa el tiempo
promedio de viaje requerido para alcanzar una carretera de origen, a un destino aleatorio
dentro de la red de carreteras, es decir el tiempo de viaje promedio entre dos puntos cual-
quiera de la red, considerando todos los caminos posibles que los conectan, no depende del
inicio o puntos finales, sino que depende de las caracteristicas de flujo de la red. En la lite-
ratura se ha utilizado como una medida de la eficacia de la red, pues redes caracterizadas
por pequenas constantes de Kemeny deberian ser mas eficientes en términos de flujo de
trafico, esto se explica mas a detalle en la siguiente parte. En la Figura (16) se muestran
las constantes de Kemeny para cada una de las carreteras, es un indicador de desempeno
vial individual ya que todas las carreteras comparten el mismo valor y en promedio es la

misma para la red en general.
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FicurA 16. Constante de Kemeny
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F1GURA 17. Segundo eigenvector para la matriz de transicion
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Imagine un conductor al azar que sigue los links de acuerdo con las probabilidades de tran-
sicién. En algin momento, nuestro conductor esta perdido y no sabe el estado(carretera)en
que se encuentra y hacia donde se dirige. En este contexto, la constante de Kemeny puede
interpretarse como el nimero promedio de links que sigue el conductor al azar antes de

llegar a su destino.

Recordemos que el segundo eigenvector propio de la matriz de la red dual contiene informa-
ciéon muy interesante, pues separa claramente las carreteras, en este caso, los automéviles
tienden a viajar dentro de los conjuntos 1-5, 6-10, 11-15, 16-20, 21-25, 26-32 como se ob-
serva en la Figura (17). Por lo tanto, es interesante evaluar los signos de las entradas en

el vector propio asociado al segundo autovalor méas grande, siempre que sea real.
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F1GURA 18. Densidad vehicular

De la misma forma es importante analizar la densidad vehicular para esta red de carrete-
ras, como se menciono anteriormente, representa un indicador de rendimiento de la red. Su
uso soluciona los problemas anteriores al medir la congestion directamente y proporcionar

un medio para incorporar la capacidad vial en el modelo indirectamente a través de valores
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de densidad de referencia, las carreteras con mayor densidad son las correspondientes a la
nimero 17, 29, 12, 8 y 30 (eje 4A norte, eje TA sur, eje 1 norte, eje 2 poniente y eje 8 sur)

como se muestra en la Figura (18).

La densidad de vehiculos de carretera permite una evaluacion particular de las condicio-
nes del transito a nivel de carretera individual y muestra el comportamiento apropiado
de empeoramiento de la congestiéon con reduccién del tamafnio de la red, al contrario del
comportamiento del tiempo de viaje esperado, es decir, el comportamiento de la constante

de Kemeny.

4.4 Identificacion de carreteras importantes

Una pregunta interesante en el disenio de redes de carreteras es, qué le sucede a la red con
respecto a las ocupaciones de las carreteras y el tiempo promedio dentro de ella, si una de
las carreteras se cierra o bloquea debido a un accidente, obras viales, eventos especiales,
desastre natural, manifestacion, etc. que es lo que cominmente ocurre; esta informaciéon
es importante, es mas facil de extraer del modelo de cadenas de Markov, pero es dificil
de obtener, y para discutir cémo se puede lograr esto, recordamos al lector un concepto
bésico de la teoria de las cadenas de Markov que es precisamente el vector de probabilidad
estacionaria, la cual trata de interpretar la probabilidad de ocupaciéon de cada una de las

carreteras.

Esta informacion se captura convenientemente de la distribucién de probabilidad. Para
identificar carreteras con la mayor ocupacion, y cudles son las mas afectadas dado el cierre

de alguna de ellas hacemos lo siguiente:

(a) Para cada red de carreteras, eliminamos la carretera a cerrarse (es decir, sustituir por
ceros la columna 7 de la matriz de transicién, lo cual indica que la carretera ¢ no esta dis-
ponible para poder circular y asi para cada una de las diferentes matrices correspondientes

a las redes).

(b) luego calculamos el vector de probabilidad estacionaria para cada una de las redes.

Un aumento significativo en las probabilidades segtin lo capturado, implica que al cerrar
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dicha carretera, aumenta o disminuye la ocupacion de las demas.

En nuestro caso es calcular el vector de probabilidad de la red con todas las carreteras
disponibles, mas aparte calcular el vector de probabilidad de las demés 32 redes con la
caracteristica de que cada una de ellas tendra cerrada una carretera en especifico, esto
para poder comparar los cambios en la ocupaciéon de las carreteras a medida que se cierra
una de ellas, y como se mencion6 anteriormente en algunos casos aumenta o disminuye la

ocupacién. Para ilustrar esta idea, veamos la Figura (19).
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F1icurA 19. Distribucion de probabilidad estacionaria para cada una de las
diferentes redes, considerando en cada uno el cierre de una carretera en
especifico

Donde se observa la linea de color amarillo que pertenece al cierre de la carretera corres-
pondiente a la niimero 1, vemos que como consecuencia son afectadas otras carreteras en
cuanto al aumento de su ocupacion, esto a comparacion de la red original que es la de

color azul.
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De la misma forma es de interés analizar qué ocurre con el tiempo promedio dentro de
la red si alguna de las carreteras permanece cerrada y para tener idea de cémo se puede
lograr esto, recordamos al lector un concepto de la teoria de grafos, lo cual es la criticidad
de nodos. La criticidad de una carretera se puede definir de acuerdo con diferentes puntos
de vista, pero en especifico consideramos que una carretera es critica si los tiempos de
viaje promedio en toda la red aumentan cuando se cierra alguna de las carreteras. Esta

informacion se captura directamente de la constante de Kemeny.
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FicuraA 20. Distribuciéon de probabilidad estacionaria para tres redes dife-
rentes, considerando en cada uno el cierre de una carretera en especifico

Para identificar las carreteras criticas se siguen los incisos a y b que anteriormente se
describieron, se aplica para cada carretera en la red, cerramos la carretera, luego calcula-
mos la constante de Kemeny de la red restante y asi para cada una de ellas. Un aumento
significativo en los tiempos de viaje con respecto a la red original, segiin lo capturado por
la constante de Kemeny, implica que este camino es critico, como se muestra en la Figura

(21), los valores de la constante de kemeny a medida que se cierra una carretera.
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FicuraA 21. Constantes de Kemeny

La constante de Kemeny se calcula para toda la red en el caso de que cada carretera per-
manezca cerrada (de modo que se obtengan 33 constantes de Kemeny), en este ejemplo los
valores més grandes de las constantes de Kemeny se obtienen si se cierran las carreteras
eje 9 sur, eje 4A norte, eje 1 oriente, eje central y eje 3 oriente; estas carreteras pueden
considerarse las mas criticas de la red, y las menos criticas son el eje 7 sur, eje 3 poniente
y eje 1 norte como se muestra en la Figura (21), en donde a medida que se cierra alguna

carretera, las demas son afectadas o beneficiadas.

Nuestro enfoque especifico es novedoso para esta aplicacién, los modelos de movilidad
estocéstica se han utilizado para la simulacién de redes viales en el pasado gracias a su

simplicidad inherente.

Para el estudio de la red vehicular en un horario de 2 a 4 horas de la tarde, se realizan los
mismos calculos, y también interesa calcular el vector de probabilidades estacionaria, para
analizar las condiciones del trafico en este lapso de tiempo, variaciones de las ocupaciones

de las carreteras como se muestra en la Figura (22).
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FIGURA 22. Probabilidad de ocupacion de cada carretera en un horario de
2 a 4 horas de la tarde

Se muestran los resultados de las carreteras con mayor probabilidad de ocupacion para un
dia entre semana, en un horario de 2 a 4 horas de la tarde, que son las correspondientes a
las carreteras 1, 22, 30, 4 y 2 (Eje central, eje 2 sur, eje 8 sur, eje 3 oriente y eje 1 oriente),
que tienen probabilidad de 0.05 a 0.1 a estar ocupadas. Aunque no contiene informacién
sobre la carga de tréfico (es decir, el nimero de automéviles), contiene informacion valiosa,
ya que es posible evaluar si el trafico esta equilibrado, qué carreteras estan particularmente

ocupadas y finalmente cruciales.

En la Figura (23) se muestra el tiempo promedio de primer visita de las diferentes ca-
rreteras en el horario de 2 a 4 horas de la tarde, donde se observa que para cada una de
ellas esta cantidad es distinta. Explotando las caracteristicas y facilidades de los vehiculos
modernos y la informaciéon que podemos obtener de ellos, también podemos darnos cuen-
ta del tiempo promedio recorrido. Debemos tener en cuenta que el enrutamiento basado
en Mean-First-Passage-Time considera la posibilidad de que el controlador tome una ru-
ta diferente de la programada, por ejemplo, debido a un error, y por cuanto tiempo se

desperdicia debido a esta eleccién incorrecta.
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First Mean Passage Time

Ficura 23. MFPT para la red en un horario de 2 a 4 horas de la tarde

En la Figura (24) se muestra que el seguimiento de los valores constantes de Kemeny
muestran las mejores soluciones de densidad de vehiculos en cada generacién, pues revela
una tendencia a que la constante de Kemeny aumente a medida que se reduce al minimo
la densidad del vehiculo, en este caso es constante. Esto puede parecer contra intuitivo
al principio, pero es logico si consideramos los siguientes argumentos. En primer lugar, a
medida que la congestién del trafico se minimiza a través de reversiones del flujo de la
carretera, se eliminan las opciones de giro del vehiculo en las intersecciones, lo que a su
vez podria eliminar opciones mas cortas de la red, aumentando el tiempo de viaje de la
ruta. En segundo lugar, la constante de Kemeny es un término estocastico, que a diferen-
cia de los enfoques deterministas incorpora todos los caminos posibles entre dos puntos
cualquiera de la red. Como tal, la eliminacién de opciones de ruta mas cortas aumentara

el tiempo medio de primer paso para toda la red.
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Ficura 24. Constantes de Kemeny para cada carretera en un horario de 2
a 4 horas de la tarde

Por lo tanto, aunque algunos usuarios de la carretera pueden experimentar distancias
adicionales en sus rutas, los usuarios de la red experimentaran colectivamente menos con-
gestion a medida que utilizan la red de carreteras optimizada. Se debe tener en cuenta
que la constante de Kemeny se mide en pasos, es decir, el nimero medio de pasos en la
cadena de Markov para pasar de una carretera arbitraria a cualquier otra carretera, y se

puede convertir en medida de tiempo utilizando el menor tiempo de viaje.

Para el estudio de la red vehicular en un horario de 8 a 10 horas de la noche, se realizan los
mismos calculos, interesa calcular el vector de probabilidades estacionaria, para analizar
las condiciones del trafico en este lapso de tiempo, variaciones de las ocupaciones de las

carreteras como se muestra en la Figura (25).

Se muestran los resultados de las carreteras con mayor probabilidad de ocupacion para un
dia entre semana, en un horario de 8 a 10 horas de la noche, que son las correspondientes a
las carreteras 1, 22, 30, 4 y 8 (eje central, eje 2 sur, eje 8 sur, eje 3 oriente y eje 2 poniente),
que tienen probabilidad de 0.05 a 0.1 a estar ocupadas. Aunque no contiene informacién

sobre la carga de trafico (es decir, el nimero de automéviles), contiene informacion valiosa,
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ya que es posible evaluar si el trafico esta equilibrado y qué carreteras estan particular-

mente ocupadas y, finalmente, cruciales.
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FicuraA 25. Probabilidad de ocupacién de cada carretera en un horario de
8 a 10 horas de la noche

En la Figura (26) se muestra el tiempo promedio de primer visita de las diferentes carre-
teras en el horario de 8 a 10 horas de la noche, donde se observa que para cada una de
ellas esta cantidad es distinta. Actualmente, en la préactica, dado un par de carreteras de
origen - destino, se calcula la ruta 6ptima, generalmente en términos de tiempo minimo o
distancia minima segin la informacién del mapa o informacién de congestion. La matriz
de transicion de la cadena de Markov se construye a partir de datos de trafico real, inclui-
dos los tiempos medios de viaje esperados de cada carretera individual, y contiene otra
informacion, como los puntos de congestién esperados en la forma del vector Perron, que

se pueden usar para calcular rutas éptimas.

La constante de Kemeny se calcula para el horario de 8 a 10 horas de la noche, la cual es

la misma para cada una de las carreteras como se muestra en la Figura (27).
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FicuraA 26. MFPT para la red en un horario de 8 a 10 horas de la noche
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Ficura 27. Constantes de Kemeny para cada carretera en un horario de 8
a 10 horas de la noche

52



En la Figura (28) se muestran las comparaciones de los vectores de distribucién estacio-
naria correspondientes a 3 diferentes horarios para un dia entre semana, de 8 a 10 hrs. de
la manana, 2 a 4 hrs. de la tarde y 8 a 10 hrs. de la noche; se muestran los resultados
de las carreteras con mayor probabilidad de ocupacion, que son las correspondientes a las
carreteras 1, 22, 4, 30 y 12 (eje central, eje 2 sur, eje 3 oriente, eje 8 sur y eje 1 norte),

que tienen probabilidad de 0.05 a 0.1 a estar ocupadas.
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FicurA 28. Variaciones de probabilidad de ocupacion de cada carretera
en 3 diferentes horarios, de 8 a 10 de la manana(azul), 2 a 4 horas de la
tarde(naranja) y de 8 a 10 de la noche(verde)

La constante de Kemeny se calcula para la red en los 3 diferentes horarios, de 8 a 10 hrs.
de la manana, de 2 a 4 hrs. de la tarde y de 8 a 10 hrs. de la noche, realizamos las compa-
raciones y en este ejemplo el valor mas grande de las constantes de Kemeny se obtiene en
el horario de la manana como se muestra en la Figura (29). Entonces podemos decir que

en la manana tardamos mucho mas tiempo transitar en la red de la ciudad de México.

La evaluacién de carreteras criticas es igual de complicado. Como se mostrd anteriormente

uno debe construir un conjunto de diferentes redes, cada vez quitando un enlace diferente,
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FI1GURA 29. Variaciones de tiempo promedio dentro de la red en 3 diferentes
horarios, de 8 a 10 de la manana, 2 a 4 horas de la tarde y de 8 a 10 de la
noche

y ejecutar nuevas simulaciones para cada caso. Ademas, hay algunas caracteristicas, co-
mo las posibilidades de agrupamiento ofrecido por el patrén de signos del segundo vector
propio, que son imposibles de obtener de las simulaciones. La disponibilidad de estas can-
tidades ofrece muchas formas nuevas de disenar redes de carreteras, algunas de las cuales

mencionameos.

Como hemos mencionado, también la constante Kemeny es un buen sustituto de la bondad
de una red de carreteras. Esto se desprende del hecho de que la constante de Kemeny co-
rresponde al tiempo promedio para viajar desde un camino arbitrario a un destino elegido
al azar. Por lo tanto, redes caracterizadas por pequenos valores de la constante Kemeny

deberia ser més eficiente en términos de flujo de trafico.
Este trabajo ofrece un sistema de disefio de patrones de trafico inteligente, que se puede

utilizar para analizar redes viales existentes complejas y sugerir soluciones de congestion

reducidas, teniendo en cuenta las interdependencias de gran alcance en toda la red.
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Conclusiones

A través de los cuatro capitulos de este trabajo se han abarcado diversas ramas, todas
procedentes de un mismo tema troncal: las herramientas para el estudio del trafico vehicu-
lar. Si bien merece la pena detenerse en cada una de ellas para impregnarnos de las ideas
y las conclusiones obtenidas por separado. La simulacién juega un papel méas que prin-
cipal en hacer que estos trabajos funcionen, en este caso recurrimos al software Wolfram

Mathematica para realizar una serie de simulaciones y obtener algunos resultados graficos.

Es evidente la importancia del uso de datos experimentales para el estudio del flujo vehi-
cular. Desafortunadamente este tipo de datos no siempre pueden ser inferidos solamente
bajo hipotesis y formulaciones matematicas, pero el uso de ajustes numéricos es amplio
para comenzar a desarrollar modelos y entender los diversos patrones emergentes del flujo

vehicular.

Se propuso un enfoque de cadena de Markov para modelo de dindmica de red de carreteras.
La gran diferencia con los modelos convencionales de trafico por carretera es que toda la
informacion de red se concentra dentro de la matriz de transicion que se construye a partir
de datos recopilados, especificamente los tiempos de viaje por carretera y probabilidades
de giro de las carreteras. El enfoque propuesto evita el requisito de modelar dinamicas de
carreteras complejas e interacciones del automévil y al mismo tiempo todavia proporciona

una representacion precisa y realista de la carretera dindamica de red.

Una caracteristica muy atractiva del enfoque de Markov es que muchas propiedades de las
redes viales son instantaneamente disponibles desde la matriz de transicion. Esto incluye
caminos que estan en promedio mas congestionados, el tiempo promedio tomado desde
cualquier punto de partida hasta cualquier destino, las carreteras mas importantes en una

red y el efecto de eliminar caminos particulares y uniones en la red de carreteras.
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Es importante tener en cuenta que las propiedades de una red de carreteras estan dis-
ponibles al instante de la matriz de transiciéon, pero solo se puede obtener con alguna
dificultad de simuladores de redes convencionales. En particular, se requiere mucho tiem-
po para construir la red, ejecutar la simulacion en el sofware Mathematica y examinar los
archivos de salida, este proceso se vuelve particularmente largo si uno necesita calcular
los tiempos promedios de primer paso varias veces, lo que implica que se deben ejecutar
diferentes simulaciones para cada combinacién de pares origen-destino. La evaluacion de
carreteras criticas es igual de complicado. En este caso, se debe construir un conjunto de
diferentes redes, cada vez borrando un enlace diferente, y ejecutar nuevas simulaciones

para cada caso.

Aunque solo se informan los resultados iniciales, son muy prometedores por dos razones
principales, el primero es que los automéviles pueden equiparse facilmente para comenzar
a recopilar datos reales para construir la matriz de transiciéon de Markov. La segunda
ventaja es que desde la matematica, con el analisis de la cadena de Markov es posible
inferir propiedades ocultas de la red de carreteras subyacente que son dificiles de deter-
minar incluso corriendo varias simulaciones. Ademas, es posible predecir la dinamica de
la carretera, por ejemplo, la propagacion de densidad de trafico derivada de diferentes
tiempos, o desde el cierre de una carretera por trabajos. El modelo de cadena de Markov
aparentemente identifica correctamente enlaces criticos. El andlisis de la media primeros
tiempos de paso y el uso de la constante de Kemeny sirven para cuantificar la eficiencia
de la red de carreteras. De las diferentes maneras de abordar problemas de este tipo, la
modelacion por medio del uso de cadenas de Markov resulta una herramienta util por
su capacidad de describir cualitativamente fenémenos junto con la facilidad para ajustar

términos necesarios para mejorar el desempeno del modelo.

Finalmente, es importante tener en cuenta que la principal contribuciéon de este trabajo
es el paradigma de modelado. Las mismas ideas pueden aplicarse no solo al modelado
de congestion, sino también para modelar la contaminacion y el consumo de energia en
redes urbanas. Esto abre la posibilidad de técnicas de mapeo para apoyar el despliegue de

vehiculos hibridos eléctricos y en el control de la contaminacién.
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