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You don’t need to predict the future.
Just choose a future —a good future,
a useful future— and make the kind
of prediction that will alter human
emotions and reactions in such a way
that the future you predicted

will be brought about.

Better to make a good future

than predict a bad one.

ISAAC ASIMOYV, Prelude to Foundation
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Resumen

En este trabajo de tesis se analizaron los datos de velocidad promedio
por hora— de la linea 5 del Metrobnis de la Cindad de México, de mayo
de 2014. Los datos en bruto consistian en las mediciones de los tiempos de
entrada v salida por estacion, de ida y vuelta, por dfa, de todas las unidades.
La deteccion de errores y limpieza de estos datos se realizé utililizando el
lenguaje de programacién Python y la libreria openpyal, que ayuda al manejo
de lectura v escritura de documentos en Ezcel. Para el estudio de la serie
de tiempo obtenida se realizé un breve estudio estadistico y se examinaron
las caracteristicas de la serie. Ademds se emplearon las técnicas de andlisis
cadtico descritas por el Teorema de Takens. Dentro de este mismo trabajo,
se explicé detalladamente en que consisten estos métodos y con que librerias
del lenguaje de programacién R se podian obtener, con el objetivo central
de encontrar un intervalo de prediccién correcto y de afirmar si este tipo de
datos es cadtico o estocdstico.

Los resultados obtenidos del analisis de las series de tiempo son los siguientes:
la media de la serie parece ser estable, con un promedio de 38.94 km/h,
y es estacionaria. Para la reconstruccion del espacio fase, el tiempo de
retardo 7 es de 2 horas y la dimension de inmersion o encajamiento es
de m = 8 unidades. La dimensiéon de la correlacién, que cuantifica la
dimension fractal de un objeto geométrico encajado en un espacio fase, es de
D, = 2.070023, un indicador de la conducta cadtica de “dimensién menor”
de las series de tiempo puesto que éste es un mimero finito, no entero y
mucho menor que la dimensién de encajamiento. El exponente maximo de
Lyapunov resulta de A = 0.03198189, este valor positivo y finito implica que
las trayectorias divergen exponencialmente y que hay un comportamiento
sadtico. Y aunque sabemos que los sistemas cadticos son infinitamente
complejos v extremadamente sensibles a cambios en las condiciones iniciales,
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la teorfa del caos explota rigurosamente la informacién contenida en los datos
y puede usarse para hacer predicciones, aunque sea en periodos cortos. En
este caso, se hicieron predicciones de 21 horas (de un dia para el Metrobis),
basados en datos de 630 horas. De acuerdo al exponente de Lyapunov méximo
y a la grdfica obtenida, el periodo médximo u horizonte de predictibilidad es
de 31.2677 horas o dia y medio de velocidades promedio.

Casdagli [3], Christophersen [4] y a Shang [15], comentan que con el Teorema
Takens se busca el espacio de inmersion o encajamiento en donde se pueda
reconstruir el atractor a partir de los datos escalares que preserven las
caracteristicas invariantes del atractor desconocido original. Dadas ciertas
condiciones (m > 2d + 1, donde d la dimension del atractor desconocido)
el Teorema garantiza que el atractor encajado en el espacio de inmersion es
“desplegado”™ sin intersecciones consigo mismo. De hecho, dado un ntimero
finito de datos con ruido, la estimaciones de las medidas invariantes y los
expouentes de Lyapunov dependen especificamente de m y de 7. Asi, dados
los valores de ambos clementos, el espacio fase es Y, = {@we, e 0y oo e 14}
El atractor encontrado es del tipo cadtico, esto debido a la dimension fractal y
al exponente maximo de Lyapunov encontrados y gracias a esto es posible dar
un tiempo de prediccién u horizonte de predictibilidad, aunque sea limitado.
Con la presencia de un atractor estocdstico hubiera sido imposible hacer una
prediccion.

Dado el estudio minucioso de la serie de tiempo con las herramientas
matemdticas y computacionales descritas en este trabajo, se sugiere al
Metrobis —especificamente a la linea 5 - como un sistema de transporte
alternativo para la Zona Metropolitana del Valle de México. En las
conclusiones de este trabajo se especifican los problemas que se encontraron
en el funcionamiento de este transporte y las sugerencias que se proponen
para el mejoramiento de éste.
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Introduccion

La Ciudad de México (CDMX) cuenta con una poblacién de 8.9 millones
de habitantes aproximadamente, pero debido a las pocas oportunidades de
empleo que tienen mds de cinco millones 850 mil personas del Estado de
México [33], éstos se trasladan a la cindad para poder trabajar. La Zona
Metropolitana del Valle de México se considera como una de las mayores
aglomeraciones urbanas del mundo y la mas grande del continente americano
y del mundo hispanoparlante [40]. Por lo cual, el trdnsito diario es tan
dificil que los mexiquenses tardan cuatro horas en el transporte piblico;
mientras que los citadinos pueden tardar poco més de dos horas [32]. Asi,
la movilidad es un problema fundamental que el gobierno de la CDMX
ha ido enfrentando, desde hace varios anos, con proyectos sustentados en
programas internacionales. Ejemplo de esto es el transporte denominado
BRTs (sistema integrado de transporte), propuesto en Curitibia, Brasil, en
1972, por el arquitecto y urbanista Jaime Lerner. La idea de Lerner fue crear
un sistema nuevo de transporte: un metro sobre suelo, con carriles confinados
para autobuses, que tuviera paradas fijas y con un cobro estdndar para todo el
camino [23]. La misma concepcion de BRTs fue captada por el Transmilenio
en Colombia en el afio 2000, pero el confinamiento de éste se hizo en un sélo
carril.

El 9 de marzo del 2005, el Jefe de gobierno del antes lamado Distrito Federal,
Andrés Manuel Lopez Obrador, cred el Organismo Piiblico Desentralizado
Metrohis. Con la asesorfa del Centro de Transporte Sustentable de la cindad,
se disefiaron seis rutas de transporte con carriles confinados, con estaciones
cada 400 metros aproximadamente, tarjetas de prepago y reglas especificas
sobre la cirenlacion de las unidades en los carriles. Decidiendo construir el
primer corredor en Av. de los Tnsurgentes por ser una de las avenidas mas
largas de la cindad y una de las que nsa un mayor mimero de personas.
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Mds adelante, el Metrobiis se amplié sobre la misma linea y se han abierto
cinco lineas mds. Sin embargo, su eficiencia y productividad se ha puesto en
duda en todos estos aflos puesto que debido a las marchas, bloqueos o al
trdnsito intenso, la velocidad de las unidades es mucho menor en horas y/o
dias especificos. Para lograr recuperar cierta velocidad promedio durante el
dfa, los conductores de las unidades manejan a velocidades que oscilan entre
los 120 y 140 km/h en periodos de tiempo donde la ciudad no estd tan
congestionada, lo cual pone en riesgo tanto a los usuarios y transetintes,
como a los conductores, generando un problema que también se tiene que
regular. Como se menciona en [34], el gerente de Transmilenio Colombia
explicod algunas propuestas para que el sistema BRTs no se sature: ubicar
las zonas con mayor demanda, controlar el nimero de servicios en hora
pico y tener dos carriles, uno de los cuales sea de mdxima velocidad y otro
convencional, con lo cual también se evitarfan accidentes.

El licenciado en Economifa Luis Antonio Moreno, en [23], realizé un estudio
estadistico sobre la velocidad promedio de todas las lineas en el periodo
de enero del 2008 a marzo del 2011 y se percatd que la velocidad fue de
15.73 km/h; mientras que la cifra oficial fue de 19.66 km /. El expuso que
el Metrobtis no es necesariamente un transporte rapido v que el resultado
de esto es la configuracion de las estaciones (que se encuentren en carriles
centrales y que las unidades dependan de la coordinacion de los semaforos) y
recomendd que la distancia entre estaciones debe ser mayor. Incluso, Moreno
sugirio que el funcionamiento del Trolebiis es mejor puesto que obtuvo una
velocidad promedio de 30 km/h, a un menor costo. Asi él concluye que
el Metrobiis no es un servicio cémodo, seguro ni accesible. Sin embargo,
menciona que puede ser un transporte alternativo para un volumen de
pasajeros menor a los 15,000.

En esta tesis se utilizan los componentes y caracterfsticas de las series de
tiempo, la estadistica bdsica y el andlisis de las series por medio de la
teoria del Teorema inmersion de Takens para explicar el funcionamiento —
en términos de la velocidad— del Metrobts, con la finalidad de describir
su comportamiento e investigar el mecanismo generador de las series
encontradas y buscar posibles modelos temporales que permitan predecir
lo que ocurrird en un periodo de tiempo corto. Para ello se emplean las
mediciones de tiempos de entrada y salida por estacién de la linea 5, de ida
y vuelta, del Metrobis de la Ciudad de México, durante el mes de mayo
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del 2014. La importancia de estos datos es debida a que la linea 5, que
comenzé sus funciones el 5 de noviembre del 2013, satisface una demanda
de 70 mil pasajeros por dia, se mueve por Eje 3 Oriente (Ingeniero Eduardo
Molina) de San Lazaro a Rio de los Remedios, cubriendo una longitud total
de 10 km de recorrido con 18 estaciones, segiin la informacion detallada
en [36] y [37]. Lo cual nos permite conocer la velocidad de las unidades
en una avenida conflictiva e identificar las problematicas en una linea que
estd muy bien monitoreada las 24 horas del dia, los 365 dias del ailo, por el
Centro Informativo de Transporte Inteligente (CITI), instancia que controla
en tiempo real a los autobuses y a las estaciones de esta linea desde sus
inicios. Ademads, la linea conecta el centro de la ciudad (San Lazaro) con
la frontera entre la CDMX y el Estado de México, pues la otra terminal se
encuentra entre la delegacién Gustavo A. Madero y el municipio de Ecatepec
(Rio de los Remedios). De acuerdo a [38] la obra de la linea 5 implemento en
esta misma vialidad distintas formas de movilidad urbana: banquetas grandes
para el peatén, carriles de bicicleta y carriles para transito mixto en ambos
sentidos, y dos carriles exclusivos para el Metrobiis; adecnando espacios para
convertirlos en un corredor de parques, juegos infantiles y gimnasios al aire
libre. Destacando también la introducciéon de paneles solares, muros verdes
y dreas verdes en sus instalaciones, asi como autobuses de baja emision de
gases contaminantes, siendo la primer linea de sistemas BRTs en reducir el
dano ambiental.

A continnacién se explica brevemente lo que se realizé por capitulo.

En el Capitulo 1 se define lo que es una serie de tiempo, se dan ejemplos sobre
las series en distintas dreas de investigacion, describiendo los componentes y
las caracteristicas de cada una de éstas despucs de explicar sus definiciones.
Una de las propiedades de las series de tiempo es la estacionariedad, de la cual
se expone la prucba que la describe, la de Ljung-Box. para posteriormente
detallar los modelos lineales estacionarios (AR(p), MA(q) y ARMA(p,q)) y
no estacionarios (ARIMA(p,d, q)). que tienen como objetivo predecir nna
serie de tiempo estocdstica.

En el Capitulo 2. se comienza exponiendo la version original del Teorema
de Takens que explica la reconstruccion del espacio fase, asi como su
demostracion formal. La utilizacion del teorema permite obtener una version
topoldgica equivalente del espacio de fases a partir del comportamiento de
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Figura 1: Mapa de la linea 5 del Metrobis de la Ciudad de México. Tomada
de [30).

14



una sola variable del sistema, lo cual resulta de gran utilidad para el estudio
de escenario dindmicos cadticos. Se explican ademds como se calculan las
técnicas de andlisis de las series temporales cadticas: desde el tiempo de
retraso y la dimensién de inmersién necesarias para construir el espacio
fase mediante los datos u observaciones de una serie, como la dimension
de correlacién, el exponente de Lyapunov mdximo y el tiempo de prediceion
u horizonte de predictibilidad. Finalmente se detalla el modelo innovador de
Abbas Golestani y Robin Gras [8] que predice nna serie de tiempo cadtica
calculando la dimension fractal.

En el Capitulo 3 se explica como se obtiene, utilizando de un programa que se
desarrolla en el lenguaje Python y con el modulo openpyzxl (Véase Apéndice
A.1), la serie temporal a partir de los datos proporcionados por el drea de
sistemas del Metrobus de la Ciudad de México.

Las series de las velocidades, correspondientes a las mediciones, se encuentran
por dia y de acuerdo a éstas se examinan los valores para identificar posibles
errores téenicos de deteccion de las velocidades o del paso de informacion a
las hojas de excel que reunen la informacion descrita. Los datos se acomodan
y calculan en Excel con Python y una vez hecho esto, se calculan los valores
promedio para encontrar la dindmica subyacente durante todo el mes y
aplicar asi el Teorema de Takens. La hipdtesis inicial del comportamiento
de la serie de las velocidades promedio del Metrobiis es (ue ésta es cadtica,
siguiendo las ideas del articulo de Chaotic analysis of traffic time series, [15],
el resultado se explica en las conclusiones.

Las téenicas de series cadticas se implementan con paqueterias especificas
de R, como se pueden leer en el Apéndice A.2. Sin embargo, el Teorema de
inmersién y sus algoritmos no puede predecir datos de una serie, sélo puede
definir el periodo en el cual pueden existir. Por cllo, se explican algunos
métodos que pueden encontrar esas cifras en los capitulos anteriores y se
presentan los resultados graficos de éstos.



Capitulo 1

Series de tiempo

El Dr. Alejandro Nava, en [13], explica que la ciencia tiene bases tanto tedricas
como experimentales y que las observaciones recabadas de un fenémeno
pueden ser iitiles en ambas instancias. Las mediciones que se recopilan,
observan o registran en intervalos de tiempo regulares (diario, semanal,
semestral, anual, ctc.) pueden construir una serie de tiempo. Uno de los
objetivos del estudio de series de tiempo es el prondstico de éstas, lo
cual significa que se quieren conocer los valores futuros donde no existen
mediciones disponibles. Este prondstico se realiza por ejemplo para optimizar
un drea especifica de una empresa o para encontrar patrones historicos que
aynden en la toma de decisiones, ete. Para realizar nun buen prondstico es
importante saber en que periodo de tiempo se estd hablando y que tantos
periodos (horizonte de predictibilidad) necesitan ser pronosticados. Ademéds
se necesita también saber si la serie es determinista, estocdstica o cadtica.

Definicién 1.0.1 Una serie de tiempo es una secuencia de observaciones
de fendmenos fisicos, bioldgicos o quimicos, entre otros, registradas
en determinados momentos del tiempo, ordenadas cronologicamente y,
espaciadas entre si de manera uniforme.

Para analizar una serie de tiempo, primero se plantea su gréfica, ya que esto
permite realizar una inspeccién visual identificando la tendencia, asi como
la estacionariedad y las variaciones irregulares. Después se pueden analizar
estadisticamente los datos, para tratar de construir un modelo que explique
la estructura y la evolucién de una variable a lo largo del tiempo.

Finalmente para intentar hacer una estimacion y cdlculo de los indices
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o propiedades métricas y la aplicacion de procedimientos graficos que
permitan determinar si una serie de tiempo aparentemente aleatoria puede
corresponder a un comportamiento cadtico, s necesario recurrir al Andlisis de
Sistema Dindmico no Lineal determinista. Esta herramienta permite estudiar
el sistema que origing la serie de tiempo y su posible evolucion en el tiempo.
Por lo que, aunque sabiendo que los sistemas cadticos son infinitamente
complejos y extremadamente sensibles a caunbios en las condiciones iniciales,
la Teorfa del Caos explota rigurosamente la informacién contenida en los
datos y puede usarse para hacer predicciones en periodos de tiempo muy
cortos. Esto se explicard en el Capitulo 2 y se realizard en el Capitulo 3 de
esta tesis. Para la redaccion de este capitulo, se siguen las referencias [1],

[13], [16] [21] y [39].

1.1 Componente de una serie de tiempo

De acuerdo al andlisis cldsico de las series temporales, los valores que toma
la variable de observacién es consecuencia de tres componentes, cuya unién
da como resultado los valores medidos, estos componentes son:

(a) Componente tendencia. Se define como un cambio a largo plazo que se
produce en relacién al nivel medio. La tendencia se identifica con un
movimiento suave de la serie a largo plazo.

(b) Componente estacional. Algunas series temporales presentan cierta
periodicidad o variacién de cierto perfodo (semestral, mensual, etc.).
Estos efectos son féciles de ver y se pueden medir explicitamente o
incluso se pueden eliminar de la serie de datos, a este proceso se le
lama desestacionalizacion de la serie.

(¢) Componente aleatoria. Esta componente no responde a ningin patron
de comportamicnto, sino que es el resultado de factores aleatorios que
inciden de forma aislada en una serie de tiempo.

De estos tres componentes, los dos primeros son deterministas, mientras
que el ultimo es aleatorio. Asi se puede denotar la serie de tiempo como
xy =T, + Ey + I, donde T} es la tendencia, E; es la componente estacional e
I; es la componente aleatoria.
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1.2 Caracteristicas de las series de tiempo

1.2.1 Medidas de dependencia

Una descripcién completa de series de tiempo, observadas como coleccion de
n variables aleatorias y un nimero arbitrario de puntos ty,te, ..., t,, para
cualquier ntimero entero positivo n, estd dado por la funcion de distribucion
conjunta, evaluada como la probabilidad de que los valores de las series estén

PGy, 05, 55585

Definicién 1.2.1 La funcion media es definida como

X

fa, = B3} = /~ | z.fi(x)dz, (1.1)

x

donde E denota el valor esperado del operador.

Definicién 1.2.2 Un modclo de series de tiempo de los datos observados xy
es una especificacion de las distribuciones conjuntas, o posiblemente sélo de
la media y la covarianza, de una secuencia de variables aleatoria Xy, de las
cuales x, es una postulacion de ser una realizacion

Definicién 1.2.3 La funcién de autocovarianza estd definida como el
producto del sequndo momento

Ye(8, 1) = cov(xg, 2y) = E[(xs — pis) (s — pir)), (1.2)
para toda s yt.

La autocovarianza mide la dependencia lineal entre dos puntos de las mismas
series observadas a diferentes tiempos. Las series suaves exhiben funciones
de autocovarianza que permanecen largas, ain cuando los enteros t y s se
encuentren lejos; mientras que las series variables tienden a tener funciones
de autocovarianza cercanas a cero para separaciones largas.

Definicién 1.2.4 La funcion de autocorrelacion ACF estd definida como:

cov(Z, Tj—k)

= \/\/(:l?j)\/V(:I:j k) (1.3)

@y = COTT (B i5-k)
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donde V(z;) = 0? es la varianza.

La ACF mide la predictibilidad lineal de las series, al tiempo t. La funcién
p;j tiene las siguientes propiedades:

e =1
o —| S £ < 1
e Simetria p; = p_;

Definicién 1.2.5 La funcion de autocorrelacion parcial PACF mide la
correlacion entre dos variables separadas por k periodos cuando no se
considera la dependencia creada por los retardos intermedios existentes entre
ambas.

T = corr(Ly, Lj p/Tj 1Lj-2. .. Lj ty1)
eoulay; — &y Bk — &) (1.4)

VV (e — @) Vi =)

1.2.2 Estacionariedad

Definicién 1.2.6 Una seric de tiempo es estrictamente estacionaria si la
conducta probabilistica de cada coleccion de wvalores, {:1:“,:L‘t,1,...,:I:tk}, es
wdéntica a aquélla con traslacion en el tiempo, L 1hs Logrts o y Ly +h ) Esto
es,

Plty £ Gy 8y S o) = Plas o £ 0100 Ban 6k},

para todo k =1,2,..., t ty,... by, €1, ¢y .y y h=0,£1,£2, .. ..

Esto es, una serie de tiempo X, con t = 1,... se dice estacionaria si ésta
tiene las propiedades estadisticas similares a aquélla serie en la cual cambia
el tiempo, de la forma X, ., t = 1,..., para cada entero h. Se restringe la
atencion a aquéllas propiedades que dependen sélo de los primer y segundo
momento de X;.

Definicién 1.2.7 Una serie de tiempo es débilmente estacionaria, Ty, €8 un
proceso de varianza finito tal que:

1. La funcion de walor medio, 1, definida en (1.1) es constante y no
depende del tiempo t v,
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2. La funcién de autocovarianza, (s, t), definida en (1.2), depende de s
y t solo por medio de su diferencia |s — t|.

Por tanto, el término estacionario significa débilmente estacionario.

1.2.3 Prueba de Ljung-Box

Este test prucba en forma conjunta que todos los coeficientes de
autocorrelacion son simultdneamente iguales a cero, es decir, que son
independientes. Esta definida como:

m ~9
LB =n(n+2) Z (;—%) ~ \v(m), [1.5)

k=

donde n cs el tamaino de la muestra y m la longitud del rezago.

1.3 Ejemplos de series de tiempo

Las series de tiempo aqui descritas pueden ser estocdsticas o cadticas, el
objetivo de presentarlas es ver como a partir de su gréfica se pueden observar
detalles importantes sobre el problema que estdn narrando, destacando los
componentes y sus caracteristicas esenciales que presentamos anteriormente.
La figura 1.1 muestra las ganancias trimestrales por accion de la compatiia
estadounidense Johnson y Johnson, datos calculados por el profesor Paul
Griffin de la escuela de Administracién de la Universidad de California.
En la grafica se pueden observar las mediciones de 21 anos y 84 trimestes,
de 1960 a 1980. Para hacer el andlisis de la serie de tiempo, se empieza
por observar los patrones que ocurren cuando transcurre el tiempo. En este
caso, se nota un incremento gradual que fija una tendencia y una variacion
periédica superpuesta sobre la tendencia que parece repetirse por trimestre.

En el siguiente ejemplo, figura 1.2, se considera un registro de la temperatura
media global. Los datos de la serie de tiempo son desviaciones promedio,
medidas en grados centigrados, de la temperatura de la Tierra tomada de
1880 al 2009. En esta serie de tiempo se nota nna tendencia al alza durante
la ltima parte del siglo XX que ha sido utilizada como argumento para la
hipotesis del calentamiento global. Se observa también una nivelacion en
el ano 1935 v luego otra vez la tendencia se incrementa muy levemente
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Figura 1.2: Grafica de las desviaciones promedio anuales de la temperatura
global, de 1880 a 2009, en grados centigrados.

La serie de tiempo de la figura 1.3 presenta una muestra de 0.1 s (1000
puntos) de la voz grabada de la frase aaa...hhh, se puede notar la
naturaleza repetitiva de la sefial y las periodicidades regulares. El problema
de reconocimiento de voz por medio de la computadora es por demds
reelevante, puesto que se requiere convertir una sefial particular en la frase
grabada aaa . ..hhh. El andlisis espectral puede ser usado en este contexto
para producir una firma de esta frase, que puede ser comparada con otras
firmas de varias bibliotecas de silabas para buscar una coincidencia. Se
puede notar de forma inmediata que ocurre una repeticién regular de ondas
pequefias. La separacion entre los intervalos se conoce como el perfodo de
tono y representa la respuestra del filtro del tracto vocal a una secuencia
periddica de impulsos estimulados por la apertura y el cierre de la glotis.

En ejemplo 4 es una serie de tiempo financiera, la grafica de la figura 1.4
muestra el cambio porcentual de la Bolsa de Valores de Nueva York, de
febrero de 1984 al 31 de diciembre de 1991, En esta grafica se puede detectar
ficilmente la caida de la bolsa que ocurrid el dia 19 de octubre de 1987, La
media de la serie parece ser estable, con un promedio de aproximadamente
cero; sin embargo, la volatilidad de datos cambia a lo largo del tiempo. De
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hecho, los datos muestran un agrupamiento de la volatilidad, es decir, tiene
periodos de variabilidad altos que tienden a agruparse juntos. Un problema
en el andlisis de este tipo de datos financieros es pronosticar la inestabilidad
de los rendimientos futuros.

Las series de tiempo de la figura 1.5 presentan los valores mensuales de dos
medidas ambientales: el indice de oscilacién del sur (SOI) y el reclutamiento
de peces nuevos, datos obtenidos por el Dr. Roy Mendelssohn del grupo de
pesca y medio ambiente del Pacifico. Ambas series ocurren en un perfodo
de 453 meses, que varfa entre 1950 y 1987. Las medidas de los cambios
en la presion del aire SOI estdan relacionadas con las temperaturas de la
superficie del mar en el oceano Pacifico central. El centro del Pacifico se
calienta de tres a siete anos debido al efecto del nifio, responsable de las
inundaciones en vairas partes del medio oeste de los Estados Unidos, en 1997.
Las dos series de la figura 1.5 tienden a exhibir un comportamiento repetitivo,
con la presencia de ciclos regulares que son facilmente visibles. También se
puede observar que los ciclos de la primer serie se repiten a un ritmo més
rapido que los de la serie de reclutamiento. La segunda serie muestra también
varios tipos de oscilaciones a una frecuencia mds rapida que parece repetirse
aproximadamente cada 12 meses y una frecuencia mds lenta que parece se
repite cada 50 meses. Los dos series estan relacionadas entre si, pensando que
la poblacién de peces dependa netamente de la SOI Tal vez incluso tengan
una relacion temporal. con las modificaciones de la senalizacion SOI en la
poblacion de peces.

Un problema fundamental en la estadistica cldsica se produce cuando se
da una coleccion de series o vectores de series independientes, generada bajo
diferentes condiciones experimentales o diversas configuraciones tratamiento.
Esta serie de series se muestra en la Figura 1.6, donde se observan los datos
recogidos de varios lugares en el cerebro a través de imdgenes de resonancia
magnética funcional (fMRI). En este ejemplo, a cinco sujetos se les dio un
cepillado periddico en la mano. El estimulo se aplicé durante 32 segundos y
luego se detuvo durante 32 segundos. Por lo tanto, el perfodo de la sefial es de
64 segundos. La velocidad de muestreo fue una observacion cada 2 segundos
para 256 segundos (1 = 128). La serie muestra medidas consecutivas del nivel
de sangre oxigenada dependiente (trazo negro) de la intensidad de la sefial,
que mide zonas de activacion en el cerebro. Las periodicidades aparecen en la
serie de la corteza motora y con menor intensidad en el tdlamo y el cerebelo.
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Figura 1.3: Gréfica de la grabacion de las silabas aaa . .. hhh muestreada con
10,000 puntos por segundo, con n = 1020 puntos.

El hecho de que una tiene las series de diferentes areas del cerebro sugiere
comprobar que dreas estdn respondiendo diferente al estimulo del cepillo.

Como 1iltimo ejemplo, las series en la Figura 1.7 representan dos fases o
llegadas a lo largo de la superficie, que se denotan por P (t = 1,...,1024)
y S (t = 1,025,...,2048), a una estacion de registro sismico. El objetivo
del equipo de registro en Escandinavia es la observacion de terremotos y
explosiones mineras. El problema general se centra en distinguir o diseriminar
entre las formas de onda generadas por los terremotos y las generadas por las
explosiones. Las caracteristicas importantes son las relaciones de amplitud
en bruto de la primera fase P a la segunda fase S, que tienden a ser mas
pequenios para los terremotos que para explosiones. En el caso de los dos
eventos en la figura 1.7, la relacion de amplitudes mdximas parece ser algo
menor de 0.5 para el terremoto y aproximadamente 1 por la explosion. De
lo contrario, se tiene una sutil diferencia en la naturaleza periddica de la
fase S para el terremoto. Se puede usar el andlisis espectral de la varianza
para probar la igualdad de la componentes periodicos de los terremotos y las
explosions. También se pueden clasificar los componentes futuros de Py S
de los eventos de origen desconocido.
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Figura 1.4: Gréfica que muestra los rendimientos del mercado de valores
ponderados diarios de la bolsa de Nueva York, del 2 de febrero de 1984 al 31
de diciembre de 1991 (durante 2000 dfas de negociacién). La crisis econémica
del 19 de octubre de 1987 se produce justo en t = 938.
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Figura 1.5: Gréfica que muestra el indice de oscilacion del sur (SOI) mensual
y el reclutamiento estimado de peces nuevos, de 1950 a 1987.
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Time (1 pt = 2 sec)
Figura 1.6: Gréfica de las imagenes de resonancia magnética funcional (fMRI)

desde varios Ingares de la corteza, el tdlamo y el cerebelo; n = 128 puntos,
una observacion tomada cada 2 segnundos.
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Figura 1.7: Grafica de las fases de llegada de un terremoto (arriba) y de una
explosién (parte inferior) a 40 puntos por segundo.
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1.4 Prediccién series de tiempo estacionaria

Definicién 1.4.1 Un proceso cstocdstico es una sucesidn de variables
aleatorias {x;}, t = —00,...,=2,-1,0,1,2,...,00.

Definicién 1.4.2 Se llama ruido blanco a una sucesion de variables
aleatorias con esperanza cero, igual varianza ¢ idependientes en el tiempo.
En lo sucesivo, se denota un ruido blanco por .

1.4.1 Procesos lineales estacionarios.
Procesos autoregresivos AR(p)

En estos modelos el valor actual de la serie @, se explica en funcién de p
valores pasados oy 1, x¢ o, ..., 1 »» donde p determina el mimero de retrasos
necesarios para pronosticar un valor actual.

Definicién 1.4.3 El modclo autoregresivo de orden p estd dado por:
e =Py + Dy + Doy o +... + P, ) + € (1.6)
En términos del operador de retardos,
(1—®1L—DL?— ... —DpL)ay = ¢

donde ¢; es un proceso de ruido blanco y las ®'s son los parametros del
modelo.

Las condiciones de estacionariedad para los modelos AR de orden 1 y 2 son
los siguientes:

¢ En el proceso AR de 6rden 1, la variable u; estd determinada por el
valor pasado @ 1 @y = Py, | + ¢, donde ¢ es un proceso de ruido
blanco con media cero y varianza constante, ¢ es el pardmetro.

Entonces (1 —=®L)x, = ¢, donde el polinomio autoregresivo es @, (L) =

1— L, L =1/3.

La condicion de estacionariedad del modelo es: [L| = |[1/®] > 0,
entonces |¢| < 1
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e En el proceso AR de érden 2, la variable x; estd determinada por el
valor pasado y el anterior: x; = Oy + Poxp 9 + ¢, y ¢ €s un ruido
blanco.

Entonces (1 — O, L — Py L)z, = ¢, donde el polinomio autoregresivo es
1 2

O, + ([)% + 4P,
-2, '

®y(L) =1 —®,L — &, L2, con raices Ly, Ly =

La condicién de estacionariedad del modelo es:
Ll @y + + /(I)‘-]Z + 4, = 1§ i D, — /(I)'f + 49,
= V 5 =
4 -2, ' % —20,

(D — 1% + 4D,) > 0, la raices son reales y si (@ — 12 + 4®,) < 0, las
raices son complejas

1, si

Proceso de Medias méviles M A(q)

Este modelo supone linealidad, el valor actual de la serie, 2 estd influenciado
por valores de una fuente externa.

Definicién 1.4.4 El modclo de orden q estd dado por:
Ty = G‘)() e (—)I(f S - (‘)2(,, Rl F e (‘),I(f q — (t (17)
Expresado en términos del polinomio operador de retardos se tiene:

g=(1-61L—6,L%—...—0,L"¢
By = B L)e,

donde ¢; es un proceso de ruido blanco y yi, ©1, ©a, ... O, son los pardmetros
del modelo.

Las condiciones de invertibilidad para los modelos M A de orden 1y 2 son
los siguientes:

e El proceso de media mévil de orden 1, M A(1), determina el valor de
en funcién de la innovacién actual y su primer retardo: z; = ¢; — O¢;,
entonces 7; = (1 — ©OL)¢,

El polinomio esta dado por ©(L) =1 — 0L, conraiz L =1/0

29



La condicion de invertibilidad estd dado por |L| = [1/6] > 1, esto es,
e <1

e El modelo de medias moéviles de orden 2, MA(2), es: 2 = ¢, — ©1¢,_1 —
Os¢; 2, donde O y O, son pardmetros Vv ¢ es un proceso de ruido
blanco.

Siay=(1-=0L—0,L%q, cl polinomio de medias moviles esta dado

, O, + /0? + 40.
por ©y(L) =1—0,L — 6,L% con raices L, Ly = - ‘)(; T8
—20,

Las condiciones de inertivilidad estdan dados por:

L 0, + /0% + 40, 0, - VOT+46;| _
l —

> 1y |Ly| =

Los procesos de medias méviles se denominan procesos de memoria corta,
mientras que los autoregresivos son procesos de memoria larga.

Para modelos que tienen representaciones con componentes autoregresivas y
de medias moviles, veremos los modelos ARMA(p,q), donde p y ¢ denotan,
respectivamente, los ordenes de los componentes autoregresivo y de medias
moviles.

Proceso Autoregresivo de medias méviles ARMA(p, q)

Definicién 1.4.5 Si @, sigue un proceso ARMA(p,q), en este habrd P

términos autoregresivos y q términos de media mduvil,

T =c+ Dy | +DPoxy o+ ...+ Q,x )+ 0164 1+ Ooes0+... + Oy€t—q + €1,
(1.8)

donde <, es un proceso de ruido blanco y ¢, Oy, . . o3 Py Oy w00 , By s0M oy

pardmetros del modelo.

Para un proceso ARM A(p, ¢) una condicion de estacionariedad es la misma

que para un proceso AR(p) (|®| < 1), del mismo modo que una condicién de

invertibilidad es la misma que para el proceso MA(1) (|©] < 1).

El modelo ARM A(p, ¢) se puede escribir en términos del operador de retardos
como sigue:
(1=OL - DpL?— ... - D, LP)ay;=(1-O0,L -0 —-2[2— ... — O, L%)e;
@, (L)z: = O,4(L)eq,
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donde ®,(L) es el polinomio autoregresivo y ©,(L) es el polinomio de medias
maviles.

S S —— o 9l(L)
Si el proceso es estacionario, su representacion MA(oc) es 1y = ———=¢,
(T)P(L)
entonces Ly = (4 + (/)](, l + (/“)2(, 9 - (’,"‘)3(, 3 “+ ...
: . . ’ (L)
Si el proceso es invertible, una representacion AR(oc) es 5 (L):zr, = By
q

entonces xy = ¢, + Oy 1+ oy o+ TRy 3+

Los pesos de la representacion M A(oc), como de AR(oc), estan restringidos
a depender del vector finito de pardmetros del modelo ARMA(p, q):
T | N . TP -

Las condiciones de estacionariedad del modelo ARM A(p, ¢) vienen impuestas
por la parte autoregresiva, dado que la parte de medias moviles finita siempre
es estacionaria. Las condiciones de invertivilidad del modelo vienen impuestas
por la parte de medias méviles, dado que la parte autoregresiva es siempre
invertible, porque siempre estd directamente escrita en forma autoregresiva.

El modelo ARMA(p, q) tiene media cero, varianza constante y finita y una
funcién de autocorrelacion infinita. La funcién de autocorrelacion decrece
rapidamente a cero.

1.4.2 Procesos lineales no estacionarios
Proceso autoregresivo integrado y de media mévil ARIMA (p,d,q)

Los modelos anteriores se basaban en la estacionariedad de una serie de
tiempo, es decir, donde se cumple que la media y la varianza son constantes
en el tiempo y la covarianza es invariante en el tiempo. Sin embargo,
muchas series no son estacionarias, por consiguiente, se debe restar una
serie de tiempo d veces para que sea estacionaria y luego aplicar a esta serie
diferenciada un modelo ARM A(p, q).

Definicién 1.4.6 El proceso autoregresivo integrado y de media movil

ARIM A(p,d,q), donde p denota el naiimero de términos autoregresivos, d es
el niimero de veces que debe ser diferenciada la serie para que sea estacionaria
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Yy q es el ndmero de términos de la media mdvil invertible, tiene como
expresion algebraica:

d

:1:;_1 =c+ (I)l.'l.‘;[_l +... 4+ Dyl o ¥ (;)1(‘,1 L Fe (—)(/(‘,‘l%/ + (‘,l (1.9)

En forma del polinomio operador de retardos, el modelo ARIMA(p,d, q) es:
O(L)(1 = L)%, = ¢+ O(L)c,,

donde 2 es la serie de las diferencias de orden d, ¢! es un proceso de ruido
blanco y ¢, @y,...,9,,0,..., 0O, son los pardmetros del modelo.

La construccion de los modelos ARIMA(p, q,d) se lleva de forma iterativa
mediante un proceso en el que se distinguen cnatro etapas:

L. Identificacion. Utilizando los datos ordenados cronolégicamente  se
sugiere un modelo ARIMA que sea investigado. El objetivo es
determinar los valores p,d y ¢ que sean apropiados para reproducir
la serie de tiempo. Es posible identificar mds de un modelo candidato
para describir la serie.

2. Estimacion. Dado el modelo apropiado para la serie de tiempo, se
realiza la inferencia sobre los pardmetros.

3. Validacién. Se realizan diagndsticos para validar si el modelo se ajusta
a los datos, sino se elige otro candidato.

4. Prediccién. Una vez seleccionado el mejor modelo candidato, se pueden
hacer prondsticos en términos probabilisticos de los valores futuros.

Proceso estacional autoregresivo integrado y de media mévil
ARIMA(p,d,q)(P,D,Q),

Cuando una serie de tiempo tiene intervalos de observacién menores a un
ano, entonces es frecuente que se tengan variaciones o patrones sistematicos
cada cierto periodo. Deben ser captadas en los llamados factores estacionales,
dentro de la estructura del modelo a construirse.

Las series de tiempo estacionales pueden ser aditivas o multiplicativas, al
mismo tiempo cada una puede ser estacionaria o no estacionaria. Usualmente
se presentan con mayor frecuencia los modelos multiplicativos, de esta
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manera se combinan términos ordinarios del proceso ARMA y términos
estacionales, asi como diferencias regulares y diferencias estacionales para
trasformar las serics en estacionarias. Este tipo de procesos tienen las
siguientes caracteristicas:

e Contiene nna componente ARIM A(p, d, ¢) que modela la dependencia
regular, que es la dependencia asociada a observaciones consecutivas.

e Contiene una componente ARIMA(P, D, Q) que
modela la dependencia estacional, que esta asociada a observaciones
separadas por s periodos.

Definicién 1.4.7 La estructura general de un modelo
ARIMA(p,d,q)(P,D,Q); es:

T, =c+ P+ ...+ Ppmpy + O+ ...+ OppTi_ps (1.10)
F€y = D] = o+ o — Pppag = V1€§—g — « « « — VL~
donde @1,...,9,,01,...,0p,¢1,..., ¢, V1,...,Vq SON los pardametros y ¢, ~

N(0,0?)
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Capitulo 2

Técnicas de analisis de series de
tiempo cadticas

De acuerdo con Casdagli [3], la modelacion no lineal y la prediccion de series
de tiempo es muy reciente, esto es, la comunidad estadistica ha construido
modelos no lineales estocdsticos desde 1980. Mientras que la comunidad que
estudia a los sistemas dindmicos, motivada por el fenémeno del caos, ha
construido modelos deterministicos no lineales desde 1987.

El caos se define como la conducta irregnlar de las solnciones de una ecnacion
determinista no lineal (de una variable como la logistica o de tres como el
sistema de Lorenz). Las soluciones cadticas exhiben un espectro de banda
amplio, disfrazado como series de tiempo aleatorias cuando son analizadas
con técnicas lineales, éstas son solo exactas para un periodo de tiempo
gobernado por los errores en las condiciones iniciales y el exponente de
Lyapunov del sistema, el cual enantifica la divergencia exponencial de las
trayectorias en el sistema cadtico. Sin embargo, cnando se considera el espacio
de estado subyacente, en muchos casos la solucion cadtica se encuentra en un
atractor extraio, el cual tiene estructura fractal y tipicamente una dimension
no entera.

Existen varios cjemplos de ccuaciones que son no lineales, que tienen
pocas variables y que exhiben conducta cadtica. En estos sistemas con
un grado de libertad menor, las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)
deterministas derivadas de las leyes de la fisica pueden usarse para establecer
numéricamente la existencia del caos y desarrollar una prediccion a corto
plazo, junto con un andlisis de series de tiempo.

Recientemente se ha mostrado que las EDO deterministas, con un mimero
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pequenio de variables, pueden modelar adecuadamente fenémenos fisicos de
varios grados de libertad cerca de la transicion al caos. Motivado por los
resultados en la teorfa de los sistemas dindimicos, Ruelle y Takens (1971)
conjeturaron que la transicion a la turbulencia observada en los experimentos
de la dindmica de fluidos, podfan ser explicados por una bifurcacion a un
atractor extranio de dimensién menor, confirmada por los resultados de
universalidad de Feigenbaum, resultados matemdticos en PDEs, asf como con
los experimentos fisicos y los numéricos. El problema de estimar la dimension
del atractor extrafio en el cual subyacen las series de tiempo irregulares,
generadas por un sistema de varios grados de libertad como un fluido, fue
propuesto por Takens en 1981, sus técnicas de reconstruccién de espacio fase
mostraron en principio que es posible dirigir la estimacién de dimension por
una observacién directa de una serie de tiempo.

2.1 Teorema de Takens

Para la redaccién de esta primer seccién, se siguen las referencias [9], [10],
[12], [19] [20] y [22]. EIl teorema de Takens muestra como las variables de
retraso de una tnica serie de tiempo pueden ser usadas como variables
represantes para construir el atractor de un proceso dindmico subyacente.
La reconstruccién del espacio fase, a partir de las series de tiempo, es un
enfoque muy importante para el andlisis de los sistemas no lineales complejos.
La dificultad que conlleva la prueba del teorema es debida a que sus conceptos
principales se definen por medio de la topologia diferencial y especificamente
con la nocion de genericidad. Es por ello que antes de presentar y demostrar el
Teorema de Takens (como ¢l mismo lo publicé en [19]), se necesitan mencionar
algunas definiciones y teoremas importantes.

Teorema 2.1.1 Teorema de Baire.
Seca M un espacio métrico completo. Toda interseecion numerable de abiertos
densos es un subconjunto denso de M.

Definicién 2.1.1 Genericidad
La nocion topologica mds comin de genericidad es la de que una propiedad
que se cumpla en una interseccion numerable de abiertos densos (avalados
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por el Teorema de Baire).

En la teoria de los sistemas dindmicos el comportamiento asintético de un
sistema. disipativo puede ocurrir en sélo cuatro formas tipicas: punto fijo,
ciclo limite. toro o atractor extrafio. El primer atractor extrano reportado en
un articulo cientifico fue el de Edward N. Lorenz en 1963; mientras analizaba
la explicacién de la imposibilidad de predecir los fendmenos meteorologicos
a largo plazo. A continuacion su definicion.

Definicién 2.1.2 Atractor extrano
Un atractor extrano cumple las propiedades siguicntes:

1. Para todo tiempo t, las érbitas no salen del espacio de fases, éstas se
mueven dentro de un volumen confinado de él. Esto ocurre debido al
doblamiento vy estiramiento del espacio de fases.

2. Algunos de los atractores extranos son fractales puesto que son
autosimilares.

3. Todo atractor extrano cs fuertemente dependiente de cambios pequenos
en las condiciones iniciales. Esto es, dos puntos iniciales divergen
rdapidamente, de modo exponencial, rumbo a un caos aparente.

Los atractores extraiios pueden ser separados en dos categorfas: estocdstico y
cadtico, dependiendo de si estan asociados con el comportamiento estocdstico
o cadtico del sistema. Los atractores que implican sélo un mimero finito o
infinito de ciclos tipo silla y sus variedades integrales inestables se denominan
estocdsticos. Los atractores que implican ambos ciclos tipo silla y estables con
pequeiias regiones de atraccion se denominan cadticos. Todas las trayectorias
de fase que forman un atractor estocdstico tienen que ser exponencialmente
inestables. Un atractor cadtico tiene que mantener al menos una trayectoria
estable. En particular, los atractores cadticos pueden consistir en un ciclo tipo
silla de multiples revoluciones estables con bobinas suficientemente proximas
o en un conjunto denumerable de ciclos limites estables con regiones de
atraccion suficientemente pequenias (el mimero de ciclos puede ser infinito).

Definicién 2.1.3 Variedad

Una variedad M es un espacio topoldgico el cual es local en R™, esto es, cada
punto tiene una vecindad abierta la cual es homeomdrfica a un subconjunto
abierto de R™
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Definicion 2.1.4 Inmersion o encajamiento

Una inmersion o encajamiento es una transformacion multivariada de una
vartedad que mapea todas las trayectorias sobre la variedad original y sin
cruzamientos. Esto es, la inmersion s uno a uno globalmente, que lleva todas
las singularidades en trayectorias que define la variedad (las singularidades
son puntos sobre la variedad donde las trayectorias se cruzan de manera que
las rutas futuras no estin determinadas de forma tnica). Sin embargo, no
puede preservar la topologia global de una variedad, conserva la topologia de
cada vencindad local de la variedad original, por lo que cada punto del espacio
tangente de la variedad encajada tiene la misma dimensionalidad que tiene
la variedad original.

Segiin [9], los investigadores Sauer, Yorke y Casdagli sugirieron que la
inmersion es un concepto que tiene que ver con la extraccion de informacion
de caracteristicas del espacio fase, de las series de tiempo obtenidas por
mediciones generales de la evolucién de un sistema.

Definicién 2.1.5 Difeornorfismo o campo vectorial

Sea M wuna wariedad compacta, un sistema dindmico sobre M es un
difeomorfismo ¢ : M — M (en tiempo discreto) o un campo vectorial X sobre
M (tiempo continuo). En ambos casos, la evolucion en el tiempo corresponde
con una posicion inicial xy € M, denotada por pi(xo). En el caso discreto
t € Ny =¢'; micntras que en el caso continuot € R y t — wr(xg) es la
curva integral por x.

Definicion 2.1.6 Obscrvable
Una funcidn es observable si es una funcion y : M — R de clase C? (suave).

El problema a tratar en el teorema es el siguiente: si, para algin sistema
dindmico con evolucion en el tiempo ¢;, se conocen las funciones t —
y(pe()), @ € M, entonces se puede obtener informacion acerca del sistema
dindmico original y de la variedad. Los siguientes tres teoremas tratan de
esta cuestion.

Teorema 2.1.2 Sea M una varicdad compacta de dimension m. Para las
parejas (@,y), ¢ : M — M un difeomorfismo de clase C?, y : M — R una
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funcion suave, hay una propiedad genérica que dice el mapeo Oy, + M —
R¥™ 41 definido por

Do (@) = (W), y(0(@)), ..., y(&*™ (),

es una inmersion o encajamiento.

Demostracién 2.1.1 Six es un punto con periodo k de o, k < 2m+1, todos
ol

, dp , : ’
los valores propios de —— son diferentes entre ellos y diferentes de 1. Ademnds
también se considera que no se pueden tener dos puntos fijos diferentes de @
al mismo nivel de y. Para que ®,,) sea encajamiento cerca del punto fijo x,
dy dy(p) (1.7/( )

dr’ dr 7 drx
para y gencrico si dg satisface la condicion anterior en cada punto fijo.

los co-vectores deben abarcar T:(M). Este es el caso

De la misma forma probamos que O,y es genéricamente una inmersion
cuando se restringen a los puntos ])(,72()(11,(:().9, con. periodo menor o igual a
2m + 1.

Asi, vemos que para un (B,7) genérico, tenemos que $pqy, Testringe a una
vecindad compacta V' del conjunto de puntos con periodo < 2m + 1 es un
encajamiento, para una vecindad U de (@,7), PV es un encajamiento
para cualquier (p,y) € U.

Se quicre mostrar que para alguna (@,y) € U, arbitrariamente cercana a
(2,7), Ppuy €8 un encajamicnto.

Para cualquier punto x € M, el cual no es un punto de periodo < 2m+1 para

dy diy(ye dij(*™
@, los co-vectores —i, ——/I,(—) ,L——) € T*(M) pueden ser perturbados
= o '

d;

md(’pnn(hnnfnmvm‘v d(’ la perturbacion §j. Por tanto, arbitrariamente cerca
de § hay un tal §, tal que (¢,7) € U y tal que O 5 es una immersion.

Hay entonces una ¢ positiva tal que para cualquier 0 < p(x,z') < ¢,
Do) (1) # Poy(2'), p s una métrica fija sobre M. Hay incluso una vecindad
U' c U de (@,%) tal que para cualquier (¢,y) € U', $(,,) €s una inmersion
Y Py () # (I)(%.u)(" ), para cualquier © # x' y p(z,x ) < ¢. Por tanto, cada
componente de V tiene didmetro menor que c.

Finalmente, se tiene que mostrar que en U se tiene una pareja (¢, )
con B, inyectiva. Para esto se necesita una coleccion finita {U;}i_, de
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conjuntos abiertos de M, cubriendo la cerradura de M — {ﬂz'_"()cp (V)} y tal
que,

o para cada i =1,...,N yk=0,1,....2m, didmetro(z *(U;))< ¢,
® para cada 4§ = 1,...,N y k,l = 0,1,...,2m, o~ *(U;) N U #0y
P (U)NU; # 0, implica que k =1,

o para @ (x) € M — (UU)), 5 = 0,....2m, o' ¢ V y ple,2’) >
dos puntos de la sucesion @, p(x), ..., @*" («), 2, 3('), . .. , @™ (2) no
provienen de la misma U;

Sea {\;} una pun‘u,wn de la unidad, es decir, \; es una funcidn no negativa
con soporte U; y SN \;(x) = 1, para toda x € M\V.

Sea U ]\[ X M x RN — R2mHL o R2L o] mapeo que es definido
como U(a ven) = (D gy (), Dy ('), donde € = (ey,...,¢n)
Y Y = + LL—N /\ Definimos W C ]\[ X M como W = {(z,2') € M x
M|p(x,a') > ¢} y donde @ y 2’ no estdn ambos en int(V). U estd restringido
enuna vecindad pequena de Wox {0} en (M x M) x RN, es transversa
con respecto a la diagonal de R*™'' x R*™ 1. Esta transversalidad se sigue
mmediatamente de las condiciones impuestas a la cubierta {U;}Y.,. De esta
transversalidad concluimos que hay una vecindad muy pequeria ¢ € RN tal que
YW x {c}) N A = 0. Si esto también para T, (2.9e) € U’, entonces O(E, )
es inyectiva y por tanto es un encajarniento.

Esto prueba que para un conjunto denso de parcjas (p,y), ®(g.y) es un
encajamiento. Ya que el conjunto de todos los encajamientos es abierto en
el conjunto de todos los mapeos, entonces hay un conjunto abierto y denso
de parejas (¢, y), para el cual O(p,y) es el encajamiento. Lo cual prueba el
teorema.

(2,1
J

[loris Takens dice que este teorema también funciona si M es no compacto
si se restringen los observables a funciones propias.

Teorema 2.1.3 Sea M wuna variedad compacte de dimensién m. Para las
parejas (X, y), X es un campo vectorial de clase C* yy es una funcién suave
sobre M. Se define una propiedad genérica que dice el mapeo ®(x .y @ M —
R21L - definido por

Pix (@) = (y(a), y(e(@)), ... y(p™ (@))),

es una mmersion o encajamicnto, donde gy es el flujo de X.
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Demostracién 2.1.2 La prucba de este teorema es practicamen
que el Teorema 1. En este caso se imponen las siguientes propiedades

r
PA SN

genéricas sobre X :
dy
(a) Si X(r) = 0, entonces todos los valores propios de —;ﬂ : T (M) —
dx
T.(M) son diferentes y distintas de 1

(b) Ninguna curva integral periodica de X tiene periodo entero menor o
igual que 2m + 1

En este caso @y satisface las mismas condiciones que @ de la prucha anterior.
El resto de la demostracion se obtiene de forma inmediata.

Teorema 2.1.4 Sca M una variedad compacta de dimension m. Para
parejas (X,y), X es un campo vectorial suave y y cs una funcion de
al menos clase C*"YY sobre M. Hay entonces una propiedad genérica

en la q ue el mapeo Ox,y + M — R que estd definido por
d(y(¢i(r))) A" (y (e (7)) : "
Oixp(z) = (y(.r,),———(if—— /,=n""’_d},_27”———)’ es una inmersion.

Aqui, ¢y denota el flujo de X.

Demostraciéon 2.1.3 Aunque esta prucba es andloga a la del Teorema 1, lo

primero que se hace aqui ¢s asumir que el campo vectorial genérico X tiene
dX

la propiedad de que X(x) = 0, para todo valor propio de diferente y

distinto de cero. El Sign(X) denota el conjunto de puntos 7)(1.1:}1,1 el cual X es
cero, este conjunto cs finito.

Como en la primera demostracion, para el campo vectorial X, el congunto
de funciones y : M — R es tal que Ox,) es una inmersion y cuando
estd restringida a una vecindad de Sign(X), la inmersion es residual.
Finalmente, para obtener la inmersion de (X,y), § cercana a y, no
necesitamos una cubierta abierta en el caso actual. Se puede construir un
mapeo 1, con v en algin espacio vectorial de dimension finita V', el cual es
el andlogo de y., con las siquientes propiedades:

(a) yo=y
(b) para x € Sign(X), el 1-jet de y, es independiente de v
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(¢) para z, ' & Sign(X), x # 2/, el mapeo j>™ x j2m .V - JE(M) x
]2’”(]\/[) tiene una d(’/wudu suprayectiva para toda (x,x') en v = 0,
JZM(M) es el espacio vectorial de 2m-jets de funciones sobre M en
J2(M) es el 2m-jet de y, en .

Usando y, definimos el mapeo O : M x M xV — R2H s R2ZH como antes.
El resto de la prucba del Teorema 1 es idéntico.

Con estos teoremas Takens explico como un sistema dindmico, con evolucién
en el tiempo (continuo) ¢, y observable tnico ¢ (compuesto por un conjunto
discreto de valores) es determinado genéricamente por el conjunto de todas
las funciones t — y(p;(x)).

Incorporar una serie temporal cadtica de una inica variante L1y By vy BT YL
el espacio m-dimensional para obtener la ubicacion del espacio de fase para
N puntos de fase:

T

.
Y = (zis Tigrs - ooy Titpm—1yr)

En la formula, i = 1,2,... N, N = n — (m — 1)7, Y; representa el vector
de espacio de fase después de la reconstruccién, 7 es el tiempo de retardo,
m la dimensiéon de inmersién, n son el nimero de puntos de la serie de
tiempo original, N es el mimero de vectores del espacio fase después de la
reconstruccion. Asi, la matriz de espacio fase es:

Yl - (-Lla“l‘l—l'r)--' s L1 (m- l)’r)

o

Y, = (51f2a51:2173 s L24 (m l)T)I (2 l)

"

Yy = (-’IfN,-’L'N fTye e sLL'AH—(nL-—l)T)

De acuerdo con el Teorema de Takens, dada una 7 apropiada y una m
seleccionada, la forma dindmica del sistema original puede ser restaurada
con equivalencia topoldgica para identificar la propiedad bdsica del sistema
dindmico original. Ademds, durante el proceso de evolucién de un sistema
dindmico, todas las variantes estdn inherentemente correlacionadas.

A continuacion se describe como se calculan las téenicas de andlisis de las
series de tiempo cadticas para la reconstruccion del espacio fase.
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2.2 Técnicas de analisis

Para el estudio de las series de tiempo, se emplean algunas téenicas de andlisis
‘adtico, como son: la reconstruccién del espacio fase (explicada en la seccion
anterior), la determinacion de tiempo de retraso y de la dimension encajada,
el cdleulo de la dimension de la correlacion y del exponente mas grande de
Lyapunov.

En esta seccion se explican detalladamente en que consisten estos métodos,
con ¢l objetivo central de encontrar un intervalo de prediceion correcto y
de afirmar si los datos que se exponen en el Capitulo 2 son cadticos o
estocdsticos. Para la redaccién de este capitulo, se utiliza en el articulo
Chaotic analysis of traffic time series [15] y las referencias: [5], [11], [17]
y [18].

2.2.1 Espacio Fase equivalente

De acuerdo al Teorema de Takens antes expuesto y explicado, la evolucion
de cualquier variable del sistema estd determinada por las otras variables
con las cuales interactia, entonces, la informacion de las variables relevantes
estd contenida implicitamente en la historia de cualquier otra variable.

De esta forma, un espacio fase “equivalente” puede ser reconstruido mediante
la asignacién de un elemento de la serie de tiempo x; y sus sucesivos retrasos
como coordenadas de una nueva serie de tiempo vectorial

Y, = {‘Th Tipry Tep2ry ooy Tig(m l)r}a

donde 7 es el tiempo de retraso y m es la dimension encajada (ambos términos
dependen de lo datos dados).

2.2.2 Tiempo de retraso (7)

El tiempo de retraso 7 es el valor del tiempo para el cual se puede reconstruir
el espacio fase y debe ser calculado apropiadamente para que se capture la
estructura del atractor. El criterio bdsico para estimar el tiempo de retraso
(denominado timne lag en el lenguaje R) se basa en el signiente razonamiento:
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L. Si 7 tiene un valor muy pequeiio, los vectores de retardo construidos no
son independientes, por lo cual la inmersion tendrd una acumulacion
de puntos alrededor de la diagonal en el espacio fase. Esto tiene como
consecuencia la pérdida de informacion y de las caracteristicas del
atractor.

2. Si 7 es muy grande, las coordenadas resultantes son no correlacionadas
y la inmersion serd muy complicada de realizar.

Asi, el valor de T debe ser el adecuado para conocer el atractor. Existen varias

formas de obtener el tiempo de retraso, se detallan dos de ellas, la funcion

de autocorrelacion y la informacién mutua promedio.

Funcién de autocorrelacién acf

Calcular la Funcion de autocorrelacion (acf) de los datos, es decir, la funcién
que nos indica que tan dependientes son las variables. Seleccionar a 7 como el
tiempo para el cual la funcién es muy cercana a cero (denominada el método
de “first.zero” en R). La razdn de cllo es que el momento en que la funcion
de autocorrelacion toma el valor de cero, la muestra @,  » estd completamente
decorrelacionada (ya no depende) de .

La funcién de autocorrelacion de orden &, para un perfodo estacionario Y,
denotada por py, es la correlacion de la serie separada k perfodos:

Cov(Vs, Y: &)
VVY)VV (Y,

donde la covarianza, Cou(Y,,Y, ;) = E[(Y: — 1)(Yer — )], la media,
n=EY;) = E(Y,_4) y la varianza, V(Y;) = o2,

pe = Corr(Yy,Y; k) =

Informaciéon mutua promedio AMI

Calcular la Informacion mutua promedio (AMI) definida por:

Z[)‘J M n(pi; (T —221)

donde p; es la probnbilidml de que z; toma un valor dentro de los i-ésimos
intervalos de un histograma, p;; es la probabilidad de que x, estd en el
intervalo ¢ y @, estd en el intervalo j.
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El punto minimo de la gréfica de la funcién I(7) se considera como el valor
més adecuado para T, ya que este es el tiempo para el cual 2, agrega la
informacién maxima para el conocimiento que tenemos de .

Una vez obtenido el tiempo de retraso, se calenla la dimension de inmersion.

2.2.3 Dimensién de inmersién (m)

Un sistema dindmico es fractal si contiene estructuras similares a cualquier
escala, a esto se le conoce como autosimilaridad. El atractor resultante
de los sistemas deterministas cadticos puede exhibir un tipo inusual de
autosimilaridad. Una dimensién de inmersion o encajamiento apropiada debe
ser buscada de tal forma que el atractor sea invariante, esto es, que no sea
sensible a perturbaciones pequeiias de las condiciones iniciales. De acuerdo
al Teorema de Takens, un atractor d dimensional puede ser inmerso en un
espacio fase m dimensional que estima y describe las caracteristicas del
sistema dindmico. Segin varios investigadores se generaliza el teorema de
inmersion, enfatizando la importancia de la dimensién fractal del atractor
para estimar la dimensién minima del espacio de encajamiento, ésta seria
de m > 2d, muchos otros cientificos sugieren que m > d es suficiente. Para
caleular la dimension de inmersién se cuenta con dos algoritmos, el FNN y
el ANN, se describen a continuacién.

Algoritmo FNN

Calcular la dimension de inmersion, es decir, la dimension necesaria para
reconstruir el estado fase, implica obtener el porcentaje de vecinos falsos,
dada una cierta distancia . Este método, denominado “False Nearest
Neighbors” o FNN, se basa en suponer que para sistemas deterministas,
los puntos suficientemente cercanos que se encuentran en el espacio de
fase reconstruido permanecen ignalmente cercanos en espacios de mayor
dimensién. Esto es cierto si la dimension de inmersion es bastante grande
como para desplegar la estructura del atractor. El algoritmo FNN que calcula
esta dimension es el siguiente:

Dados los puntos 2 y 2" “suficientemente cercanos™ en el espacio fase, se
hace una comparacién de su distancia euclideana |2 —2°| en dos dimensiones
de inmersién consecutivas d y d + 1. Para la dimensién de inmersién m y el
tiempo de retraso 7, las distancias estan dadas por:



d-1
R = Z[;L‘”(t + m7) — a’(t + m7))?
m=()
Pasar de la dimension d a la d + 1 significa que una nueva coordenada igual
a x(t + dr) estd siendo afiadida en cada vector de retardo, por lo que la
distancia euclideana de los dos puntos en la dimensién d + 1 es:

2 : ,
Ri. = RA(t) + |a“(t + dr) — 2b(t + dr)|?
La distancia relativa entre los dos puntos en dimensién d y d+1 es la relacién:

R — R _ |t +dr) — a(t + dr)|
iy Ry

«

Mediante las relaciones siguientes se detectan los vecinos falsos:

1. Si,

2. o,
Ry >0/

donde & es una relacion de la distancia (un valor umbral heuristico) y
o es la desviacion estandar de los datos, considerada como la medida
represeutativa del tamano del atractor.

Al repetir este procedimiento para todos los puntos del atractor se obtiene
la proporcién de vecinos falsos para la dimensién m que se estd analizando.
Se grafica esta proporcion para todas las dimensiones necesarias, obteniendo
la curva de falsos vecinos. Se escoge el valor de m para el cual el porcentaje
de falsos vecinos alcanza el valor nulo.

Coun el fin de aplicar el método a la seric de tiempo de trafico se
selecciona un valor adecuado para la relacion de la distancia 2. Segin
algunos investigadores, este valor es cercano a 15 para varios sistemas no
lineales. Sin embargo, el algoritmo FNN tiene una desventaja puesto que
el valor del umbral @ es subjetivo, en orden de asegurar una distincion
entre datos cadticos de baja dimension y ruido. Las series de tiempo
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pueden tener distintos valores umbrales, lo cual implica que es muy dificil e
incluso imposible dar un valor wmbral razonable, independientemente de la
dimensién m y de cada punto de la trayectoria. En 1997, Cao[2] modificé el
algoritmo en uno conocido como “Averaged False Neighbors™ o AFN.

Algoritmo ANN

En el algoritmo ANN, se calculan dos pardmetros E; y Ep, los cuales
provienen de las cantidades definidas por el algoritmo FNN. Basandose en la
construccion del vector m dimensional definido por y;(m) = (v, i 7, Tiyor +
coo+ Tiym-nyr), donde i = 1,2,...,N — (m — 1)7 y 7 el tiempo de retraso.
Al igual que en el método FNN, la aproximacion ANN define la cantidad:

a(i,m) = lys(m 4+ 1) = Yngim)(m + 1)||
(2, m i (m) = Yngimy(m)]

donde ||| es la norma méxima, y;(m+1) es el vector i-ésimo reconsruido para
la dimension de inmersion m y n(i, m) es un entero tal que el vector de retardo
m-dimensional 1, (m) es el vecino cercano de y;(m). E; estd formulado
como el valor medio de todas las distancias FNN, a(i, m):

N-mt

l
E(m) = —— E a(i,m)
N —mt 4
=]
E(m) depende sélo dem y de 7. La variacion dem am + 1 se puede investigar
con la ecuacion:

E(m +1)

E](H},) = E(yn,)

La funcién E;(m) deja de cambiar cuando m es mayor que algin valor mg
(m > mqy y m es cercano al valor 1) si la serie de tiempo proviene de un
atractor. Entonces mg + 1 es la dimension de inmersion minima.

E, es la cantidad que se usa para distinguir entre una serie de tiempo
estocdstica y una determinista, esta formulada como sigue:
N -t
1

E;(W'i,) =~ - Z |'77'i. tmr ™ Tn(im) | mT|
N —mT r
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Si la serie de tiempo es determinista, entonces existe alguna m tal que

) |
Ey(m)! = 1; mientras que es estocdstica si Fy(m) es aproximadamente 1
para todos los valores calculados.

Tanto E; como E, se calculan para todos los valores diferentes que se van
incrementando, estos correspondientes al a dimension de inmersion m. Las
conductas globales de E| y de E, como funciones de m son usadas para
estimar tanto la dimension de inmersién minima como la naturaleza del
proceso dindmico subyacente que generan las series de tiempo.

Ahora, vemos como se calcula la dimensién de correlacion.

2.2.4 Dimensién de correlacién, D,

La dimensién de correlacién cuantifica la dimensién fractal de un objeto
geométrico encajado en un espacio fase, o también se define como la medida
de la extension de la regién en la cual la presencia de los datos afectan la
posicion de los puntos que se sitiian en el atractor. El método para calcular
esta dimension tiene mayor importancia, ya que con este se puede distinguir
entre un sistema estocdstico o cadtico.

Segtin Takens y varios cientificos, para caracterizar un sistema dindmico con
una dimension de atractor d y un espacio de fase dimensional m, la funcién
de correlacién C'(r) esta dada por:

N
. 2
(,'(7') — “]1_1)1)1“ m Z ]‘]({l)

4,j=1

donde H es la funcion de Heaviside, con H(u) = 1 para « > 0 y H{w) =0
para w < 0, u = 1 — |Y; = Yj|, N es el mimero de puntos sobre el atractor
reconstruido, 1 es el radio de la esfera centrada en Y; 0 Y},

St las series de tiempo estdn caracterizadas por un atractor, entonces para
valores positivos de r, la funcién de correlacion C'(r) estd relacionada con el
radio » por la ley de potencia:

Cr) == ar??
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Figura 2.1: Gréfica de logC(r) versus logr. Tomada de [15].

donde a es una constante, Dy es el exponente de correlacién o la pendiente
de la gréifica log C'(r) versus logr (véase la figura 2.1). La pendiente puede
ser estimada por medio del método de minimos cnadrados sobre un rango
de r (escalas de longitud), conocido como la region de escalamiento. Para un
proceso aleatorio, Dy varfa linealmente cuando m se incrementa, sin alcanzar
un valor de saturacién. Para un proceso determinista, el valor de Dy se satura
y se vuelve independiente de m, para una dimension de inmersion creciente.

Para ver si el caos existe, los valores del exponente de correlacion se grafican
contra los valores de dimension de inmersion. Véase la figura 2.2. Si el valor
del exponente de correlacién Dy es finito, pequeiio y no entero, el sistema
exhibe una dinamica cadtica de “dimension menor”. Si Dy es un valor entero
finito no pequeno, la dindamica subyacente del sistema es dominada por un
determinismo periédico fuerte. Por el contrario, si el exponente de correlacion
aumenta sin limite, con respecto al aumento de la dimension de inmersion,
el sistema sujeto a investigacion se considera como estocastico.

En el caso de este estudio[15], la regién de escalamiento existe y las series de

tiempo tienen una caracteristica cadtica. La pendiente de la recta en la region
de escalamiento es la dimensién de la correlacién, como puede observarse en
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Figura 2.2: Grafica que muestra la relacién entre dimension de inmersion y
dimension de correlacién. Tomada de [15].

la figura 2.2.

La dimension de correlacién se incrementa cuando la dimension de inmersion
estd por arriba de cierto valor y después de ese valor se satura, esto es un
indicador de la existencia de la dindmica determinista. La dimension saturada
es aproximadamente de Dy = 0.51 y la dimension de inmersion m = 16. La
dimension de correlacion es finita y pequeila, lo cual es un indicador de que
la serie de trafico exhibe una conducta cadtica.

A continuacion, calculamos el exponente de Lyapunov méximo.

2.2.5 Exponente de Lyapunov maximo, \

Otra de las propiedades esenciales de los sistemas deterministas cadticos
es la impredictibilidad o predictibilidad limitada de la evolucién futura del
sistema. Los exponentes de Lyapunov se caracterizan por la inestabilidad
exponencial o por la tasa promedio de divergencia o de convergencia de
trayectorias cercanas en el espacio fase, asi miden la predictibilidad del
sistema dindmico. Del andlisis de estabilidad se puede ver que el exponente
de Lyapunov médximo indica la expansion y la divergencia exponencial de las
trayectorias cercanas. Ademds, la existencia de un expouente de Lyapunov
maximo es relevante en la existencia de un atractor extraiio a uno no caético.
Cuando no existe este exponente madximo, la predictibilidad a lo largo del
tiempo, del sistema dindmico, estd garantizada.

Para un proceso determinista de dimension chica, el exponente deberd ser
un nimero positivo finito, para un proceso lineal debera ser cero y para un
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estocastico, infinito. Véase el Cuadro 2.1.

| Dinamica l Exponente maximo de Lya‘punovj
Punto fijo estable | A <0
Ciclo limite estable | A =0
Caos determinista | 0 < XA < o0
Ruido (estocdstico) | A = o0

Cuadro 2.1: Dindmicas posibles de los sistemas estudiados y los
correspondientes exponentes maximos de Lyapunov.

En general, para un espacio fase m-dimensional, la tasa de expansion o
contraccion de las drbitas os descrita, para cada direccion, por un exponente
de Lyapunov, resultando m exponentes de Lyapunov diferentes, de los cnales
algunos son cero o negativos.

Uno de los métodos para calcular el exponente maximo de Lyapunov es el
de Rosenstein. Dados @, v a2, dos puntos en el espacio fase, con distancia
cuclideana |r,; — xn2| = do, entonces después de un tiempo ¢ se espera que
la nueva distancia 4 sea igual a 4 = doe, donde A > 0, este 1iltimo lamado
el exponente de Lyapunov.

Después de reconstruir el espacio fase usando los valores deseados de 7y m,
sea T,y 1N punto en este espacio y x, sus puntos vecinos (lo suficientemente
cerca) con una distancia entre ellos menor que r. Se calcula la distancia
promedio del punto en cuestion y se repite el proceso para N ntimero de
puntos a lo largo de la érbita, con la finalidad de calcular la cantidad promedio
S conocida como el factor de extension.

1 ]
S = NZQ{)ZI (hlr‘-'l—l—]ZL'L'n() == .'77”|)

Donde |uz0| es el niimero de vecinos encontrados alrededor del punto x,,.
Una grafica de S wversus N muestra una curva con un incremento lineal,
seguido de una region sin grandes cambios. Esto se puede observar en la figura

2.3. La region donde la curva es lineal representa el incremento exponencial de
S; mientras que la segunda representa el efecto de saturacion de la divergencia
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Figura 2.3: Estimacion del exponente mayor de Lyapunov usando el método
de Rosenstein. Tomada de [15].

exponencial debida al tamaiio finito del atractor. El exponente de Lyapunov
mAXimo, Ay es la pendiente de la recta que se ajusta a los datos por medio
del método de minimos cuadrados.

Utilizando el exponente mdximo de Lyapunov se puede encontrar un rango,
aunque minimo, para el cual se predice lo que pasard en el sistema que se
estudie.

2.2.6 Tiempo de prediccién

Ya que el caos es fundamentalmente determinista no se puede predecir, pero
si se puede conocer el comportamiento de la serie de tiempo en un intervalo
pequeno. El perfodo lfmite de una prediccion u horizonte de predictibilidad
de un sistema cadtico, A,,.., depende del exponente maximo de Lyapunov.
1
A V.

Para ser cadtico, el expouente de Lyapunov deberd estar entre 0y 1. Para
hacer predicciones, se comienza con el atractor desdoblado en un espacio
m-dimensional y tiempo 7. Dado un vector inicial y(t,), se seleccionan las
k trayectorias mds cerca del atractor y los & puntos mds cercanos a y(t,),
uno sobre cada trayectoria. Un promedio de estas trayectorias es usado para
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Time (x20s)
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Figura 2.4: Comparacion de la serie de tiempo de velocidad promedio de la
autopista de Beijing v de la que se predice. Tomada de [15].

encontrar el siguiente punto de la trayectoria predicha, y(t, + m7). El punto
predicho es entonces el nuevo vector desde donde se empieza y el proceso se
repite.

Aunque el fin de este trabajo no es hacer una prediccion precisa de la serie
de tiempo estudiada, es reclevante revisar de forma breve como se calculan
algunos datos a partir de una serie cadtica, asi como se explicé en el primer
capitulo como se hacen predicciones de series estocasticas.

2.3 Prediccion de la serie de tiempo cadtica

El método GenericPred de prediceion a largo plaza de series de tiempo no
lineales complejas esta basado en los conceptos de la teorfa del caos y en
procesos de optimizacion, desarrollado por los investigadores Abbas Golestani
y Robin Gras en su articulo del 2014, Can we predict the unpredictable[8).

La idea general de este modelo es extraer una caracteristica finica de la serie
de tiempo estudiada que represente el comportamiento de la serie y de la cual
se generaran valores sucesivos nuevos que continuaran los datos de la serie,
cada valor miminiza la diferencia entre la caracteristica de la nueva serie y
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la inicial.

Definicién 2.3.1 Sea Sy = {w),29,..., 25} una serie de tiempo, en la
cual se caleulan dos medidas no lineales V() de Sy: la dimension fractal
y el exponente de Lyapunov. Se construye un mapeo, formando una seric
nueva SN = {yL,yri1,...,yn}, para diferentes aplicaciones, como sigue:
Yi =V (Si-1+14)y L<i <N, donde Si 111 = {Yier41, YiLr2, . - - JYi}

Por otro lado, S = Sy, donde 0 < L < N es el tamaiio de la ventana que
se desplaza, usada para calcular el nivel local de caos medido por V(). Asi,
cuando el mapeo es aplicado, la nueva serie de tiempo S§ corresponde a la
variacion en el tiempo de la medida local no lineal, en la serie inicial Sy.
Se considera V(Sy) como un valor de referencia que se usa para predecir el
siguiente valor & de la serie de tiempo: gy, 1 <i < k.

El pardmetro o, de una distribucion normal N (v, a?), es estimado caleulando
la variacion entre cada dos valores consecutivos ¢, v, de las series SHt.
Esta distribucion representa la distribuciéon de probabilidad P(yilyi1). Se
consideran varios conjuntos de datos para determinar si la distribucion
normal es una buena aproximacion de la real. Sin embargo, el mismo método
puede ser aplicado usando otras distribuciones sin afectar drasticamente la
prediccion.

Para predecir yy . ;, se genera un conjunto de valores aleatorios Pos(yn i) de
Nirana, siguiendo la distribucion N(Yy i 142): Pos(yny:) = (Tl £33 <
Nyana}- Nrand €5 ut pardmetro que puede impactar la calidad de la prediccion
pues cuando se tienen mds valores se incrementa la oportunidad de encontrar
un valor éptimo. Sin embargo, no hay una mejora significante en los datos
o bl & f

cuando N,.q,q €s mayor que 10. Por esta razdn, se escoge a 10 como el valor
de Nynq para cada experimento. yy,; es calculado seleccionando "va-f 5 que
hace la medida no lineal nueva mds cercana a V(S3).

0 — T YY) . T - — S

Jmin = arg ming(|V(S¥ .y +yn ) = VIS,

Jrin

YN+i = Ynis

v J =i , )
donde (SN ;1 +ynyi = {Un 2, UN V-1, UN )

El valor gy, ; se escoge para hacer que V(S3 vio1 T Uhye) esté lo més cercano

a V(S¥). El punto importante es que el valor de referencia es siempre V(SR),

=
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la medida no lineal calculada de las series originales.

Asi, el método GeneriePred usa dos reglas basicas:

1. Mantener siempre el valor de la medida no lineal constante durante la
prediccion.

2. El valor nuevo debe ser elegido de un conjunto de valores generados a
partir de una distribucion de probabilidad.

La prediccion debe seguirse paso a paso debido a que el valor predicho en
el paso actual se necesita para determinar un rango valido en el siguiente
paso. El modelo de prediccion cldsico aproxima considerando un valor 1inico
para el siguiente paso, mientras que en el método GenericPred, varios puntos
son considerados simultdaneamente. Este método también es capaz de ajustar
constantemente la informacién sobre la series de tiempo actual, mientras que
los métodos clasicos de prediccion se aplican al modelo sin tomar en cuenta
la concordancia entre la serie original y la que se predice. Técnicamente,
cualquier medida no lineal puede ser usada para caracterizar la serie de
tiempo. Sin embargo, se usa el método P&H' ya que se ha mostrado que
puede detectar eficientemente entre distintos tipos de conducta no lineal.

'El método P&H tien como  objelivo  distinguir  senales  aleatorias de  senales
deterministicas. Véase la referencia [7)



Capitulo 3

Datos de velocidad promedio

3.1 Construcciéon de la serie de tiempo

El drea de sistemas del Metrobiis de la Ciudad de México proporciond la
informacion de los tiempos de llegada y salida entre cada estacion, de la
Linea 5, de la ida y el regreso de las unidades del Metrobis, del mes de mayo
de 2014. Estos datos se encuentran organizados en 31 libros de Excel: para
cada dfa se tiene un sélo libro con dos hojas, la primera corresponde al viaje
de Rio de los Remedios a San Lézaro, la segunda al viaje de vuelta. Véase la
figura 3.1. En un dia circulan aproximadamente 17 unidades, una sola puede
hacer de 6 a 21 corridas por dia y el tiempo de espera entre unidades, en las
estaciones terminales, es de 6 a 10 minutos, dependiendo de la disponibilidad
y del horario.

Para conocer los datos de velocidad promedio entre estaciones, en el mes de
mayo, se usa el lengnaje de programacion Python' y la libreria denominada
openpyzl para ordenar los datos de todas las hojas de tal forma que se pueda
ver la dindmica de todos los dias de mayo, de 4 am a las 0 horas, en un sola
gréafica. La idea de organizar la lista de esta forma es para ver si existen datos
andmalos, limpiar la lista v despuds construir la serie de tiempo buscada con
la ayuda de los datos calculados.

'El programa que realizamos cn Python se puede ver en el Apéndice Al
(programatesis.py).

~
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Figura 3.1: (a) Hoja de Excel donde se muestran los ticipos de llegada y
salida por estacion, en el viaje de Ida. (b) Hoja de Excel donde se muestran
los tiempos de llegada y salida por estacion, en el viaje de Regreso.
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Se empiczan quitando las hojas ocultas (sin informacion) de cada libro de
excel, se calcula el niimero de filas en cada hoja y de acuerdo al valor mdximo
de filas por libro, se toman los datos de las horas de llegada y de salida por
estacion y se depositan en una tercera hoja (Resultados), por cada libro
de Excel. Ahi mismo, se cuenta el tiempo total de recorrido y la velocidad
promedio tanto en m/s como en km/h, usando las distancias entre estacién
que se encuentran con Google maps y que se comparan con las medidas
proporcionadas por el Metrobiis. Véase ahora la figura 3.2.

=
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Figura 3.2: Hoja de Excel donde se muestran las distancias y las velocidades
promedio entre estacion, en m/s y hkm/h.

Una vez obtenida la hoja Resultados en cada libro, se crea un libro nuevo
denominado serie.zlsr, donde se recolectan los datos, de todos los libros, de
acuerdo al nmimero de renglones o filas de cada uno de ellos (pues varian
mucho, hay mayor niimero de filas por la noche y en lunes y viernes). Ya
teniendo toda la lista, se quitan los datos nulos, es decir, los renglones
donde la columna A y/o la colmmna B estén en blanco, se obtiene el tiempo
promedio de llegada y salida por estacion y se ordenan las cifras tomando
como base este tiempo promedio. El resultado es una serie de 270, 807 datos
de velocidad en km/h, acomodado de 4 am a las 0 horas del dia signiente,
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esto se puede observar en la figura 3.3.

Como se puede observar en la figura 3.3 (a), existen valores muy grandes
de la velocidad promedio en km/h que fisicamente no son probables. Esto
también lo podemos constatar en la grafica boxplot, figura 3.4. La razén de
que ocurran estas cifras “erréneas” es debida tinicamente a la captura de la
informacién en los libros de Excel. Esto se constata viendo las diferencias
entre las horas de llegada y salida de los libros 9 y 27 de Excel. Por ejemplo:
en el libro 27, figura 3.5 (a) y fila 6986, se pueden ver la hora de llegada
17:57: 16 y la de salida 17 : 57 : 15, su diferencia es de tan sélo 1 segundo
y esto da como resultado una velocidad de 2160 kEm/h para una distancia
de 600 m. Ambos datos, pertenecientes a la hoja Resultados del libro 27
corresponden a los valores que podemos observar en la hoja de Viaje de Ida
del mismo libro, figura 3.5 (b).

8 .
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8 .
'y :
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o —t

Figura 3.4: Diagrama de caja de la serie de tiempo de 270,807 datos.

En el libro 9, figura 3.6 (a) y fila 5834, se pueden apreciar que los datos
obtenidos de llegada y de salida son 16 : 36 : 49 y 16 : 36 : 48,
respectivamente, lo cual genera una diferencia de tan sélo 1 segundo
nuevamente, pero como la distancia es en este caso de 550 e, la velocidad
resultante es de 1980 Am/h. Pero éstos no son los tinicos casos andmalos,
utilizando nuevamente Python, se encuentran 48 datos de velocidad promedio
que son mayores a 140 km/h. Todos estos datos se quitan porque fijamos
como velocidad mdaxima a 140km/h y asi la serie queda con 270, 763 datos.
Véase la figura 3.7.
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Figura 3.3: (a) Grafica de la serie de tiempo obtenida. (b) Hoja de Excel
donde se muestra la serie de tiempo construida con base a las hojas Resultados
de todos los libros.
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Figura 3.6: Libro 9

Se destaca que se escogié 140km/h como valor maximo de la velocidad
promedio porque existen muchos valores entre 120 y 140 km/h (65 datos),
sobre todo entre las 23 y 0 horas, lo cual tiene sentido si tomamos en cuenta
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Velocidad

Min. : 0.00731

Ist Qu.: 22.10526
Median : 34.61538
Mean : 39.02729
3rd Qu.: 52.10526
Max. : 140.00000

Cuadro 3.1: La estadistica de los datos.

que a esas horas ya no hay trdnsito vehicular ni peatonal. La lista queda
entonces como se puede observar en la figura 3.7. La estadistica de estos
datos se puede observar en el cuadro 3.1 y el diagrama de caja de la figura
3.8.

Velocidad (km/hr)

Figura 3.7: Lista de 270,763 datos de velocidad promedio.

Una vez visto el comportamiento de los datos, se construye la serie de tiempo,
de tal forma que sea evidente la dindmica del Metrobis en cada uno de los
dias del mes de mayo. Para ello se utilizan las cifras ya calculadas de las hojas
denominadas Resultados, donde se obtienen los promedios de las velocidades
por hora, de 4 am alas 0 horas, por dfa. Véase la figura 3.9 (a), Asi, teniendo
21 horas por dfa y 31 dias, se obtiene una serie de tiempo de 651 datos, como
se puede observar en la grafica de la figura 3.9 (b).

La serie de tiempo encontrada tiene como valor minimo, 33.64 (km/h, valor
mdximo, 43.71 km/h), punto medio 38.94 km/h, lo cual satisface los datos
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Figura 3.8: Diagrama de caja de la lista de 270,763 datos.

Velocidad
Min. : 33.641
Ist Qu.: 38.28
Median : 38.81
Mean : 38.94
3rd Qu.: 39.55
Max. : 43.71

Cuadro 3.2: Datos estadisticos méds relevantes de la serie de tiempo.

estdndares que maneja el Metrobuis de la Ciudad de México?. Véase el cuadro
3.2.

Para checar si la serie de tiempo es estacionaria, se pueden graficar las
funciones de autocorrelacién y autocorrelacién parcial, si las funciones van
decreciendo cuando el tiempo de retardo anumenta, entonces lo es. Se observan
las graficas de la figura 3.10 y se ve que efectivamente la serie de tiempo
obtenida es estacionaria. Incluso, existen varias pruebas para probar esto,
una de ellas se llama Ljung-Box (definida en la scccion 1.2.3) y lo que
hace es examinar si existe evidencia de correlaciones distintas de cero en
un periodo de retardo de 1 a 20 por ejemplo, si los valores de p son
pequenos (p < 0.05), entonces la serie es estacionaria. En este caso se

Para mayor informacion, regresar a la introduceion de esta tesis o checar las referencias

36] y [37).
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Figura 3.9: (a) Libro 1 en donde se muestran los datos de velocidad promedio
del Metrobis por hora, en un dia de mayo de 2014. (b) Serie de tiempo de
651 datos, en el eje del tiempo podemos ver que.
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calcula en R, Boz.test(time.series,lag=20,type="Ljung-Box"), cuyo resultacdo
es p — value < 2.2¢ — 16, verificando la estacionariedad. Sin embargo, si se
quiere demostrar esto mediante la definicion formal, vista en el Capitulo 1, se
pueden utilizar los vectores de Takens y calenlar tanto la media, la varianza
y la antocovarianza de las series de tiempo 2, y checar que los valores no
cambian. Al final de esta seccién, cnando se encuentre la prediccion de la
serie de tiempo, se checara la definicion formal.

Berles time.series Serles time.series
3 34
2 7
g ¥ 5
i S8 | T | N
o A
l l a 1]- I"[llnf.nl Il l
g L L, A I
R | . -
T T T T ¥ t ¥ T T T T T
00 02 04 06 08 1.0 12 00 02 04 08 08 10 12
i~ Lag
(a) (b)

Figura 3.10: (a) Gréfica de la funcién de antocovarianza de la serie de tiempo.
(b) Gréfica de la funcién de autocorrelacién de la serie de tiempo. (¢) Grafica
de la funcién de autocorrelacion parcial de la serie de tiempo.
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Linea § (Mayo 2014)

Figura 3.11: Serie de tiempo de velocidad promedio del Metrobus, linea 5,
del mes de mayo de 2014.

3.2 Técnicas de andlisis de series de tiempo
caoticas

Una vez obtenida la serie de tiempo formada por los datos de velocidad
promedio del mes de mayo, de la Linea 5 del Metrobis de la Ciudad de
México, figura 3.11, se reconstruye el espacio fase utilizando el método dado
por el Teorema de Takens como se revisé en el segundo capitulo. Para ello,
se utilizan los paquetes tseriesChaos[27), nonlinearTseries(29], Tseries y
[30] del lenguaje R, se obtienen asf: el tiempo de retraso, la dimension de
inmersion o de encajamiento, la dimension de correlacion, el exponente de
Lyapunov médximo y el tiempo de prediccién para esta serie. El programa en
R se puede ver en el Apéndice A.2 y lleva por nombre proyecto Tesis. R.

3.2.1 Tiempo de retraso (7)

Para el tiempo de retraso se utiliza la funcion acf y el método “first.zero”
para calcular 7, como lo se definié en la seccion 2.2.2. De acuerdo a este
método,
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Figura 3.12: Gréfica del tiempo de retraso.

r=time.lag=timeLag(time.series, “acf”,method= “first.zero”, lag.max=NULL, do.plot =
TRUE)=2. Véase figura 3.12.

3.2.2 Dimension de inmersién (m)

Se calcula la dimensién con el algoritmo ANN de Cao, puesto que si
obtenemos los vecinos falsos con el algoritmo FNN y la funcién false.necarest
de la libreria tsc?”insCh.a.os[27], éste no proporciona informacion suficiente,
véase la figura 3.13 (a). En esta grafica se puede observar que el porcentaje
de vecinos falsos no desciende nunca y asi no llegara a ser cero, como el mismo
método lo define, pero esto no implica que el software este mal programado
o que no se estén metiendo bien los datos, lo que ocurre es que el método ya
no puede hacer mas con los valores que se le dan si se usa un valor wmbral
subjetivo, esto 1iltimo se explicd en la seccidn 2.2.3.

Como se puede ver en la figura 3.13 (b), la funcion Ey(d) toca a la recta
punteada cuando d = 8. Mientras que la funcién Ey(d) exhibe que la serie de

tiempo es determinista, puesto que existen varios valores de d para los cuales
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Ey(d)! = 1. Asi,

m=embedding. dim=cstimatc EmbeddingDim (time.series, number.points=651,time.lag,
max. embedding. dim=15threshold=0.95,max.relative.change=0.1.do.plot= TRUE)=8

Se destaca que algunos valores de los pardametros ¢ue pide la funcion
estimateEmbeddingDim  son  indispensables  para  lograr que se pueda
caleular la dimension vy que se minimice el tiempo en el que se
realicen estas cuentas, esto se puede encontrar en la referencia [29]. Por
ejemplo, si number.points=length(time.series) s muy grande, los calenlos
computacionales son excesivos. Sin embargo, si el valor de este pardmetro
s chico, la dimension no cambia y el tiempo en el que corre la funcion
no es tan grande. Con respecto al valor de threshold=0.95 y al de
max.relative.change=0. 1, ambos son bdsicos para calcular la dimension con
el método ANN, puesto que el primero es el valor mmbral en el cnal la funcion
E,(d) para de cambiar y ademds su valor es muy cercano a 1. El segundo,
s el cambio entre ambas funciones y éste necesariamente es un poco mds
grande que la diferencia entre la unidad y 0.95 (el valor por default es de
0.01). La dimension maxima o maz.embedding.dim. se utiliza de 15 unidades
puesto que en las referencias leidas ([15],[17] v [29]), éste o 16 son los niimeros
encontrados en los experimentos.

3.2.3 Espacio fase

Dados los valores de 7 v de m, entonces la reconstruccion del espacio fase
estaria dada por Y, = {x, 7 o,..., 7 14}, donde 2 es la serie de tiempo de
651 datos de velocidad promedio de la figura 3.11.

Y, =takens=build Takens(time.series,embedding. dim,time.lag)
La grafica de la proyeccién del atractor en el plano Yi[z;]Yi[w, o] se
puede observar en la figura 3.14 (a) y en el espacio tridimensional

Y, [z)Yi [z, 2)Yi[: 4], se ve en la figura 3.14 (b). Las gréficas de las series
de tiempo xy, T4 9,..., T 14, s¢ pueden observar en la figura 3.15.

3.2.4 Dimensién de correlacién (D)

Para calcular la dimension de inmersion m con R, la funcion es la siguiente:
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(a) (h)

Figura 3.14: (a) Proyeccion del atractor en el plano Y, [] versus Yila, 1] (b)
Proyeccion del atractor en el espacio trimensional Y, [w]Y; [z, 1]Y;]a ).
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Figura 3.15: Graficas de cada una de las series de tiempo del espacio fase
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Figura 3.16: (a) Grafica de C(r) y de su reescalamiento logaritmico. (b)
Estimacion de la dimension de correlacién con un rango de 7 de [0, 5].

Dy=DimCorr=corrDim(time.serics, man.embedding.dim = 2,embedding.dim, time.lag,
min.radius=1,mazx.radius=>5, corr.order = 2,n.points.radius =5, theiler.window = 100,

do.plot = TRUE,number.bozes = NULL)= 2.070023.

Véase la figura 3.16. Es importante hacer notar que si las rectas graficadas
no convergen en un rango especifico de r, entonces hay que ampliar el rango
y el niimero de puntos en el que se va calculando la suma de correlacion C(r).
En este caso el rango es de tan sélo 5 unidades, puesto maz.radius=5.

El valor de la dimension de correlacion dice que efectivamente, el sistema
dindmico que se esta estudiando es determinista cadtico, puesto que éste es
finito, no entero y mucho menor que la dimensiéon de inmersiéon. Véase la
seccién 2.2.4. El valor del pardmetro theiler.window es reelevante pues indica
la separacion minima en el tiempo entre vecinos cercanos que estd permitido
tener, en orden de tomar en cuenta puntos correlacionados temporales para
buscar los vecinos cercanos. Se cambié el valor de 40 a 100 y se obtuvieron
mejores resultados.



Estimating maximal Lyapunov exponent

S(t)

timet

Figura 3.17: Estimacion del exponente mdximo de Lyapunov.

3.2.5 Exponente maximo de Lyapunov (\)

Si usamos la funcion mazLyapunov:

A= EuxpLyap=mazLyapunov(time.scrics,min. embedding. dim=2, embedding. dim,
time.lag,radius=5)= 0.03198189

Este resultado dice que efectivamente, el sistema dindimico es determinista
caotico, pues 0 < A < co. Véase la seccion 2.2.5. En este caso, los pardmetros
fundamentales para obtener el exponente de Lyapunov méximo son solamente
la dimension de inmersion y el radio.

El valor mdximo del exponente de Lyapunov es la pendiente de la recta

obtenida por medio de regresion lineal, que coincide con la dimensién de
inmersion. Véase la grifica 3.17.

3.2.6 Tiempo u horizonte de predictibilidad

Por ltimo, el valor de la prediccion se encuentra de la siguiente forma:

1 :
Ajaw = il 31.2677 hrs =~ 1 dia y medio.
maur
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La scrie de tiempo es entonces determinista cadtica y tiene wn tiempo de
prediccion de 31.2677 hrs. Para hacer una prediccion se pueden utilizar varios
métodos, como el descrito en el Capitulo 2 de este trabajo.

Los resultados de las téenicas de andlisis son los siguientes:

| Dinamica l Exponente maximo de Lyn.pmmvj
Tiempo de retardo Fi=2
Dimension de inmersion m=28
Takens Y; = {z1,%1_2,. .., Tr-14}
Dimension de correlacién Dy = 2.070023
Exponente maximo de Lyapunov | A = 0.03198189
Tiempo de prediccion Divas = 31,2077 hrg

Cuadro 3.3: Dindmicas posibles de los sistemas estudiados y los
correspondientes exponentes maximos de Lyapunov.

3.3 Prediccion

Los paquetes que se utilizan para caleular la prediccién de la serie de tiempo
son forecast[31] y tsDyn[28] del lenguaje R.

Para poder checar el valor de la prediceion, se necesita saber si la serie
de tiempo obtenida es determinista o alcatoria y si es aleatoria si es
estacionaria o no. De acuerdo a la seccion anterior, la serie de tiempo es
determinista cadtica, pero si esta hubiera sido aleatoria y habiendo probado
su estacionariedad, se recurriria a los métodos: autoregresivo integrado y de
media mévil ARIMA(p,d,q) o al estacional autoregresivo integrado y de
media mévil ARIMA(p,d,q)(P, D, Q),, para pronosticar los siguientes 21
valores de la serie de 630 datos (21 horas por 30 dias). El programa con el
(e se corren estos datos es también proyectoTesis. R Véanse las figuras 3.18
v 3.19.

La prediccién para series de  tiempo cadticas que se explicé en el
segundo capitulo se muestra en la fignra 3.20 y se realizd utilizando el
programa timeseriesforecastingusingchaos. R (puede verse en el Apéndice
A.2), realizado por el Dr. Danicl Fernandez en http://mechanicalforex.com.



Linea 5 (Mayo 2014)
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Figura 3.18: (a) Gréficas de la serie de tiempo y los residuos. (b) Gréficas del
ACF de la serie de tiempo y de los residuos.
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Linea 5 (Mayo 2014)

Porecasts from ARIMA{0,1,2)(0,0,2){21] with drift

(h)

Figura 3.19: (a) Gréficas de la serie de tiempo y los residuos. () Graficas del
ACF de la serie de tiempo y de los residuos.
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Linea 5 (Mayo 2014)

Vaiocidad fiorénn
e
i

Tiempo (Dias)

()
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Figura 3.20: (a) Graficas de la serie de tiempo v los residuos. (b) Graficas del
ACE de la serie de tiempo y de los residuos.
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Conclusiones

Como se menciond en la introduccién de este trabajo, para explicar el
funcionamiento —en términos de la velocidad-— de la linea 5 del Metrobiis de
la Ciudad de México se recurrieron a las propiedades de las series de tiempo,
a la estadistica bdsica y a la teorfa de inmersion o encajamiento de Takens.
Durante los primeros dos capitulos se definieron y expusieron los métodos de
andlisis que se ntilizarfan en el tercer capitulo en donde se construyo la serie
de tiempo buscada. En seguida se explicard lo que se realizé por capitulo y
se irdn exponiendo las conclusiones en cada caso.

En el primer capitulo de este trabajo se revisaron las series de tiempo para
poder entender el contexto de lo que significa, los tipos de serie que existen
y sus elementos, para que se utilizan e incluso de la predicciones que pueden
obtenerse de acuerdo a las caracteristicas que éstas tengan. Las definiciones
y procedimientos de esta parte se retoman en el 1iltimo capitulo para obtener
una prediccion de la serie construida.

El segundo capitulo de la tesis es fundamental puesto que de aqui derivan
todas las técnicas de andlisis cadtico que se utilizan en la tltima parte del
trabajo para analizar los datos de velocidad promedio y entender la dindmica
de éstos. La inclusion de la versién original del Teorema de Takens y de
sus demostraciones es importante, puesto que la forma en como se aborda
nos da una idea geométrica clara de la reconstruccion del espacio fase. Los
algoritmos descritos en la seccion de técnicas de andlisis se retoman uno a
uno en el wtimo capitulo y explican detalladamente como se obtuvieron los
resultados, permitiendo entender claramente lo que las rutinas de I estan
calculando.

En el tercer capitulo, se utilizaron las mediciones de velocidad obtenidas por
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los datos de la linea 5, del mes de mayo del 2014. Se construyd una sola serie
de tiempo mensual y se hizo uso de las téenicas de andlisis de series de tiempo
cadticas para obtener el tiempo de prediccion y los datos en ese periodo. La
hipotesis principal de este trabajo, basada en el articulo [15], es cierta. Es
decir, la serie de tiempo si es cadtica, gracias a lo cual pudimos encontrar el
horizonte de predictibilidad buscado.

Con respecto a la prediccion, ésta nunca fue el objetivo principal de
este trabajo de tesis, pero siempre es interesante saber que tipos de
valores se obtienen con los distintos métodos estudiados. Ademds fue muy
representativo observar las gréificas con los datos obtenidos para una serie
estocdstica por medio los métodos ARIMA v por el modelo GeneriePred
de prediccion de series de tiempo complejas; puesto que comparando las
graficas de ARIMA(p,d,q) y la de la prediccion cadtica, ambas conservan
la dindmica subyacente de la grafica original, pero en la segunda si aparecen
los valores mds grandes (cercanos a los 43 km/h) y més pequeiios (alrededor
de 37 km/h) que se observan en la serie de tiempo real.

Las problematicas enfrentadas durante todo el trabajo fueron del tipo
computacional, de cotejo y de construccién de los datos como se explica
a continuacion:

e Hubiera sido recomendable tener mds datos con los cuales trabajar
porque, segtin Christophersen [4], los métodos existentes para estimar la
dimension de un atractor o de los exponentes de Lyapunov no se aplican
adecuadamente a series de tiempo con menos datos, lo cual limita la
informacion sobre las propiedades del sistema subyacente, tales como
los grados de libertad y el nivel de complejidad. Es decir, la fiabilidad
de los resultados puede ser sensible a la calidad y a la cantidad de los
datos.

e Al comenzar a revisar los datos en bruto, existen muchos errores que
probablemente se cometieron al llenar las hojas de excel o al momento
de tomar las mediciones reales. Para un estudio netamente estadistico,
como el del Lic. Moreno, en [23], lo anterior pueden repercutir en
los resultados obtenidos, viendo a las series de tiempo por dia o por
semana. Sin embargo, en el caso de revisar la serie de tiempo mensnal
total, las repercusiones son minimas.

e Con respecto a la construccion de datos de velocidad, fue dificil el
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trato directo con las hojas de Excel que el Metrobiis nos proporciond,
para ello la ayuda del lenguaje Python fue indispensable. Pero con el
modulo usado resulté complicado el paso de informacién del lenguaje
a la pdgina, sobre todo cnando se trata de férmulas y su resultado en
tiempo real.

e El uso de las paqueterias de R fue ignalmente muy conveniente, pero
como en todo lenguaje y paqueterias, existen muchos problemas sino se
conocen a fondo los algoritmos programados. En el caso de esta tesis,
se tenfan muchos otros métodos para resolver algunas de las técnicas
descritas, pero se utilizaron las que venian precargadas en R.

Los resultados del andlisis del funcionamiento del Metrobiis son los siguientes:

e La velocidad promedio de la linea 5 del Metrobiis oscila alrededor de
los 38 km/h, valor cercano a los 40 km/h que senala la pdgina oficial
del Metrobiis [37] y mucho mayor a la obtenida por el Lic. Moreno
en [23] para todas las lineas del Metrobis. Lo cual corresponde a una
avenida en la que los automaéviles no pueden ir a una velocidad mayor
a los 50 km/h, de acuerdo a las nuevas disposiciones de movilidad
reglamentadas desde el 2015 por el Jefe de Gobierno Miguel /I\ngol
Mancera, pues la avenida Eje 3 Oriente es una via primaria segin [35].

e Una vez que se limpian los datos erréneos (velocidades mayores a los 140
km/h, al sobreponer todas las series de tiempo semanales, nos fijamos
que en la madrugada o en la noche (de 11 en adelante) la velocidad
del Metronis aumenta demasiado (de 120 a 140 Am/h). Pero incluso
en horas durante el dia que no son muy dificiles, hay unidades que
alcanzan dichas velocidades, lo cual es un peligro para la movilidad
de usuarios, transeintes y antomdéviles que pasen cerca de los carriles
confinados (en la Introduccién se menciona que en el mismo eje se
encuentran otros medios de transporte).

e Se destaca que las hojas de excel de los dias lunes y viernes tenian
muchas més filas, lo cual indica que las unidades del Metrobis dan
muchas mds vueltas que los fines de semana por ejemplo.

e En las noches, los recorridos de las unidades son muy tardados debido
al transito pesado y los tiempos de espera en la estacion también
aumentan.
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e Ya que la serie obtenida es cadtica, los resultados arrojados por el
Teorema de Takens nos dan un valor de prediceion de un dfa y medio
aproximadamente y los datos obtenidos por las distintas téenicas son
cualitativamente parccidos a los datos reales.

Lo anterior nos lleva a deducir que la linea 5 del Metrobis sigue siendo
una muy buena opeion de transporte urbano entre el Estado de México
y la ciudad, no sélo porque en sus instalaciones v en sus autobuses
s¢ introdujeron sistemas que no danan el medio ambiente (como  se
explicd en la Introduccion), sino porque su velocidad se encuentra en el
rango de pardmetros impuestos en el nuevo Reglamento de Trdusito. Sin
embargo, existen todavia muchas dificultades que pueden resolverse haciendo
modificaciones en las estaciones, como las mencionadas también en la
Introduccion (construyendo otro carril de mayor velocidad y quitar o ajustar
los semaforos para este transporte) y en la regulacién de las velocidades en
horas de poca circulacion para evitar accidentes, de la misma forma en que se
imponen castigos a los automoviles particulares. Con respecto a los valores
de prediccion encontrados, éstas téenicas nos pueden ayudar a conocer la
dindmica del Metrobis de un dia a otro y con ello ayudar a entender y tal
vez proponer medidas en dias y horas complicadas, como lo son los lunes y
viernes y las horas de entrada y salida de escuelas y/o oficinas.
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Apéndice A

Programas

A.1 Cobdigo en Python

#librerias Excel con Python
import openpyxl

import win32com. client
import pandas as pd

import munpy as np

#nombre del archivo
lista="ECL51405"

#funcion que publica las hojas de los libros de excel
def hojaslib(lib):

wh=openpyxl.load_workbook (1ib)

print (wh. get_sheet_names ())

return

#cjecuta la funcion hojaslib en todos los libros de mayo
for m in range(1,32):

wh=0)

lib=lista+str (m)+".xlsx’

print (lib)

hojaslib (lih)

#funcion que limpia libros de excel
def quitarlib(lib):
wh=openpyxl.load_workbook (lib)
print (wh. get_sheet_names ())
if wh.sheetnames[2]=="D2-118":
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priut ("yes”)

29 whb. remove_sheet (wh[’D2-118 ")
wh.save (lib)

31 clse:

print ("no”)

33 return

ss|#Fejecuta la funcion quitarlib en todos los libros de mayo
for m in range(1,32):

37| wh=0

lib=lista+str (m)+’. xlsx’

39 print (lib)

quitarlib (lib)

#ealcular ol numero maximo de filas de ambas hojas del libro
as| def calenlofilas (1ib):
wh=openpyxl. load_workhook (1ih)

15 ws=wh. worksheets [0]
wsl=wh. worksheets [1]
47 Ml=ws . max_row
M2=ws1 . max_row
19 print (M1)
print (M2)
51 return

s3| for m in range(1,32):
wh=0

55 lib=lista+str (m)+’ . xlsx’
print (lib)

57 calculofilas (1lib)

so|# funcion que realiza lo siguicnte:

# Crea una hoja de resultados en cada libro con todos los datos
neccesarios para obtener

ar|# los ticmpos de llegada y de salida cutre las estaciones, de
ida y de vuelta, por dia

# Calcula la diferencia centre horas de llegada y salida |, asi
como la velocidad cutre

es|# cstaciones en metros/segundos

def libros(lib):

65 wh=openpyxl.load_-workbook (lib)
wh2=openpyxl.load_-workbook (" distancias . xlsx™)
67 ws3=wh2. workshecets [0]
#wb. remove.sheet (wh[ " Resultados ')
69 ws2=wh. creatc_sheet (title="Resultados’)
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101

ws=wh. worksheets [0]
wsl=wh. worksheets [1]
ws2=wh. workshecets [2]
ws2 [ "Al’]="Llega’
ws2 [ 'Bl']="Salc"’

ws2 [ 'Cl']="Tiempo’
ws2 [ 'D1']="Distancia’
ws2 [ 'E1’]="V m/scg’
ws2 [ 'F1']="V km/hr’

Ml=ws. max_row

M2=ws1 . max_row
cl=int ((M1-7)/4)
c2=int ((M2-7)/4)
c=(cl4+c2)*17

print (M1,M2,¢cl,c¢2,¢)
if c2>=cl:

for j

Ida

column=1).
column=2).

column=4).

vuclta

column=1).
column=2).

column=4).

clse:

Ida

column=1).
column=2).

column=4).

in range(0.,¢2):

for i in range(0,17): #Viaje dc
ws2. cell (row=i+2+34%] ,
value=ws. ccll (row=9+4xj , column=i+7) . valuc
ws2. cell (row=i+2+34x%] ,
value=ws. ccll (row=11+44x] , column=i +6) . value
ws2. cell (row=i+2+34x] ,
value=ws3. cell (row=i+1,column=1). valuc
for i in range(0,17): #Viaje de

ws2. cell (row=i+19+34%] ,
value=wsl. cell (row=9+4%j , column=i+7). value
ws2. cell (row=1+19+34%] ,
value=wsl. cell (row=11+4%j , column=i+6) . valuc
ws2. cell (row=i+194+34+%j ,
value=ws3. cell (row=i+1,column=2). valuc
c.=1+19434xj

in range(0,cl):
for i in range(0,17): #Viaje de

for j

ws2. cell (row=1+2+4+34%] ,
value=ws. cell (row=9+4+j , column=i+7) . valne

ws2. cell (row=i+2+34%j .
value=ws. coll (row=11+4%] , column=i40). value

ws2. cell (row=1+2+34%] .
valune=ws3. cell (row=i-+1,column=1).valune




for i in range(0,17): #Viaje de
vuclta
103 ws2. cell (row=i+19+34%j ,
column=1).value=wsl. cell (row=9+4+j , column=i+7) . valuc

ws2. cell (row=i+19+34%j ,

column=2). value=wsl. cell (row=11+4%j , column=i+46) . value
105 ws2. cell (row=i+19+34%j ,
column=4) . value=ws3. cell (row=i+1,column=2). valuc

c_=i142+434x j

107 print(c,c.)
for i in range(2,c-+1):
109 ws2 [ "Clstr (1)]="=abs ((A'+str (i)+ =B +str (i)+)=86400)"°
ws2 [ E’+str (i)]="=D +str (i)+’/C'+str (i)
11 ws2 [ F str (i)]="=E"+str (i)+'*(18/5)"’
wh.save(lib)
113 return

us|#ejecuta la funcion lib en todos los libros de mayo
for m in range(1,32):

117 wh=0

ws=0

119 wsl1=0

ws2=(0

121 lib=lista+str )+’ . xlsx’

print (lib)

123 libros (lib)

sfFFeuenta las filas o renglones de Resultados de cada libro
det drow (Lib):

27| wh=openpyxl. load-workbook (lily)

ws = wh[ Resultados ]

120 MeEws. max_row

print (M)

131 return

] for m in range(1,32):

wh=0

135 ws=()

ws1=0

137 ws2=(0

lib=lista+str (m)+’. xlsx’
139 print (lib)

drow (lib)

141

##4 UN DIA DE MAYO
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wal#funcion que crea un libro nuevo en donde se vacian los datos de
todos los libros de Excel y se

#obticne la scrie de tiempo

5| def completar (lib):

wh=openpyxl.load_workbook ("seric . xlsx ")

ar|  ws=wh. worksheets [0]

ws. cell (row=1, column=1).value="Llega’
o] ws.cell (10\v—' column=2). value="Sale’
ws. cell (tow=1, column=3).value="Ticmpo’
51 ws. cell (row= 1 column=4).value="Distancia’

ws. cell (row=1, column=5).value="Velocidad’

153 wh2=openpyxl.load_workbook (1libh)

ws2=wh2. worksheets [2]

155 for j in range(1,7):

for i in range(2,10373):

167 ws. cell (row=i+10370% (m—1) ,column=j) . value=ws2. cell (row=i
,column=j) . valuc

wh.save(’seric. xlsx ")

159 return

wi|#cjecuta la funcion completar en todos los libros de mayo para
formar la seric de tiempo

#veclocidad promedio en mayo

63| for m in range(1,32):

wh2=()

165 ws2=(

lib=lista+str(m)+ . xlsx

167 print (1ib)

completar (lih)

1G9

#H+ SERIE DE TIEMPO

imi|#funcion que crea un libro nuevo y se vacian los datos de todos

los libros de Excel y se obtiene
#la scrie de tiempo chica
i7a| def completar2(lib):
wh=openpyxl. load_workbook ("sericdticmpos . xlsx ")
75|  ws=wh. worksheets [0]
ws. cell (tow=1, column=1). value="DAas’
177 ws. cell (row=1, column=2).value="Hora’
ws. cell (row=1, column=3).value="Vel (km/hr)’
79|  wh2=openpyxl.load_workbook (i)
ws2=wh2. worksheets [5]
181 wh3=openpyxl.load_workbook ( "dias.xlsx ")
ws3=wh3. worksheets [0]
183 for i in range(1,32):
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ws. cell (row=2421x(i—1),column=1). valuce=ws3.
cell (row=i, column=1). valuc
185 for i in range(2,24):
ws. cell (row=i+21%(m—1),column=2). value=ws2. cell (row=i ,

column=1). valuc
187 ws. cell (row=i+21%(m—1) ,column=3). value=ws2. cell (row=i ,

column=2). valuce
wh.save (Tseriedticmpos . xlsx )
189 return

wi|#cjecuta la funcion completar?2
for m in range(1,32):

193 wh2=0

ws2=(0

195 lib=lista+str )+ . xlsx’
print (lib)

7| completar2 (lih)

w|#Fquitar las celdas en blanco

def quitarcel ():

201 archivo="C:\\ Uscrs \\ALDI\\ AppData\\ Local\\ Programs\\ Python\\
Python35\\serict . xlsx’

xl = win32com. clicnt . DispatchEx (" Excel. Application )

28 wh = x1. Workbooks. Open ( Filename=archivo)
ws2=wh. workshcets [2]
205 inirow =1
finrow = ws2. UsedRange . Rows. Count
207 for row in range(inirow , finrow+1):
it ws2. Range(CA{} . format (row) ). Value is None:
209 ws2. Range ("A{} " format (row) ) . EntircRow. Delete (Shift =-4162)

wh. Save ()
211  wh. Closc (Truce)
x1. Quit ()

213 return

for m in range(1,32):
wh2=(

217 ws2=(0

lib=lista+str (m)+'. xlsx’

219 print(lib)

quitarcel (lib)

~
“

221
#O0rdenar de forma descendente
223

rang = sheet.Range(7AL” [7A47)
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225

227

229

231

233

2356

237

239

241

sheet . Sort . SctRange (rang)
sheet . Sort . Apply ()

#Obtener dos columnas en la hoja seric, en la primera se observa
el tiempo promedio y en la segunda la velocidad
def acomodar(scrice):
wh=openpyxl.load_workbook ("scrieticmpo . xlsx™)
ws=wh. worksheets [0]
ws2=wh. create_sheet (title="scric’)
ws2. cell (row=1,column=1). number_format = "hhmm:ss’
for i in range(1,231851):
ws [ 'C'+str (i)]="=IF (((hour (A +str (i)+")=0)*AND(
hour (B'+str (i)+')=23)) ,abs ((A'+str (i)+'"1" =B +str (i)+")=«
86400) ,abs ((A'+str (i)+ =B +str (i)+')*86400))"
#ws['C'+str(i)]="=SI(((HORA(A'+str (i)+")=0)*Y(
HORA(B'-+str (i)+')=23)) ,abs ((A'+str (i)+"1" =B +str (i)+")*
86400) ,abs ((A'+str (1)+ =B +str(i)+')*86400))"
ws [ 'H'+str (i)]="=(A+str (i)+ 4B +str(i)+') /2" #
tiempo promedio
ws2. cell (row=i , column=1) . value=ws. cell (row=i ,
column=8). value #ticmpo promedio en hoja scrice
ws2. cell (row=i , column=2). value=ws. ccll (row=i ,
column=6). value #velocidad km/hr en hoja serie

ws. anto_filter.ref = "A1:A231851° #ordenar columna con
respecto al tiempo promedio
return

programatesis.py
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A.2 (Cédigo en R

## LIBRERIAS

library (tserices)

library (deSolve)

library (tseriesChaos)
library (noulincarTscrics)

il getwd ()

## SERIE DE TIEMPO

datos<—rcad . table (7 st . ,head=TRUE)

time. scries <—ts (datos )

datos<—rcad.table ("scricdticmpos. txt” . head=TRUE)
View (datos)

time. series <—ts (datos , frequency=21,¢(1,31))

plot.ts(time.series , xlab="Ticmpo (Dfas)”,ylab="Vclocidad (km/hr)

", main="Linca 5 (Mayo 2014)”, col=c("red™))

. dlot . ts (time. series , xlab="Ticmpo” ,ylab="Veclocidad (km/hr)” ,main
1 1 )

="Linca 5 (Mayo 2014)”,col=c("red”) ,xlim=c(260000,270763))

bds. test (time. series , m=8)

uLP<—nonLincarPrediction (time. series , cmbedding. dim=8, time. lag

=2, prediction.step =40,
radius=5, radius.increment=1)

## DATOS ESTADISTICOS
mean (time. series)
sd(time. series)
var(time. series)
summary (time. sceries)
boxplot (time. series)

il act (time. series |, type="covariance” , plot=TRUE)

acf(time. series |, plot=TRUE)
pacf(time.scries , plot=TRUE)

## SERIE ESTACIONARIA, METODOS

library (fpp)

Box. test (time. series |, lag=50,type="Ljung—Box™)
adf. test (time. series ,alternative="stationary”)
kpss.test (time. series)

|#4# TIME LAG

time . lag <—timeLag (time. series " act” jmethod="first
=NULL, do. plot = TRUE)
time. lag

#1
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40

42

48

GO

62

64

66

68

70

72

74

76

78

2

## EMBEDDING DIM

embedding . dim<—estimateEmbeddingDim (time. series ,number. points
=651,time. lag ,15,0.95,0.1 , TRUE)

cmbedding . dim

#12

8

i| eps<—sd (time. series) /10

eps
fn<—falsc.ncarest (time.scries , 12, 1, t=100, rt=20, cps=0.1)
plot (fn)

## TAKENS

takens<—buildTakens (time. series , embedding. dim, time . lag=2)
plot (takens[,1], takens[,2],type="b" col="red")

plot3d (takens[,1], takens[,2], takens[,3], type="1",col="red ")
seriesdeticmpo<—ts (takens)

i plot (seriesdeticmpo ,type="1",col="red ")

## SERIE ESTACIONARIA
m=list ()

v_=list ()

sd_=list ()

for{(i in 1;12)
m_[i]<—mean(takens|[.i])
for (i in 1:12)
sd_[i]<=sd(takens[,1])
for(i in 1:12)
v_[i]<=var(takens[.i])
print (m.)

print (v.)

print (sd.)

## DIM CORR

DimCorr<—corrDim (time. series , min.embedding. dim = 2 ,max.
cmbedding . dim=cmbedding . dim, time.lag, min.radins=1,max.
radius=5, corr.order = 2, n.points.radius = 5, theiler.window

= 100, do.plot = TRUE,number.boxes = NULL)
estimDimCorr<—cstimate (DimCorr, regression . range=NULL,do. plot=
estimDimCorr
2.070023

## EXP LYAPUNOV
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ExpLyap<—maxLyapunov (time. series ;min. cmbedding . dim=2,max.
cubedding . dim=cmbedding . dim, time . lag , radius=5,theiler . window

= 100)
so| ExpLyap
estimExpLyap<—cstimate (ExpLyap, regression . range = NULL, usc.
cmbeddings=2:8,do. plot=TRUE)
s2| estimBExpLyap

0.03198189

## NONLINEAR PREDICTION

nlP<—nounLincarPrediction (time. series=time. series [609:651],
cmbedding . dim=11, time.lag=2 prediction.step=1, radius=5,
radius.increment=1)

so| plot (ulP)

cat ("real value: 7, time.series ,”Vs Forccast:” ,nlP)

8| 38.93801 hrs

R

oo|## TABLA LATEX

library (xtable)

o2|#tabla<—rcad . table (" sttyv.txt”)

tabla<—rcad. table ("summaryl. txt” , head=TRUE, scp=",")
o4l print (xtable(tabla),include.rownames=FALSE)

os| ## PREDICCION ARIMA

require (forecast)

98

datos<—rcad. table (”scriedticmpos. txt” , head=TRUE)

wo| time . series <—ts (datos |, frequency=21,¢(1,31))

plot (time.scries , xlab="Ticmpo” ,ylab="Veclocidad (km/hr)” ,main="
Linca 5 (Mayo 2014)” ,col=c("red”))

2| plot (time. series |, col=c("red”) , xlim=c(28,32))

wa| View (time . serices)

| datos2<—read. table ("seriedticmpos?2. txt”  head=TRUE)
time. series2 <—ts (datos2 , frequency =21)

ws| plot (time. series2)

View (time. series?2)

mof act (time. series?2 , plot=FALSE)

pact(time. series2 | plot=FALSE)

112
fit <—Arima(time.scries2 ,order=c(14,1,38))
forc<—forccast (fit ,Lh=40)

plot (fore ,include=40)

el plot (fore)

L1
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118

120

122

124

126

fit2 <—auto.arima(time.scrics2)
forc2<—forccast (fit2 ,h=40)
plot (forc2 ,include=40)

## PREDICCION SETAR

library (tsDyn)

#Test for nonlincarity

nonlincarityTest (time. series . verbose = TRUE)

mod. set <— sctar(time.series2 , m=8, d=2)

| plot (mod. sct)

fit3 <—predict (mod. set . n.ahcad=32)
plot (fit3)

plot (time. series2 , xlim=c(28,32))
lines (fit3 ,type="1",col="blue™)

proyectoTesis. R
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37

39

library (quantmod)
library (fractaldim)

#Programmed by Dr. Danicl Fernandez 2014 -2016
#https:// Asirikuy . com
#http:// MechanicalForex . com

datos<—rcad. table ("seriedticmpos. txt”  head=TRUE)
time. series <—ts (datos , frequency=21,c¢(1,31))
cudinglndex <—609

time. series . TEST<—time. scries [1: endingludex]
View (time. series . TEST)

#These are the fractal dimension calculation paramcters
#sce the fractaldim library reference for more info

method <— "rodogram?”

#Fnumber of samples to draw for cach guess
random_sample_count <— 50

Si<—0)
Sm_prediction <=0
Su—as . data . frame (time. series /. TEST , row . names=NULL)
#View (Sm)
#do 40 predictions of unext values in S
for (i in 1:40){
delta <— ¢ ()

# calculate delta between consccutive Sm values to use for the
# building of the normal distribution to draw guesses
for (j in 2:length (SmStime. series.TEST) ){
delta <— rbind (delta, Sm$time. series.TEST [j]—SwmS$time.
series . TEST [j —1])
}

# calculate standard deviation of delta
Std_delta <— apply(delta, 2, sd)

#update fractal dimension used as reference

V_Reference <= fd.estimate (Sm$time. series . TEST , method=method ,
trim=TRUE) $td

V_Reference

# crecate N guesses drawing from the normal distribution

# usc the last value of Sm as mean and the standard deviation
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49

Gl

63

67

# of delta as the deviation
Sm_guesses <— rnorm (random_sample_count , mean=Sm$time.
serics . TEST [length (Sm$time. series . TEST) ], sd=Std_declta )

minDifference = 1000000

# check the fractal dimension of Sm plus cach different guess
and

# choose the value with the least difference with the
reference

for(j in l:length(Sm_gnesses)){
new_Sm <— rbhind (Sm, Sm_guesses|[j])
new_V_Reference <— fd.estimate (new_Sm$time. series . TEST |
method=method , trim=TRUE) $fd

if (abs(new_V_Reference — V_Reference) < minDifference ) {
Sm_prediction <— Sm_guesses [ j |
minDifference = abs(new_V_Reference — V_Reference)

print (1)
#add prediction to Sm
Sm <— rbind (Sm, Sm_prediction)

plot (Sm$time. series . TEST , type="1")
lines (as . data . frame (time . series . TEST [1:( endinglndex+40)], row.
names = NULL), col="red")

timeseriesforecastingusingchaos.R
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